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Resumao: O presente trabalho apresenta o calculo do volume de um sélido de revolugdo. Tendo como inovacao
a problematica de um eixo de rotagdo inclinado. Alguns conceitos matematicos como reta tangente, soma de
Riemann, integral definida, area e volume de solido de revolugédo foram ferramentas fundamentais usadas para
possibilitar essa formulagdo. O objetivo principal do trabalho é apresentar de forma didatica e concisa a
obtencdo de uma férmula que possa expressar o volume de um solido de revolugdo cujo eixo de rotagdo seja
uma reta inclinada.
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1. INTRODUCAO

A integral definida possui as mais diversas aplicagdes, nos quais se destacam o calculo de areas, comprimentos
de arcos e a obtencdo de volume e &rea de s6lidos de revolugdo, além de outras voltadas ao campo da fisica, como
o célculo do trabalho realizado por uma forca [1]. Embora sejam problemas distintos, seguem uma mesma
estratégia de resolucdo, que seria analisar o problema por partes, fazendo uma aproximacéo da mesma e com isso
obter o resultado esperado a partir da soma dessas aproximagdes.

Entre as aplicagdes citadas, temos a determina¢do do volume de soélidos de revolugdo, porém o mesmo so é
enfatizado para solidos cujo eixo de rotacdo é uma reta horizontal ou vertical. Mas, e se girar ao redor de uma reta
inclinada? Visando isso, o presente trabalho buscaré deduzir as férmulas para o volume de um sélido de revolucéo
guando o eixo de rotagéo se encontra inclinado.

No decorrer do trabalho ser& exposto algumas formulagdes e conceitos que serviram como base para a solugao
do problema, entre eles, o problema da reta tangente, area abaixo da curva, integral definida e volume de um sélido
de revolucéo.

2. DESENVOLVIMENTO
2.1. O PROBLEMA DA TANGENTE

O problema da tangente surgiu a partir da dificuldade de determinar uma reta tangente a um unico ponto de
uma curva, Apoés vérias tentativas, verificou-se que a equacao desta reta poderia ser obtida se sua inclinagdo m
fosse conhecida, entretanto, sabe-se que é necessario possuir no minimo dois pontos distintos de uma reta pra se
determinar sua inclinagdo e no problema apenas um ponto é conhecido, o qual a reta tangencia a funcdo (Figura

1) [2].
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Figura 1. Reta tangente a curva em P. (Autoria prépria).




Uma forma de contornar o problema, seria primeiro obter uma aproximacéo para m, tomando sobre a curva
um ponto proximo Q e calculando a inclinagdo mp, da reta secante a curva nos pontos P e Q (Figura 2).
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Figura 2. Reta secante a curva nos pontos P e Q. (Autoria propria)
Assim mp,, € dado por:
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Conforme o ponto de Q se aproxima de P (Figura 3) a reta secante gira e aproxima-se da reta tangente como
sua posicao limite. Deste modo, a inclinagdo m,, da reta secante e a inclinagdo m da reta tangente ficam cada vez
mais proximas. Isso é denotado por:

~

Figura 3. Retas secantes aproximando-se da reta tangente. (Autoria prépria).

m= (lzl_r)rllj Mpq 2




Da Figura 2, € visto que quando Q tende a P, x tende a a, com base nisso e partir das Equacdes 2 e 3 tem-se:

m= limw 3)

x—-a xX—a
2.2. AREA E A INTEGRAL DEFINIDA.

As origens do célculo remontam a Grécia antiga, pelo menos 2500 anos atras, 0s gregos ja sabiam encontrar a
area A de qualquer poligono dividindo-o em triangulos e, em seguida somando as areas obtidas. Quando a figura
era curva, os mesmos utilizavam o chamado “método da exaustio” tal método consistia em inscrever e
circunscrever a figura com poligonos e, entdo, aumentar o nimero de lados deles (Figura 4) [3].

Figura 4. Poligonos de n lados inscritos em circulos. (Autoria prépria).

Seja A,, a &rea de um poligono de n lados e A, a &rea de um circulo qualquer. A medida que o valor de n cresce,
o0 valor de A,, se aproxima cada vez mais da &rea do circulo A.. Desse modo, dizemos que a area do circulo é o
limite da area do poligono quando seu nimero de lados tende ao infinito, ou seja:

A, = lim 4, @)

n—-oo

E usada uma ideia semelhante para determinar a area de uma regido plana S, delimitada pelo grafico de uma
funcéo continua e ndo negativa f e pelo eixo dos x no intervalo [a, b] (Figura 05).
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Figura 5. Regido plana S abaixo da curva f no intervalo [a, b]. (Autoria propria).

Seja P uma particéo do intervalo [a, b] em n subintervalosdadapora = xq < x; < = < Xj_q < x; < -+ <
X, = b. Seja Ax; = x; — x;_, 0 comprimento do intervalo [x;_;, x;] € ¢c; um ponto arbitrario do mesmo. Para cada
i variando de 1 até n € construido um retangulo de base Ax; e altura f(c;) (Figura 06).
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Figura 6. f(x) subdividida em n retdngulos. (Autoria prépria).
Somando a rea dos n retangulos, é obtido:
Sp = fc)Ax + -+ f(c,) A%, (5)
Sp = Xiza f(e)Ax; (6)
A soma mostrada na Equacéo 6 é a soma da Riemman da funcdo f(x). A medida que o valor de n cresce e

consequentemente, cada Ax; torna-se pequeno, a soma das n areas retangulares, se aproxima mais do valor da area
S.

§ = lim 3, f(ci)Ax; )

Definicdo: Seja f uma fungdo definida no intervalo [a, b] e seja P uma particdo de [a, b]. A integral definida de
f de a até b denotada por f:f(x)dx é dada por:

[, fGOdx = lim T2, f(c)Ax; (®)
desde que o limite do segundo membro exista.
2.3. SOLIDO DE REVOLUCAO

Sélido de revolugdo é um solido obtido ao fazer uma regido plana girar em volta de uma reta no plano, reta
esta que é chamada de eixo de revolugdo [4].

Ao fazer um poligono regular girar em torno de um eixo, podemos obter um sélido simples, por exemplo, com
a revolucdo de um triangulo podemos obter um corpo de formato cénico (Figura 7).

Figura 7. Regido plana triangular e sua revolugdo em torno de x. (Autoria prépria).




Sejay = f(x) uma funcdo ndo negativa em um intervalo [a, b]. Seja R a regido sob o gréafico de f de a até b.
Considerou-se aqui, o problema de obter uma maneira de quantificar o volume de um sélido T, gerado pela rotagao
em torno do eixo dos x, da regido R. (Figura 8).

Figura 8. Regido plana R e sélido de revolucdo T. (Autoria prépria).

Para isto, considerou-se uma parti¢cdo P do intervalo [a,b], dadapor:a =x, < x; < - <xj_q <x; < <
X, = b, seja Ax; = x; — x;_, 0 comprimento do intervalo [x;_,, x;], e para cada intervalo [x;_,, x;] escolheu-se
um ponto ¢; arbitrario. Construiu-se um retdngulo R;, de base Ax; e altura f(c;), para cada intervalo [x;_q, x;]
(Figura 9).
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Figura 9. Retangulo R; de base Ax; e altura f(c;) e sua revolucdo. (Autoria prépria).

Ao girar cada retangulo R; no eixo horizontal, sua revolugdo gera um corpo cilindrico de altura Ax; e raio da
base f(c;), e 0 volume do mesmo & expresso por:

Ve = m[f(c;) 1? Ax; 9)

Somando o volume de cada um dos n cilindros é obtido um valor aproximado do volume do sélido T que é
dado por:

Vr = [f(c1) 17 Axy + [f(c3) 1? Axy + -+ + w[f (cp) 1? Ax, (10)
Vrp = X4[f (c) 17 Ax; (11)

Para valores de n cada vez maiores , que implicam em valores de Ax; cada vez menores, de tal forma que a
soma do volume destes n cilindros se aproxima do real volume do sélio T, logo tem-se:

Vr = rlli_)fgﬂz:?ﬂ[f(ci) 1% Ax; (12)

A soma que aparece na Equacéo 12 é a soma de Riemann da fungdo [f(x) ]? [4]. Visto que f(x) € continua e
o limite da Equacéo 12 existe, pela definicdo de integral definida:

V=m[[f(x)]?dx (13)




Quando ao invés de girar a regido R em torno do eixo x a giramos em torno do eixo y (Figura 10), para o seu
volume é necessario uma pequena alteragdo da Equagéo 13;

V=mn['lg0) Pdy (14)

x=gly)

Figura 10. Sélido gerado pela rotagdo da regido R em tono do eixo y. (Autoria propria).
2.4. ROTACAO DE "R" AO REDOR DE UMA RETA PARALELA A UM DOS EIXOS COORDENADOS
Quando a rotagdo de R se efetua ao redor de uma reta paralela ao eixo x, ou seja, de uma reta y = L (Figura
11), faz se necessario uma adaptacéo da equacédo 13, visto que ap0s ser feita uma particdo P no intervalo, a area
de cada intervalo sera aproximada por retangulos de base Ax; e altura [f(c;) — L] e consequentemente, ap6s a

regido ser rotacionada, o volume de cada intervalo sera aproximado por cilindros de altura Ax; e raio da base dado
por [f(c;) — L]. Logo o volume do mesmo sera dado por:
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Figura 11. Regifo R entre acurvay = f(x) e y = L . (Autoria propria).

V= nf:[f(x) — L]?dx (15)

De maneira analoga, se o eixo de rotacdo for o uma reta paralela ao eixo y, isto é, g(x) = M (Figura 12), tem-
se:




Figura 12. Regido R entre x = g(v) e x = M. (Autoria propria).
d
V=mn[gly)—M]*dy (16)
2.5. VOLUME DE UM SOLIDO DE REVOLUGAO COM EIXO DE ROTAGCAO INCLINADO
Seja C o arco da curva y = f(x) entre os pontos P(p, f(p)) e Q(q, f(q)) e seja S a regido delimitada por C,

pelaretay = mx + b (que esta inteiramente abaixo de C) e pelas perpendiculares a reta a partir de P e de Q (Figura
13).

Figura 13. Regido S. (Autoria prdpria).

Aproximando a &rea da regifo S por retdngulos perpendiculares a reta inclinada, e rotacionando estes em torno
da mesma, é obtido a area da regido S e o volume do sélido de revolugdo T (obtido pela rotacdo de S) dados,
respectivamente, por:
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Figura 14. Regido S e s6lido de revolucéo T. (Autoria propria).




A= lim Y, g(u;)Ay; (17)
n—-oo

V= lim ¥, n[g(u)]?Ay; (18)
n—-oo

Diante disso, buscou-se uma maneira de expressar a Equacdo 18 em funcéo de x, relacionando g(u;) e Au; em
termos de f(c;) e Ax;, respectivamente. Para tanto, foi tracada a reta tangente a curva € no ponto ¢; € [x;_q, x;]
Figura 15, a mesma possui um comprimento As; no intervalo, e com isso pode-se relacionar as variaveis citadas.

y=mx+b

Reta I:angem:e a curva
€ no ponto (¢, £(c,))

\\ a
/

Xi-1

Pela Figura 16 tem-se:
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—

Figura 16. Relagdo entre As; e Ax;. (Autoria propria).

Ax

cos(a) = A—Sii (19)
Ax;
5i = Cos@) (20)

Decorrente da Figura 17, ver-se que:




Figura 17. Relacdo entre As; e Au;. (Autoria prépria).

Ay
cos(B —a) = A_:z (21)
Aui
As; = cos(B-a) (22)

Comparando as Equacdes 20 e 22, obtém-se:

Au; _ Ax

cos(B—a) _ cos(a) (23)

w = [ ax (24
Ay; = [COS(ﬁ) COS(:O);ZG)H(I?) Sin(“)] Ax; (25)
Bu; = [cos(B) tom + sen(B) Zom | Ax (26)
Au; = [cos(B) + sen(B) tg(a)]Ax; 27

Como a reta y = mx + b faz um angulo g com o eixo positivo de x, tem-se o seguinte tridngulo auxiliar
(Figura 19).

Figura 18. Triangulo auxiliar, inclinagdo da reta y = mx + n. (Autoria propria).

Do mesmo, segue que:




cos(B) = J=m (28)

sen(f) = \/% (29)

Para mais, como a reta tangente a curva € no ponto (c;, f (¢;)) faz um angulo @ com o eixo positivo de x, temos
que:

tg(a) = f'(cy) (30)

Substituindo as equacdes 28, 29 e 30 na equagdo 27, resulta que:

1 ’
My = [ + (€0 A (31)
1+mfr(cy)
Aui = 7+T_{mz A i (32)

Além disso, temos da figura 20 que

flc;)) —me; — b

Figura 19. Relagdo entre g(u;) e f(c;). (Autoria propria).

Para o triangulo auxiliar mostrado na Figura 19, o angulo g foi determinado por semelhanca de tridngulos.

cosf = % (33)
9(;) = [f(c) —me; — b] cos B (34)
g(w) = [f(c;) —mc; — b] (\/1:-7) (35)
glu) =F2a (36)

Portanto, substituindo as Equacdes (32) e (36) na Equacédo (18), tem-se

2
flep)—mei—b |~ 1+mfr(c))

Ax; 7

V1+m2 Ji+m? i (37)

V = lim Z’len[
n—-oo

Que pela definicdo de integral definida resulta em:

10



V= ﬁf;[f(x) —mx—b]? [1+mf'(x)]dx (38)

Param = 0 e b = 1 a Equacéo 38 resulta na Equagdo 15, onde o eixo de rotacdo é uma reta paralela ao eixo
x. E param = 0 e b = 0 a Equagdo 38 resulta na Equagédo 13, quando o eixo de rotacdo é o eixo dos x.

Além disso, em [5] Rufino, E.O.; Soares e Stephen obtiveram a mesma Equacao 38 partindo de uma abordagem
diferente da desenvolvida nesse trabalho.

3. CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento do presente trabalho possibilitou estabelecer uma forma de determinar o volume de sélido
de revolugdo, gerado em torno de um eixo de rotagdo inclinada, ou seja, de uma maneira diferente da que é
encontrada nos livros didéticos, trazendo uma ampliacéo das aplicagdes da integral definida.

Estabelecer essa formulagédo s6 foi possivel através do uso de algumas ferramentas e conceitos matematicos.
Por fim, espera-se que esse trabalho desperte interesse e motivagao a futuros trabalhos nessa area, bem como traga
alguma contribuicdo a comunidade académica.
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