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UMA ABORDAGEM HISTC)RICA SOBRE A AXIOMATIZACAO
DA ALGEBRA
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Resumo: Nao é incomum observar indagacdes ou afirmagdes sobre o estudo dos acontecimentos
histéricos parecidas com essas: Para qué estudar os acontecimentos do passado? Nao adianta estudar
histéria porque o passado ndo volta mais. Mas, ao contrério do que se pensa, a historia ndo é uma
ciéncia presa ao passado, ela estd presente no cotidiano das pessoas para lembré-las de sua condi¢do
humana de agentes transformadores do mundo. Entdo, ao olhar por esse lado e aplicar este conceito ao
estudo da matemaética, torna-se possivel entender como os fatos que ocorreram no passado podem
contribuir ou acrescentar nas pesquisas da atualidade. Pensando nisto, este artigo traz a jornada da
dlgebra até sua axiomatizacdo, ou seja, apresenta um relato histérico de como a algebra conseguiu
desenvolver seus préprios axiomas independente da geometria. Para alcancar este objetivo, optou-se
por realizar uma pesquisa bibliografica de cunho histérico, a qual nos esclareceu que a tematica objeto
de nosso estudo, a axiomatizacdo da algebra, estd intrinsicamente ligada ao entendimento da
matematica tal como é estudada hoje.
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1. AMATEMATICA CONQUISTANDO SEU LUGAR COMO CIENCIA.

Assim como toda histéria é construida a partir da sucessdo de acontecimentos no decorrer do tempo,
com a histdria da matemética ndo foi diferente. Hoje sabe-se que a matematica é considerada uma ciéncia
caracterizada pela abstracdo, no entanto nem sempre foi definida e usada como tal. Para um melhor
entendimento de como ela ganha essa configuracdo, primeiro serd feito um breve relato dos seus avangos ao
longo dos anos, desde seus primeiros vestigios até conseguir seu espago como ciéncia. Na sequéncia, 0 presente
artigo ird relatar os acontecimentos historicos que contribuiram para que a atual concep¢do de matematica como
ciéncia abstrata se instituisse. No entanto esse é apenas o pano de fundo da problematica principal da pesquisa,
que na verdade busca compreender os empasses vivenciados pela algebra para conseguir se configurar como
&rea da matemaética independente da geometria e da aritmética.

Indo ao encontro das primeiras civilizacBes ocidentais que apresentam registros matematicos pela
historiografia, encontra-se os Egipcios, Sumérios e Babil6nios. Todas essas civilizagdes tinham uma relacéo
com a matematica pautada na solucdo de problemas do cotidiano como, por exemplo: divisdo de terras,
armazenamentos de gréos, problemas ligados com a astronomia, entre outros. Em virtude disso, essas
civilizagdes ndo procuravam saber o porqué da matematica conseguir resolver as questfes praticas, apenas
buscavam respostas, que na maioria das vezes eram satisfeitas somente com solugdes numéricas. Devido a essa
caracteristica, [1] nomeou a matematica desenvolvida por essas civilizagdes de atividades proto-matematicas,
pois remete a ideia de primeiro, logo marca o inicio do desenvolvimento da matematica.

Com o passar do tempo, houve uma mudanga no contexto matematico, impulsionada por alteracdes no
ambiente econdmico e politico das civilizagdes antigas. Essas mudangas propiciaram avangos, como por
exemplo: a invengdo do alfabeto e a criagdo das Pdlis' pelos gregos. Este novo cendrio contribuiu para a
formacdo de um pensamento racional crescente, principalmente nos fildsofos da Grécia. No que se refere a
matemaética da Grécia, [2] afirmam:

Ha evidéncias, todavia, de que no meio dos filésofos os métodos usados pelos matematicos eram
questionados. Por volta do ano 375 a.C., Platdo comega a criticar os gedbmetras por ndo empregarem
critérios de rigor desejaveis nas praticas matematicas.

(...) ainda que ndo possamos dizer que a transformagéo dos fundamentos da Matematica grega é devida a
Platéo, ele expressa o descontentamento dos filésofos com os métodos empregados e articula o trabalho
dos pensadores a sua volta para que se dediquem a formalizar os conceitos e técnicas utilizadas
indiscriminadamente na Matemética da época ([2], p.63).
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Nesse contexto, os pensadores gregos comecaram a sentir a necessidade de demonstrar suas teorias.
Entre eles destaca-se Aristoteles (384 a.c-322 a.c), que criou 0 método axiomatico-dedutivo, partindo da ideia de
que ndo poderia provar tudo, precisava de um ponto de partida o qual chamou de postulados, ou seja,
proposicOes das quais partiam todos os teoremas. A caracteristica principal dos postulados aristotélicos é a auto
evidéncia, ou seja, eles teriam que ser intuitivamente ébvios, verdades absolutas que qualquer pessoa poderia
enxergar. A partir da adocdo do método axiomatico-dedutivo, a matematica passou a ser vista como ciéncia, [1]
nomeia essa fase de nascimento da matematica.

E importante frisar que embora os gregos tenham abordado algumas questdes que as civilizagdes
antigas ja haviam tratado, ndo existiam nos antigos a preocupacao de construgdo de um método, que passou a
existir com os gregos. Portanto, como consequéncia dessa nova perspectiva iniciada pelos gregos, tem-se a
mudanca do foco das questdes matematicas, que deixaram de ser pautadas apenas nas necessidades do mundo e
passaram a permear também o campo das ideias.

Apesar de ser um avanco na constru¢do da matematica como ciéncia, o método dedutivo aristotélico ao
instituir a necessidade de veracidade e auto evidéncia aos axiomas, gerava uma limitacdo ao seu uso, pois
exigia-se que os axiomas fossem vistos a partir de um olhar fisico. Portanto a geometria por permitir essa visao
foi a primeira e Unica area a ser axiomatizada até o século XIX. Por esse motivo, a algebra e a aritmética
dependiam da geometria para ter credibilidade, como podemos verificar neste relato.

Da época cléssica da Grécia até aproximadamente o inicio do século XVII, a matematica ocidental era
principalmente a geometria. E era principalmente a geometria ndo somente porque o maior esforgo dos
matematicos deste longo periodo era dedicado a resolugdo de problemas geométricos, mas também
porque o desenvolvimento dos outros ramos da matemética — especialmente a aritmética e algebra — foi
condicionado pela geometria. Demonstragdes de proposices eram sempre feitas demonstrando as
proposicOes geométricas equivalentes e a interpretacdo dos conceitos matematicos era sempre feita em
termos geomeétricos ([3], p. 107).

Como pode-se perceber a subordinacdo geométrica perdurou por bastante tempo, pois a necessidade de
auto evidéncia impedia a criacdo de proposi¢des para reas abstratas como a éalgebra. Diante do exposto, fica
perceptivel que a axiomatizagao da algebra, ndo foi algo tdo simples de acontecer, pois o problema “morava” na
génese da matematica como ciéncia. Portanto estudar os aspectos historicos da axiomatizacdo da algebra se
justifica diante da relevancia desta tematica para a compreensdo da construgdo da matematica no decorrer dos
séculos.

Por meio deste breve relato espera-se ter deixado claro para o leitor como a matematica conquistou seu
lugar como ciéncia, pois esta compreensdo é essencial ao entendimento do objetivo principal deste trabalho que
é descrever 0s acontecimentos histdricos que resultaram na axiomatizagdo da algebra, e como esse fato contribui
para a mudanca de estrutura ocorrida pela matematica no século XIX. No que concerne a metodologia, a
presente pesquisa se classifica como uma pesquisa bibliografica de cunho histoérico, pois no intuito de atingir
nosso objetivo e focado na problemaética abordada, foi feita uma andlise bibliogréfica em livros e trabalhos
cientificos, que abordam acontecimentos histéricos relacionados ao tema, para dessa forma obter o
conhecimento necessario para a realizagdo da pesquisa.

2. ACONTECIMENTOS NAO ALGEBRICOS.

E inquestionavel que no decorrer dos séculos a matematica passa por mudangas em diversos aspectos.
No que se refere, mais especificamente a resultados ligados a algebra, podemos citar por exemplo: a resolugdo
de equacdes do terceiro e quarto grau, por Girolamo Cardano (1501-1576) e a apresentacdo pela primeira vez de
uma abordagem simbélica para as equages, por Francois Viete (1540-1603), ambos acontecimentos do século
XVI. Juntamente com os estudos sobre os calculos diferenciais, desenvolvido por Isaac Newton (1643-1727) e
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) no século posterior, como importantes avan¢os no campo algébrico.
No entanto, mesmo com essas mudangas, alguns padrdes ainda precisavam ser quebrados para que a algebra
conseguisse se libertar da geometria. Entre estes, existiam paradigmas que ndo estavam ligados diretamente a
algebra, mas que influenciavam nesse processo. A descoberta de novas geometrias e a aceitagdo dos ndmeros
negativos e complexos sdo dois acontecimentos que serdo discutidos nos proximos topicos a fim de entendermos
como eles contribuiram mesmo que de forma indireta para axiomatizagdo da algebra. Apesar de abordados
separadamente é importante a percepcao de que esses eventos ocorrem quase que simultaneamente, e que eles se
entrelacam na construcdo de novos fundamentos para a matematica.

2.1. Descobertas de geometrias ndo Euclidianas

Por volta do ano 300 a.c, Euclides, em sua obra Os Elementos, inicia apresentando quinze definicdes,
dez axiomas e cinco postulados como base da axiomatizacdo da geometria. Euclides definiu os axiomas como
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verdades aplicaveis a todas as ciéncias e os postulados como verdades em relagéo a disciplina em questéo [3].
Os quatro primeiros postulados definidos por Euclides ndo geraram dudvidas quanto sua veracidade, no entanto,
o0 quinto postulado apresentava uma dificuldade de visualiza-lo facilmente como verdade, ou seja, ndo possuia o
carater da auto evidéncia, como pode-se perceber no trecho que segue:

|. Pede-se que se desenhe uma reta de um ponto qualquer até outro ponto qualquer.

11. E que se produza uma linha reta finita continuamente em uma linha reta.

111. E que com qualquer centro e qualquer distancia se descreva um circulo.

1V. E que todos os angulos retos sejam iguais.

V. E que, se uma linha reta cortando duas linhas retas torna os angulos interiores do mesmo lado
menores que dois retos, as linhas retas, se continuadas indefinidamente, se encontrem deste lado no qual
o0s angulos sdo menores que dois retos ([2], p.70).

Devido essa auséncia de auto evidéncia, diversos matematicos procuraram substituir o quinto postulado
por outro mais ébvio. O substituto mais comum nos atuais textos de geometria foi dado por Playfair (1748-
1819) e dizia que “Por um ponto fora de uma reta dada ndo ha mais do que uma paralela a essa reta” [4]. Ainda
assim, o postulado das paralelas continuava sem evidéncia imediata, portanto outra alternativa utilizada para
resolver esse problema foi tentar prova-lo, pois se isso fosse possivel ele deixaria de ser chamado de postulado e
passaria a ser um teorema.

E importante registrar que no decorrer dos séculos diversos matematicos tentaram o feito de rebaixar o
quinto postulado de Euclides a um teorema. Mas, a primeira investigacdo realmente cientifica do postulado das
paralelas foi desenvolvida por Girolamo Saccheri (1667-1733), no livro chamado Euclides livre de toda
imperfeicdo, no qual se afirma ter conseguido a demonstragdo do postulado [4]. No que se refere a
demonstragdo apresentada por Saccheri, seu trabalho consistia em estudar o quadrilatero ABCD (Figura 01) em
que os angulos A e B sdo retos e os lados AC e BD sdo iguais. Ele comegou concluindo que os angulos € e
D deveriam ser iguais, e consegue isso utilizando apenas as primeiras 28 proposi¢des? do livro | dos Elementos.
Em seguida, sua pretensdo era definir o tipo de angulos e, para isso, formulou trés possiveis hipoteses que
chamou de hipétese dos angulos retos, angulos agudos e angulos obtusos

c D c D
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Retos Agudos Obtusos
1] []
A B A B A B

Hipéteses de Saccheri. Fonte: ([5] p.31)

Saccheri decidiu provar sua teoria através do método de reducdo ao absurdo. Primeiro, eliminou
facilmente a hipétese do angulo obtuso, pois observou que, considerando a infinitude da reta, certamente CD
intercepta AB, logo, ndo sédo paralelas. Procedendo com a analise, e ndo conseguindo o desejado, ele forgou uma
contradicdo a fim de eliminar a hipétese dos angulos serem agudos, pois ele acreditava fielmente que a Unica
geometria existente era a de Euclides. Dessa forma, restava apenas a hip6tese dos angulos retos que provava a
existéncia de uma Unica reta paralela & AB, portanto, o quinto postulado poderia ser provado através dos outros
e, entdo, rebaixado a teorema. E relevante relatar que embora Saccheri tenha obtido diversos resultados que
futuramente fizeram parte de uma geometria diferente da euclidiana, a dificuldade de desvincular-se do mundo
fisico e compreender o campo abstrato que ele estava desvendando, fez com que ele forgasse uma contradicéo, e
por causa desse equivoco, 0 mérito da descoberta da existéncia de outras geometrias nao foi dado a ele.

Depois de Saccheri, outros matematicos se dedicaram a estudar e tentar provar o postulado das
paralelas, entre eles destaca-se Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Janos Bolyai (1802-1860) e Nicolai
Lobachevsky (1802-1860). Atualmente sabe-se que Gauss foi 0 primeiro matematico a trabalhar com a hipotese
do angulo agudo. Segundo [6] apud [5] Gauss iniciou seus estudos em geometria ndo-euclidiana desde seus 15
anos. Uma das passagens que comprova isso pode ser encontrada na carta que escreveu em 1824 a Adolph
Taurinus (1794 -1874)3, numa resposta a uma das tentativas de prova deste. Nessa correspondéncia Gauss relata
“que havia mais de 30 anos que ponderava o assunto e por ser de dificil aceitacdo ndo publicard nada, mas que
com constante reflexdo essas ideias se revelavam nada impossiveis™ [5]. Gauss complementa ainda dizendo que

2 Segundo Eves (1995, p.539) Euclides ndo fez nenhum uso do postulado das paralelas até alcangar a Proposicdo 29 do livro I. Ainda
segundo este autor esse fato fortalecia a ddvida se esse postulado era realmente necessario, ou se ele poderia ser deduzido, como teorema.

3 Franz Adolph Taurinus foi um matematico alemao conhecido por seu trabalho em geometria ndo-euclidiana
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todos seus esfor¢os para a descoberta de uma contradicdo, ou incoeréncia, nesta geometria ndo-euclidiana,
haviam fracassado.

O titulo de ter descoberto as geometrias ndo-euclidianas foi dado a dois matematicos que de lugares
diferentes do mundo, praticamente no mesmo periodo, publicaram ideias semelhantes. Janos Bolyai era
austriaco e publicou no apéndice do livro de seu pai no ano de 1832, por incentivo dele, as descobertas que
resolveu nomear de Universo novo e estranho. Pouco antes disso, entre os anos de 1829-1830, Nicolai
Lobachevsky publicou em russo seu primeiro artigo também referente a geometria nao euclidiana, mas devido
as barreiras linguisticas existentes na época, Bolyai s6 soube desse feito muitos anos depois. Resumidamente, 0s
dois estudiosos ndo encontraram contradicdo na hipdtese do angulo agudo, entdo aceitando que os angulos
podem ser agudos construiram uma nova geometria, que mais tarde foi chamada de geometria hiperbdlica. Para
tanto, foi necessario abdicar da geometria ligada ao mundo fisico e abrir espaco para o entendimento do
abstrato, feito ndo conseguido por Saccheri. Sobre o fim da problematica do quinto postulado e a
indubitabilidade da existéncia de outras geometrias, [4] afirma que:

A real independéncia do postulado das paralelas dos outros postulados da geometria euclidiana s6 foi
estabelecida inquestionavelmente quando se forneceram demonstragdes da consisténcia da hipétese do
angulo agudo. Estas ndo demoraram a vir e foram produzidas por Beltrami, Arthur Cayley, Felix Klein,
Henri Poincaré e outros. O método consistia em construir um modelo na geometria euclidiana, de modo
que o desenvolvimento abstrato da hipétese do angulo agudo pudesse dar uma interpretacdo concreta
numa parte do espago euclidiano. Entédo, qualquer inconsisténcia na geometria ndo euclidiana implicaria
uma inconsisténcia correspondente na geometria euclidiana ([4], p.543).

Portanto com a descoberta de uma geometria tdo consistente quanto a de Euclides, mas que seus
axiomas ndo eram auto evidentes, pelo contrério, até contrariavam o que os olhos viam, 0s matematicos nao
mais poderiam exigir dos postulados essa caracteristica. Nessa conjuntura passou-se entdo a exigir dos
postulados apenas a necessidade de consisténcia e dessa forma, poderiam ser escolhidos ao gosto do matematico
desde que ndo fossem contraditorios.

Todas essas mudancas fizeram com que o0s estudiosos da época comegassem a enxergar esta ciéncia
ndo mais como uma traducdo do mundo fisico, e consequentemente aceitar a abstracdo na matematica. Essa
transformagdo de pensamento possibilitou o inicio do desenvolvimento de axiomas para areas abstratas, como a
algebra, pois, como foi dito anteriormente, a auto evidéncia era um dos principais fatos que dificultava a
axiomatizacdo dessa area. Diante do exposto, a queda da auto evidéncia deve ser destacada como a principal
consequéncia da descoberta de novas geometrias.

Seré abordado na sequéncia a aceitacdo dos nimeros negativos e complexos, chamados por muito
tempo de nUmeros impossiveis. A legitimagdo desses nimeros é outro acontecimento ndo algébricos que
contribuiu para a mudanca na concepc¢ao de matemética que ocorreu no século X1X, na qual ela passou ao status
de ciéncia abstrata. Entdo para entender como a questdo em torno da aceitabilidade desses nimeros fortaleceu as
ideias que surgiram das descobertas de novas geometrias, e, consequentemente, colaborou com a axiomatizagao
da algebra voltaremos um pouco na histéria para compreender como os nimeros impossiveis foram sendo
discutidos no decorrer do tempo.

2.2. Aceitacdo dos niUmeros impossiveis

A partir de agora, sera apresentado de forma breve as razBes pelas quais fizeram com que os
matematicos resistissem em aceitar 0s ndmeros negativos e complexos como entidade matematica. Sera
explanado também de que forma eles aceitaram a legitimagdo desses nimeros, além de mostrar como essa
conquista € importante para a compreensdo da matematica do modo como € constituida atualmente.

Embora os negativos tenham surgido desde a antiguidade de forma natural na resolucéo de equacg6es,
observa-se no decorrer da histéria da matematica diversos fatores que fortaleceram a idealizacdo de que os
negativos e posteriormente os imaginarios ndo poderiam ser aceitos no universo cientifico. Entre estes fatores
destaca-se o vinculo da matematica com o mundo fisico, que resultou do modelo de matemética criado a partir
do método axiomatico-dedutivo por Aristdteles e posteriormente propagado pelos gregos, como o principal
obstaculo a legitimacdo desses nimeros. Como ja relatado anteriormente, esse modelo de matematica fez com
que a geometria fosse a Unica area axiomatizada até o século XIX, por isso assume o papel de verificadora da
verdade e do rigor. Nesse contexto, como 0s numeros impossiveis ndo fazem parte de uma realidade palpavel,
eles ndo conseguem ter uma representacdo logica na geometria e, portanto, ndo poderiam ser legitimados nessa
teoria [7].

Outra premissa, na qual baseavam-se as teorias de rejeicdo dos nimeros negativos, tem foco na
definicdo de um elemento primordial na construcdo da matematica, o conceito de nimero. E comum associar a
ideia de nimero a de contagem ou medida, afinal de contas essas nog¢des provém do contato rotineiro que temos
com a matematica de carater pratico, isto €, situages do dia-a-dia como contar dinheiro, ou medir algo. Embora



para a concepgdo atual de matemética esta conceitualizagdo seja considerada restrita, diante da imensidéo do
conceito de nimero, foi a definicdo aceita e difundida até o século XIX, o nimero como elemento de contagem
e medida, e por esta razdo, a matematica era entendida como a ciéncia das quantidades e das medidas. A
explicacdo para a forca desse pensamento encontra-se ligada ao que foi relatado anteriormente, visto que esse
entendimento de nimero se enquadra ao modelo de representacdo do mundo fisico. Portanto é compreensivel
que o tratamento dado a matematica até o século XIX ndo era, de fato, favordvel aos nimeros impossiveis e
entdo eles ndo eram considerados como entes matematicos.
A explanacédo aqui apresentada pode ser sintetizada através do seguinte trecho:

A discusséo sobre as quantidades negativas, durante o século XVIII, mostra que somente os nimeros
absolutos eram aceitos, pois se pretendia relacionar a existéncia em Matematica a uma nogéo qualquer de
“realidade”. Para avangar, era preciso migrar para um conceito abstrato de nimero néo subordinado a
ideia de quantidade ([2], p.238).

Diante do exposto, fica claro que a forma como os acontecimentos foram sendo dispostos na historia
contribuiu para a rejei¢do dos nimeros negativos por quase 2000 anos, e entre estes acontecimentos o fato da
axiomatizaclo primordialmente da geometria e consequentemente todos os elementos terem que ser modelados
por ela, fizeram com que os nimeros impossiveis fossem deixados de lado em razdo da compreensdo de uma
realidade fisica exigida como fonte de certeza.

Depois de enumerados os pontos principais que fizeram com que os nimeros impossiveis fossem
rejeitados, pode-se entdo narrar os acontecimentos que influenciaram no processo de superacdo desses
obstaculos. Segundo [7] “houve um aumento crescente dos indicios favoraveis a existéncia desses nimeros
provenientes tanto da matematica pratica como também da formal”. Entre os fatores praticos essa autora
destaca, a nova organizacdo mercantil do fim do século XlII, que possibilitou 0 aparecimento de uma estrutura
de crédito, pois proporcionou pela primeira uma interpretacdo aos negativos, isto é, eles poderiam ser
entendidos como débitos. Quanto aos aspectos formais, o século XVI, ja na era moderna, se destaca no enredo
dos nimeros impossiveis, pois o debate sobre a legitimacdo desses nimeros ganha forca a partir dos feitos
inovadores de grandes algebristas, como Cardano, Rafael Bombelli (1526-1572) e Viéte (1540-1603). E
importante ainda registrar que o contexto mundial contribuiu para a formagéo, mesmo que inconsciente, desse
pensamento inovador, pois a idade moderna é marcada por mudangas em todos os ambitos, inclusive na ciéncia.

Os estudos de Cardano sobre a resolugdo de equacBes do 32 e 42 grau publicado na sua obra Ars
Magna, mesmo que de forma ndo intencional, acabou dando uma maior autonomia a algebra. [7] baseada em [8]
concluiu que Cardano nesta obra “aproxima sua argumentagdo do pensamento analitico e suas demonstragdes
geométricas passam a ser apenas uma questdo de formalidade™, ja [9] considerou Ars Magna como “um passo
definitivo para constru¢do da autonomia da algebra[...]”. Compartilhando das mesmas ideias de Cardano,
Bombelli escreveu sua obra L’Algebra que segundo [8] foi escrita com a intencdo de apresentar um texto mais
claro e acabar como o0s desentendimentos presentes em Ars Magna, principalmente relacionados as
controvérsias a respeito dos negativos e imaginarios. Neste intuito de maior clareza, Bombelli apresenta pela
primeira vez as regras das operagOes aritméticas para 0s nimeros complexos. Portanto, a postura destes dois
matematicos nestas obras é de significativa relevancia para aceitagdo dos nimeros negativos, pois pode ser
interpretada como o inicio de um enfraquecimento do obstaculo geométrico, que como ja comentado, talvez seja
o principal argumento contrério a legitimacdo dos nimeros negativos e complexos.

Dando continuidade, ndo podemos deixar de citar o francés Viete, que através de seus estudos, sugere a
generalizacdo dos coeficientes das equagdes por meio dos simbolos e, dessa forma, introduz o simbolismo a
matematica. Embora o estilo simbolico ndo tenha alcangado sua maior influéncia com Viéte, sabemos que o
simbolismo foi um passo decisivo para o desenvolvimento da matematica, pois abre as portas para a abstracao
matematica, além de marcar o inicio de uma postura mais profissional das producGes matemaéticas. Apesar da
introducdo do simbolismo ter contribuido significativamente para aceitagcdo dos negativos, nao foi capaz de p6r
fim a problematica da sua legitimacao, mas influenciou na criacdo de teorias de aceitagdo retratada por [9] como
por exemplo a specious arthmetick de Wallis, theory of names de Hobbes e method of subduction de Barrow,
todas inglesas.

Infelizmente ndo existiu uma continuidade no pensamento iniciado por esses matematicos ingleses,
pelo contrario, no século seguinte, diante do contexto politico e social, houve um atraso nesse processo, pois a
matematica inglesa optou por um isolamento racional, em virtude da forte corrente nacionalista e o sentimento
de superioridade intelectual resultante das vitorias nas guerras e no comércio. Como resposta a esse isolamento a
Inglaterra vivenciou a disseminacdo das ideias do importante matematico inglés, Isaac Newton, que apesar de
brilhante, tinha uma visdo da matemética como ciéncia das quantidades, portanto ndo cabia nela os nimeros
negativos. Deste modo, optou por justificar 0s negativos através de metéforas usando analogias de débitos.

Somente na primeira metade do século XIX, também na Inglaterra, a questdo sobre a legitimidade dos
nameros negativos voltou a ser debatida por meio das ideias revoluciondrias do mateméatico George Peacock
(1791-1858), que alertava para a necessidade de refletir sobre as bases estabelecidas para matematica até entéo.
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Em sua obra Treatise on algebra publicada em 1830, Peacock retoma os principios do simbolismo de Viéte e
aplica a algebra, promovendo de vez a total aceitagdo dos nimeros negativos. Podemos perceber a importancia
dessa obra para a problematica a respeito da legitimidade dos nimeros negativos, por meio do seguinte trecho:

Em sua obra Treatise on Algebra de 1830 e e na republicacdo de 1833, ele (Peacock) abordou o maior
problema levantado pelos opositores dos negativos: a definicdo dos nimeros negativos, a defini¢do da
operagao de subtracéo e a questéo da algebra como ciéncia.

(...) Peacock, portanto, revelou o ponto crucial de sua solugdo para o problema dos nimeros negativos.
Os negativos e as subtracdes irrestritas surgiram quando a aritmética foi tratada em sua forma mais geral
([20], p.32-35; Tradugéo nossa).

Em sintese, a real aceitagcdo dos negativos s6 foi possivel quando os nimeros foram tratados na sua
forma mais geral, ou seja, por meios dos simbolos. Peacock consegue isso fazendo a distingdo entre algebra
aritmética e algebra simbdlica, que sera melhor explicada no tépico seguinte.

Diante do exposto, espera-se que tenha ficado claro que o reconhecimento dos nimeros impossiveis
como entidades do discurso matematico através da obra de Peacock e a descoberta das geometrias ndo
euclidianas, fatos que ocorreram quase que simultaneamente, embora ndo tivessem como objetivo central a
axiomatizacdo da A&lgebra e consequentemente, a sua libertacdo da subordinacdo geométrica, este dois
acontecimentos influenciaram diretamente para que tudo isso ocorresse, pois interferiram na forma como a
matemaética era entendida.

3. TREATISE ON ALGEBRA

No momento em que a matematica passou a ser uma estrutura complexa de simbolos, ela se constituiu
como uma ciéncia abstrata, e se aproximou cada vez mais da forma como se vé essa disciplina na atualidade.
Devido a obra Treatise on algebra ser pega central desta mudanca ocorrida na concepcdo de matematica e
também na axiomatizacdo da lgebra, daremos uma atenc&o especial a essa obra de Peacock, relatando como a
simbologia descrita nela contribuiu para o desenvolvimento da abstracdo matematica.

Treatise on Algebra foi publicada no momento que a Inglaterra estava inserida em uma conjuntura de
revolugdo, tanto no contexto social e politico, quanto no contexto intelectual. Episédios como a Revolugao
Industrial, a abertura dos ingleses ao conhecimento vindo do restante do continente Europeu, 0 surgimento de
novas classes sociais e a valorizagdo do conhecimento técnico caracterizaram este momento de mudanga. Além
das questfes externas, merece destaque as motivacdes relativas aos fundamentos da matemaética, provenientes de
uma menor valorizacdo do rigor tedrico, em nome dos avangos praticos, impulsionada tanto pelas diversas
aplicabilidades do Célculo, como também pela evolugdo de resolucdo de equagdes algébricas.

Em meados do século XVIII, muitos matematicos incomodados com a precéria fundamentacdo em que
se embasava as Ultimas descobertas da sua area, iniciaram uma busca para superar esta situacdo. Peacock e seus
colegas da Universidade de Cambridge, ganharam destaque nesse propoésito ao fundarem a Analytical Society.
Embora a finalidade primeira desta sociedade fosse reformar o ensino do céalculo e adotar as notagdes em uso no
continente, pois como ja comentado a Inglaterra tinha optado por um isolamento racional, o que fez com que
ocorresse algum atraso em relacdo aos progressos ocorridos na restante da Europa, veremos que a principal
contribuicdo deixada pela Analytical Society, foi repensar e discutir os fundamentos da algebra [11].

Todo este cenério de inovagdes influenciou as ideias de Peacock, mas ele também se aproveitou desse
momento para apresentar sua visdo reformadora em relagdo & matematica e redimensionar as bases estabelecidas
até o momento para esta ciéncia. O passo inicial e talvez fundamental dado por Peacock no seu projeto
reformador, tem carater filosofico, trata da mudanca de entendimento da matemaética, ndo mais como ciéncia das
quantidades, passando a ser concebida como ciéncia dos signos. Essa mudanca de entendimento proporcionou
uma maior compreensdo das proposicfes abstratas e consequentemente abre espaco para a axiomatizacdo da
algebra [10].

No que se refere especificamente Treatise on Algebra, Peacock pretendia por meio desta obra dar a
algebra um tratamento légico semelhante ao que Euclides deu a geometria, em sua obra Os Elementos. A fim de
estabelecer seu pensamento e atingir seu objetivo, Peacock optou por distinguir algebra aritmética de algebra
simbdlica. Este raciocinio foi tdo importante para época que, alguns anos depois da primeira publicacdo houve a
necessidade de ampliar a obra para dois volumes, cada um com foco em uma das algebras. Ao fazer essa
distincdo entre as algebras, ele rompe com o pensamento antigo de que a algebra era apenas uma aritmética
simbdlica. No primeiro volume, ele define que na algebra aritmética seria trabalhado as operacfes apenas com
inteiros positivos e exibe as leis fundamentais da aritmética, trabalhando apenas com nimeros e dando aos
simbolos + e — o seu significado ordinario. No segundo volume, desenvolve uma algebra simbdlica e as
mesmas regras sao aplicadas aos simbolos sem contetido especifico, portanto na algebra simbdlica as restricdes
impostas pelos nimeros inteiros positivos séo retiradas, mas permaneciam as leis da aritmética baseadas no
principio da permanéncia das formas equivalentes [12]. O principio da permanéncia das formas equivalentes
tem o seguinte enunciado: “Quaisquer que sejam as formas equivalentes, quando os simbolos sdo gerais em sua



forma e especificos em seus valores, continuard sendo uma forma equivalente assim como os simbolos séo
gerais tanto em seu valor quanto em sua forma” [13].

A sistematizacdo proposta por Peacock, fazia com que as leis da aritmética, a saber:
Comutativa da adi¢do:a+b = b +a
Associativa da adi¢do:(a + b) + ¢ = a+ (b +¢)
Comutativa da multiplicagcdo: a-b = b-a
Associativa da multiplicagdo: (a-b) ¢ = a-(b-¢c)
Distributiva da adicdo e multiplicacdo: a-(b+c¢) = a-b + a-c; fossem vélidas na éalgebra simbdlica e
definidas como as leis algébricas. Desta forma este conjunto de proposi¢cGes pode ser entendida como um
primeiro sistema axiomatico da algebra.

Embora este feito seja emblematico, atualmente a definicdo das leis aritméticas como leis algébricas, é
entendida como um aspecto limitador dentro do pensamento revolucionario de Peacock. Para [14] a definicao
das leis aritméticas como as leis algébricas, pode ter sido um obstaculo ao desenvolvimento da matematica, pois
desta forma Peacock sugeriu que as leis da algebra fossem as mesmas quaisquer que sejam 0s nimeros ou
objetos trabalhados. [10] também compartilha dessa ideia, quando afirma que “por causa de sua preocupagio
com a aplicabilidade da algebra simbdlica, ele (Peacock) simplesmente adotou as leis da aritmética como leis da
algebra” (traducdo nossa). Segundo esta Ultima autora esta preocupa¢do com a aplicabilidade dos conceitos
impediu Peacock de ir além e fortificar suas ideias. Pode-se constatar o enfraquecimento das ideias de Peacock,
mediante a falta de liberdade que ele atribuiu a algebra simboélica, por meio do seguinte trecho:

A declaracdo de Peacock que as leis da algebra simbélica fossem atribuidas arbitrariamente pelos
matematicos foi quase totalmente ignorada, primeiro por seus contemporaneos e depois pelos
historiadores da matematica, que geralmente atribuem o reconhecimento da liberdade da matematica a
Hamilton, o criador dos quatérnios, e aos inventores da geometria ndo euclidiana. A perda de créditos de
Peacock por essa ideia se deve parcialmente ao fato dele ndo exercer a liberdade algébrica que ele
mesmo proclamou ([10], p.37; Traducéo nossa).

Apesar da limitagdo aqui relatada no posicionamento de Peacock, e ao entendimento de que a algebra
alcancou sua verdadeira axiomatizacdo somente quando William Rowan Hamilton (1805-1865) e outros
matematicos como Arthur Cayley (1821- 1895) e Hermann Grassman (1809-1877) construiram sistemas
consistentes baseados na intuicdo, através de estruturas algébricas que ndo respeitavam algumas das leis da
aritmética; ndo podemos negar que Treatise on Algebra e as idéias iniciadas por Peacock nessa obra teve
participacdo essencial na axiomatizacdo da algebra. Segundo [12] este trabalho é considerado a obra que
anuncia a algebra como um sistema axiomatico, além de colocar um fim na discussdo sobre 0s nimeros
impossiveis, como ja mencionado.

Atualmente é inquestionavel que o tratado de Peacock colaborou para o abstrato ganhar ainda mais
espaco, ao ampliar o uso dos simbolos e propor um primeiro sistema axiomatico para a algebra. Além de que foi
a partir deste trabalho, que varios matematicos mudaram a forma como realizavam suas investigacdes, o que
trouxe por consequéncia, a descoberta de modernas estruturas algébricas, as quais serdo citadas no préximo
topico.

4. OSURGIMENTO DA ALGEBRA ABSTRATA

O pensamento que as leis algébricas existentes sdo apenas as leis que regem 0s nimeros inteiros e
grandezas reais da geometria, qualquer que fosse o sistema, ndo foi um pensamento restrito a Peacock. Na
verdade, abandonar esta ideia era algo tdo inovador, quanto conceber a existéncia de geometrias diferentes da
euclidiana, pois teria que aceitar que existiam estruturas algébricas que ndo atendem as leis dos ndmeros
naturais, algo ndo trivial para época.

Entre os que compartilhavam do mesmo pensamento de Peacock, esta Augustus De Morgan (1806-
1871), que segundo [14] ampliou a teoria de Peacock ao considerar os simbolos elementos totalmente abstratos
ao invés de entendé-los como nimeros, mas cometeu 0 mesmo equivoco quando se trata das leis algébricas. De
Morgan em seus estudos sobre a algebra simples dos nimeros reais e a algebra dupla dos nimeros complexos,
publicados em Trigonometry and Double Algebra, também em 1830, constatou que as regras de operacdo na
algebra simples e na &lgebra dupla eram as mesmas, e com isso concluiu que os nimeros complexos também
obedecem as leis da aritmética*. Embora De Morgan operasse com os complexos na formaz = a + bi em que
aeb elIR e i?* = —1, faremos uso deles na forma de par ordenado, ou seja, z = (a, b), pois é mais adequado
para nossa narrativa®. E valido destacar que o responsavel por dar aos complexos esta representacdo foi
Hamilton.

4 Mostraremos essa constatagdo mais a seguir
5 Posteriormente trataremos dos quatérnios desta mesma forma por isso optamos por essa nomenclatura.
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Sua reformulagéo da teoria dos nimeros complexos parte de uma observagdo muito simples; ele nota que
a expressdo a + bi ndo denota uma soma genuina, do mesmo tipo que 2 + 3 e afirma que o uso do sinal
+ é um acidente historico e, certamente, bi ndo pode ser adicionado a a. Assim, percebe que escrever um
ndmero complexo na forma a + bi ndo é mais do que dar o par ordenado de nimeros reais (a, b) ([11],
p.32).

Representados desta forma, as operac6es de adicdo e multiplicacdo sdo assim definidas por Hamilton:

(a,b) + (c,d) = (a + ¢,b + d) (1)
(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc) (2)
Observe gue para voltarmos para a forma z = a + bi, basta considerarmos i = (0,1), pois
[2= (0D (01D =(-1,0= -1 [®)]
e assim
|z = (a,b) = (a,0) + (b,0)-(0,1) = a + bi. [ (@) ]

Feito isto, podemos entdo mostrar que esta estrutura algébrica também obedece as leis da aritmética.
Considerando z = (a,b),w = (c,d) et = (e,f) com a,b,d, e, f pertencente aos reais e as operacdes de
adic8o e multiplicagdo acima definida, segue que as leis da aritmética sdo validas, como se verifica:
Comutatividade da adico:

z4+w=(@b)+(cd)=(@+cb+ad (5)
w+ z = (c,d)+ (a,b)= (¢ + a,d + b) (6)
Associatividade da adicéo :

z+ W+ t)=(@b) +[(cd)+(ef)l=@+c+eb+d+ [ (7)
Z+w+t=[ab)+ (cd]+(f)=(a+c+eb+d+[) (8)
Comutatividade da multiplicacdo:

z-w = (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc) (9)
w-z = (¢,d)-(a,b) = (ca — db,cb + da) (10)
Associatividade da multiplicacéo:

z-(w-t) = (a,b) [(c,d)-(e,f)] = (a,b)-(ce — df,cf + de) = (ace — adf — bcf — (11)
bde,acf + ade + bce — bdf)

(z-w)-t = [(a,b) (c,d)]-(e,f) = (ac — bd,ad + bc)-(e,f) (12)

= (ace — bde — adf — bcf,acf — bdf + ade + bce)

Distributiva da adicdo e multiplicacéo:

22w+ )= @b-[(cd+ (e = (ab) (c+ed+ f) (13)
= (ac + ae- bd - bf,ad + af + bc + be)
z2w +z-t = [(@b) (c.d]+ [(@b) (e,)] = (ac- bd,ad + bc) + (ae - bf,af +be)= | (14)

(ac + ae- bd - bf,ad + af + bc + be)

Portanto, diante da inexisténcia de qualquer problematica, uma vez que foi visto que os complexos
também obedeciam as leis da aritmética, é natural que De Morgan e Peacock defendessem essas leis como leis
da algebra de forma universal. A mudanga de entendimento a esse respeito, ou seja, a desvinculagdo das leis
algébricas das leis aritméticas, s6 aconteceu de fato quando

Hamilton construiu uma &lgebra para os quatérnios®, pois surgiu pela primeira vez uma estrutura
algébrica que ndo satisfaz as leis aritméticas. Serd abordado a partir de agora um pouco da génese dos
quatérnios, ndo sera feito de forma detalhada, pois foge o intuito deste trabalho.

Hamilton em 1833, apds dar aos complexos a estrutura de par ordenado e perceber que a multiplicagdo
desses nimeros poderia ser compreendida como rotacfes no plano, decidiu estender seus estudos para triplos
com a intengdo de aplica-los as rotagfes no espaco. Algebricamente, os triplos foram definidos na forma x +
iy + jz,emque i e j sdo unidades imaginarias com comportamento i* = j% = —1, igualmente aos complexos e
foram associados a terna (x,y, z). Seguindo na sua empreitada, Hamilton definiu a adi¢cdo e multiplicacdo de
forma anéloga ao tratamento dado aos complexos, que é semelhante a forma como somamos e multiplicamos
polindmios atualmente, e obteve os seguintes resultados

(a+ib+joo+(x+iy+jz)=(a+x)+i(b+y)+jlc+ 2) (15)

a+ib +jo) (x + iy + jz) = ax + aiy + ajz + ibx + ibiy + ibjz + jex + jeciy + jcjz | (16)
= ax + i*by + j%cz + iay + ibx + jaz + jcx + ijbz + ijcy
= (ax-by-cz) + i(ay + bx) + j(az + cx) + ij(bz+ cy)

Para a adicdo, Hamilton ndo encontrou problema, pois definida desta forma a adicdo atende as
propriedades de comutatividade e associatividade, no entanto, ele se deparou com uma complicacdo ao definir a
multiplicacdo. Antes mesmo de analisar as propriedades, pode-se perceber que a multiplicacdo de triplos assim
definida ndo é uma operacdo fechada, ou seja ndo resulta em um triplo. O prdprio Hamilton expde esse
problema no seguinte trecho: “Parece natural assumir que o produto é (ax — by — cz) + i(ay + bx) + j(az +

& Algebra de dimens&o quatro sobre o corpo dos niimeros reais, ou seja, uma extensao dos niimeros complexos.
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cx) + ij(bz + cy),mas o que fazer com ij? Deveria ser da forma a + iff + jy?” ([16] apud [13], p.62). Ainda
segundo [13] “Para superar o impasse, Hamilton testa conjecturas algébricas sobre o produto ij em
multiplicacBes particulares de tripletos. Essas multiplicacdes provavelmente foram escolhidas por ele de modo
que pudessem ser interpretadas geometricamente segundo a Sua conjectura geométrica.” ([13], p.63) Na
sequéncia esse mesmo autor mostrou que para o problema que Hamilton estava estudando, ou seja, a rotagcdo no
espaco, além das leis da aritmética, trés outras condicBes teriam que ser satisfeitas, citaremos apenas a
denominada de lei dos modulos’, que em termos geométricos significa que o comprimento do produto de
vetores fosse igual ao produto dos comprimentos, e em termos algébricos seria 0 seguinte

Lei dos médulos:

@ + b2 + ) (@) + (b)2 + ()P = (@) + (b") + ()2 [ a7)

Em sua busca para solucionar o problema da multiplicacdo de triplos, Hamilton propds alguns
resultados para o produto ij, entre eles ij = + 1eij = 0.E importante ressaltar que para proposta ij = 0, as
3 condicdes impostas pelo problema da rotacdo no espaco sdo satisfeitas ao fazer o produto de um triplo por ele
mesmo, e também resolve o problema do fechamento da operacdo, uma vez que ij = 0, mas 0 mesmo n&do
acontece quando a multiplicagdo é feita com triplos quaisquer, ou seja, ndo é possivel generalizar. N&o se sabe
muito bem o porqué, Coelho ([13] p.68) sugere que, provavelmente pelo estudo das n-uplas, Hamilton despertou
para o fato de considerar ij = —ji, ou seja, abrir mdo da comutatividade da multiplicacdo, algo inovador.
Mesmo ndo sendo algo convencional, Hamilton resolveu testar essa hipétese e iniciou considerando a
multiplicacdo de dois triplos que se diferenciam apenas no termo que ndo é acompanhado de um imaginério, ou
seja realiza o produto entre (a + ib + jc) e(x + ib + jc) um produto mais geral do que o testado
anteriormente, porém ainda particular. Novamente Hamilton alcancou o desejado de forma satisfatéria no caso
particular, no entanto mais uma vez ao tentar generalizar para um triplo qualquer sua conjectura falha, pois a lei
dos mddulos ndo é satisfeita. Observa-se na sequéncia os principais resultados que levaram a criagdo dos
quatérnios. Note que a multiplicacdo de dois triplos quaisquer, admitindo que ij = —ji, €:

[ (@ +ib + jo) (x + iy + jz) = (ax — by —cz) + i(ay + bx) + j(az + cx) + ij(bz — cy) | (18)

Observe que esta equacdo se diferencia da equacdo (16) que é o resultado do produto de dois tripletos quaisquer,
apenas no fato do coeficiente de ij ser (bz — cy) ja que ij = —ji.

Na sequéncia Hamilton junta suas hipoteses mais frutiferas e faz ij = —ji = 0, pois dessa forma ele
resolve seu primeiro problema gue é a multiplicacdo de triplos ser um triplo, assim temos

| a+ib+jo)y-(x+iy +jz) = (ax—by —cz) +i(ay + bx) + j(az + cx) | (19) |
No entanto, ao testar se a lei dos modulos é valida, ou seja, a igualdade abaixo acontece:
(@ + PP+ D 2+ + 75 = (ax-by-c2)? + (ay + bx)® + (az + cx)? | (20) |
ele percebeu que a lei dos moédulos néo é satisfeita, mas que se difere apenas pelo termo (bz — cy)?, ou seja,
(@® + b* + ) (x* + y* + z°) - {(ax- by - c2)* + (ay + bx)* + (az + cx)?} (21)
= (bz - cy)?

foi a partir desta percepcdo que inicia-se a resolugdo do problema, como podemos observar nas palavras do
proprio Hamilton “Mas este (a diferenga (bz — cy)?) é justamente o coeficiente de k no desenvolvimento do
produto (a +ib + jc) - (x + iy + jz) se admitimos ij = k e ji = —k, como antes” ([15] apud [13] p.71).
N&o bastasse conjecturar uma algebra em que a comutatividade néo era valida para a multiplicagéo, diante dessa
Gltima constatagdes Hamilton teve que tomar uma decisdo paradoxal, que foi introduzir uma dimenséo a mais
para se trabalhar com o espaco, surgem assim 0s quatérnios a + ib + jc + kd. Sobre esse fato, segue
novamente as palavras do proprio Hamilton:

E aqui me veio a idéia de que devemos admitir, de alguma maneira, uma quarta dimenséo para
0 espago com o proposito de calcular com tripletos; ou transferindo o paradoxo para a algebra,
que devemos admitir um terceiro simbolo imaginéario k, distinto de i e j, mas igual ao produto
deste (nesta ordem); o que me levou a introduzir quaternions tais como a + ib + jc + kd ou
(a; b; ¢; d) ([15] apud [13], p.71).

Né&o deve-se pensar que isto aconteceu de forma répida e facil, até mesmo para Hamilton, o mentor de
tal ideia, era dificil aceitar que poderia haver estruturas em que as leis algébricas ndo fossem validas,
principalmente diante da resisténcia dos matematicos a esta aceitacdo. Sobre isso [14] relata que “durante dez
anos ele (Hamilton) lutou com a multiplicacdo de n-uplas, para n maior que dois”. E comum entre a literatura
sobre 0s quatérnios encontrar o relato de uma carta escrita por Hamilton a um dos seus filhos, em que comenta
que encontrou a solucdo para a multiplicacdo dos quatérnios abandonando a lei da comutatividade da
multiplicacdo, enquanto caminhava pelo parque com sua esposa e diante de tamanha hesitacdo, em uma pedra
fez a seguinte anotacdo:

" A importancia da lei dos modulos esta no fato de ter sido a tentativa de preserva-la que impos a Hamilton a necessidade de trabalhar com
uma dimens&o a mais.
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[ = 2=k = ijk = -1 [ (22)

Diante do exposto, fica claro que por meio dos seus estudos sobre rotacdo no espaco Hamilton
construiu uma algebra totalmente desenvolvida no campo da abstracdo, ou seja, sem nenhuma dependéncia do
mundo sensorial, até porque um espago de quatro dimensdes foge da realidade fisica. Portanto, pode-se apontar
como a principal contribuicdo de Hamilton com a criagdo dos quatérnios, a aceitagdo da abstragdo no
desenvolvimento da matematica. Além do que ja foi comentado, Hamilton amplia abstragéo a patamares nunca
visto antes ao mostrar que é possivel desenvolver uma estrutura algébrica consistente, na qual as leis da
aritmética, antes impostas como Unico sistema axiomatico possivel, ndo necessariamente precisam ser
respeitadas.

Apos a descoberta dos quatérnios, Hamilton se dedicou a buscar aplicacfes destes a outras areas como
geometria, mecanica e fisica. Entre elas, ndo se pode deixar de citar o calculo vetorial que, embora na época nédo
tivesse a forma como € estudado hoje, foi desenvolvido a partir dos quatérnios e é bastante aplicado nos cursos
de Engenharia.

Com os quatérnios Hamilton mostrou a possibilidade de estender ainda mais o conjunto das algebras
conhecidas, portanto, muitos matematicos se dedicaram na busca de novas algebras. A ampliacdo de publicagdes
sobre o assunto foi enorme, mas para ndo nos alongarmos citaremos apenas, Arthur Cayley que desenvolveu
pela primeira vez a no¢do de matriz inspirado pelas ideias de determinantes que vinham sendo concebida desde
um seculo antes. As matrizes sdo uma estrutura algébrica bem conhecida, na qual a multiplicacdo também néo é
comutativa. A ideia de matrizes talvez seja até de mais facil compreensdo atualmente por estudarmos esse
assunto na educacao bésica e por essa razdo omitiremos o contraexemplo que mostra que a multiplicacdo de
matrizes ndo é comutativa.

Para finalizarmos ndo podemos deixar de falar de Hermann Grassmann, que no ano seguinte a
descoberta dos quatérnios por Hamilton, publicou na Alemanha ideias muito semelhantes. O diferencial de
Grassmann estava na generalizagdo. “Em vez de considerar apenas quadruplos ordenados de niimeros reais,
Grassmann considerou conjuntos ordenados de n ndmeros reais” [14]. Infelizmente, por sua obra
Ausdehnungslehre exigir uma interpretacdo mistica e talvez apresentar uma exposi¢do abstrata demais para a
época, seu trabalho demorou demais para ser compreendido. Contudo, é justo destacar que sua geometria de n
dimensdes e seus hipernimeros conduziram os matematicos a varias das no¢des hoje correntes na &lgebra linear.

5. CONSIDERACOES FINAIS

O conjunto de acontecimentos aqui descritos tais como: a descoberta de novas geometrias, a
legitimacdo dos nimeros denominados de impossiveis, a difusdo do pensamento simbolico que resultaram na
construcdo de um sistema axiomatico para a algebra e todos os nomes citados neste trabalho contribuiram para
formacdo de uma nova concepgdo da matematica no século XIX, nas quais as novas producdes cientificas ndo
mais visam uma realidade fisica e sim tém foco nas constru¢Ges mentais. Desta forma, a matematica passa a ser
entendida como ciéncia puramente hipotético-dedutiva, ou seja, 0 método usado para fundamentacdo das suas
leis consiste na construcdo de premissas baseadas em hipdteses, sem a necessidade de correlagdo com a
realidade e seu objetivo é testar a veracidade dessas premissas através de deducdes I6gicas. Nao podemos
deixar de registrar que 0 movimento de aritmetizacdo da analise que também ocorreu no inicio do século XIX
contribuiu diretamente para essa mudanca de concepcdo da matemaética, ndo relatamos este assunto neste
trabalho, pois fugia da temética central que era a axiomatizacao da algebra.

Observando toda a historia da matematica discorrida neste trabalho, vamos ao encontro do que defende
André Lichnerowicz® quando afirma que "uma das caracteristicas fundamentais da matematica é repensar
periodicamente seus proprios conteddos e que nisto radica uma das fontes do seu progresso” [17].
Complementando esse pensamento percebemos por meio desta pesquisa que nenhum grande desenvolvimento
cientifico é conquistado por uma Unica pessoa, em metafora podemos dizer que no decorrer dos séculos diversos
matematicos colocaram alguns tijolos na constru¢do do conhecimento algébrico e como a ciéncia é um saber
inacabado cabe aos matemaéticos da atualidade, continuar construindo a matematica com suas contribuicdes.
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