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RESUMO

Este trabalho esta estruturado primeiramente pela histéria do Calculo,
dando énfase nas divergéncias encontradas por grandes homes da matematica
e fisica, a partir das teorias de Arquimedes (287-212 a.C.), e o desdobramento
dos conceitos de calculo por Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1643-1716), afim de obter e chegar a uma definicdo concreta do
conceito de integral. Em diante, apresentamos as definigdes da integral para
cada tipo, com calculos, explicacdes tedricas, aplicagdes e exemplos de cada
integral abordada. Apresentamos também o Teorema Fundamental do Calculo
para o desenvolvimento da integral, no qual, € de suma importancia para o
entendimento descomplicado das definicdes. Por fim, & apresentado a
importancia da integral no curso de ciéncia e tecnologia e, o real sentido de ser
usada através de aplicagdes.

Palavras-chave: CALCULO, INTEGRAL, CIENCIA E TECNOLOGIA.



ABSTRACT

This work is structured primarily by the history of Calculus, emphasizing the
divergences found by great names in mathematics and physics, based on the
theories of Archimedes (287-212 BC), and the unfolding of calculus concepts by
Isaac Newton (1643-1727 ) and Gottfried Wilhelm Leibniz (1643-1716), in order
to obtain and arrive at a concrete definition of the concept of integral. Onwards,
we present the definitions of the integral for each type, with calculations,
theoretical explanations, applications and examples of each integral addressed.
We also denote the Fundamental Theorem of Calculus for the development of
the integral, in which it is of paramount importance for the uncomplicated
understanding of definitions. Finally, the importance of integral is presented in the
science and technology course and, the real meaning of being used through
applications.

Keywords: CALCULUS, INTEGRAL, SCIENCE AND TECHNOLOGY.
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INTRODUGAO

O calculo e a matematica, juntamente com conceitos fisicos e
geomeétricos, comecaram a ser conceituados visando as questdes do cotidiano
das pessoas, atendendo necessidades basicas e resolvendo problemas, dos
financeiros até os sociais em geral. E a partir dos estudos no curso de ciéncia e
tecnologia, e nas ramificagdes da matematica, o conceito da integral surge da

hecessidade de se calcular a area.

Dando énfase no calculo Integral continuamente, este atuou com a
questao de determinar uma funcao a partir da referéncia a respeito da taxa de
variagao, possibilitando o calculo da posicao final de um corpo a partir de sua
posicao inicial, caracterizando os preceitos fisicos, logo, conhecendo-se as
forcas atuantes sobre ele, a propdsito das areas de regides irregulares no plano,
do volume, da massa de sdlidos arbitrarios e o paralelo do comprimento de

curvas, objetivando assim a parte geométrica nos estudos.

Estudamos a integral de maneira formal, analisando definicdes e
propriedades, e a presencga dela nas disciplinas do ciclo basico, como Calculo [,
Il e lll, e Equagdes diferenciais, além da presenca em outras disciplinas de
cursos mais especificos, como podemos citar Ondas e Magnetismo, Eletricidade

e Magnetismo e Resisténcia dos Materiais.

Sendo assim, os conceitos fisicos e geométricos a partir da integral,
sempre estiveram ligados a abordagem de estudo de cada época, igualmente na
atualidade, com a mesma finalidade, ajudando a compreender areas distintas do
conhecimento, como também, proporcionar a facilidade e exatidao precisa para

resolucao de problemas envolvendo calculos.

O estudo da integral simbolicamente representado por [, € iniciado
partindo dos conceitos da integral indefinida e definida. Tendo em cada caso,
suas propriedades e especificidades a serem levadas em consideracao a

depender da situagao-problema em questao.

Esta pesquisa tem como énfase relacionar e amplificar a aprendizagem
dos alunos por meio da integral matematica, juntamente com conceitos fisicos e

geométricos abordados no curso de C&T, listando os tipos de integrais e
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mostrando a diferencas entre elas, envolvendo estudos dos padrbes de
movimento continuo e suas variagdes ao deslocamento de corpos, areas de
regides; fluxo de liquidos; expansao de gases; forgas fisicas como magnetismo

e eletricidade; corpos em queda livre na Terra.

O devido trabalho adota como objetivo identificar os conceitos e abordar a
integral em multiplas disciplinas ofertadas no curso de C&T, tais como disciplinas
de fisica como de calculo, a fim dos alunos adentrarem ao curso de engenharia
contendo uma boa base. Alémdo mais, exercita e desenvolve o raciocinio 16gico
do aluno a partir de ferramentas para as aplicagdes, como as formulas, servindo

também, para entender a principal funcéao da integral.

Logo, o trabalho sera dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo
apresentamos o contexto histérico em que a integral € inserida com os principais
fisicos e matematicos que expandiram a histéria do calculo para ser estudado e
desenvolvido cada vez mais. No segundo capitulo é apresentado as definicbes
da integral e seus conceitos e exemplos, juntamente com suas propriedades e,
por fim, no ultimo capitulo & denotado as aplicagdes da integral nas diversas

disciplinas do curso de ciéncia e tecnologia.
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CAPITULO 1
Aspectos Historicos: Divergéncias Intelectuais

O calculo integral € um mecanismo fundamental, que vem sendo
aprimorado e estudado desde longos anos atras, usado notadamente para se
descobrir areas, problemas geomeétricos e outros. A partir do século XVIl foram
se concretizando as analises com o calculo diferencial e integral de grandes
nomes como o fisico e matematico Arquimedes, transformadas e aprimoradas
por Newton e Leibniz e, depois destes ainda teve grande envolvimento e trabalho
com as integrais, os irmaos Bernoulli, Johann, no qual, justamente criou 0 home

“calculo integral” e, Jacques, seu irmao, no qual, publicou este home em 1690.

Dando énfase para problemas de areas, os gregos matematicos
Arquimedes e Eudoxo de Cnides foram os principais contribuintes para o método
da exaustao prioritariamente utilizado para calcular area de figuras em geral com
insercdes de poligonos cuja soma das areas convergem para a area da figura
desejada. Este método merece destaque pois aborda um conceito geomeétrico
assim como nha integral, como mecanismo para resolugdes envolvendo areas,
diante dessa aproximagdo com o atual calculo integral, notamos a semelhanca
com a integracao definida, na qual, chega a resultados precisos sobre problemas
de areas e volumes, no qual, foi aplicado da melhor maneira por Arquimedes. E,
a partir, disso suas ideias tiveram estudos e aprimoramento para exercer e

fortificar o calculo integral de maneira mais compreensivel.

Logo depois veio a tona os principios e planejamento do fisico Isaac
Newton, inicialmente, ho ano de 1665 ainda estudante, comegou seu gosto para
com calculos diferenciais e integrais, levando em conta mais tarde a criagéo do

Teorema Fundamental do calculo.

Caracterizado por duas operagdes essenciais do calculo, a diferenciagao
e integracdo, consideradas uma o inverso da outra. Com conjecturas de
curvaturas, quadraturas e retificagdes, Newton trabalhou para contribuir
significantemente na percussao desses calculos principais, adotou o método dos

fluxos, conhecido atualmente como o calculo diferencial, no qual, o resultado
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obteve varias aplicagdes para tangentes e curvas, maximos € minimos, pontos
de inflexdo, convexidade e etc.

Na mesma época também trabalhou Leibniz, o cientista alemao, este
adotou uma simbologia diferente da qual Newton teria adotado, causando
desavencgas entre eles. O cientista alemao e também filosofo foi o primeiro a
utilizar o simbolo da integral como um “S alongado” (f), caracterizando o conceito
de soma. Suas ideias e regras deduzidas divergentes de Newton sdo utilizadas
até hoje nos cursos de exatas e, portanto, ganhou mais influencias e destaques,
para representacdo da simbologia dos calculos, e como Leibniz era mais
comunicativo, obteve o auxilio também dos irmaos Bernoulli.

Porém, como o matematico e fisico Isaac Newton foi o primeiro a
apresentar suas teorias e raciocinio sobre calculo, ele € considerado o pai do
calculo.

Figura 1 - Isaac Newton

Fonte: (Castro, 2006)

Figura 2 - Wilheim Leibniz

SRS T W0

Fonte: (Velez, 2020)
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Os irmaos Bernoulli entdo difundiram e aperfeicoaram o calculo a partir
desses dois grandes nomes, (Newton e Leibniz). Os irmdos estudaram
notadamente as publicagdes do cientista alemdo, e com a aprendizagem
desenvolveram métodos para resolver equagdes diferenciais e aumentaram os
campos de aplicacdes para diversas areas de trabalho, como a mecanica,
construcao civil, trabalho hidrostatico e outros. Ainda assim, um dos irmaos foi
contratado pelo Marqués L'Hospital para |he ensinar calculo e como
consequéncia desse ensinamento feito pelo irmao italiano Johann Bernoulli, foi
criado um livro e também a regra de L 'Hospital, criada pelo Marqués Guillaume
Frangois Antoine. A regra de L 'Hospital diz respeito sobre calcular um limite de
uma fungéo, na qual, os valores do numerador e denominador possam tender ao
infinito ou a zero, ou seja, remete-se a calcular limites indeterminados do tipo 0/0
e =/« Em contrapartida, houve uma descoberta no ano de 1922, de que o
verdadeiro autor da regra atribuida por L 'Hospital tinha sido, na verdade, feita e
idealizada por Johann Bernoulli, onde foi encontrada uma coépia do trabalho do

italiano para o Marqués.

lim UCY = limf’(x)
xoag(x)  x-ag'(x)

Com a historia e desenvolvimento do Calculo realizado por grandes nomes
da matematica e da fisica, foram conservados a apresentados teoremas, regras
e diversas aplicagdes atualmente estudadas nos cursos em que apresenta
calculos diferenciais e integrais, problemas nos quais antes nao era possivel
serem resolvidos e, portanto com os avangos foram se tornando imaginaveis e
justificaveis da melhor maneira para a compreenséo do lecionado, foi também
adotado crescentemente por faculdades da engenharia, para aprimorar a visao
dos alunos para problemas geomeétricos e calculos diversos para aplicagbes em
campos abrangentes, necessitando dos ideais criadores do calculo e sendo

avancado cada vez mais.
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CAPITULO 2
Definigoes da Integral

As integrais sao simbolizadas por seus diferentes tipos, hos quais, iremos
tratar neste capitulo, caracterizando e definindo a finalidade de cada uma delas
e exemplificando seu calculo de forma inteligivel. Primeiramente, a integral fixa
a ideia de ser determinada para se obter uma areas de regides delimitadas por
curva e expressar também taxas de variacdo a partir de fungdes, logo, para
evidenciar matematicamente sua melhor definicdo e espago de aplicagdo, a
integral é dividida primeiramente em duas, a integral definida e a integral

indefinida.

2.1. Integral Indefinida
O conceito da integral indefinida surge de buscar a primitiva (ou

antiderivada) das fun¢des. Ocorre que podemos encontrar primitivas iguais para
x2

funcdes diferentes. Por exemplo, f(x) = x tém primitivas F(x) = S +1, G(x) =

x?z+ 2, (...). Logo, para cobrir esses casos, representamos a primitiva como

2
F(x) =%+C, onde ¢ & uma constante. Como poderemos ter infinitos "C”,

teremos infinitas possibilidades para a primitiva. Sendo assim, o conjunto de
todas essas primitivas seréo representadas por uma nova simbologia, que é a

integral indefinida.
A definicao de primitiva pode ser dada da seguinte forma,

Uma funcao F é dita primitiva ou antiderivada da fungao f em um intervalo |, se

F'(x) = f(x),
para todo x € 1.

Ao compreender a integral indefinida, hotamos que seu resultado é sempre
uma funcéo. Usando como exemplo a funcédo f(x) = 5x%2 —8x + 3, a derivada
de f sera expressa por f'(x) = 10x — 8, observamos entdo que a derivada da

constante 3 € 0. Ao integrar a derivada de f, teremos:

10x2
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[ f(10x—8) =5x? —8x+C

A integral indefinida € o oposto da derivada, assim como adigcéo e
subtracdo, disso ficamos cientes, agora observamos que nao & possivel
encontrar a constante da funcédo f(x). Entdo, ao se calcular uma integral
indefinida devemos acrescentar a constante presente na antiderivada,

representada por €, onde € € uma constante qualquer.

Logo, a integral da fungao f sera expressa por,
ff(le—S) =5x?-8x+C

e para determinacdo da constante de integragdo temos que, pode ser
determinada a partir de algumas condi¢des iniciais, isto €, quando se apresenta
o valor da integral para algum valor da variavel, ou seja, quando se da o valor
para achar €. E em meio as suas determina¢cdes encontramos significados tanto

geomeétricos quanto fisicos.

Para a relacdo geométrica com a integral, dada uma funcdo do segundo
grau mais uma constante C e, atribuindo valores a essas constantes, podemos
obter a partir da funcdo, varias parabolas, com eixos coincidindo com a

ordenada, e tendo € como ponto de intersegdo com esta ordenada.

Figura 3 - Eixo cartesiano

4 Y (vixo das ordeniadan

Fonte: (Ferreto, 2018)

Como é o caso do seguinte exemplo:

y=x2+6
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Podendo formar uma familia de parabolas do tipo, y = x? + €, adotando umvalor

real para C como mostra a figura a seguir.

Figura 4 - Familia de parabolas de y=x* +C

50

40 |
30 -

20

-10 7
-20
Fonte: (Matematica, 2014)

Ja para a relagao fisica com a integral, tomando a medida de aceleracao,
podemos integrar a taxa de variagéao da velocidade de um objeto em relagdo ao
tempo, como por exemplo a funcédo ja integrada v = at + C, onde podemos

determinar €, diante da velocidade inicial (v,) dada.

2.2. Integral Definida:

E caracterizada por ter numericamente um valor real em seu resultado,
sem depender da variavel x, na qual, esta variavel pode ser alterada por outra
sem mudar o resultado da integral. Em sua definicdo, € encontrado somatérios
e limites, necessitando o conhecimento destes. Logo, o principal propodsito da
integral definida é calcular uma area resultante de uma figura que possui lados

curvos nhotadamente, para ser calculada.

Antes de partimos para a definicao formal da integral definida & necessario
mencionar o conceito e definicdo do limite, no qual, € de suma importancia

para prosseguirmos.



18

Inicialmente, escrevemos
lim f(x) =L
xXx—-a

“O limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L.

Sendo assim, sua definicdo precisa diz que, seja uma fungéo f definida em um
certo intervalo aberto que apresente o numero a, com exceg¢ao do préprio a.

Afirmamos que o limite de f(x), quando x tende a a, este € igual a L.

A partir dessa definicdo, compreendemos que ao tornar o valor de x proximo de
a, & notorio que a fungao f(x) se aproxime também de L, porém x diferente de a,

se, paratodo ¢ > 0, existe umd > 0,talque 0 < [x —a| <& — |f(x) — Ll < e.

Voltando para a especificagao do conceito e definicdo precisa da integral temos

que, dada uma fungado f continua e definida por a < x < b, iremos dividir o
(b—a)

intervalo [a, b] em n subintervalos de mesma dimenséo, temos Ax = — e seja,
x;, um valor respectivo ao k-ésimo intervalo, para k= 1, 2, 3...,n, entdo a integral

de f determinada no intervalo [a, b] sera definida por:
[ fOe)dx = lim ¥, f(xri)Ax

onde este somatorio € denominado soma de Riemann.
Logo, pode-se afirmar que a integral definida usada para calcular areas
principalmente de lados curvos esta definida por uma soma de Riemann e a um

limite de intervalo definido [a, b].

Figura 5 - Area S definida sob a curva f(x) no intervalo definido [a,b].

A

/‘

Fonte: (Silva, s.d.)

Ainda assim, nesta parte apresentada da integral definida, deparamos com

varias propriedades de integracdo e, ainda nos é fornecido o teorema
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fundamental do calculo, no qual, na parte dois do teorema € apresentado uma
forma mais simples e pratica para se calcular a integral sem necessitar do uso
do limite e, diante desses calculos € mostrado também aplicacbes para area e

volume.

2.3. Teorema Fundamental do Calculo
O teorema fundamental do calculo nos demonstra uma maneira mais facil
e pratica de se desenvolver a integral definida, desde que seja apresentado sua
primitiva.
1° teorema fundamental do calculo: Sejam f uma funcéo integravel em [a,b] e F

uma primitiva de f em [a, b]. Entéo,

7 fGo)dx = F(b) - F(a).

A partir deste teorema podemos apresentar com facilidade, as seguintes
proposicdes.

Proposicao: sejam f uma fungao integravel em [a, b].
i. Se a < b, entio fff(x)dx =- fba f(x)dx.

i Se a = b e f(a) existe, entio f; flx)dx.

Ainda assim, podemos denotar a diferenga de F(b) — F(a) por F(x) |Z

Demonstremos aqui alguns exemplos do calculo de area de regides planas

através do teorema apresentado.

Exemplo 1: Calcular a area da regi&o plana limitada pela curva y = x? + 1, pelo

eixo x (y=0) e pelas verticais x= -1 e x=1.
Solugao:

Inicialmente iremos usar a integral definida para calcular a area da regido

delimitada na figura a seguir:
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Figura 6 - Area da regido A
\ 5 [v‘

Fonte: Autoria prépria.

Desse modo, a area da regido A € dada pela formula,
A= f;f(x)dx.

Notemos que os limites de integracao séo as interseg¢des das retas verticais com

o eixo X, mostrados na figura, assim, temos que

A=f_11(x2+1)dx—>A=[§+x]_11—1+1—(_?1—1)=2+§—>A=§u.a

T3

Encontramos no curso de calculo |l diversos métodos de integracéo que
sao muito importantes, os mais comuns sao o método da substituicdo e o método
da integragdo por partes, nos quais, € essencial ser estudado para o
desenvolvimento nas demais disciplinas de calculo, em especial o curso de

equacdes diferenciais.

Exemplo 2. Calcular a area do conjunto do plano limitado pelas curvas y =

Inx,x =3eoeixox

Solugao: O conjunto para o qual vamos calcular a area, esta representado

geometricamente na figura a seguir.
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Figura 7 - Area do conjunto

e

Fonte: Autoria prépria.

Dada a figura, temos que a area do conjunto € expressa pela integral,

3
A= flnxdx
1

A integral do logaritmo normal (In) é facilmente calculada pelo método da

integracao por partes. Dessa forma, fazendo a integragao por partes, temos
| reg G =160+ 960 - [ g
f@) = Inx; f'(x) = g(0) = x: g'(0) = 1. Logo,
J’ (Inx)dx = f(lnx) ldx = x *Inx _J’ch* xdx =xlnx—x+C.
Partindo agora para o calculo da integral definida para a area, temos

3
J’lnx dx = (xlnx — x) E
1

=(3In3-3)—-(1ln1-1)=3In3-2->A=1In(27) -2 u.a.

Neste exemplo, nao foi especificado que a area a ser calculada deveria
estar entre as retas x=1 e x=3, foi relatado somente a reta x=3. Logo, seria
necessario fazer o esbo¢o do grafico a fim de obter a segunda reta a partir da

intersecéo entre a curva e o eixo X.
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2.4. Integrais Duplas

Comegamos o desenvolvimento da integral dupla a partir das fungdes de
duas variaveis f(x,y), onde estudamos na disciplina de introdugéo a fungdes de
varias variaveis, mais conhecido como calculo Ill no curso de ciéncia e

tecnologia.

2.4.1 Integrais Duplas Sobre um Retangulo

Vamos considerar uma fungao f de duas variaveis em um retangulo fechado
R=[a,blx[c,d]={(x,y) ER?la<x < hc<y<d}

e vamos inicialmente supor f(x,y) = 0. O grafico de f & a superficie com
equacdo z = f(x,y). Seja S o solido que esta acima da regido R e abaixo do

grafico de f (Figura 9), isto é, S = {(x,y,z) e R®|0 <z < f(x,y),(x,y) € R}.

Figura 8 - Representacao do solido S que esta acima da regido R e abaixo do grafico de f

z=f(x, y)

~ J

\ o y

’ /

R /
/
/

Fonte: (STEWART, 2013, p. 874).

Vamos agora dividir o retangulo R em sub- retangulos. Dividindo o
intervalo [a, b] em m subintervalos [x;_,, x;] de mesmo comprimento Ax = (b —
a)/me dividindo também o intervalo [¢, d] emn subintervalos [yj_l,yj] de mesmo

comprimento Ay = (d — ¢)/n. Tracando retas paralelas aos eixos coordenados,
passando pelas extremidades dos subintervalos, como na figura 5, formamos

assim os sub- retangulos.

Rij = [xiop ] X [yi—r, v = {CGoW)|ximn < x0y5-0 < v < v}
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Cada um dos quais com area AA = Ax Ay.

Figura 9 - Divisao de R em sub - retangulos

(1 ________ . °

e

> —————

0 a x X X, X

Fonte: (STEWART, 2013, p. 875).

Definigao: A integral dupla de f sobre o retangulo R &
m n
ﬂ feoy)da= lim >N f(xi,y;)Ad !
R e =1
se o limite existir.
Note que esta definicdo nos fornece o valor do volume de solido S.

As integrais duplas consistem evidentemente em integrar uma area
bidimensional, esse tipo de integral, € também usada para o calculo

notadamente de volume dos sdlidos. Diante disso, observamos que podemos

it X0y f(xi;,¥i;)AA é chamada soma dupla de Riemann e é utilizada como uma

aproximacao do valor da integral dupla.
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encontrar o volume por meio de graficos, como também, uma regido retangular

do plano xy, calculando assim a integral de uma funcao.

y2 x2
[ | ] reevyax)ay
yl x1

Assim conceituamos uma integral dupla.
Pode-se mudar a ordem de integragédo, para ficar em fungao de x ou de y. em

funcéo de x, temos

x2 [/ V2
[ [ reevray |ax
x1 y1l

A integral dupla ainda se relaciona com as integrais iteradas, com formulas de

reducdo e como um limite de somas de Riemann por coordenadas polares.

Exemplo 1: Determinar o volume do Solido limitado pelos planos coordenados

pelo plano x +y + z = 3 no 1° octante.

Figura 10 - Sdolido Tetraedro
4

v

Fonte: (Universidade Federal Fluminense, 2017)

x=0
Planos Coord.yy = 0 R=
z=0

Solugao: Para solucionar esse exemplo iremos utilizar a integral dupla.



27 27 27

2 2 6

Vziu.v.

Exemplo 2: Calcular a integral dupla a seguir.

f f(x + 2)dydx

Solugao:

1

f(x+2)y|(2)

4]

f(x + 2)2dx
0

=2 fol(x + 2)dx

=[5+ 2l



26

2.5. Integrais Triplas

Basicamente a unica diferenca das integrais triplas para as integrais
duplas, € que trabalharemos agora com fungdes de trés variaveis em uma
determinada regido, em um espaco tridimensional, & definida também num

sistema de coordenadas xyz. Elas sdo escritas de forma abstrata como,

J’J’ f(x,y,z)dxdydz

e R éuma determinada regido no espacgo tridimensional;

e f(x,y,z) € alguma fungdo escalar que captura pontos do espaco
tridimensional como entrada.

e dxdydz sao pequenas quantidades de massa, capacidade ou volume, ou
seja, sdo tamanhos de um corpo.

Neste tipo de integral € principalmente destacado o calculo para determinar
a massa de um solido, como dada uma funcéo peso e a variagao de volume de
tal solido, podemos obter a massa desejada. Diante disso, denotamos que a
integral tripla € usada para se calcular a massa de solidos do espago e, como os
outros tipos possuem algumas propriedades, assim temos para a integral tripla,
sdo estas a linearidade, ordem, propriedade aditiva e, propriedade do valor
médio. Sao propriedades que ajudam no entendimento do calculo e como
resolver este calculo, sendo necessario um maior conhecimento sobre esses
conceitos matematicos.

Vejamos alguns exemplos utilizando as integrais triplas.
—x2
Exemplo 1: Calcule a expresséo f02 f;‘ f04 xyz dzdydx.

Solucao:

4—x2

2 x
J’J’ J’ xyz dz |dydx
o 0

4]

O““—-\M
Ot
SL —

b3

N

U

a.

=

Q.

=

]
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x

f J’x(4 x2)2y dy |dx

0

Nlr—n

x(4 — x2)2y 2] g) dx

l\)lr—l
O“ﬁw

2 2
1 1
= ZJ’ x3(4 — x?)%dx = fo3(16— 8x? + x*)dx

0 0

1 8 1 2 8
_ = 4 _ " 64 .8 —
—4[4x 6x +8x]0 3

Exemplo 2: Encontre a massa do cilindro circular reto sélido de raio r e altura h,
dado que a densidade de massa em um ponto & diretamente proporcional a
distancia do ponto a base inferior.

Figura 11 - Cilindro circular reto

Fonte: (Salas, Hille, & Etgen, 2005)

Solugao: denotando o sdlido por T, temos que as coordenadas sdo, —r < x <
r=Vrl—x?<y<vr?—-x2,0<z<h

Como a densidade em um ponto é diretamente proporcional a distancia do ponto
a base inferior, temos que a funcéo A(x,y,z) = kz, onde, k > 0 é a constante de
proporcionalidade. Logo,

VrZ=xZ p

M= f sz dzdydx
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v VrZ—x2

1
= J’ f Ekhzdydx

—r 322
fml

=4[ f; ~kh*dydx (usando a simetria)

r

= 2kh? J’\/rz — x2dx.

0
Podemos calcular essa integral agora usando a substituicio trigonométrica, de

qualquer modo, temos que,

v

J'\/rz — x2dx = ln‘rz.
4

0

Segue que,

M = 2kh? Gm?) = 2kh?r?m.

2.6. Integrais de Linha

Na integral de linha estudaremos a integracdo ao longo de curvas e
superficies. Em meio a esse assunto esta presente trés principais teoremas, o
Teorema de Green, o Teorema de Gauss e o Teorema de Stokes. Estes
teoremas se baseiam no Teorema Fundamental do calculo e caracterizam uma
integral sobre um conjunto S, ou seja, uma integral relacionada sobre a fronteira
de S.

Supondo que S seja um subconjunto do plano ou do espaco. Dada uma
funcdo que relaciona um escalar a cada ponto de S, seja por exemplo a
temperatura naquele ponto ou a densidade de massa naquele ponto, temos um
conceito de campo escalar. Uma fungao que relaciona um vetor a cada ponto de
S, seja por exemplo uma velocidade do vento ou gradiente naquele ponto de uma
funcdo f é chamado de campo vetorial, portanto, usaremos essa abordagem
para a definicdo de integral de linha.

Definigao: Se f é definida em uma curva C fornecida parametricamente por
r(t) = g(OT + h()f + k()k,a < t < b, entdo a integral de linha de f sobre €

e

ff(x,y, z)ds = lim Z f s, Vi, 2 ) ASy,

Contanto que esse limite exista.
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Figura 12 - Demonstragao da integral de linha

N

Fonte: (Academy, Integral de Linha, s.d.)

Diante disso, foi suposto que f(x,y,z) seja uma fungéo de valores reais que
desejamos integrar sobre a curva ¢ que esta dentro do dominio de f e é

parametrizada por r(t) = g(t)7 + h(t)j + k(t)k,a <t < b.

Os valores de f ao longo da curva sao fornecidos pela fungao composta
f(g(t),h(t),k(t)), integrando essa composta com relacdo ao comprimento de
arcode t=aat=bh.

Inicialmente separando a curva ¢ em um numero finito n de sub-arcos. O
sub-arco tipico tem comprimento As,. Em cada sub-arco escolhemos um ponto
(X, ¥, Z;) € formamos a seguinte soma

S, = Z f(xkjykJZR)AskJ
k=1

Na qual € semelhante a soma de Riemann. Dependendo de como é dividida a
curva C e selecionamos (xy., v, Z,) ho k-ésimo sub-arco, podemos obter

valores diferentes para §,,.

Esse tipo de integral também nos permite calcular notadamente o trabalho

realizado por uma forca ao longo de uma trajetéria.
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2.6.1. Trabalho Realizado por uma forga ao Longo de uma Trajetéria

Consideramos um objeto que se move através de um campo magnético ou
de um campo gravitacional. A trajetéria percorrida por uma particula nesse
espaco ira se movimentar ao longo de uma curva € sob acdo de uma forga F,
cujo é o conceito de trabalho realizado. Logo, esse trabalho sera calculado a
partir da integral de linha.

Desejamos definir o trabalho total realizado por F ao longo da curva C,
primeiramente para realizar essa definicdo, vamos supor que um objeto se mova
ao longo de uma curva

C: 1(u) = X(W)T + YW + 2(W)k, u € [a, b]

Sujeita a uma forga F. (O campo vetorial F pode variar de um ponto para outro,
nao apenas emtamanho, mas também em direcdo e sentido.) Vamos supor que
a curva seja suave, isto é, que o vetor tangente r seja continuo e nunca se anule.

Observando o que acontece em um pequeno intervalo do parametro
[u, u+h]. Para uma estimativa para o trabalho realizado neste intervalo,
podemos usar o produto interno

Fir(u) - [r(u+h) —r(u)].
Dessa maneira, estamos calculando o vetor forga F emr(u) e substituindo a

curva de r(u) ar(u + h) pelo segmento de reta de r(u) a r(u + h) Se definirmos

W (u)= trabalho total realizado por F de r(a) a r(u) e
W(u + h)= trabalho total realizado por F de r(a) a r(u + h),

entdo o trabalho realizado por F de r(u) a r(u + h) tem que ser a diferenca

W (u + h) — W(u).

Figura 13 - Trabalho realizado por uma forga

Fonte: (Salas, Hille, & Etgen, 2005)
Chegando-se a equacao aproximada

Wu+h)—W(u) = F(T(u)) ru+h) —r(u)],



31

E dividindo por i, obtemos
Wu+h)— W(u) [r(u + k) — r(u)]
h h '

Os quocientes apresentam taxas de variagao média e a equagao € apenas uma
aproximagao, logo, o conceito de trabalho é tomado preciso quando ambos os
lados tem exatamente o mesmo limite e h tende a O, impondo-se que

W'(u) = F(r(u) -r'(w)

= F(r(u)) -

Por fim, fica determinado que,
W(a) = 0e W(b) = trabalho realizado por F em C.

temos:

b b
C=W(b)-W() = J’ W (u)du = J’[F(r(u) -r'(u)]du.
Chegando a seguinte definicdo de trabalho:

W= J’ [F(r(w)) 7" (w)]du

Exemplo 1. Um objeto, sob a agdo de varias forcas, move-se ao longo da
parabola y = 3x? , da origem até o ponto (1,3), mostrado na figura abaixo. Uma
das forcas agindo sobre o objeto é F(x,y) = x%i +yj. Calcule o trabalho
realizado por F.

Figura 14 - Parabola

Y

Fonte: (Salas, Hille, & Etgen, 2005)

Solugao: Parametrizando a curva por
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C:r(u) = ui + 3u?j,u € [0,1].

x(u) =u, yu = 3u?

F(r@) -v'(u) = [x@)Px"(w) + y(w)y' )] = v*(1) + 3u?(6u) = 19u°
W = ng(r) dr = f 19udu
19

=/

Exemplo 2:

Integre f(x,y,z) = x — 3y? + z sobre o segmento de reta C unindo a origem ao

ponto (1,1,1).
Solugao:
Escolhemos a parametrizagdo mais simples que pudermos imaginar:

r(t) = ti+ tj + tk, 0<t=<1
Os componentes possuem derivadas de primeira ordem continuas e |v(t)| =
li +j+ k| = m = /3 nunca é 0, portanto a parametrizacéo ¢ lisa.
Uma superficie parametrizada

Fu,v) = flu, )T+ g(w,v)] + h(w, v)k.

E lisa se #,e # forem continuas e #, x #, n3o se anular no dominio dos

parametros

A integracao de f sobre C é

J’ flx,y,z)ds = [ f(t,t,0)(V3)dt
1 ¢ 0 1
= f (t —3t2 + t)V3dt = \/§J’ (2t = 3t2)dt = V3[t? — 3] (1) =0
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CAPITULO 3
Aplicagoes da integral no curso de C&T

Neste capitulo iremos discutir as principais aplicacdes da integral em meio
ao curso de ciéncia e tecnologia e abordando campos do conhecimento como a
geometria e a fisica. Notamos que € de suma importancia o entendimento para
como e em que ser usada o conceito de integral, e qual seu real sentido para o
calculo em que estudamos. Para os alunos de C&T a integral € vista
praticamente em 80% do curso, e muitos ainda néo sabem sua principal fungéo
ou para o que serve tal aplicagao e tal uso, muitos calculam a integral sem saber
o porqué esta calculando-a, ou seja, sem saber 0 seu proposito no calculo e no
curso retratado. Diante disso, vamos apresentar de forma clara e sucinta o
emprego da integral a seguir.

Observamos que é bastante comum a integral em diversas aplicagdes de
areas, volumes, massas, como também, trabalho, fluxo de calor, energia
potencial, e outros contextos, na qual, a integral & calculada. No ensino superior
de ciéncia e tecnologia cursamos algumas disciplinas que empregam a integral,
algumas destas sdo Ondas e Termodinamica, Mecanica Classica, Mecanica
Geral, Fenbmenos dos Transportes, Calculo | e Il, Introdugcdo as Fungdes de
Varias Variaveis, Equacdes Diferenciais, Resisténcia dos Materiais, Calculo
Numeérico e, Eletricidade Basica, assim como, Eletricidade e Magnetismo.

Em cada disciplina dessa estudada, calculamos e & apresentada de
alguma forma a integral para aplicagdes, sejam estas para definicao de trabalho,
campo magnético, tensao, flexdo ou cargas. Ja incluimos no capitulo dois
definicbes e exemplos, nos quais, fazem parte das disciplinas de calculo |,
calculo Il e introdugcdo de funcdes de varias variaveis (calculo Ill) e assim
demonstramos aplicagdes de problemas envolvendo volume, massa, trabalho
realizado por forgas, abordagem de campo escalar e vetorial, e portanto, agora
mencionaremos outras disciplinas a partir de suas aplicagdes com a

problematica da integral afim de desenvolver a compreensao dos discentes.



34

3.1. Mecanica Classica

Na disciplina de mecanica classica vista no segundo periodo de C&T,
estudamos varios conceitos fisicos e dentre eles esta a definicao de trabalho de
uma forga F realizado ao longo de um caminho €, dada pela integral de linha,
onde apresentamos no capitulo anterior. Portanto, esta disciplina nos permite
entender o uso da integral e sua funcao, para obter o resultado de uma forga, ou
seja, pode-se calcular de forma geral o trabalho de uma dada forga usando a

integral de linha ou também caracterizada pela integral de Riemann.

Figura 15 - Representagcao de uma forga paralela ao deslocamento

Fonte: (Barros, 2011)

b "
f(x)dx = lim » f(c;)Ax
et

Definida como integral de Riemann.

3.2. Mecanica Geral e Resisténcia dos Materiais

Em seguida, relacionando as disciplinas de mecanica geral e resisténcia
dos materiais |, apresentamos também aplica¢cdes da integral para definicdes de
carga axial, torgao, flexdes e outras.

Para o conteudo de carga axial, é discutido como determinar a deformacgéo
de elementos carregados axialmente e, a partir disso, € desenvolvido métodos
para determinar reagdes nos apoios quando essas reacdes nao puderem ser
determinadas exatamente pelas equagdes de equilibrio.

Portanto podemos verificar o uso da integral nessa aplicagdo, em que diz

respeito a deformagao elastica de um elemento submetido a carga axial. Esta
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aplicacao se da usando a Lei de Hooke, na qual, se diz respeito quando uma
mola sofre deformacao por alguma forga externa, determinada de forga elastica
sendo realizada na mesma dire¢cao e no sentido oposto a forga externa, por sua
vez, a forgca elastica é caracterizada sendo uma variavel e depende do tamanho
da deformacéo que é sofrida pela mola, e ainda assim, tem-se as definicdes de
tenséo e deformacéo, afim de obter uma equacéo para calcular seu objetivo.
Para chegar na presenca da integral, com seus conceitos e defini¢coes,
temos que, uma barra com comprimento L, com as expressdes de tenséo e
deformacao é dada por
P(x) ds
g = m eec= a
Usando a Lei de Hooke,

_ P(x)dx

ds = A(xX)E

Logo, devemos integrar essa expressdo para determinar o deslocamento da

extremidade exigido,
L

J’ P(x)dx

J A(x)E

Onde

&= deslocamento de um ponto na barra relativo a um outro ponto;
I = distancia original entre os pontos;

P(x) = forca axial interna na secado, localizada a uma distancia x de uma

extremidade;
A(x) = area da secgéo transversal da barra, expressa em funcédo de x;
E = moédulo de elasticidade para o material.

Ainda assim, mais uma aplicagdo da integral € demonstrada pela tenséo
térmica dada a partir da integral abaixo, na qual, uma mudanca na temperatura

pode causar alteragdes nas dimensdes de um material.
L

5T=J’aAde

0
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Onde

AT = variagdo na temperatura do elemento;
L = comprimento inicial do elemento;

&, = variagdo no comprimento do elemento.

Assim, apresentamos as aplicagdes da integral para o conteudo de carga axial,
sendo denotada ainda para deformagdes inelasticas.

No conteudo de torcdo, apresentamos a propria formula de torgéo,
caracterizada quando umtorque externo € aplicado a umeixo, criando umtorque

interno que corresponde no interior do eixo.

A integral nesse aspecto fara parte da equacao que relaciona esse torque
interno com a distribuicdo da tensdo de cisalhamento na secado transversal de
um eixo ou tubo circular. Logo, apresentamos a seguinte equacao

T_Tméxf sz
= c Ap

Nesta equacao a integral depende somente da geometria do eixo, representa
entdo o momento polar de inércia da area da secédo transversal do eixo,

calculada em torno da linha central longitudinal do eixo.

Figura 16 - Tensao de cisalhamento varia linearmente ao longo de cada linha

radial da secao transversal

/ ‘ T s -
—~

)

N

-

Fonte: (R.C.Hibbeler, 2012)
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Pode-se ainda ser relacionado com o eixo maci¢o e definir uma nova equagao
com a integral, para calcular o momento polar de inércia.
Ainda assim no conteudo de tor¢éo, podemos apresentar a integral no calculo

de obtengao do angulo de tor¢do. Demonstrada a seguir,

B LT(x)dx
M O

Nessa expressao,
@ = angulo de torcdo de uma extremidade do eixo em relagdo a outra

extremidade, medida em radianos;

T(x) = torque interno na posicdo arbitraria x, determinado pelo método das
secdes e pela equagdo de equilibrio de momento aplicada em torno da linha

central do eixo;
J(x) = momento polar de inércia do eixo expresso em fungéo da posicao x;

G(x) = médulo de elasticidade ao cisalhamento do material.

Emtensao de cisalhamento média, encontramos a integral de linha. Nessa
parte indica que a integracado é feita ao redor de toda a borda da area, assim

representada pelo simbolo de integral de linha.
T= jghtmédt ds

Assim como para o conteudo de carga axial, a integral também ¢é utilizada para
torcao inelastica e outras aplicagdes.

Na flexao, ultimo conteudo que mencionamos da disciplina de resisténcia
e mecanica geral visto no curso de C&T para apresentar a integral em suas
aplicagdes temos entdo a aplicabilidade na propria formula de flexdo. Portanto,
o calculo sera desenvolvido para relacionar a distribuicdo de tenséo longitudinal
em uma viga e o momento fletor interno resultante que age na secéo transversal

daviga.

Logo, a integral se faz presente no calculo para chegar a formula exata da flexao,

ha expressao
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M= MJ’ y2dA
€ Jy
Temos que, a integral nessa expressao representa o momento de inércia da area
da secéao transversal, calculada em torno do eixo neutro.
Entao, todos esses conteudos de resisténcia dos materiais e mecanica
geral, estudado em meio ao curso superior, pode nos da uma nogao e
representacdo basica da integral, veremos mais aplicacdes a seguir a partir de

outras disciplinas.

3.3. Calculo Numérico

O Calculo Numérico nos permite encontrar métodos matematicos a partir
de estudos de algoritmos para resolugbes de problemas que podem ser
representados de uma maneira mais facil.

Na disciplina de calculo numérico denotamos a integral por meio da Regra
de Simpson, essa regra € caracterizada assim como na Regra dos Trapézios,
utilizando o polindmio linear de Lagrange e, usada também para o calculo de
erro. O conteudo notadamente visto por aplicagdo de integragcdo numeérica é
dado pelas Férmulas de Newton Cétes.

O objetivo desse conteudo é estudar métodos numéricos que aproxime a
integral definida de uma fungéo f(x) num intervalo [a, b]. A integracdo numérica
€ apenas aplicada quando a primitiva da funcdo ndo € conhecida ou também

quando conhecemos a funcao f(x) num conjunto discreto de pontos.

Logo, as Formulas de Newton Codtes sao estabelecidas para estratégia de
aproximar a funcao dada por um polindmio interpolador e assim aproximamos a

integral pela integral do polindbmio. As aproximacdes sao apresentadas a seguir,
b n
| FG0dx = dof Gro) + Auf () 4+ Auf ) = 3 Aif ()
a =0

(b—a)

Os pontos devem ser igualmente espacados, x;, = x, + kh, com h = , € 0S

coeficientes A; sdo determinados pelo polindmio escolhido para aproximar a

funcéo dada.
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3.4. Eletricidade

Em seguida, no curso de C&T estudamos também a disciplina de
eletricidade basica que pode ser relacionada com outra disciplina do curso, esta
¢ eletricidade e magnetismo. Podemos entdo destacar a aplicagao da integral de

linha para o conteudo de campo magnético pela Lei de Ampére.

A Lei de Ampére é entendida por estabelecer um campo magnético B criado por
um condutor retilineo percorrido por uma corrente elétrica de intensidade i, a uma
distancia (R) do condutor.

Considerado o campo magnético produzido por um condutor retilineo com

corrente |, logo o campo é gerado da seguinte forma,

_ sl
2mr

B
Onde,
B = Campo magnético;
Ho = Soma algébrica das correntes;
I = Corrente;

2nr = Area da circunferéncia.

Entao, a Lei de Ampére nos permite calcular um campo magnético usando

a simetria, definida com base em uma integral de linha emfungao de B emtorno

3§§a

Em uma dada circunferéncia B e dl sdo paralelos, logo B -dl = B dl, como r é

de uma trajetoria fechada.

constante em torno da circunferéncia, B também sera constante, observamos

entdo que ¢ B dl sera o comprimento da circunferéncia. A expresséo & definida
por um produto escalar entre o campo magnético em um dado ponto e seu
elemento infinitesimal. E uma integral em um caminho fechado, logo, sera

caracterizado por uma integral de linha.
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Fonte: (Porto, 2016)
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Estudamos que o campo magnético total em B em qualquer ponto do caminho &

obtido pela soma vetorial dos campos dados pelos condutores proprios. Assim,

a integral do campo B € igual a u, vezes a soma algébrica das correntes i.

Partindo para,

Diante disso, a Lei de Ampére nos permite calcular um campo magnético usando

a simetria, definida com base em uma integral de linha denominada B em torno

de uma trajetéria fechada.

3.5. Equagoes Diferenciais

Apresentando também a disciplina de Equacdes Diferenciais envolvendo

integrais, encontramos aplicacdes de ED com solugdes a partir do método de

integracao, no qual, resolvemos facilmente as equagdes diferenciais de primeira

ordem.

Exemplo: Dada uma equacao diferencial:

Solugao:

y = 6x%2—5

y = J’(6x2 —5)dx
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2x3 —5x+C

Notamos que a equacao diferencial pode ser solucionada facilmente usando o
método de integragéao.

Em meio a disciplina estudamos também as Transformadas de Laplace de
funcdes. Esta simplesmente nos ajuda a transformar uma fungdo em uma forma

mais agradavel. Podemos caracterizar a transformada da seguinte forma,
Dif(©O)} =f(v)

Transformando para o operador da integragéo, expresso como
@) = | fan
0

Notamos que a integral reverte a diferenciagéo.
Entdo definimos que a Transformada de Laplace € uma transformada integral
com limites de integracdo 0 e « e o nucleo e™t. E explicita por L, e a

Transformada de Laplace de uma funcéo é definida como

[ee)

L) = [ e par
o]
Essa transformada envolve a integral em relagdo a um intervalo ilimitado. Para

isto, apresentamos uma integral impropria,

<] R

L) = [ erde = Jim [ e f(oyar

]

Como entendimento, usaremos letras minusculas para representar a funcao
dada e a mesma letra maiuscula para representar sua Transformada de Laplace.
Chaves serao usadas para envolver a funcao de t. Por exemplo, a Transformada

de Laplace da funcdo f(t) sera expressa como

L{f(©)} = F(s).

Por fim, sabemos que existem diversas aplicacbes para a integral, das
principais disciplinas estudadas e cursadas em Ciéncia e Tecnologia. Nesse

aspecto, apresentamos o principal objetivo, em que € necessario e essencial
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mostrar aos alunos que a integral € um método de solucéo, aplicavel nos mais
diversos conteudos que foi destacado ao longo desse capitulo, envolvendo
conceito fisicos e geométricos.

O curso de ciéncia e tecnologia nos fornece conceitos novos, e
aprimoramento do ensino. Diante disso, € notdrio que possamos estabelecer
métodos e encontrar faceis solugdes para problemas, nos quais, hdo sabemos
definir e por muitas vezes nao sabemos calcular tal expressdo. Portanto, o
entendimento € tao essencial para as nossas vidas e por meio do curso de C&T

podemos aprender a utilizacao da integral e seu real sentido.
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CONCLUSAO

O trabalho apresentado sobre a integral, conteudo do calculo, é
estabelecido para aplicagdes que envolve campos de conteudo como a fisica e
a geométrica, e também, & apresentado os diferentes tipos de integrais, cada
tipo de integral com sua essencial aplicagéo, em que nos permite calcular areas,
curvas, volumes, massas.

Diante dessas aplicagdes de integral, nas quais, estudamos no decorrer do
curso de ciéncia e tecnologia, o calculo fornecido e seu entendimento para cada
disciplina que utiliza-se a integral, &€ necessario para concluir-se que a integral é
um método de solugido em que nos permite resolver variados problemas de
calculo.

Em sintese, & notdrio que podemos enaltecer mais ainda o calculo a partir
da integral, e podemos mostrar aos alunos como calcular tal método. Demonstrar
0 Seu uso e para que serve notadamente no curso de C&T, ou seja, atribuir todo
o conhecimento possivel aos discentes sobre a integral, afim de preparar estes
para as proximas conquistas ao terminar o curso, obtendo uma boa base

superior para o futuro.
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