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Resumo: Neste trabalho estudaremos motores a combustdo por meio das equagdes diferenciais para analisar
de forma tedrica, quais as consequéncias da alteracdo da taxa de amortecimento no desempenho de motores
com caracteristicas iguais. Inicialmente sera realizado o estudo do funcionamento de motores e a modelagem
do sistema biela-manivela, resultando em uma equagdo diferencial caracteristica. Posteriormente, sera feita a
resolucdo das equagdes diferenciais por meio da transformada de Laplace e a analise de trabalhos académicos
sobre o assunto. Por fim, sero feitas analises do desempenho dos motores para comprovar se existe diferenca
no funcionamento de motores alterando a taxa de amortecimento, indicando sua influéncia nos motores.
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1. INTRODUCAO

Os motores foram uma das grandes invengdes do homem, ¢ de acordo com [4], o0 motor de combustdo
interna (a pistdo), inventado no século XIX, foi uma das invengdes que mais impacto teve na sociedade e no nivel
de vida da populagdo. Dessa forma, é possivel concluir que a invengdo ¢ a utilizagdo de motores de combustdo
interna modificaram a sociedade em todos os ambitos, sendo eles de trabalho até o lazer na vida das pessoas. Além
disso, o rendimento dos motores tem evoluido ao longo das décadas, segundo [4] o rendimento foi de menos 10%
para perto de 50% e, além disso, a emissdo de poluentes decaiu junto com esse aumento no rendimento dessas
maquinas térmicas, comprovando que apos tantos anos € possivel evoluir ainda mais tais equipamentos.

A teoria de motores, de acordo com [9], surgiu com os motores de dois tempos criados por Nicolas Carnot
em 1824, na Franga. No entanto, a primeira patente de um motor a combustdo se deu em 1826, nos Estados Unidos,
por Samuel Morey. Na linha do tempo dos motores, em meados dos anos de 1860, Nicolaus Otto desenvolveu o
primeiro motor atmosférico, que sdo chamados atualmente como motores aspirados. Apds o desenvolvimento
desse modelo foram inventados outros modelos como o motor Boxer, atualmente utilizados em carros da Porsche
e Subaru, que dispoe de cilindros opostos horizontalmente.

Segundo [9], o primeiro motor de quatro tempos foi desenvolvido por Nicolaus Otto, Gottlieb Daimler ¢
Wilhelm Maybach, poucos anos apos o desenvolvimento do motor de 2 tempos de Otto. A partir dessas invengdes
o nimero de tipos de motores aumentou drasticamente ao longo dos anos, sendo que o primeiro motor a combustio
de elevada eficiéncia foi desenvolvido por um engenheiro alemao chamado Rudolf Diesel, no qual desenvolveu
em 1900 o motor que funcionava com 6leo de amendoim e que carrega seu nome até dos dias atuais: motor diesel.

A tendéncia de carros com motorizacdo elétrica surgiu em meados de 1900, no qual os primeiros carros
elétricos eram feitos especialmente para serem alternativos de luxo que poucos tinham condigdes de adquirir e
serem vistos mais como medalhas para as classes altas da época. Dessa forma, a tecnologia de carros elétricos ndo
¢ nova, mas ndo foi tdo desenvolvida devido ao avanco da extragdo de petrdleo, de outros tipos de combustiveis e,
também devido a guerras que ocorreram na Europa e Estados Unidos, pioneiros dessa tecnologia. No entanto, este
tema ganhou importancia atualmente devido a preocupagdo com o meio ambiente e a busca por novas tecnologias,
por isso, grandes empresarios buscaram ser pioneiros dessa nova ordem mundial, dentre esses, Elon Musk, que
criou a Tesla e acabou se tornando o principal incentivador dessa tecnologia que avanga a cada dia, tendo hoje
como principal concorrente a marca chinesa BYD.

Para estudar sistemas como motores, sdo precisos métodos matematicos amplamente utilizados para
entender fenémenos fisicos ¢ as Equagdes Diferenciais sdo uns dos métodos que podem ser utilizados para
descrever fenomenos naturais/fisicos em dados matematicos a fim de compreensdo dos mesmos. Dessa forma, o
trabalho em questdo usa desse método para realizagdo da modelagem matematica do sistema biela-manivela, e
com a modelagem, a resolugdo por meio da transformada de Laplace.

O trabalho em questdo busca analisar de forma tedrica a influéncia da taxa de amortecimento nos cursos
de funcionamento do motor e para isso serdo estudados o funcionamento do motor e seu ciclo de quatro tempos,
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as equagoes diferenciais e a transformada de Laplace que serdo usadas para a resolugdo dos problemas propostos
e, através da analise de graficos, constatar a influéncia da taxa de amortecimento e como uma alteragdo no seu
valor pode afetar a resposta do sistema biela-manivela presente no motor.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secdo serdo apresentados conceitos preliminares indispensaveis para o entendimento do trabalho,
tais como, equagoes diferenciais, transformada de Laplace e a funcionalidade do sistema biela-manivela em pistdes
de motores a combustao.

2.1. Equacoes Diferenciais

Definigio 1 [2]: Uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis dependentes, em
relagcdo a uma ou mais variaveis independentes, ¢ chamada de equagao diferencial (ED).

As equagdes diferenciais podem apresentar diversas formulagdes. Dito isso, as equagdes diferenciais sdo
classificadas por tipo, ordem e linearidade.

Tipo: De acordo com [2], as Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO) sdo compostas por derivadas ou diferenciais
de uma ou mais variaveis dependentes em relacdo a uma Unica variavel independente da equagdo, enquanto as
Equagdes Diferenciais Parciais (EDP) sdo equagdes que envolvem derivadas parciais de uma ou mais variaveis
dependentes em relagdo a duas ou mais variaveis independentes.

Ordem: Segundo [1], a ordem de uma equagdo diferencial é a ordem da derivada de maior grau que aparece na
equagao.

Linearidade: De acordo com [2], uma equagao diferencial linear segue duas propriedades:
1. A variavel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau, em outras palavras, a poténcia de todos
as variaveis que tenham y e suas derivadas tem que ser 1.
2. Cada coeficiente deve depender apenas da variavel independente x.
Dessa forma, uma equagdo diferencial linear segue o seguinte formato:

n dn—l

d"y y dy
an(x)w + an-1(x)m +t a1(x)a + ag(x)y = g(x).

Portanto, equagdes diferenciais que ndo seguirem o formato ou as propriedades descritas acima, sdo
classificadas como néo linear.
Neste trabalho utilizaremos apenas equagéo diferencial ordinaria linear de segunda ordem.

2.2 Transformada de Laplace

A teoria da transformada de Laplace teve inicio com o matematico Pierre-Simon Laplace que utilizou
formas semelhantes a atual transformada em seus trabalhos da Teoria da Probabilidade. A sua teoria foi
desenvolvida entre o século XIX e inicio do século XX, por trés outros matematicos.

De acordo com [2], o conceito de transformada de Laplace deriva das transformadas integrais, que sao
caracterizadas por fung¢des com duas variaveis f(x,y), onde a integral definida de f com relagdo a uma das
variaveis tem como resultado uma fung¢do da outra variavel. Além disso, a existéncia da solu¢ao € nomeada como
convergente e, caso nao exista, como divergente.

Definicio 2 [2]: Se f(t) estiver definida para t > 0, entdo a integral impropria
f K(s,t)f(t) dt
0
¢ definida pelo limite

oo b
J- K(s,t)f(t)dt = limf K(s,t)f(t)dt = F(s).
0 b= Jo

A integral acima representa uma transformada integral, caso o limite exista a integral converge, ¢ caso
ndo exista, a integral diverge. Dessa forma, dependendo da fungéo inserida em K (s, t), a integral ira divergir. Com
isso, a fungdo K (s,t) = e~S* fornece uma transformada integral especial.
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Definigio 3 [2]: Seja f uma fungdo definida por t = 0, entdo a integral
@) = | e @

0
¢ chamada de transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

A escolha da transformada de Laplace nesse trabalho foi feita devido a sua diversidade de aplicagdes e
em certos casos, resultar em uma resolugdo mais rapida e simples. No entanto, é necessario definir o conceito de
ordem exponencial ¢ comprovar a existéncia da transformada de Laplace.

Teorema 2 [2]: Dizemos que uma fungéo ¢ de ordem exponencial se existem nimeros ¢, M > 0 e T > 0 tais que
|f(t)] < Me® paratodot >T.

As condigdes suficientes de existéncia da transformada de Laplace ¢ dada pelo teorema a seguir:

Teorema 3 [2]: Seja f(t) uma fungdo continua por partes no intervalo e de ordem exponencial para t > T; entdo,
sua transformada de Laplace existe para todo s > c.

2.3 Motores
Neste trabalho, a principal funcionalidade abordada serd o movimento do pistdo, que € feito por um
sistema biela-manivela, no qual est4 representado na figura abaixo.

Pino da manivela
Pino do pistiio
Biela
Pressiio da
mistura

Manivela

Pino principal Pistio
Cilindro

Figura 1. Mecanismo de quatro barras biela-manivela para um motor monocilindrico. Fonte [3]

De forma explicativa, o motor de combustdo interna pode apresentar varios formatos e dimensdes para
seus pistdes, a definir a sua funcionalidade com relagd@o a poténcia, consumo, entre outros fatores. Esse trabalho
tem como base um pistdo genérico que apresenta material homogéneo, isotrépico e que esta sujeito a uma carga
que ndo o faz entrar em falha. Sua funcionalidade é de um motor de quatro tempos de Otto e, além disso, necessita
de pecas especificas, que sdo duas valvulas por cilindro para admissdo e escape, como pode ser visualizado na
Figura 2.

[\“\ ;u_‘%:","{;‘ e
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(o) Curso de admissGo (b) Curso de compressdo () Ciclo de poténcia  (d) Curso de escape

Figura 2. O ciclo de combustao Otto de quatro tempos. Fonte [3]

Esse tipo de motor ¢ de quatro tempos, também denominados de cursos ou tempos, sendo estes o curso
de admissdo, curso de compressdo, curso de explosdo e curso de escape. No primeiro momento (a) representado
na figura acima, o pistdo se encontra no ponto morto superior (PMS). Nesse instante ha a abertura da valvula de
admissdo, ocorrendo uma mistura de ar e combustivel dentro do cilindro, com isso o pistdo realizara metade de
um giro completo chegando ao ponto morto inferior (PMI), aumentando o volume no cilindro. No segundo
momento (b), ocorre a compressdo dessa mistura, no qual as valvulas sdo fechadas e o pistdo se move de PMI para
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o PMS. Perto de atingir o ponto maximo superior, ocorre uma faisca que gera a combustdo da mistura, acarretando
o ciclo de poténcia (c), no qual a pressdo derivada dessa combustio empurra o pistio do PMS ao PML. Por fim,
inicia-se o ultimo curso do ciclo (d), na qual a valvula de escape ¢ aberta e o pistdo se desloca do PMI ao PMS,
expelindo, portanto, os gases para fora da cAmara de combustao.

A sequéncia de fatos mencionados anteriormente € o sistema estudado nesse trabalho, que busca um
aumento da eficiéncia no movimento do sistema da biela-manivela, que ¢ a maior amplitude feita pela explosao
da mistura do cilindro, sendo mais conhecida como curso do pistao.

3. MODELAGEM MATEMATICA DE MOTORES

Nesta secdo temos como bibliografia base [3], onde a ideia ¢ modelar um motor de combustdo interna
para um sistema massa-mola, de tal forma que seja possivel representar o sistema com apenas 4 incognitas, sendo
estas k, ¢, m e f(x), como representado na figura abaixo.

m

Figura 3. Modelo dindmico do sistema massa-mola que inclui amortecimento. Fonte [3].

O sistema baseia-se em um pistdo genérico que tem propriedades especificas, na qual estes fatos serdo
considerados em todo o trabalho.

De forma inicial, a modelagem parte da Lei de Hooke, na qual temos que determinada forga sobre um
corpo elastico que acarreta em uma deformagédo desse material, sendo elas proporcionais, caracterizado em k

F=-kx (1

Além disso, a segunda Lei de Newton, também conhecida como o Principio Fundamental da Dindmica,
afirma que a multiplicacdo da massa pela aceleracdo de um corpo ¢ igual a forga resultante sobre esse corpo. Dessa
forma, temos que:

F=m.a (2)
Substituindo (2) em (1), temos
ma+k.x=0 3)

A equagido resultante ¢ considerada uma equagdo diferencial, que pode ser utilizada para sistemas ndo
amortecidos. No entanto, nosso objeto de estudo tem um amortecimento e, consequentemente, perda de energia
por atrito. Portanto, é necessario acrescentar uma variavel que demonstra essa perda de energia, denominada de
coeficiente de amortecimento ¢, que introduzida na equacdo (3), temos:

ma+cv+kx=0 %)

As variaveis ¢ e v representam, respectivamente, o coeficiente de amortecimento ¢ a velocidade. O
coeficiente de amortecimento com a velocidade representa a perda de energia devido ao atrito do sistema, isto &,
nos motores mesmo com fluidos para minimizar o atrito ainda assim acaba ocorrendo perdas. Para quantificar esse
déficit foi implementado essas duas varidveis, onde nesse caso a velocidade é a do embolo/pistdo para realizar
seus ciclos dentro do cilindro, no qual sua direcdo se opde a forga de atrito entre o pistdo e parede do cilindro. O
coeficiente de amortecimento é dado pela taxa de amortecimento, que serd explanado no decorrer do trabalho.

A equagdo acima pode ser utilizada para sistemas amortecidos como pistdes e suspensdes. No entanto,
para este trabalho existe a necessidade de introduzir uma fun¢@o que demonstre a poténcia gerada nesse processo,
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que através da combustdo no cilindro do pistdo, gera a energia de funcionamento das engrenagens. Dessa forma,
a forma final da equagdo € escrita como

m.a+c.v+kx=f(x). 5

A fungdo f(x) representa a forga de explosdo da mistura ar e combustivel dentro do pistdo, essa fungido
varia de acordo com o tipo de combustivel empregado em determinado motor, pois o tipo de combustivel e as
dimensdes do motor alteram a fung@o. Neste trabalho, a for¢a de explosdo, também intitulada como funcdo
poténcia, ¢ deduzida por [6], onde a fungdo ¢ resultado de calculos termodindmicos e calculos numéricos, no qual
o tipo de combustivel altera a fung¢do. A funcdo poténcia ¢ o foco de estudo para trabalhos futuros, devido a
complexidade de modelagem e em [6] algumas informagdes foram omitidas, ndo sendo possivel deduzir a fungao.

Substituindo a aceleragdo (a) e a velocidade (v) por suas respectivas derivadas em funcdo do tempo (t),
temos:

d%x dx
m.d?+c.z+k.x—f(x) (6)

No trabalho as derivadas serdo escritas com o uso de pontos. Dessa forma, a Equacdo (6) sera escrita da
seguinte forma:

mi+cx+kx=f(x)

De forma breve, um material que sofre acdo de uma carga axial, dentro do regime elastico, acarreta uma
deformagdo do objeto. Esse ideal ¢ calculado pela seguinte equacao

F.L
X = E (7)

A Equagao (7) provém de [10], no qual diz que a deformagdo por a aplicacdo de uma carga axial é
calculada relacionando a forga axial aplicada (F), o comprimento da se¢do (L), a area da segdo transversal (4) e
o modulo de elasticidade do material (E).

Dito isso, o calculo da constante elastica acaba se tornando possivel, pois levando em consideragdo um
sistema biela-manivela e pistao cilindrico sé6lido com o resultado da unido da equagdo (1) com o principio de
deformagdo no regime elastico resulta na constante eléstica.

Isolando x em (1) e substituindo em (7), temos:

P ®)
Simplificando a equacdo, temos:
k =2E ©

O sistema biela-manivela deve ser modelado para molas, isto ¢, cada componente deve ser considerada
como um sistema massa-mola independente e, em seguida, calcular uma resultante, como ilustrado na figura
abaixo.

k2 F2
ki F1

ks Fr

Figura 4. Sistema biela-manivela e pistdo representado em molas. Fonte (Autoria propria).

Dessa forma, as molas 1 e 2, representadas na Figura 4, indicam a biela e manivela, respectivamente, e a
mola 3 representa uma resultante das molas 1 e 2, permitindo uma redugao de varidveis, resultando em uma melhor
visualizagdo do sistema. Esse modo de configuragdo de molas é considerado em série e esse tipo de associagdo
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tem caracteristicas especificas, Fr = F; = F, ¢ Xy = x; + x,. Substituindo estes dados na equagéo (1), temos que:

Fr_F B
T ok T (10)

Como todas as forgas sdo iguais, podemos elimina-las na equagdo (10), assim

obtendo como resultado,

kzﬁ.

k1 k2

A massa (m) do sistema ¢ considerada uma equivaléncia das massas de todos os componentes, isto &,
todo o sistema ¢ modelado de forma a ser usado uma massa equivalente para representa-las. Dessa forma, para
encontrar a massa equivalente é preciso estudar o movimento de todas as componentes e suas massas. Por meio
da energia cinética (Ec), é possivel relacionar as massas e encontrar uma que represente todo o sistema. Assim:

Ec=Ecl+ Ec2+ Ec3

1
Emv2 =Ecl+ Ec2+ Ec3

sendo, Ec1 a energia cinética na manivela, Ec2 a energia cinética da biecla e Ec3 a energia do pistdo.
A manivela apresenta um movimento rotacional, assim sua massa pode ser calculada da seguinte forma:

1 .
Ecl = E]lg

no qual, /;¢é o momento polar de inercia ¢ 8 a velocidade angular da manivela.
O movimento da biela ¢ mais complexo, pois apresenta tanto movimento rotacional, ligado a manivela,
como movimento linear, pois estd conectado ao pistdo. Dessa forma temos que:

1
Ec2 = E]ZQ + sz'Cz

no qual, & ¢ a velocidade angular da biela, m, a massa da biela e X, a velocidade linear da biela.
O pistao apresenta somente movimento linear. Portanto, temos que:

1 5
Ec3 = 3 M3X3.

Dessa forma, uma vez que a biela e pistdo estdo em contato e, consequentemente, realizam o mesmo
trajeto, podemos concluir, portanto, que ambos possuem a mesma velocidade linear x, = X5.

O coeficiente de amortecimento € usado em sistemas viscosos que acabam fazendo a fung@o de amortecer
o movimento. Nesse caso, o amortecimento do movimento do émbolo ¢ garantido gragas a viscosidade dos fluidos
(6leo e ar) que estdo presentes dentro do cilindro. No ramo da engenharia voltada para vibragdes, existe o estudo
de Frequéncias Circulares Naturais, que mostra a seguinte relagdo:

k
W= [ (11)

na qual, w, representa frequéncia natural de vibragdo do sistema que se relaciona com o coeficiente de
amortecimento, da seguinte forma:

c = 2mw,{. (12)

Outro componente de extrema importancia visto em [8] é wy, frequéncia de vibragao amortecida, no qual sempre
sera menor que w,, pois sofre amortecimento, devido a taxa de amortecimento:

Wy = Wp/1 — 2 (13)
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A letra grega Zeta ({) representa a taxa de amortecimento e a partir dela é possivel classificar o
amortecimento do sistema em trés formas:
e  Superamortecido quando ¢ > 1. Nesse modelo a equag@o caracteristicas fornece duas raizes reais;
e (Criticamente amortecido quando { = 1. A equagao fornece duas raizes reais iguais;
e  Subamortecido quando ¢ < 1. A equagdo fornece duas raizes complexas conjugadas.

Dessa forma, ¢ importante descrever como sera a solu¢do das ED pelos nimeros complexos, a solugdo da
Equagdo diferencial é dada da seguinte forma, de acordo com [7]

2(t) = Ae(FHTwnt o o=~ TJwnt (14)
x(8) = ATt | o (-¢-iVi=C)wnt,

Realizando o reagrupamento das varidveis e substituindo a Equagdo (13), temos que:

x(t) = e $Wnt[AeWat + Be~iWal]
x(t) = e SWnt[A(cos(wyt) + isen(wyt)) + B(cos(wyt) — isen(wyt))]
x(t) = e~ $Wnt[(A + B) cos(w,t) + i(A — B)sen(w,t)]
x(t) = e~"nt[Ccos(wyt) + Dsen(wgyt)]

emqueC =(A+B)eD =i(A—-B).

A taxa de amortecimento estd diretamente relacionada com o coeficiente de amortecimento, que ¢ uma
variavel que esta ligada ao atrito do sistema. Dessa forma, a taxa de amortecimento tem a fun¢do de representar
qual a reacdo do sistema a uma forca exercida sobre o mesmo, isto ¢, de acordo com o valor da taxa de
amortecimento ¢ possivel saber qual € o tipo de reagdo, ou melhor, o tipo de amortecimento.

O sistema superamortecido ¢ o amortecimento no qual o sistema retorna ao seu estado de equilibrio ap6s um
determinado tempo. De acordo com [3], uma haste de toca-discos de boa qualidade pode ser movimentada e
quando solta retorna ao seu estado normal vagarosamente apds um tempo.

Segundo [3] o sistema que ¢ criticamente amortecido tem uma resposta rapida e sem oscilagdo no movimento
de saida, um exemplo seria a suspensdo de um veiculo que precisa ter uma resposta rapida sem oscilar.

E por tltimo o sistema Subamortecido ¢ aquele no qual continua oscilando ap6s um tempo decorrido, por [3]
um exemplo desse modelo sdo plataformas de mergulho que mesmo apds o mergulhador ter saltado continua
oscilando.

O trabalho em questdo apresentou diversos desafios, tendo visto a grande complexidade, em se tratando
de eficiéncia e desempenho de motores a combustdo. Também podemos destacar a fungdo explosdo ou funcdo
poténcia f(x) que, por ser um conteudo complexo visto apenas em mestrado académicos, na qual juntam
conteudos de vibragdes mecanicas, cinematica, calculo numérico, termodinamica e motores a combustao ndo sera
deduzida neste trabalho tendo em vista a sua complexidade e, também por ndo estar no escopo nesse trabalho.

4. METODOLOGIA

O trabalho tem como objetivo principal analisar o funcionamento de motores, mais especificamente o
sistema biela-manivela e pistdo, de forma tedrica e mostrar que a alteragao da taxa de amortecimento pode alterar
a resposta das componentes em seus ciclos de funcionamento, ou seja, mostrar que a alteracdo de uma variavel
pode alterar seu funcionamento. Na se¢ao 3, foi feito a modelagem matematica do sistema que resultou na Equagao
(6), e a resolucdo da equagdo diferencial sera feita por meio da transformada de Laplace, por ser um método
moderno e mais indicado para resolver este tipo de equagdo diferencial. Além disso, devido a complexidade da
fungdo explosdo f(x) ndo foi possivel ser calculada, devido a isso, o uso das transformadas de Laplace, pois outros
métodos de resolugdo de equagoes diferenciais ordinarias (EDO) como por anuladores, superposi¢ao e método de
Cauchy-Euler, pois apenas poderiam ser utilizados se a fungdo explosdo for uma fungdo continua. Dessa forma, a
transformada de Laplace apresenta vantagem com relagdo as demais devido a caracteristica das fungdes.

Serdo resolvidos trés problemas com caracteristicas parecidas, alterando somente a taxa de
amortecimento, com o proposito de mostrar as diferentes solugdes que podem apresentar. Em seguida, serdo feitas
analises graficas do funcionamento do motor e detalhando as fases que estdo sendo realizados, explicando
caracteristicas especificas de cada momento no ciclo para que seja estudada em quais momentos a diferenca da
taxa de amortecimento pode alterar a resposta do sistema.

Na resolucdo dos problemas, serdo dadas a velocidade, massa e coeficiente de amortecimento como
varidveis padrdo e, assim, serdo as mesmas para todos os problemas. Além disso, ¢ necessario considerar que o
pistdo ¢ genérico, logo as varidveis bases ndo expressam exatamente um pistdo real, mas muito fiel a realidade,
que serdo consideradas nos trés problemas a seguir.
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Problema 1: Levando em consideracdo apenas caracteristicas de velocidade, massa e coeficiente de
amortecimento sem especificar o motor, utilizaremos um motor em funcionamento com velocidade inicial V;, que
apresenta massa equivalente das componentes biela, manivela e pistdo de valor m, o coeficiente de amortecimento
representado por ¢, a constante eldstica equivalente da biela e manivela denotada por k e a taxa de amortecimento

de = 1.

Problema 2: Levando em consideracdo apenas caracteristicas de velocidade, massa e coeficiente de
amortecimento sem especificar o motor, utilizaremos um motor em funcionamento com velocidade inicial V;, que
apresenta massa equivalente das componentes biela, manivela e pistdo de valor m, o coeficiente de amortecimento
representado por ¢, a constante elastica equivalente da biela e manivela denotada por k e a taxa de amortecimento

de{ < 1.

Problema 3: Levando em consideragdo apenas caracteristicas de velocidade, massa e coeficiente de
amortecimento sem especificar o motor, utilizaremos um motor em funcionamento com velocidade inicial V;, que
apresenta massa equivalente das componentes biela, manivela e pistdo de valor m, o coeficiente de amortecimento
representado por ¢, a constante eldstica equivalente da biela e manivela denotada por k e a taxa de amortecimento

ded > 1.

5. RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta se¢@o iremos demonstrar o resultado dos problemas propostos na se¢do anterior ¢ analisar o
comportamento dos motores nos trés problemas.

Resolucio do Problema 1: Considere o seguinte problema de valor inicial:

mi(t) + cx(t) + kx(t) =0
x(0) =x,m
x(0) =Vym/s

Dividindo a equacdo inicial do problema por m, temos
m . c . k
— () +—x()+—x({)=0
m m m
Substituindo (11) e (12) na equagdo acima, temos
() + 2wy (t) + wy2x(t) = 0
Aplicando Transformada de Laplace na equagdo acima, resultara na seguinte equagio

L{x} + 20w, L{x} + w,,2L{x} = 0
s2L{x} — sx(0) — %(0) + 2{wy(sL{x} — x(0)) + w,2L{x} = 0
S2L{x} — sxg — Vo + 2{wpsL{x} — 2{wpxy + w,2L{x} = 0
Entdo temos que,
(5% + 2qwys + W) L{x} = sxy + 2{wpxy + V,

Isolando o termo L{x}

sxg + 2wy xy + V)
L{x} = — >

5%+ 2{wys + wy,

(15)
Substituindo { = 1,

[ S ]
( Wn)

Xo
L{x} =—+w,xy +V,
{} S+Wn n+o 0

Dessa forma, temos como solucdo
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x(t) = e™"nt[xy + (Wyxo + Vp)t]

Resolucio do Problema 2: Considere o seguinte problema de valor inicial:

mi(t) + cx(t) + kx(t) =0
x(0) =x,m
x(0) =Vym/s

A resolug@o deste problema ¢ igual ao Problema 1, dessa forma partiremos da Equagao (15)

Sxo + 2{wpxg + V)
L{x} = — >
S%+ 20wys +wy,

A diferenga desse problema esta relacionada ao tipo de amortecimento, nesse caso, sera { < 1. Dessa
forma, ndo iremos substituir imediatamente por um valor, pois visto que o pardmetro para ser um sistema
subamortecido € ter uma taxa de amortecimento menor que um, podendo ser qualquer valor no intervalo [0,1].

Dessa forma, para solucionar o problema é necessario completar quadrado da seguinte forma:

s2 4 2qwyps + w2 + W twn? — 2wy, ?) = 52+ 20wys + w2 + w2 — 2wy 2
Reduzindo a equacdo e substituindo (13) na equagdo temos

=(s+ (Wn)z + an(l - 52)
=(s+ (Wn)z + Wd2
Entao temos,
Sxo + 2{wpxo + V)

M = (s + qwp)? +wg?

O resultado da resolugdo sdo numeros complexos e fazemos uma reorganizacdo de termos, mencionado
anteriormente na Equagdo (14) para aplicar a transformada inversa de Laplace, obtemos como solugdo

Lix} s+ {w, ]+(an0+V0 Wy ]
x}=x
Ul + w2 +wy? we L+ Twp)? + wg?
WpXg + V
x(t) = e7Wnt [xocos(wdt) + Msen(wdt)]

Resolucio do Problema 3: Considere o seguinte problema de valor inicial:
A resolugdo deste problema parte da Equacdo (14), entdo temos que

Sxo + 2{wypxy + V,
L{x} =— >
S% 4+ 20wys +wy,

Como dito anteriormente, o sistema superamortecido apresenta duas raizes reais distintas, que ¢ dado por
2 2
s+ 2¢wus +wp =0

que tem como solug@o

= Wn(—(+1/(2 — 1) es, = wn(—(—w/(z — 1)

Encontradas as raizes, essas serdo substituidas no denominador da Equagdo (15) para que possamos resolver
utilizando fragdes parciais da seguinte forma

Sxo + 2{wypxy + Vy

(s —s1)(s—s2)

L{x} =
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A B

L{x}=——+——
{x} S_Sl S_Sz

Encontrando A e B, em seguida aplicando a inversa da transformada de Laplace, obtemos a solugéo

x(t) = S1Xo + 2{wypxy + VO] psit _ [szxo + 2{wpxy + Vo] o5t

2wy 2wy

Apos a resolucdo dos problemas iremos analisar o funcionamento dos motores e relacionar a taxa de
amortecimento com os ciclos de trabalho do motor.

De acordo com a analise ¢ estudo de motores, ¢ possivel descrever seu movimento com as equagdes
diferenciais, visto que a solucdo do problema nos da um grafico que representa o0 movimento do pistdo apos uma
explosao, gerando dados para analisar seu funcionamento e conseguir melhorias. No entanto, visto a dificuldade e
complexidade de expressar a funcdo explosdo, ndo foi possivel gerar esse grafico, mas foi possivel comparar como
¢ o comportamento desse sistema alterando somente uma variavel. Portanto, com a alteragdo sutil da taxa de
amortecimento, ¢ possivel notar uma diferenca de resposta do motor a combustdo empregada, sendo assim, seu
desempenho alterado consequentemente.

Grafico deslocaments versus 1empo

Valo|dade v[t) (m/s)

A H | h
Il)ﬁu 01 02 03 04 s s Lhg os L) 1

Figura 5. Grafico do descolamento pelo tempo. Fonte [7]

A Figura 5 representa uma comparagdo de sistemas com diferentes valores de taxa de amortecimento,
nesse caso, criticamente amortecido e superamortecido. Ao analisar o grafico, ¢ possivel notar que o sistema
criticamente amortecido tem uma velocidade menor quando recebe um disturbio, isto €, apds alguma pertubagdo
o sistema demora mais para ter uma reacdo. Entretanto, apos o sistema reagir a for¢a apresenta um tempo de
resposta mais rapido acarretando uma volta mais rapida ao ponto de equilibrio.

O sistema superamortecido tem uma velocidade maior que o criticamente amortecido, no primeiro
momento, isto porque apds um disturbio o sistema demora menos para reagir ao mesmo e, além disso, sua volta
ao ponto de equilibrio ¢ mais demorada, portanto, mesmo que o sistema apresente uma reacdo mais rapida que o
criticamente amortecido o tempo de retorno ao seu estado inicial é menor que o criticamente amortecido.

O sistema subamortecido, de acordo com os estudos realizados, deve apresentar uma resposta com
velocidade maior que o sistema superamortecido ¢ um tempo maior de volta ao ponto de equilibrio. Dessa forma,
o sistema subamortecido deve apresentar uma reagdo mais rapida a um distirbio e 0 maior tempo para retorno ao
ponto inicial.

Dessa forma, temos que cada taxa de amortecimento apresenta caracteristicas peculiares e muito se deve
a reagdo ao sistema ¢ tempo de retorno. Portanto, um fator que a taxa de amortecimento altera devido a suas
variagdes € a inercia de movimento dos componentes, pois como foi explanada anteriormente, a taxa de
amortecimento altera a velocidade de reagdo a forgas e tempo de retorno a estagios iniciais, analisando o que ¢ a
inercia, a resisténcia a um movimento ou forca aplicada, podemos constatar que com diferentes valores de taxa de
amortecimento o sistema pode apresentar diferentes niveis de inercia, isto €, resisténcias diferentes a movimento
como, por exemplo, a velocidade de reagdo a um distarbio.

Apds ter encontrado as solucdes dos problemas propostos e analisado a influéncia da taxa de
amortecimento na inércia dos movimentos, iremos fazer uma analise de como seria a influéncia dessa rela¢do nos
ciclos de funcionamento do motor. Para isso, € preciso entender como ¢ o comportamento de um motor em relagdo
a taxa de compressdo que pode ser observado na figura abaixo.
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Figura 6. Ciclo de Pressao dentro do Cilindro. Fonte [6]

A Figura 6 representa um ciclo de pressdo dentro do cilindro do motor de acordo com o angulo da
manivela, denotando assim uma representagio da for¢a de explosdo. E possivel notar a linha tracejada nos denota
a parte de queima de gases. Ao alcangar o maximo da for¢a de explosio, a uma queda da pressdo e, por fim, quando
a manivela estd com um angulo de 540° tem uma queda repentina que ¢ devido a abertura da valvula de escape
dos gases residuais.

O estudo da Figura 6 ¢ importante, pois quando analisarmos cada fase iremos ver que nos momentos que
antecedem a explosdo e pouco tempo depois, a quantidade de movimento ¢é baixa devido ao nivel de inércia alto
que vai se acumulando através das fases do sistema biela-manivela.

A figura abaixo nos mostra a relagio entre o ciclo de pressdo dentro do cilindro e s movimentos dentro
dos cursos do motor, dessa forma, sera possivel ver a influéncia da taxa de amortecimento.

dq [rad/s]
—
i

Lg 11 I.': I,J f | [ ‘U ".le
V o\ } q o\ \ i

6 065 o7 975 08 985Dog 995 100 1005 101 1015 102
q
s

Figura 7. Grafico relacionando a for¢a exploséo ¢ a inercia de movimento dos ciclos do motor. Fonte [6]

A Figura 7 ilustra uma comparagao adaptativa do perfil de velocidade representada pela linha vermelha
e a forca de explosdo ilustrada pela linha tracejada em verde. O grafico representa a velocidade do sistema pelo
ciclo do sistema, isto ¢, o ponto A representa um ponto de velocidade na nonagésima volta do sistema biela-
manivela. A andlise feita por [6], conclui que fatores importantes para a velocidade do sistema séo a inércia e a
forca de explosdo. Nessa analise, também concluiu que no trecho AB apresenta uma queda de velocidade devido
a inércia, pois dependente de sua posicdo, que nesse caso seria o primeiro quarto de volta, no qual ndo existe a
forca de explosdo, havendo somente o movimento livre. O trecho BC apresenta uma inércia ainda maior, mas a
aceleracdo do sistema ainda consegue fazer o pistdo atingir o ponto morto inferior, sendo assim o segundo quarto
de volta que seria a admissdo da mistura a ser queimada.

Apds isso, o sistema entra na segunda metade da primeira volta, no qual é representado pelo trecho CD,
sendo esse trecho com uma velocidade ainda menor devido a inércia e a agdo da pressdo da camara de combustao,
que age como redutor da velocidade dos mecanismos, pois a compressdo dos gases ja se inicia nesse momento, 0
que explica o ponto D ter a menor velocidade de todo o ciclo. O trecho DE representa a fase da compressdo dos
gases o que explica o ponto E ser o ponto maximo de menor velocidade do ciclo, visto que a mistura ar-combustivel
diminui a agdo de movimento do sistema.

Na fase da explosao dos gases, ¢ possivel notar que mesmo com a explosdo o sistema ainda nao apresenta
uma grande velocidade, pois a inércia acaba sendo alta com o passar do tempo, dessa forma o sistema fica perdendo
energia e velocidade, acarretando que mesmo na explosao tenha o seguimento EF de baixa velocidade e aceleracao.
Logo em seguida, hd uma grande acelerag@o e o ponto de maior velocidade no trecho FG, vista a diminuicdo da
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inércia devido a velocidade e resultado da forca de explosédo, sendo o ponto G o ponto final da expansao da mistura
e inicio da exaustdo dos gases.

J& na parte final, o sistema ndo detém mais forcas de pressdo e explosdo atuando sobre o mesmo ¢ a
inércia comeca a dificultar o movimento, o que gera uma queda da velocidade no trecho GH, sendo o aumento da
velocidade no trecho HI devido ao movimento da manivela, que contribui para acabar com a exaustdo de gases
residuais da queima da explosao, chegando ao ponto morto superior.

Dessa forma, ¢ possivel notar que o sistema biela-manivela apresenta em seus movimentos grandes
dependéncias da inércia derivados da forga de explosao e por isso a taxa de amortecimento, que tem caracteristicas
que alteram a resposta dos componentes a disturbios, pode ser uma variavel que se sofrida alteragdo pode alterar
a caracteristica do motor, podendo ter tempo de resposta e velocidade diferentes, devido a sua caracteristica.
Portanto, a taxa de amortecimento tem uma influéncia consideravel no funcionamento do motor, sendo assim, uma
variavel que precisa ser muito bem determinada para o tipo de desempenho desejado pelo fabricante. De acordo
com [3], alguns sistemas adotam a taxa de amortecimento de 0,8 mas, visto o trabalho resultado, dependendo da
fungdo exercida e o desempenho desejado do motor, acreditasse que a taxa de amortecimento pode variar entre
0,75 a 1,5.

6. CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho realizado apresentou fundamentos tedricos que comprovam sua exatiddo na analise do
funcionamento do motor a combustio, por meio do sistema biela-manivela e pistdo. A complexidade do assunto
abordado e dificuldade de encontrar dados, muito devido a falta de referencias especializadas na area, foram um
grande desafio que apesar da dificuldade, € possivel concluir que houve exatiddo na construcao e analise desse
trabalho, possibilitando observar que dentro de um motor, no qual apresenta diversas varidveis uma simples troca
de componente, no caso a taxa de amortecimento, nos possibilita alterar de maneira significativa suas
caracteristicas.

Devido a complexidade de pesquisa em como calcular a fungdo poténcia, comparar funcionamento de
motores a etanol, diesel e gasolina, a pesquisa focou em caracteristicas que podiam ser calculadas de acordo com
detalhes técnicos que teriamos acesso, por isso, a escolha da taxa de amortecimento. Sua forma de ser calculada e
sua importancia nas componentes do motor foram pontos fortes na sua escolha. Dessa forma, apds a dedugédo da
equacdo modeladas do sistema, foi feita a analise grafica de trabalhos académicos, que possibilitaram comprovar
que ¢ possivel descrever o movimento do sistema bicla-manivela e analisa-los com base nos seus ciclos e que esse
pode sofrer variagdes com a alteragdo da taxa de amortecimento. Sendo assim motores similares, dentre os quais
podem ser a combustdo, hibridos e elétricos, podem apresentar resultados diferentes com somente a alteragdo da
taxa de amortecimento, comprovando sua influéncia no processo.

Dessa forma, esse trabalho pode ser o inicio de trabalhos futuros, visto a sua ampla gama de aplicabilidade
com as alteracdes nas estruturas mecénicas, sendo possivel aplicar essa teoria para outras partes do motor, como
nas valvulas de admissdo e exaustdo, em sistema que apresentem came seguidor, funcionamentos em motores
hibridos e elétricos, além do estudo da for¢a de explosdao em motores.
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