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RESUMO
O presente trabalho tem como finalidade a resolucdo de sistemas de equacdes diferenciais
lineares usando a transformada de Laplace como método de resolugdo. O trabalho em
sequéncia é de carater bibliogréafico. Antes da abordagem do tema principal, foi realizada uma
revisdo sobre os conceitos introdut6rios como pré-requisito ao tema do estudo. Além disso,
foram apresentadas as definicGes, exemplos, aplicacGes pertinentes as equactes diferenciais
ordinarias, e teoremas no qual foram provados, com intuito de servir, também, como suporte

para fundamentacdo tedrica e motivacdo para leitores desta area.

Palavras-chave: Transformada de Laplace. Sistemas de EquacGes Diferenciais Lineares.
Aplicacoes.



ABSTRACT
The present work aims to solve systems of linear differential equations using the Laplace
transform as a resolution method. The sequence work is bibliographic. Prior to addressing the
main theme, a review of introductory concepts was performed as a prerequisite to the subject
of the study. In addition, the definitions, examples, applications pertinent to ordinary
differential equations, and theorems in which they have been proved, were presented in order

to serve as support for theoretical foundation and motivation for readers in this area.

Keywords: Laplace transform. Systems of Linear Differential Equations. Applications.
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1. INTRODUCAO

A demanda pelo progresso na qualidade do ensino superior, em especial na area das
ciéncias exatas e tecnoldgicas, é expressa por meio de inimeras propostas/trabalhos que
objetivam permitir aos académicos ingressantes em cursos deste &mbito, uma formacéo bésica

e niveladora e, assim, introduzir conceitos importantes de fisica ou de célculo.

As disciplinas de Calculo Diferencial I, 11, 1l ou Equacbes Diferenciais, dentre
outras, nomeadas de acordo com cada instituicdo de ensino, nos cursos de Ciéncias Exatas e,
particularmente, nos de Engenharia, apresentam um alto indice nas taxas de reprovagdo e
evasdo, principalmente, nos semestres iniciais desses cursos. Algumas experiéncias vém
sendo realizadas, no Brasil e no exterior, na tentativa de minimizar o impacto causado pelas
dificuldades apresentadas tanto por alunos quanto por professores. Um exemplo € o que
Quartieri, Borragini e Dick (2012) realizam no Centro Universitario UNIVATES, por
reestruturarem a disciplina de Fundamentos de Matematica que, com o apoio e colaboracéo de
professores de matematica e de fisica, tentam reduzir as dificuldades apresentadas pelos
alunos ingressantes nos cursos do Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologicas, ja que, sdo
nessas disciplinas onde os alunos apresentam mais dificuldades, por, talvez, serem egressos de

um ensino médio pouco significativo.

Ainda, como modelo desta pesquisa, podemos ressaltar o trabalho de Maria Matos
que, em entrevista realizada por Pains (2010), defende a proposta sistematizada no livro Fisica
do Movimento (2010):

“A fisica descreve o mundo real, entfo, antes de comecar a aprender a
teoria, 0 aluno deve fazer experimentos, tomar medidas, entrar em contato com esse
mundo real. (...) Esses conceitos deixam de ser uma simples férmula, uma nogdo
abstrata, e passam a ser algo que o aluno mediu com as proprias maos, o que ajuda a
desenvolver o raciocinio formal. Em sala, os professores levavam muito em conta as
duvidas dos alunos para aprimorar os roteiros de aula. (...) O livro se originou do

processo de interagdo com os alunos em sala.”

Segundo Vasconcelos e Souto (2003), ao se ensinar é importante ndo privilegiar
somente a memorizacdo, mas alavancar situacfes que possibilitem a formacdo de uma
bagagem cognitiva no aluno. Isso ocorre através da compreensdo de fatos e conceitos

fundamentais, de forma gradual.
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Trazendo essa problematica para 0 nosso contexto, um modelo de inovagdo no
ensino que estd sendo posto em pratica nos campus da UFERSA, sdo as disciplinas de
nivelamento, tais como o pré-célculo, a pré-fisica ou a pré—quimica. Tais disciplinas séo
ministradas por alunos, sob orientacdes de professores das respectivas areas, visando um
melhor desempenho académico, tanto para os discentes, que colocam em prética o que
aprenderam, quanto para os ingressantes, onde realizam uma revisdo dos conceitos
fundamentais, que serdo abordados no decorrer do curso, ja que alguns desses alunos sdo
descendentes de um ensino precario. Além dessas disciplinas de nivelamento, como proposta
de aprendizagem, a UFERSA oferta outros projetos, como, por exemplo, projetos de
monitoria, projetos de extensdo, e as Empresa Juniores. Todavia, € necessario levar em
consideracdo que essa proposta de ensino esta em fase inicial, ou seja, em adaptacéo e por

isso um trabalho como o que propomos aqui se faz necessario.

Sendo mais especificos, podemos afirmar com base no que veremos nesse trabalho,
que a Transformada de Laplace, um conceito desenvolvido por Pierre-Simon Laplace?, é
fundamental em todos os campos da engenharia, considerada como um “ritual de passagem”
pelos estudantes de graduacgdo. Este assunto esta inserido na extensa ementa de Equacgdes
Diferenciais e, talvez, devido ao pouco tempo para se estudar tantos outros conceitos dificeis,
a Transformada de Laplace e suas aplicacGes ndo sdo estudadas como deveriam. Estendendo
esse pensamento aos outros tdpicos que compdem a disciplina de Equacbes Diferenciais, é
natural pensar que isso sirva de justificativa para o0 mau rendimento de alguns alunos nessa
disciplina e, consequentemente, 0 notorio aumento no numero de reprovados ou desistentes

nessa componente curricular.

Esses e outros motivos nos mostram a necessidade de pensarmos em estratégias que
visem facilitar o ensino e a aprendizagem desse conteldo, visto que a Transformada de
Laplace é usada de maneira recorrente nos cursos de engenharia, em particular, na resolugéo
de sistemas de equac@es lineares. Assim, mesmo que o aluno seja aprovado na disciplina de
EDO, o ndo dominio de tal conceito, decorrente de um ensino precario ou de outro fator, pode

trazer sérias consequéncias no restante da sua formacéo.

Pierre-Simon Laplace Um notério matematico, astrénomo e fisico francés, nascido em Beaumont-em-Auge,
cidade da Normandia, no dia 23 de marco de 1729. Laplace publicou varias obras sobre algebra, anélise,
mecéanica e geometria; entre elas: Les lois du systtme planetaire (1788), Ex Exposition du systéme du monde
(1796), Traité de mécanique céleste (1799-1825), Théorie analytique des probabilités (1812) e Essai
philosophique des probabilités (1814). Além de ser um proeminente cientista, Laplace teve uma vida politica
ativa, a ponto de ter sido Ministro do Interior de Napoledo Bonaparte e nomeado Marqués e Par da Franga.
Laplace faleceu em 5 de mar¢o de 1827, em Paris (GILLISPIE, 1997).
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Este trabalho tem por objetivo apresentar a Transformada de Laplace como
ferramenta para resolver certos sistemas de equacOes diferenciais lineares. Para isso,
percorreremos por conceitos basicos como limites, derivadas e integrais, até tdpicos
pertencentes a disciplina de Equagfes Diferenciais, e isso sera feito da seguinte forma: no
segundo capitulo iremos apresentar alguns dos conceitos preliminares e essenciais para a
apresentacdo da Transformada de Laplace e sua utilizagdo na resolucdo de sistemas de
equacdes lineares. No terceiro capitulo estudaremos a Transformada de Laplace e sua inversa,
suas definicdes, propriedades, exemplos e aplicagbes. E por fim, no quarto capitulo,
apresentaremos 0s sistemas de equacOes diferenciais lineares e a utilizacdo da transformada

de Laplace para a resolucdo de tais sistemas.

Realizando essa revisdo bibliografica, buscamos criar um material que sirva de
suporte para revisdo ou complementacdo no estudo da Transformada de Laplace para

discentes da UFERSA e demais instituigdes.
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2. CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, realizaremos uma revisdo dos conceitos essenciais que nos auxiliardo
em nosso objetivo, que € a resolucdo de sistemas de equacOes diferenciais lineares via a
Transformada de Laplace. Durante o processo, explicaremos o principio basico das equacgdes
diferenciais, além das ferramentas do Célculo Diferencial e Integral utilizadas para nos
auxiliar. As propriedades, conceitos e teoremas apresentados neste capitulo foram tomados

como base das obras dos autores Leithold (1994); Flemming e Gongalves (2006).

2.1.INTEGRAIS IMPROPRIAS

Como a Transforma de Laplace envolve uma integral de zero a infinito, se faz
necessario o conhecimento sobre integrais improprias para entendermos as propriedades da
transformada. As integrais improprias podem ser classificadas em trés tipos, conforme

podemos ver abaixo.

Definicéo 2.1 (Intervalo superior de integracdo infinito): Seja f uma funcdo continua para

todo x > a, entdo
+o00 . b
fa f(x)dx = bl—l>£noo fa f(x)dx, (2.1)
desde que o limite exista.

Definigdo 2.2 (Intervalo inferior de integracgéo infinito): Seja f uma fungdo continua para

todo x < b, entdo

b b
f f(x)dx = lim f f(x)dx, (2.2)
— a—>—0oo a

desde que o limite exista.

Definigdo 2.3 (Ambos os intervalos de integracdo sdo infinitos): Seja f uma fungéo

continua para todo x real e ¢ for um namero real qualquer, entdo

+ oo c b
f f(x) dx = lim f f(x) dx + blilll f f(x) dx, (2.3)
desde que ambos o0s limites existam.

Observacdo: Geralmente para o terceiro caso em que ambos os valores dos limites de

integracdo sdo infinitos [—oo, +c0], tomamos o valor usual de ¢ como sendo 0.
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Desta forma, se esse limite existe para os trés tipos de integrais improprias citadas
acima, dizemos que a integral existe ou que a integral imprdpria converge para esse valor

limite. Caso contrério, dizemos que a integral diverge ou ndo existe.

Exemplo 2.1: Seja f(t) = e®, t > 0, onde ¢ é uma constante real e ndo nula. Entdo

o) A eCt
j e’dt = lim | e““dt= lim —
0 A—00 A-o C

0

1
— Jimm — (€A _
= jim g (et - 1)

Segue que a integral impropria converge para o valor -1/c se ¢ < 0 e diverge se ¢> 0.

Se ¢ =0, o integrando f(t) é a funcéo constante igual a 1 e a integral diverge novamente.

Exemplo 2.2: Seja f(t) % t> 1. Entdo

®*dt  [“dt _
f — = lim — = limInA.
1 C Ao ), A— 0

Como f{im InA = oo, a integral impropria diverge.

2.2.EQUACOES DIFERENCIAIS

As secdes a seguir servirdo como base de sustentagdo para 0s conceitos, teoremas,
aplicaces e modelos abordados por autores como Bassanezi e Ferreira Junior (1988), Boyce
e Diprima (2010), Bronson (1976), Bronson e Costa (2008), Flemming (2010), Guidorizzi
(2008), Kreyszig (2009)e Zill e Cullen (2001).

Definicédo 2.4: Uma Equacdo Diferencial € uma equacdo que contém derivada ou diferencial

de uma ou mais variaveis dependentes em relacdo a uma ou mais variaveis independentes.

2.3.CLASSIFICACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS
As Equacdes Diferenciais sdo classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a

linearidade. Elas serdo definidas no decorrer deste capitulo.

2.3.1. Classificacdo pelo Tipo
Quanto ao seu tipo as ED’s podem ser classificadas de duas maneiras, sdo elas:

Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) e Equacédo Diferencial Parcial (EDP).

e Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO): se uma equagdo contém somente

derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes, com relacdo a



22

uma Unica varidvel dependente, ela é chamada de EDO. De modo geral,

escrevemos uma equacao diferencial ordinéria de ordem n da seguinte forma
FO,p,y' 9™ = g(x).
A seguir temos EDQO’s de 1* e 2% ordens, respectivamente.
y'—5y=1
y'+2y'+y=0

e Equacdo Diferencial Parcial (EDP): uma equacdo que envolve as derivadas
parciais de uma ou mais varidveis dependentes de duas ou mais variaveis

independentes € chamada de EDP.

A seguir temos EDP’s de 12 e 22 ordens, respectivamente.

Ju B v
dy 0y
0°u  0%u ou

axz o ‘ot
2.3.2. Classificacdo da Ordem

A ordem de uma equacéo diferencial é determinada pela ordem da maior derivada

encontrada na equacdo.

Exemplo2.3: As equacdes diferenciais

y'=5y=1
y'=2y"+y=0
y///_yl_l_y:O

sdo, respectivamente, EDO de 12 ordem, EDO de 3% ordem e EDO de 3? ordem.

2.3.3. Classificacdo da Linearidade
Quanto a linearidade, as Equacdes Diferenciais podem ser classificadas em linear e

ndo linear. Uma equacdo diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita na forma

dny dn—ly
an(x)m + an_l(x)F + ot a(x)

d
P i: + ay(x)y = g(x). (2.4)

dx
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Observe que as equaces diferenciais sdo caracterizadas por duas propriedades:

I A variavel dependente y e todas as suas derivadas s&o mondmios do
primeiro grau, isto é, a poténcia de cada termo envolvendo y € 1.

ii. Cada funcéo coeficiente depende apenas da variavel independente x.
Assim, se algum desses requisitos ndo for satisfeito, a EDO ¢€ dita ndo-linear.
Note que as equacdes

xdy+ydx=0

yy' +2y —1—-x*=0

d%y dy*
x@‘z(a) ty=0

sdo equacOes diferenciais ordinarias de primeira, segunda e terceira ordens, respectivamente.

No entanto, Coeficiente dependente de y Poténcia # 1
" ! d3y dy !
yy" +2y' ' —1—-x2=0 exﬁ—z(a) +y=0

sdo equacOes diferenciais ordindrias nao-lineares de segunda e terceira ordens,

respectivamente.

Um exemplo conhecido de uma equacédo diferencial ndo-linear, é o problema fisico
do péndulo. O angulo e que um péndulo de comprimento L oscilando faz com a direcéo

vertical veja a Figural, satisfaz a equacao

d% + g =0
% Tl sen(e) = 0.

A presenca do angulo e envolvendo o sen(e), faz com que a equacédo seja nao-linear.

Figura 1: Um péndulo oscilando.

Fonte: Tutor Brasil.
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2.4. ALGUNS METODOS DE RESOLUC}AO DE EDO DE 12 ORDEM
2.4.1. Solucéo para uma Equacao diferencial

Chamamos de solugéo de uma EDO de ordem n, num intervalo I, uma fungdo y =
f(x) tal que suas derivadas de ordem n também estejam definidas em | e que satisfagam a

equacéo

F (0, /(). 1), [ ), ... f0(x)) = 0.
Defini¢do 2.6: Qualquer funcédo f definida em algum intervalo I, que, quando substituida na
equacao diferencial, reduz a equagdo a uma identidade, é chamada de solucéo para a equacgao
no intervalo. Dependendo do contexto da discussdo, | pode representar um intervalo aberto (a,

b), um intervalo fechado [a, b], um intervalo infinito (0, «o) e assim por diante.
Exemplo 2.4: Verifique que a fungdo y = cos(x) + sen(x) é a solucdo paraa EDO y’’ + y = 0.
Solucéo: Note que

y= cos(x) + sen(x)
y’ =-sen(x) + cos(x)
y’’ = -cos(X) — sen(x).

Substituindo os valores encontrados na EDO y’ + y = 0, temos
-c0s(x) -sen(x) + cos(x) + sen(x) = 0.

A solucdo de uma EDO pode ser classificada de duas maneiras: a solucdo particular

de uma equacao diferencial ou a solugdo geral de uma equacéo diferencial.

Definicédo 2.7: Chamamos de solucéo geral ou integral geral de uma EDO toda solugcdo que

envolva uma ou mais constantes arbitrarias.

Definicdo 2.8: Chamamos de solucdo particular ou integral particular de uma EDO toda

solucdo obtida atribuindo valores as constantes arbitrarias da solucéo geral.

Um Problema de Valor Inicial (PVI) surge quando uma equacdo diferencial vem

acompanhada de condicGes que satisfacam a funcdo incognita e suas derivadas.
Exemplo 2.5: Encontre a solucdo geral e uma solucdo particular da seguinte ED Z—z = e>t,

Solucéo: A solucdo dessa equacdo diferencial pode ser encontrada através de uma integracdo

direta, logo,
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dy _ s
ac~ ©
[dy = [ edtdt

1
y(t) = [ eStdt = geSt + C.

Essa solucdo que foi encontrada é conhecida como solucdo geral da equacgdo
. . f -~ ... 1 ~
diferencial dada. Mas, se considerarmos a condigéo inicial y(g) = gpara a solucéo geral

obteremos C = 0. Dessa maneira, a solugdo para o PVI é
1
y(t) = geSt, t €R.

Definicéo 2.9: Chamamos de Equacdo Diferencial de primeira ordem, toda aquela que pode

ser escrita da forma

dy
ix - fx,y) (2.5)

onde f € uma funcao de duas variaveis.

2.4.2. EDOQO’s com variaveis separaveis
Sabemos que uma EDO de primeira ordem é dada pela Equacdo (2.5), que pode,

ainda, ser escrita como P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0.

Definicdo 2.10: Chamamos de equacdo separavel toda a equacdo que pode ser escrita da
forma P(x) dx + Q(y) dy = 0.

A solucdo de uma equacdo separavel é dada pela integracdo de ambos os membros

da equacéo. Logo,
JPG)dx+ [ QGdy =C
onde C é uma constante arbitraria.
Exemplo 2.6: Resolveremos a equagdo x dx + ye‘xzdy =0.
Solucdo: Antes de integrarmos ambos os lados da equacédo iremos simplificar. De fato,

X e —x° 0
o dx +y

e~x?
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x
o dx +ydy = 0.

Agora, realizando a integracao, temos

x
[ ——=dx+ [ydy=0
ex

fx.exzdx+fydy=0

1
~(e** +y?)=c.
2
Multiplicando ambos os lados por 2, segue que

e* +y2=2Couy=+2C—e*.

2.4.3. EDO’s de 1" ordem Linear

Defini¢édo 2.11: Uma EDO de primeira ordem é linear se pode ser escrita na forma
24 p()y = q(x)
- )y = q(x0).

Observacdo: Se a funcdo q(x) = 0, dizemos que é uma funcdo de primeira ordem linear
homogénea, caso contréario, linear ndo-homogénea.

A seguir temos, respectivamente, uma EDO linear de 1* ordem homogénea e uma
EDO linear de 12 ordem ndo homogénea:

y' +3y=0
y' + 3y =x.

Para que possamos encontrar a solucdo geral para Equacdes lineares homogéneas,
iremos utilizar a prépria equacdo linear homogénea e adequa-la, utilizando o método da
separacdo das variaveis a fim de encontrarmos a sua solucédo geral.

De fato, multiplicando a Equacdo Linear Homogénea por dx e dividindo por vy,
obtemos

dy
v p(x)y=0
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d
D )yd( )_0
ydx

d
i +p(x)dx = 0.
y
Agora aplicando o método da separacdo de variaveis, temos

d
f—y+fp(x)dx=lnC
y
Iny—InC = —fp(x)dx

ln% = —jp(x)dx

eln— = g~ [p(¥)ax
Y e !
Z = e~ Jrdx
C

y = Ce~Jp(ax,
Desse modo, a solucdo geral para uma Equacao Linear homogénea acima é

y = Ce~Jrdx,

Exemplo 2.7: Resolveremos a equacdo y’ +3x = 0.

Solucdo: Para resolvermos essa Equacdo linear homogénea usaremos a equagdo y =

Ce~IP™ax Entso, temos

y = Ce—J 3xdx

3x2

y=~Ce 2.

Para as equacOes lineares ndo homogéneas o método de solucdo € um pouco mais
complexo. Dada uma equacéo linear ndo-homogénea do tipo y’' + p(x)y = g(x). Entdo, sua

solucdo sera dada por

y = Ce~Jptax 4 e—fp(x)axf e PO g () dx
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onde e/P®dx & chamado de fator integrante. Para provarmos a veracidade desta solug&o
geral descrita acima, multiplicaremos ambos os membros de y’' + p(x)y = g(x) pelo fator

integrante e/ P®4x Tal que,

d
el P(x)dx d_ic} + p(x)yefp(x)dx = efp(x)dxg(x)

ou

d
o= [ye/ P@dx] = gl Pdx g(x)

pois,

di [yefp(x)dx] — Z_yefp(x)dx + p(x)yefp(x)dx_
x x

Integrando ambos 0s membros da Ultima equacao acima, segue que

yelPax = ¢ 4 J- el PAx g (x)dx

y = Ce~Jp@adx 4 o= [p()dx J- e/ Pdx g () dx

onde C € uma constante.
Exemplo 2.8: Resolvamos a equacdo linear ndo-homogénea abaixo

dy
Z4y= 1.
dx+y X +

Solucdo: Para encontrarmos a solucdo para a equacdo acima, usaremos a formula para

equacOes lineares ndo-homogéneas com p(x) = 1 e g(x) = x + 1. Desse modo, segue que

y = Ce‘fdx+e‘fdxfefdx(x+1) dx
y = Ce‘x+e‘xfex(x+1) dx
y= Ce‘x+e‘xfexxdx+e‘xfexdx

y=Ce™*+e*e*+ e‘xfxexdx
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y=Ce™*+1+ e‘xfxexdx.
Resolvendo [ xe*dx por partes com u = x, dv = e*dx, du = dx e v = e*, temos
fxexdx = xe* —fexdx

X X

= xe* —e*.
Logo,
y=Ce™*+1+e*(xe* —e*)
y=Ce™*+1+xe¥e*¥—e ™ e*
y=C*+1+x-1-1
y=Ce™ +x.

2.5.METODOS DE RESOLUCAO DE EDO DE 22 ORDEM
Definicdo 2.12: Chamamos de Equacdo Diferencial Linear de 22 ordem uma equacdo da

forma

y'+fx)y +g(x)y = h(x) 2.7)
onde f(x) e g(x) sdo chamados de coeficientes da EDO de 22 ordem.

Observacdo: Se h(x) for nula, a equacdo serd chamada de homogénea, caso contrario, a

equacdo serd chamada de ndo-homogénea.

As EDO’s

1
n _ ! :0
y +(x>y+y

y" 4+ 25y =e ¥ cosx

sdo, respectivamente, EDO linear de 22 ordem homogénea e EDO linear de 2% ordem nédo-

homogénea.
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2.5.1. Solugdes para equagdes diferenciais lineares de 22 ordem

Definigdo 2.13: Uma funcdo y = s(x) é chamada de solucdo da equacao diferencial linear
de 22 ordem se em um intervalo aberto I de existéncia, a funcdo s(x) for definida e for duas
vezes derivavel ao longo do intervalo e que satisfagam a EDO.

Exemplo 2.8: Verifiguemos que y; = cosx e y, = senx sdo solugdes para a EDO de 22

ordem linear homogénea y” + y = 0.

Solucdo: Nesse exemplo, dividiremos a solucdo em duas partes, a primeira para que y; =

cos x e a segunda para y, = senx.

Teste I: Para verificarmos se y; = cosx € solu¢cdo da EDO, vamos calcular as derivadas y’,

vy’ da fungdo y e em seguida iremos substitui-las na equacdo. Note que
y, = —senx e y; = —COSX.
Logo,
y"+y=—cosx+cosx =0.
Como y,', y; ey, satisfazem a EDO dada,y = cosx € solucéo da EDO.

Teste Il: Para verificarmos se y, = sen x é solucdo da EDO, iremos realizar o mesmo

processo realizado para y,.Calculando as derivadas, temos
Yy, = COSXey, = —Senx.
Logo,
y"+y=—senx+senx =0.

Da mesma forma que y;’, y; e y,, as fungdes y;', y, e y, também satisfazem a EDO

dada, e, portanto, y = sen x € solucdo para a EDO.

Teorema 2.1 (Principio da Superposicdo — EDO Linear Homogénea de 22 ordem): Sejam
vy, €y, duas solucBes para a equacao diferencial linear homogénea de segunda ordem em um
intervalo I qualquer e ¢, e c, constantes arbitrarias. Entdo, a combinacdo linear dessas

solucbes y = ¢y, + c,y,também serd solucdo para a equagdo em 1.

O exemplo anterior servira de motivacdo para o Teorema 2.1, esse teorema serd

chamado de Principio da Superposi¢do, a seguir iremos provar o teorema.
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Prova: Como y = c¢;y; + c,y, também é solugdo de y" + f(x)y' + g(x)y = 0. Fazendo a

substituicdo, segue que
'+ )y + gy = (cy1 + c2y2)" + fF)(eyn + €2¥2)" + g(x) (ery1 + €272)
= cyi + cys + () (ey1 + cy3) + g0 (erys + 22)
=y1 + 6y +oaf )y + cof y; + c1g(D)y1 + c29(x)y2
= (y1 + F)y1 + gy + vy + fF(X)y; + g(x)y2)
=c;'0+¢cy-0
= 0.

Os corolarios a seguir sdo de extrema importancia no estudo das equacgdes

diferenciais lineares homogéneas.

Corolario 2.1: Dada uma solucédo y, (x) para uma equacéo diferencial linear homogénea, um

multiplo c,y; da solucdo y, é também pelo Teorema 2.1 uma solucéo.
Corolario 2.2: Toda equacao diferencial linear contém a solucéo trivial y = 0.

Até o momento estudamos apenas as equacOes lineares homogéneas. Agora,

daremos atencdo as equacdes diferenciais lineares ndo homogéneas.

Definicdo 2.14(Solucdo Geral — EDO Linear ndo-homogénea): Seja y, uma solugdo
particular da equacdo diferencial ndo-homogénea de 22 ordem em um determinado intervalo I

e seja

Ve = €1¥1(x) + ¢3y,(x) (2.9)
a solucdo geral da equacdo homogénea associada a equacao ndo-homogénea nesse intervalo.

Entdo, definimos a solucdo geral para a equacdo diferencial ndo-homogénea no

intervalo como sendo

y=c1y1(x) + ;7. (x) +yp, =y + ¥, (2.10)

no qual chamamos y,. de solucdo complementar.

2.5.2. Equacdes Lineares homogéneas com coeficientes constantes
Definigdo 2.15: Chamamos de equacdo diferencial linear homogénea de 2% ordem com

coeficientes constantes a toda aquela que pode ser escrita na forma
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ay”" +by +cy=0 (2.11)

ondea, b e ¢ sdo numeros reais dados.

Dada uma equagdo do tipo ay” + by’ +cy =0, y = e™ € uma solugdo para ela,

onde m é um parametro a ser encontrado. Substituindo y = e™* na equacdo, temos
am?e™ + bme™ + ce™ = (am? + bm + c)e™ = 0.

Sabendo que e™* nunca ird se anular, concluimos que y = e™* serd uma solucao

para a equagdo ay" + by’ + cy = 0 se, e somente se
Z(m) = am?+bm+c = 0.

Chamamos o polindmio Z(m) = am? + bm + ¢ de polindmio caracteristico e a

equacéo

am? +bm+c=0 (2.12)

de equacéo caracteristica para a equagéo diferencial ay” + by’ + cy = 0.

Tendo em vista que a equacdo caracteristica & do segundo grau com coeficientes, ou

seja,a, b e csao numeros reais, ela possui duas raizes, a saber,

—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
my; = o em, = o )

Como o valor para o discriminante A = b%? — 4ac pode ser positivo, nulo, ou

negativo, poderemos ter trés casos diferentes:

i.  SeA> 0, teremos duas raizes reais diferentes, logo, m; # my;
ii. SeA =0, teremos duas raizes reais iguais, logo, m, = m,;

iii. SeA < 0, teremos duas raizes complexas.
Caso 1: Raizes reais e distintas

Sejam m,; em, (m,; # m,) raizes da equacdo caracteristica ilustrada pela Equagdo 2.12,

entdo

mqXx e myXx

Vi =¢€ Y2 =¢€

serdo solucbes da Equagdo 2.11, desse modo, a Solucdo Geral da equagdo diferencial serd

dada por
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y = cie™* + ce™2*, (2.13)

Exemplo 2. 12: Encontre a solugéo geral para y"" + 5y’ + 6y = 0.
Solucéo: Escrevendo na forma do polinémio caracteristico, temos

m?+5m+6=0.

Logo,
—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
m1 = 2a = _2 e mz = 2a = _3 .

Portanto, a Solu¢do Geral da equacdo é dada por

y = cie” ¥ + ce 3%,

Caso 2: Raizes reais e iguais
Se m; = m, sao raizes do polinbmio caracteristico, entdo a solucéo geral é dada por

y = Cixe™ + c,e™ (2.14)
Exemplo 2.9: Encontre a solucéo geral para y”" + 6y’ + 9y = 0.

Solucédo: Tomando a equacdo auxiliar m? + 6m +9 = 0 para a EDO de 22 ordem, temos

como suas raizes m; = m, = —3. Entdo, sua solucéo geral sera

y = cixe 3 + c,e 3%,

Caso 3: Raizes complexas e conjugadas

Sejam m; = a+ Bi e m, = a — Bi as raizes conjugadas do polinbmio caracteristico, a

solucdo geral serd dada por

y = c1e** cos Bx + c,e“* sen Bx. (2.15)
Exemplo 2.10: Encontre a solucdo geral para y” — 4y’ + 13y = 0.
Solucdo: Tomando a equacdo auxiliar m? — 4m + 13 = 0 para a EDO linear de 2% ordem
homogénea com coeficientes constantes, que tem como discriminante A = —36 e como raizes

my; =2+ 3iem,; = 2 — 3i. Entdo, com a = 2e § = 3 sua solucdo geral serd
y = c;e?* cos 3x + c,e?* sen 3x.

2.5.3. EDO’s lineares nao-homogéneas com coeficientes constantes

Estudamos agora EDO’s da seguinte forma
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ay” + by +cy = g(x) (2.16)
onde a, b e ¢ séo constantes dada e g(x) € uma funcéo continua de x.

Uma solucdo geral é para (2.16) é dada, pelo principio de superposicao, por
Yor) = Yue + Yo
onde,
Yu(x): solugdo geral da equacdo homogénea associada a (2.16).
Yp(x): solucdo particular de (2.16).

Para encontramos Yp(,), usaremos o metodo dos coeficientes a determinar, que

consiste em analisar a fungéo g(x) em (2.16) e supor que Yp(,, tem a mesma natura de g(x).

Tipo 1: A funcdo g(x) € um polinbmio, se g(x) € um polinGmio de grau n, iremos supor, a

menos de constantes, que Yp(,y € um polindmio de grau n.

Exemplo 2.11: Encontre a solucdo geral da EDO y’” + 2y’ - 3y = x+1.

Solucgédo: Sabemos que uma solucéo geral dessa EDO sera da forma
Yoy = Yueo + Yoo

A EDO homogénea associada é y’’+2y°-3y = 0, cuja equagdo caracteristica ém? + 2m — 3 =

0. Suas raizes sdom, = 1 e m, = —3, logo, a solucdo geral é dada por
y = Cie* + Ce 3%,
Como g(x) = x + 1 € uma equacdo de 1° grau, iremos supor que Yp, é da forma
Yoy = Ax + B,
onde A e B sdo constantes a serem determinadas. Note que,
Y'py = A

Fgl(x) =0
que, substituindo na EDO y’’ + 2y’ - 3y = x+1, nos fornece

0+24—-3(Ax+B)=x+1
2A—3Ax —3B=x+1.
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Iremos igualar os termos em comum e encontrar os valores das constantes, ou seja,
—34A=1
2—3B =1

A= —Lteg=_2
- T3P T Ty

Assim, Yp(,y = — éx - g Portanto, a solucdo geral é dada por

1 5
Yo = Cre* + Cre 3 — 35

Tipo 2: Quando g(x) = e™*, iremos supor que Yp(,y = Ae™*, onde A é uma constante a ser

determinada.
Exemplo 2.11: Encontre a solugdo geral para y’+4y = e?*.

Solucdo: A EDO homogénea associada é y*” + 4y = 0, logo, a equacao caracteristica é m? +

4m = 0, cujas raizes sdo m, = 2i e m, = —2i, assim, a solucéo geral € dada por
Yi(xy = €°(Cicos2x + Cysen2)
= (Cycos2x + C,sen2x.

Como Yp(y) = Ae?*, seque, apos substituir na EDO y**+4y = e?*, que
i(‘l‘A 2x+4A 2X\ — Zx)i
poT: e e*) = (e prrs

Dividindo ambos os lados por e2*, obtemos 44 + 44 = 1, ouseja, A = g Logo, Yp(y) =

1 ~ .
5 e?*, Portanto, a solucdo geral é dada por

1
Y5(x) = C1c052x + Cysen2x + gezx.

Tipo 3: Quando g(x) € combinacdo de sen 5 e cosf3, nesse caso, Yp(,) = Asen 8 + Bcosp,
onde A e B sdo constantes.

Exemplo 2.12: Encontre a solugdo geral para y"" — y' — 2y = sen2x.

Solucéo: A solucéo geral para EDO homogénea y"" — y' — 2y = 0, é dada por

YH(X) = Clezx + Cze_x.
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Supondo que Yp(,) = Asen2x + Bcos2x, segue, apos substituir na EDO, que

3 1
Yoy = — z—osean + 20 cos2x.

Portanto, a solucdo geral é dada por

Yoy = C1e** + Cre™ = —2—Osen2x + %COSZX.

As formas de solugdo particular y,, para as EDO’s de 2* ordem ndo-homogéneas com
coeficientes constantes, como ja foi citado, dependem do tipo de funcdo que caracteriza a
funcdo de entrada g(x). A Tabela 1 nos mostra algumas formas para y, de acordo com o

formato de g(x).

Tabela 1: Algumas solucGes particulares.

gx) Forma de y,
1 A
5x+7 Ax+ B
3x% —2 Ax?+Bx+C
x—x+1 Ax®+Bx*+Cx+E
sen 4x Acos4x + B sen4x
cos 4x cos4x + B sen4x
5% Aesx
(9x — 2)e>* (Ax + B)e>*
x%e5* (Ax? + Bx + C)e®*
e3* sen 4x Ae3* cos 4x + Be3* sen 4x
5x% sen 4x (Ax?> + Bx + C) cos4x + (Ex? + Fx + G) sen 4x
xe3* cos 4x (Ax + B)e3* cos4x + (Cx + E)e3* sen 4x

Fonte: Zill e Cullen (2001).
2.5.4. Aplicacdes para EDO’s de 1° e 2° ordens

Consideremos o circuito RCL ilustrado pela Figura 2, no qual contém uma forca
eletromotriz E em volts, a qual é produzida por uma bateria ou gerador, um resistir R, um
indutor L e um capacitor C, ambos conectados em série. Consideremos também que Q(t) seja

a carga armazenada no capacitor C, no instante de tempo t, apartir disso teremos que a
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corrente I1(t) nesse mesmo instante € dada pela taxa de variacdo de Q(t) em relagdo ao tempo
t, isto é, I = dQ/dt e também que as quedas de voltagem ocasionada pelo resistor, pelo

dl

indutor, e pelo capacitor sdo, respectivamente,R1, Q el

Figura 2 : Circuito RCL.

L

Fonte: Autoria propria, 2019.

Como sabemos, a Lei das Malhas de Kirchhoff determina que o somatério das
quedas de tensbes em uma malha de um circuito elétrico qualquer, € igual a tenséo fornecida
pela fonte de energia do circuito, como uma bateria, por exemplo. Sendo assim, obtemos a

seguinte EDO de 1?2 ordem ndo-homogénea

dl Q
LE+R1+E_E“)

Se o circuito for RL, a EDO sera dada por

L dl + RI = E(t)
dt -

e, apenas RC, por

Q_
R1+E_ E(¢t).

A EDO acima é obtida com o uso da Lei de Kirchhoff ao circuito, sendo uma de 12
ordem, para que possamos obter uma EDO linear de 22 ordem para a carga Q(t), usaremos

_dq
I = - e teremos

d*Q 10]
LWJFREJF Q E(t).
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Caso sejam dadas a corrente inicial I, e a carga inicial contida no capacitor Q,,

teremos o seguinte PVI
1
LQ" +RQ'zQ = E(®)
Q(0) = QoeQ'(0) = I

Para obtermos uma de 22 ordem para a correte do circuito basta derivarmos a EDO

acima e teremos
1
LI" +RI' + EI = E(t).

Exemplo 2.13: Uma forca eletromotriz E(t) de 30 V é aplicada a um circuito em série LR no
qual a induténcia é de 0,5 H e a resisténcia de 50 ohms. Encontre a corrente i(t), se i(0) = 0.

Determine a corrente quando ¢ — .

Solugéo: Como o circuito é RL, utilizaremos a EDO de 12 ordem, dada por

di
L—-+Ri=E(t)

05% 4 50i = 30.
dt

Para que a EDO se torne linear, dividiremos todos os membros por 0,5

di ,

— +100i = 60

di _

- = 60— 100i
di

60— 100i ~

integrando ambos os lados, temos
i(t) =06 —ce 100t A

Essa funcdo obtida é denominada como Solucdo Geral. Aplicando a condicdo i(0)=0, na

solucdo geral , encontraremos o valor da constante ¢ =0,6. Logo,
i(t) =0,6(1—e 100t) A

é a Solucéo particular desejada.
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Para sabermos o valor da corrente quando ¢ — oo, aplicaremos o limite quando ¢ —

oo, isto &,
tlim i(t) = tlim (0,6 — 0,6e7100t)
= 0,6 A.

Exemplo 2.14: Em um determinado circuito idéntico ao representado pela Figura 2, os
valores dados para o resistor R, o indutor L e o capacitor C séo, respectivamente, R = 4 (Q,
L=1HeC =0,2F eque atensdo (voltagem) fornecida ao circuito durante o instante t seja
E(t) = cos2t. Supondo que a carga Q e a corrente I, durante instante t = 0, sejam ambas

nulas, calcule:
a) A carga elétrica geral para o circuito no instante ¢;
b) A corrente elétrica geral para o circuito no instante t;

a) Solucdo: Considerando os valores dados para o resistor, indutor e o capacitor e as
condicdes iniciais para a carga e a corrente, formaremos, entao, o seguinte PVI:
{Q” +4Q' + 5Q = cos 2t
Q(0)=0 e Q(0)=0
Para obtermos a expressdo para a carga elétrica geral para circuito descrito pelo PVI
acima, deveremos primeiramente solucionar a EDO homogénea de 22 ordem associada, que
tem como equacdo caracteristica m?+4m+5 =0, cujas raizes complexas sdo,
respectivamente, m; = —2 4+ i e m; = —2 — i, que produzirdo a solugdo complementar para

a carga elétrica a funcéo
Q.(t) = cie "t cost + c,e "t sent.

Como ja solucionamos a EDO homogénea associada para a carga elétrica,
calcularemos agora a solucdo particular para a EDO ndo-homogénea para ela, utilizando o
método dos coeficientes a determinar. Como a funcdo de entrada g(x) da EDO é
trigonométrica, temos que sua solugéo particular @, sera da forma @, = A cos 2t + B sen 2t,
com derivada primeira Q, = —2Asen2t+2Bcos2t e derivada segunda Q, =
—4A cos 2t — 4B sen 2t. Logo, substituindo as derivadas de primeira e segunda ordem de Q,

na EDO, e manipulando-a obteremos

(A +8B)cos 2t + (—8A + B) sen 2t = cos 2t.
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Igualando os coeficientes dos termos semelhantes da equacédo logo acima, teremos o

seguinte sistema de equacdes

{A+SB=1
-84+ B =0,

cuja solucéo éA = %e B = %. Logo, sua solucdo particular serd a funcédo

(t) = ! 2t + 8 2t
Qp(t) = 65cos 6Ssen .

Como ja calculamos a solucdo complementar e a solucdo particular para a carga
elétrica do circuito, poderemos encontrar também a solucdo geral para ela, que sera dada pela
funcéo

1 8
Qs =Q.+Q, =cre ? cost +c,e * sent + o €os 2t + e sen 2t.

b) Solugdo: Para obtermos a expressdo para a corrente elétrica geral I,(t), teremos que

calcularmos a derivada primeira da carga elétrica geral Q,(t), isto €, I (t) = Ccll—(ge, portanto,
_ 499 _ -2t —2t 2 16
I,(t) =—-=-Ce (2cost+sent) — ce (2 sent—cost)—Esen2t+gc032t.

Para finalizarmos este capitulo apresentaremos uma ferramenta que nos sera util na

parte final deste trabalho.

2.6. REGRA DE CRAMER

Como veremos mais adiante, um dos métodos para resolvermos sistema de equacoes
diferenciais lineares € feita atraves do uso de determinantes. Relembremos agora a Regra de
Cramer, uma das maneiras de resolver um sistema linear, que s6 podera ser utilizada na

resolucdo de sistemas em que o nimero de equacgdes e o nimero de incognitas sao iguais.

Determinantes sdo algumas vezes uteis na resolucdo de sistemas algébricos de n

equacdes lineares com n incognitas:

d11X1 + d12X> + -+ A1 p Xy = b1
d21X1 + d2X> + -+ dopn X, = b2 (2 17)
dn1X1 + dn2Xo + -+ dnpnXn = bn.

Seja A a matriz dos coeficientes de (2.17) e seja
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11 Qg2 Ain
detA=| 2t a:ZZ Qon
n1  Qn2 Ann
Se
Ayy Q12 0 Q-1 by Qi k-1 Qg
AL
n1 Qpz  *° Auik-1b,Ank-1""" Ann

em que Axé a matriz A com sua k-ésima coluna substituida por

entdo (2.17), possui uma Unica solucéo
_det Ay _ det4; _ det4,
1= geta ™27 deta’ ' T deta
desde que o det A # 0. Esse método de resolugdo é conhecido como Regra de Cramer?.

(2.18)

Exemplo 2.15: Resolva o sistema

3x+2y+z=7
x—y+3z=3
S5x+4y—-2z=1

pela regra de Cramer.

Solucéo: A solucgéo requer o célculo de quatro determinantes

32 1
detA = [1-1 3 | =13
54 —2
72 1
detA; = [3—1 3 | = —39
14 -2

37 1
detA, = (13 3 | =78
51-2
327
detA; = |1-13| = 52.
54 1

Logo, por (2.18), temos

2 Essa regra foi assim chamada em homenagem a Gabriel Cramer (1704-1752), um matematico suico quem
primeiro publicou esse resultado em 1750 (Zill e Cullen, 2001).



detA,
X = =
det4

detA,
y= =
detA
detA;
zZ = =
detA

42
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3. ATRANSFORMADA DE LAPLACE

A Transformada de Laplace é muito conhecida e utilizada na area de ciéncias exatas
e nas engenharias, podendo ser utilizada para analise de sistemas lineares invariantes no
tempo, como, por exemplo, os circuitos elétricos, oscilatorios harménicos, dispositivos
Opticos e sistemas mecanicos. Nessas aplicacdes, costuma-se interpreta-la como
transformacgdes no dominio do tempo para o dominio de frequéncia. A maior vantagem desta
transformacdo € que as integracBes e derivadas tornam-se multiplicacGes e divisGes,
permitindo a resolucdo de equacbes diferenciais como se fossem equacdes algébricas,
tornando-as assim mais faceis de resolver (TONIDANDEL; ARAUJO, 2012).

O método da Transformada de Laplace é uma importante ferramenta para a resolucéao
de certos problemas com valor inicial (P.V.l). Em célculo aprendemos que a derivagédo e
integracdo de uma determinada funcdo, transforma uma funcdo em outra. Por exemplo, a
funcdo f (x) = x® é transformada em uma funcéo quadratica, em uma familia de polindmios de
grau 4 e em uma constante por meio das operagcdes de derivacdo, integracdo indefinida e
integracdo definida:

4 2

ix3 =3x% [x3dx =XT+C, fx3dx =4,

dx
0

Essas trés operacGes possuem a propriedade de linearidade, assim, para quaisquer

constantes a e 3, temos

d d d
T laf() + Bg(0)] = agf() + B g(x)
[ laf() + Bg(®ldx = af fOdx+ Bf glx)dx (3.1)
b b b
[lar@ + gwolax = a | fwax + g [ gax

sempre que existam as derivadas e integrais a direita da igualdade acima.

No caso em que f (x,y) € uma funcdo de duas variaveis, uma integral definida de f
em relacdo a uma das variaveis, define uma funcdo na outra variavel. De fato, considere a

integral abaixo

2xy?dx = 3y?2.

H\’N
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Note que y foi considerada como constante durante o processo de integracéo.

De maneira analoga, uma integral definida como

[P K(s,0f ®) dt,

transforma uma funcdo f(t) em uma funcéo de varidvel s. Uma integral é dita impropria se,
somente se, f(t) estiver definida para ¢+ > 0 em um intervalo limitado, como foi visto no

capitulo anterior, entdo a integral improépria

f K(s, t)f(t)dt (3.2)
0

é definida como um limite de integrais em intervalos finitos, isto é,

o)

A
f K(s,t)f(t)dt = }im jK(s, t)f(t) dt.
0 0
Definicdo 3.1: Seja f uma funcdo definida por t > 0. Entdo a Transformada de Laplace® de

f, sendo denotada por L{f (t)} ou simplesmente L{f}, é definida como sendo

L) = | ef@a (33)
0
desde que a integral dada acima convirja.

Como a integral definida anteriormente é impropria, a Transformada de Laplace da

funcgdo f, também pode ser escrita dessa forma

[ee)

L{f()} =F(s) = f e Stf(t) dt (3.4)
0
desde que o limite exista. Se o limite existir diremos que a integral converge, caso contrario,

diremos que a integral diverge. Desse modo, o limite em questdo existird apenas para certos

valores da variavel s.

Observacdo: A fungdo K(s,t) = et é chamada de nucleo da transformada.

30 Desenvolvimento da Transformada de Laplace deve-se a muitos nomes além do préprio Laplace. Embora
Laplace tenha usado a transformada da integral (3.3) em seu trabalho sobre a teoria das probabilidades, é mais
provavel que a integral tenha sido descoberta por Euler (1707-1783), um matematico mais prolifico da histéria.
Historicamente, o desenvolvimento dos métodos de transformacdo comega com a busca por solucdes de certos
modelos de equacdes diferenciais na forma de integrais reais definidas, e esta busca comeca com Euler (Zill e
Cullen, 2001).
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Quando a integral impropria (3.4) converge, a transformada de Laplace de f sera
denotada simplesmente por L{f(t)} ou F(s). Em consequéncia disso, serdo utilizadas letras
mindsculas para designar a funcdo a ser transformada e a letra maiuscula correspondente

serve para demonstrar sua transformada de Laplace. Por exemplo,
LIE©OY=F(s),  Lg®}=a6(),  L{h(©®}=H(s).

Exemplo 3.1: Calcule £{1}.

Solucéo:

LE®}=F(s) = [, e f(t)dt = lim [le stf(e)dt

L{1}=["et(1)dt =

A
_e—St
lim | e7stdt = lim — |§
A—>00 A—oco S
0
. —e—SA 1 1
= lim — +-=-, s> 0.
A—oco S S S

Desse modo, quando s > 0 o expoente -sA é negativo, e e - 0, quando A -
oo, Para s < 0, a integral diverge. Ficando subentendido que o limite superior e ¢ —

0 quando t - o paras > 0.

3.1.CONDICOES PARA A EXISISTENCIA DA L{f (¢)}
Sabemos que nem sempre a Transformada de Laplace ird convergir, pois existem
algumas funcdes que ndo admitem a transformada. Entretanto, existem algumas condi¢cfes

para que a transformada de uma fungéo f(t) exista. S&o elas:

i.  f ser continua por partes em [0, +0);

ii.  f ser de ordem exponencial.

Definigdo 3.2 (Funcéo continua por partes): Dizemos que uma fungdo f é continua por
partes em [0, +o0) quando em um intervalo qualquer 0 < a < t < b tenha um nimero finito
de descontinuidades e que todas sejam de primeira espécie, ou seja, ha existéncia de limite

lateral.
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A integral de uma funcéo continua por partes, em um intervalo finito é a soma das
integrais das integrais nos subintervalos criados pelos pontos de partida. Um modelo é a

fungdo f(t) na Figura 3, onde temos

B

fdt = f f®)dt +

[>¢

tz B
fdt+ | f(t)dt. (3.5)

ty

Figura 3: Uma funcdo continua por partes y = f(t).

- Y

Fonte: BOYCE e DIPRIMA (2010).
Exemplo 3.2: Uma funcao seccionalmente continua ou continua por partes é a funcdo degrau
unitario:

1, se x>0
f(x)={0, se x=0
-1, se x <0
Teorema 3.1: Seja f(t) uma funcdo continua por partes em [0,4c0) e de ordem exponencial

paratodo t > T, entdo, sua Transformada de Laplace ira existir para todos s > c.

Note que,

T oo

e Stf(t)dt + f e Stf(tdt =1, + I,.

T

ooe‘“f(t)df: = f

0

) = |

0

Para um melhor entendimento, chamaremos as integrais nas parcelas acima de I, e
I,, respectivamente. A integral I, existe pois pode ser escrita na forma de uma soma de

integrais em intervalos em que e =St f(t) é continua. Além disso,

|I,] Sf Ie_Stf(t)IdtSMf e Stecldt.
T :T
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Logo,

—e~(s=ot|” e—(s=0T

|12|3Mj e 6-Ngt = - M——| =M
T s—c |, s—c¢

para todo s > c. Isso quer dizer que I, ira convergir para qualquer que seja s >c e a

transformada ira existir.

Definicdo 3.3 (Ordem exponencial): Dizemos que uma funcdo f qualquer é de ordem

exponencial se existirem constantes ¢, M > 0 e T > 0 tais que
If ()] < Me*
paratodot > T.

Exemplo 3.3: A funcdo f(t) = t"™ (n=1) é de ordem exponencial, pois t™ < n!et, para

todo t positivo.

Como foi comentado anteriormente, qualquer funcdo que satisfaca as condicdes
descritas acima possui Transforma de Laplace. Dessa forma, chamaremos tais condicfes de

condicdes de Dirichlet.

3.2.A TRANSFORMADA DE ALGUMAS FUNCOES BASICAS
Na Tabela 2, serdo apresentadas as Transformadas de Laplace de algumas fungdes

basicas que servirdo como base de sustentacdo para nosso estudo.

Tabela 2: Transformadas de algumas funcGes basicas

F(s) L{f()} = F(s)

1
1 -
S
1
t 52
n!

t" Sn+1
eat 1

s—a
k

sen kt

s2 + k2
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S

cos kt 71 K2
k

senh kt R
S

COSh kt m

Fonte: Zill e Cullen (2001), adaptado.

Agora demonstraremos passo a passo, a resolucdo de cada item apresentado na tabela
acima.

Item 1: Exemplo 3.1.

Item 2: Por definicéo

[} b
L{t} = j e Sttdt = gim e Sttdt.
0

—00

0

Calculando a primitiva por meio da integracéo por partes, temos

1 1
fe‘“ tdt = ——te St + —f e Stdt
S S

1 1/ 1
=——tet + —(——) e~st
s s\ s

1 1
=——te™ ' ——e " + (.
s s

Entdo

b 1 b
lim | e Sttdt = lim |——te St — —e‘“]
b—oo 0

b—co 0 S 52

1 1
J— 3 - _ —_ b —
= gl_zg, —;(be st _ (0)e s(o)) _ S_Z(e sb _ o s(O))].
E assim, como

lim be ™2 =0eo0 lim e st =

| ,
b— oo b—oo

segue que

b 1 1
lim | e~ttdt =|-<(0-0) = (0= 1)
S S

b—oo 0



Portanto,

1
L{t} = S_Z

Item 3: Por definicéo

o b
L{t"} =f e Stt"dt = lim | e Stt™dt.
0 b= Jg

Calculando a primitiva com o auxilio do método da integracao por partes, temos

1 n
f e tndt = — —e™t" + ;j et 1dL.

Entao,

[ee)

1
Lt} =~ e sttn

n o0
+—f e sten=1dt
0 SJo

o9}
=Ef e St dt
SJo

n
=—L{t"1}.
S

Sabemos que L£{1} = 1/s, entdo, por interacdo, temos

1 11 1
L{ty==L{l}==-=5
S S S S
2 2 1 2!
,C{tz} = —L{t} = —'—2 = —3
S S S S
3 3 21 3!
L{t3} = —L{tn} = - 3 = VL
S S S S

Portanto, concluimos que

Sn+1'

L{t"} = gﬁ{t”_l} = g[(" S—nl)!l _n

Item 4: Note que
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L{f (O} = L{e*} =f e~*fedt = lim | e~C~fqt.

0 0

Resolvendo a integral acima por substituicdo, temos:

b b
lim | e~¢-dtdt = lim — e~ (s-a)t
b—>oo 0 b— oo S—a 0
= lim — (e—(s—a)b _ e—(s—a)(O))

b-o S —a

1
= - 1 _( - )b —
S — aggg(e e 1)'

Como l}im e~(5—ab = (0 temos

b 1
lim [ e"6~¥tdt = ————(0-1)
S—a

b—oo 0

_ 1
Cs—a
Logo,
1
L{e%} = ——
s—a
Item 5:
oo b
L{sen kt} = f e St sen ktdt = l}im e Stsen ktdt
0 ~%Jo

Calculando a primitiva por partes, temos
1 1
f e Stsen ktdt = —;e‘“ sen kt + ;kf e~ St cos kt dt.
Calculando por partes novamente, temos

1 1 1 1
f e Stsen ktdt = — ;e‘“ sen kt + ;k [— ;e‘“ cos kt — Ek f e Stsen ktdt]

1 1 1
= ——e Stsenkt — —Zke‘“ cos kt — —Zk2 f e Stsen ktdt.
s s s

Decorre que,
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1 1 1
f e Stsen ktdt + S—Zk2 f e Stsen ktdt = — ;e‘“ sen kt — S—Zke‘“ cos kt

1 1 1
(1 + —2k2) j e S'sen ktdt = ——e ™' senkt — — ke " coskt
s s s

s? + k? , 1, 1 .
> e Stsen ktdt = ——e St sen kt — —Zke‘s cos kt
s s s
2 2
j e Stsen ktdt = S (— 1) e Stsen kt — > (i) ke St cos kt
s2 + k2 S s2 + k2 \s2

e Stcoskt + C.

S —st
= e Stsen kt —

Cs2 4+ k2 s2 + k2

Logo,

b b

l}l_)rg) i e Stsen ktdt = gl_)n;’ —Sz_l_—kze‘“sen kt — sz-l-—kze_St cos kt]0
s
I —sb —sb
= gl_)rg iR (e SPsen kb — 0) TR (e™s” coskb — 1)].
Como gim e Sbcoskt =0e gim e P sen kt = 0, temos
b
lim | e Stsen ktdt = —L(O —-0)—-————(0-1)
b—co 0 SZ + kZ SZ + kZ
_ k
T s2 4 k%
Portanto,
L kt} =——.
{sen kt} T2
Item 6:
o) b
L{coskt} = f e Stcosktdt = l}im e St coskt dt
0 ~%®Jo

Resolvendo a primitiva acima usando o método da integracdo por partes, temos

1 1
fe‘“ cos kt dt =—;e‘5tcos kt—;kfe‘“ sen kt dt.

Integrando novamente por partes, temos



1 1 1 1
=——e Stcoskt——k ——e‘“senkt+—kfe‘“ cosktdt]
s s s s

1 1 1
= ——e *tcoskt + — ke ' senkt — —2k2 f e St cos kt dt.
s s s
Decorre que,
1 1 1
j e St cos ktdt + S—Zk2 f e Stcosktdt = — ;e‘“ cos kt + S—Zke‘St sen kt

1 1 1
(1+—2k2>fe‘5t cosktdt = ——e ™t coskt + — ke ' sen kt
s s s

s? + k?
SZ

1 1
fe‘“ cosktdt = —;e‘“ coskt+s—2ke‘5t sen kt

2

fe‘“ cosktdt = —S—(— 1)e‘s‘f coskt +
s2 + k2 S

2

1
52+—k2 (S_z) ke Stsenkt + C

—st cos kt + “Stsen kt + C.

sz+kze

S
fe‘“ cosktdt = _S2+—kze

Logo,

: b t : S t k t ’
lim | e Stcosktdt = lim |— “Stcoskt + 72 e St sen kt]

—e —
b-oo o booo | 52 + k? + k2 0

= lim |- (e=sP coskb — 1) + (e=sP sen kb — 0)] .

boow | s2 4+ k2 s2 + k2

Como gim e b coskb=0¢e l}im e P sen kb = 0, temos
—00 —00

b
lim | e Stcosktdt =—

b-oo ) s2 + k2

k
s
TS24+ k%

Portanto,

S
L{COS kt} = 52+—k2

Item 7:

[*] b

L{senh kt} = f e Stsenhktdt = lim | e S!senhktdt

b—co

0 0

52
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Calculando a primitiva pelo método da integragdo por partes, temos

1 1
j e Stsenh ktdt = — ;e‘“ senh kt + ;kf et cosh kt dt.

Integrando novamente por partes, temos

1 1 1 1
je‘“ senh kt dt = —;e‘“ senh kt +;k [—;e‘“ cosh kt +;kf e St senh kt dt

1 1 1
= ——e ' senh kt — — ke™** cosh kt + —2k2 j e St senh kt dt.
s s s
Decorre que,

1 1 1
f e St senh kt dt — 2 k? j e Stsenh ktdt = — ;e‘“ senh kt — S—Zke‘“ cosh kt

1 1 1
(1 ——k2> f e Stsenh kt dt = —;e‘“ senh kt — S—Zke‘“ cosh kt

s2

s% — k2 1 1
> f e Stsenh kt dt = ——e St senh kt — —Zke‘“ cosh kt
s s s
—St SZ 1 —st SZ 1 —st
fe senh kt dt = _sz—kzge senhkt—Tsz—zke cosh kt

s
— —st —st
__—sz—kze senhkt—sz_kze cosh kt + C.
Logo,
b S b
lim e Stsenh kt dt = lim |— e St senh kt — e St cosh kt]
b-w J b—oo s2 — k2 s2 — k2 0

= lim |- (e=sP senh kb — 0) —

] prp— (e™SP cosh kb — 1)].

s2 — k2

Como gim e P senhkb =0¢e bli e~ Sb cosh kb = 0, temos

Portanto,
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L{senh kt} = o
Item 8:
o b
L{coshkt} = f e St cosh ktdt = I}im e St cosh kt dt
0 ~®Jo

Calculando a primitiva com o auxilio do método da integracdo por partes, temos
1 1
f e St coshkt dt = — ;e‘“ cosh kt + ;k j e St senh kt dt.
Integrando novamente por partes, temos

1 1 1 1
fe‘“ coshktdt = —Ee‘“ cosh kt +;k [—;e‘“ senh kt + ;kj e St cosh kt dt

1 1 1
= ——e %' coshkt — — ke ™' senh kt + —Zk2 j e 5t cosh kt dt.
s s s

Decorre que,

1 1 1
f e St cosh kt dt — S—Zk2 f e St cosh kt dt = —;e‘“ cosh kt — S—Zke‘“ senh kt

1 1 1
(1 — —2k2> f e St coshkt dt = ——e 5t cosh kt — —Zke‘“ senh kt
s s s

s% — k2

s2

1 1
f e St coshktdt = — ;e‘“ cosh kt — S—Zke‘“ senh kt

2 1 s 1
R ;e‘“ cosh kt — T jzs? ke St senh kt

fe‘“ coshktdt = —

m 52 —k2 e‘St senh kt + C.

Entao,

b b

s
lim | e Stcoshktdt = lim |[— -0 e St cosh kt — > e St senh kt]
b ) b-ow| s2—k §2 — k2

0

(e=SP coshkb — 1) —

= lim |[—

] R (e~SP senh kb — 0)].

s2 — k2

Como lim e~$? cosh kb = 0 e lim e ™2 senh kb = 0, temos

b—oo b—oo



55

Portanto,

S
L{COSh kt} = m .

3.3. PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Para que haja uma sustentacdo no embasamento tedrico, iremos estudar algumas

propriedades basicas das Transformada de Laplace.

3.3.1. Linearidade
Teorema 3.2: Sejam c; e c, constantes quaisquer e F;(s) e F,(s) as transformadas de

Laplace de £, (£) e f,(t), respectivamente, entio
Lici f1(0) + c2f2(0)} = . LUA (O} + c2/2(0)
= ¢,F,(s) + c,Fy(s).
Exemplo3.4: Calcule £ {3t — 5 sen(2t)}.

Solucéo: Para calcularmos a Transformada de Laplace acima, utilizaremos o Teorema 3.2 e

os itens 2 e 5 da tabela 2. Podemos escrever
L {3t — 5sen(2t)} = 3L{t} — 5L{sen(2t)}

2 -7s5%412
s2+4 s2(s2+4)

:3%—5 ,$>0.
s

3.3.2. Primeira propriedade de translacdo ou de deslocamento

Teorema 3.3: Se a é um nimero real e L{f (t)} = F(s), entdo

L{e®f(t)} = F(s — a).

Prova: A prova desse teorema é imediata, pois usando a definicdo temos

oo oo

e Sted f(t)dt = f e~ ~AtE()dt = F(s — a).

0

Llevf @) = |

0

Para expressar esse teorema, é mais frequente utilizar o simbolo

L{eatf(t)} =L {f(t)}s—m—a
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no qual s = s — a significa que substituiremos s por s — a em F(s).

Exemplo 3.5: Calcule £L{e5¢t3}.

Solucéo: Para calcularmos a Transformada de Laplace acima utilizaremos o Teorema 3.3 e 0

item 3 da tabela 2. Assim,

3!
s*

6

L{e5t3} = L{t3}s s_5 = =
{e } { }S s—5 R (5_5)4

3.3.3. Segunda propriedade de translacio ou de deslocamento
Teorema 3.4:Se a for uma constante positiva, L{f (t)} = F(s) e

g ={/C D>

entdo L{g(t)} = e *F(s).

Prova: Usando a defini¢do de transformada de Laplace, temos

a

£lg@) = |

0

=t (0)dt + f TSt £t — a)dr = f "ot £t — a)de.

Fazendo-se u = t — a, temos

[o9) oo

L{g(t)} = f e St £(y)du = e‘asf e S*f (u) du.
0 0

(t—2)3 t>2

Exemplo 3.6: Calcule g(t ={ .
p g(®) 0 L5

Solucdo: Para calcularmos a transformada de Laplace acima utilizaremos o Teorema 3.4 e 0

item 3 da tabela 2. Com efeito,

Lo} = e 2513} = e o 2 07

s4 st

3.3.4. Propriedade de mudanca de escala

Teorema 3.5: Se a é um nimero real e L{f (t)} = F(s), entdo

cira) =-F (3

Prova: Utilizando-se do método da substituicdo de variaveis com u = at e du = adt, temos
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[0e] [ee]

L{f (at)} = fo estf(at)dt = fo e—iuf(u)%” _! fo T e () = lF(Z).

T a a
Exemplo 3.7: Calcule L{sen 2t}.

Pela Definicéo 3.1, temos

[ee]

L{sen 2t} = f e Stsen 2t dt
0

[oe)

2 (o]
+—f e St cos 2t dt
SJo

—e Stsen 2t

S 0

2 (o]
=—j e Stcos2tdt, s> 0
S Jo

[ee)

2[—e Stcos 2t 2 (®
=—|—| ——| e Stsen2tdt
s s o St
2 4
=2 S—ZL{sen 2t}
Como
gim e Stcos2t=0, s> 0,

segue que

4 2
[1 + 5_2] L{sen 2t} = =

L{sen 2t} =ﬁ, s>0.

3.3.5. Derivada de transformadas (multiplicacéo por t™)

Teorema 3.6: Seja n um ndmero inteiro positivo ndo nulo e L{f(t)} = F(s), entdo

n

d
L{t"f(1)} = (—1)"WF(S)-
Exemplo 3.8: Calcule L{te3'}.

Solucgao: Para resolvermos o problema acima usaremos o Teorema 3.6, onde n = 1¢e f(t) =

e3t, e 0 item 4 da tabela 2. Com efeito,
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3ty — (_ li 3t __i 1 — 1
e} = (1) dsL{e b= ds(s—B)_(s—S)z'

3.3.6. Transformada de Derivadas
O proximo teorema nos dard condi¢cdes de resolver certos PVI’s por meio da

Transformada de Laplace.
Teorema 3.7: Seja L{f (t)} = F(s). Supondo que L{f'(t)} e L{f" (t)} existem, entdo

l. L{f'(£)} = sF(s) — £(0);
1. L{f"(®)} = s*F(s) — sf(0) — f'(0).

Prova do item I: Por definigdo

b
£ () = Jim j e=StF (0.
—00 0
Usando integracdo por partes para calcular a primitiva, temos

f =St F1(£)dt = e~ f(t) — f _se=StF(t)dt

= e E(E) + 5 f =5t F(D)dL.

Decorre que,

b

b b
lim [ e Stf'(t)dt = lim e‘“f(t)| + s lim f e Stf(t)dt
b—oo b— oo 0 b—oo 0

0
b

= lim[e~?f(b) — e *@f(0)] + s lim f e SLF(t)dt.
b—oo b—oo 0

Como lim e SPf(b) = 0 e sabendo que Jim fob e Stf(t)dt = F(s), temos
b
l}im e Stf'(t)dt = —f(0) + sF(s).

0

Portanto,

L{f' ()} = sF(s) — f(0).

Prova do item I1: Note que
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b
L{f"(®©} = lim f e~stf' O,
—00 0
Usando o método da integracdo por partes, temos

je‘“f”(t) dt = e‘“f’(t)—f—se‘“f’(t)dt

— et + 5 f =St/ (D)dt.

Assim,
b

b b
lim | e~ (6)dt = lim e—stf'(t)| +5 lim j e~StF!(b) dt
—00 0 —00 0

b—oo 0
b
= l}im [e=s2f'(b) — e SO f(0)] + s gim j e St (t) dt.
—00 —00 0

Como lim e sbf'(b)=0¢e Jim fob e Stf' () dt = L{f'(t)}, temos

b

lim | e~stf'(t)dt = —f'(0) + sL{f' (©)}.

b—oo 0

Como L{f'(t)} = sF(s) — f(0), segue que

b

lim | e Stf"(t)dt = —f'(0) + s(sF(s) — £(0))
0

b—oo

= —f'(0) + s*F(s) — sf(0).
Portanto,
L ()} = s?F(s) — sf(0) — £ (0).
Exemplo 3.9: Dada a fungéo real f(t) = cos 3t e a condigéo £(0) = 1. Calcule L{f'(t)}.

Solucéo: Para solucionarmos o problema acima utilizaremos o item | do Teorema 3.7, 0 item

6 da Tabela 2 e aplicaremos a condi¢do descrita. Com efeito,

s? _sfP=(s2+9) -9

s2+9 s2+4+9 T s2409

L{f'(t)} = L{-3sen3t} =s (ﬁ) — £(0) =
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3.3.7. Transformada de Laplace de uma derivada de ordem n

Teorema 3.8: Seja L{f (t)} = F(s). Suponha que f(t), f'(t), f"(t), -+, f*1(t) sdo todas
continuas em [0,+] e de ordem exponencial e que f™(t) seja continua por partes em
[0, +0o0], entéo

LMD} = s"F(s) —s™1f(0) —s™2f(0) — - = f71(0).

3.3.8. Transformada de integrais
Teorema 3.9: Se L{f (t)} = F(s), entdo

L {fotf(u)du} = %F(s).

Prova: Chamando g(t) = fotf(u)du, obteremos que g'(t) = f(t) e g(0) = 0, logo

L{g' (O} = L{f (O}

Usando o item | das transformadas de derivadas, temos
sL{g(t)} — g(0) = F(s)
sL{g(t)} = F(s)

Llg(0} = F(5).

e, portanto

L {j:f(u)du} = %F(s).

Exemplo 3.10: Calcule £{J; sen 2u du}.

Solucdo: Para calcularmos a transformada de Laplace acima utilizaremos o Teorema 3.9 e 0

item 5 da tabela 2. Com efeito,

fo 2ud —111 2 12 2
0sen udug = {sen u}_ssz+4_s(52+4)'

3.3.9. Integral da Transformada de Laplace (divisao por t)
Teorema 3.10: Se L{f (t)} = F(s), entdo

L{@} = fOOF(u)du

t
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. t -
caso lim @ exista.
t-0t+ t

Prova: Temos que a demonstracdo desse teorema decorre da definicdo e da possibilidade de
inversdo das ordens de integracédo, assim

LmF(u)du = f:o Uome‘”tf(t)dt du = fom Usooe_”tf(t)du

_ f r® [ f ooe‘”tdul dt
0 S

dt

3 'e—st'd

=] ol

= jooe‘“ uol dt
0 [t

Exemplo 3.11: Calcule £ {Se? t}.

Solucéo: Para calcularmos a transformada de Laplace acima utilizaremos o Teorema 3.4 e 0

item 5 da tabela 2. Com efeito,

L{sent}_j'w du R |°°—t‘1(1)
t _Suz+1_gus_g s/

3.3.10. Funcdes periodicas

Definigdo 3.4: Dizemos que uma funcéo real f é periodica se vier a existir um namero real T
maior que 0 de forma que f(t + T) = f(t) para todo ou qualquer que seja x pertencente ao

dominio de f.

i.  Chamamos T de periodo da fungdof (t);

ii.  Os graficos das funcdes periddicas se repetem a cada intervalo de comprimento |T]|.

Teorema 3.11: Seja f(t) uma funcdo periddica de periodo T maior que O tal que f(t +T) =

f(t), continua por partes e de ordem exponencial, entdo

T

W) = s [ et

0
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Prova: A demonstracdo desse teorema vem da definicdo, entdo

F(s) = j T et ROt = f =St F(D)dt + f CemstF(0)de.
0 0 T

Fazendo uma mudanca de variavel u = t — T, na segunda integral e usando também
a periocidade de f, temos

co

jooe‘“f(t)dt = fooe‘s(””)f(u + T)du = e‘STj e SUf(u)du = e*TF(s)

0 0

F(s) = f e Stf(t)dt + e STF(s)
0

T

F(s) — e=TF(s) = j =5t F(t)dt

0

(1= e=STYF(s) = j =5t F(t)dL.

0

Logo,

1 T
F(s) = fo et F(t)dt.
Exemplo 3.12:Calcule a transformada de Laplace da funcéo periddica cuja o grafico descrito
pela Figura 4. A onda dente de serra pode ser expressa na forma

t, 0<t<1
f@y_%,1<t<2

com f(t) de periodo igual a 2.

Figura 4: Uma onda dente de serra.

f(t)
1
0

T 4

0 1 2 3
Fonte: BOYCE e DIPRIMA (2010).

Solucgéo: Para solucionarmos o problema descrito logo acima utilizaremos o Teorema 3.10 e

T = 2. Com efeito,
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1 2 1 1 2
F — —st t t — f —St f —st . . d
(s) 1_8_25Le f(t)d 1_9_25[08 tdt + Oe 0 tl

1 [l—e‘s e’ _1-e™ e”®
s2 s T s2(1—e"%) s(1—e25)

3.3.11. Convolucéo
Antes de enunciarmos o teorema da transformada de Laplace de um Convolugédo de

fungdes iremos definir e citar suas propriedades.

Definicao 3.5: Sejam f(t) e g(t) duas funcbes continuas por partes. Entdo, a Convolugdo das

funcbes f(t) e g(t) é denotada e definida para todo t maior ou igual 0 como sendo

f*g() = j f(r) g(t —1)dr.
0

Propriedades da convolucéo:

l. (f*g)(®)=(g=*f)) (Propriedade Comutativa)

. (f * (g1 + g2))(®) = (f * gD@® + (f * g)(®) (Propriedade Distributiva)
. ((Fxg)*v)@®) =(f*(g*v)(®) (Propriedade Associativa)

V. (f*0)() = (0= 1)(t) (Propriedade do Elemento Neutro)

Para provarmos essas propriedades, iremos utilizar a propria definicdo de
convolucdo. No entanto, demonstraremos apenas a primeira propriedade, que é denominada

como propriedade comutativa.

Prova do item I: Para fazermos a demonstracao, faremos a mudanca de variavel x =t — .

Entéo, desse pressuposto, temos
(9@ = [ fe-0ge =0 = [ f@e-0gtdx = [ fe-Dg@ar

= (g * ().

A partir do que foi dito sobre a definicdo e as propriedades da Convolucao,

enunciaremos o seguinte teorema.

Teorema 3.12: Sejam f(t) e g(t) duas fungdes continuas por partes e de ordem exponencial

em [0, o], entdo

LIS * ) (O} = LIF(OIL{g (O} = F()G ().
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Prova: Decorre da defini¢cdo de transformada de Laplace e do produto de Convolugdo que

L{(f*g)(t)}=j ot U f(r)g(t—r)drl dt=f fe‘“f(r)g(t—r)drdt.
0 0 0 0

LOgO,

Realizando a mudanca de variavel com u = t — 7, temos

oo o9}

HG = [ @[ e e0gedudr= [ e @ [ ergan
0 0 0 0

= L{f () }L{g ()}
= F(s)G(s).
Exemplo 3.13: Calcule £ {fot e®sen(t — r)dr}.

Solucédo: Para calcularmos a transformada acima utilizaremos o teorema 3.12, com f(t) = et

e g(t) = sen t. Com efeito,

1 1
X = .
1 5241 (s—1(s?+1)

L {f e’ sen(t — T)dT} = L{e'} x L{sent} = !
0 S —

3.4 ALGUMAS FUNCOES ESPECIAIS

No decorrer desta secdo sera apresentada algumas funcGes que serdo importantes
para a fundamentacdo do nosso trabalho, elas serdo chamadas de fungdes especiais. O suporte
bibliografico abordado nesta secdo que segue, tem como base os autores Kreyszig (2009) e
Pacheco (2011).

3.4.1. Funcao degrau unitario

Na engenharia € comum encontramos problemas fisicos envolvendo fungdes que
podem apresentar uma dualidade como “estar ativado” ou “estar desativado”. Por exemplo,
uma voltagem impressa em um circuito ou uma forca externa agindo sobre um sistema

mecanico.

Definigdo 3.6: Definimos a fungdo degrau unitario ou funcdo de Heaviside a funcdo u(t — a)

que associa 0 atodo t menor que a e 1 atodo t maior ou igual a a, ou seja,
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0 t< «
u(t—a)={1 t>q ,a >

Observacao: Também é comum usar as anotagdes u, (t)eH, (t).
O gréfico dessa funcdo é facilmente ilustrado pela Figura 5.
Figura 5: Funcdo degrau unitério.
u(t —a)

1

Fonte: Pacheco (2011).

Temos que a transformada de Laplace de u(t — a) decorre diretamente da definicao,

entao

) a —st|®

Llu(t— )} = f

0

e Stu(t — a)du = J-

® e
et + | e~ (Ddt = -
0 a

a
Logo,

—as

Llu(t— )} = es .

Podemos gerar novas fungdes por meio da multinacdo de uma funcgédo f(t) qualquer

poru(t — a). 1sso quer dizer que, se f(t) é uma funcdo definida para todo t > 0, ent&o

0 t<a

conforme ¢ ilustrado na Figura 6.

Figura 6: u(t-a)f(z) onde f(t)=cost.

0 Nt oo t

Fonte: Pacheco (2011).
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Além disso, podemos obter o deslocamento (translagdo ou desvio) de qualquer
funcdo f(t) definida para todo t > 0, para a direita em « unidades, com o artificio de

multiplicarmos f(t — a) por u(t — «), ou seja,

9 =ute=fe =0 ={ 1 oSy

onde g(t) é a funcdo f(t) deslocada.

Considerando todos os conceitos apresentados até o momento em 3.4.1, mostraremos
0 préximo teorema que serd chamado de segunda versdo do teorema da segunda propriedade

de translacéo ou de deslocamento descrita em 3.3.3.

Teorema 3.13: Seja F(s) a transforma de Laplace de f(t) e @ um nimero real positivo,

entao
Lu(t—a)f(t—a)}=e *F(s).

3.4.2. Funcao nula

Definicéo 3.7: Seja n(t) uma funcédo de variavel t, que paratodo t > 0

']-oon(u)du =0,
0

onde, n(t) serd chamada de funcéo nula.

Observacdo: Basta que a funcdo seja nula a menos de um conjunto finito de pontos. Em
outras palavras, uma tal fungdo ndo precisa ser nula, para todo t € [0,+0), apenas que seja
nula a partir de um conjunto enumeravel de pontos.

0, t €[0,+)\N

Exemplo3.14: n(t) = { Lt eEN

3.5.TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Nesta secdo iremos estudar as Transformadas inversas de Laplace, onde veremos sua
definicdo, propriedades e exemplos. Toda a contextualizacdo a seguir tem como base de
sustentacdo 0s autores Bassanezi e Ferreira Junior (1988), Bronson (1976), Pacheco (2011),
Spiegel (1965) e Zill e Cullen (2001).
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3.6.DEFINIQAO DA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Definicdo 3.8: Seja F(s) a Transformada de Laplace da funcdo f(t), isto €, se L{f(t)} =
F(s) entdo definimos a funcdo f(t) como a transformada inversa de Laplace de F(s),
denotada por L71{F (s)}.

Observacéo: Chamamos £~ de operador da transformada inversa de Laplace.

Exemplo 3.15: Calculemos £71 {i}

1

Solucdo: Como L{e 3t} = {—} Logo,

s+3
1
-1 — ,-3t
£ {s+3} ¢

3.7.UNICIDADE DAS TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

Sabemos que a transformada de Laplace de uma funcdo nula n(t) é zero e que a

Transformada de Laplace de uma funcéo f(t) é L{f(t)} = F(s), entdo

L{f @) + n(0)} = F(s).

Dessa suposicdo, pode ocorrer de duas fungdes diferentes possuirem a mesma
Transformada de Laplace, isto é, caso sejam consideradas fungdes nulas, teremos que a

transformada inversa de Laplace néo sera unica.
Para evitarmos esse tipo de situacdo enunciaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.14 (Teorema de Lerch): Seja f(t) seccionalmente continua em um intervalo
finito 0 < t < n e de ordem exponencial para todo t < n, entdo diremos que a transformada

inversa de Laplace F(s), isto é, L71{F(s)} = f(t) € Unica.

Na resolucdo de problemas de transformadas inversas de Laplace serda sempre valido

0 teorema acima, a menos que seja dito o contrario.

3.8.ALGUMAS TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE
A seguir sera apresentada na tabela 2 as transformadas inversas de Laplace de
algumas fungbes basicas. Como os resultados nela contidos decorrem diretamente da

definicdo de transformada de Laplace e, portanto, serdo desnecessarias as suas demonstracoes.
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Tabela 3: Algumas Transformada Inversas.

F(s) LYF(s)} = f(D)
1
— 1
S
1
S—Z t
n!
sn+1 tn
1 eat
s—a
k
SZ-|-—kZ sen kt
)
SZ-I-—kZ cos kt
szz senh kt
S —
)
m cosh kt

Fonte: ZILL e CULLEN (2001), adaptado.

3.9.PROPRIEDADES DAS TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE
Enunciaremos em seguida algumas propriedades das transformadas inversas de

Laplace. N&o sera necessaria a demonstracdo delas, pois ja houve demonstracdo nas secdes

anteriores.

Teorema 3.15 (Propriedade da Linearidade): Sejam c; e c, constantes arbitrarias, F;(s) e

F,(s) as transformadas de Laplace de f; (t) e f5(t), respectivamente, entéo
LY Fi(s) + ¢,F,(8)} = ¢ L7THF,(8)} + ¢, L7HF,(s)}
= ¢1/1(0) + c2£>(0).
Essa propriedade pode ser estendida para mais de duas funcdes, logo
LY Fi(s) + -+ c F(s)} = ¢, L7HF, ()} + -+ + ¢, L7H{E,(s)}
= fi(©) + -+ cpfu (D).

Assim, concluimos que £~ é um operador linear.
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Teorema 3.16 (Primeira propriedade de translacdo ou deslocamento): Seja a um niimero
real e L7H{F(s)} = f(t), entdo

L7(F(s —a)} = e™f(t).

Teorema 3.17 (Segunda propriedade de translagdo ou deslocamento): Seja a um niimero
real e L~H{F(s)} = f(t), entdo

L Ye BF(s)} = { f(to_ a)tt><aa

Teorema 3.18 (Propriedade de mudanca de escala): Seja a um nimero real e L™{F(s)} =
f(t), entdo

L)} = f (5

Teorema 3.19 (Propriedade da transformada inversa de Laplace de derivadas): Seja n

um ntmero real ndo nulo e L™X{F(s)} = f(t), entédo

L) = £ o F©) = (CDne s,

Teorema 3.20 (Propriedade da transformada inversa de Laplace de integrais): Se

L7HF(s)} = f(t), entdo
e[ a2

Teorema 3.21 (Multiplicacéo por s™): Se L~H{F(s)} = f(t) e f(0) = 0, entdo

L7HsF(s)} = f'().

Teorema 3.22 (Divisdo por s): Se L7H{F(s)} = f(t) e f(0) = 0, entdo

L~ {F(s)} ff(u)du

Teorema 3.23 (Convolugdo): Se L~HF(s)} = f(t) e L7H{G (s)} = g(t), entdo

LHFEEE) = [ gl —u)du = £(0) * g(o),
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3.10. METODOS PARA A OBTENQAO DAS TRANSFORMADAS INVERSAS DE
LAPLACE
Existem diversos meios para obtengcdo da transformada inversa de Laplace como o

Método das fracdes parciais e 0 uso de tabelas.

Segundo Spiegel (1965), podemos encontrar a transformada de inversa de Laplace
por meio da Formula complexa de inversdo, no qual proporciona um método direto e muito
poderoso para encontrar tais solu¢bes. Porém, essa formula usard o método da integracdo

complexa e, portanto, ndo serd apresentada neste trabalho.

Exemplo 3.16: Calcule a transformada inversa de Laplace abaixo:

L {(s ENE Jlr e 4)}'

Solucéo: Para a resolvermos a transformada inversa acima usaremos 0 método das fragdes

parciais. Entdo, existem constantes reais Unicas A, B e C, tais que

1 A B c
(5—1)(s+2)(s+4)_(5—1)+(s+2)+(s+4)

_A(s+ 2)(s+4)+B(s—1)(s+4)+C(s—1)(s+2)
- (s—D(s+2)(s+4) '

Como as duas fracbes acima possuem 0s mesmos denominadores, 0S Seus

numeradores sdo idénticos, dai, temos
1=A(+2)(s+4)+B(s—1(s+4)+C(s—1)(s + 2).

Dando valores para a variavel s, nos quais esses sao as raizes do denominador e sdo

eless =1,s = -2 es = —4, temos que, a solucdo do sistema de equacdes formado acima é

A=1/15
B=-1/6.
Cc=1/10
Entdo, escrevemos
1 1/15 1/6 1/10

G-DG+D6+d) -1 G+2) G+a

e, portanto
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L= {(s —1)(s -Il- 2)(s + 4)} - 1151:_1 {s i 1} B %L_l {s -T— 2} " 1LOL_1 {5 *1‘ 4}

3.11. APLICA(;AO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE
Nesta secdo iremos abordar algumas aplicacdes da Transformada de Laplace para

resolucdes de EDO’s de 1% e 2° ordens.

3.11.1. Aplicacdo em elétrica
Para comprovar o quanto a transformada de Laplace torna a resolu¢do de EDO’s
mais simplificada, iremos responder o Exemplo2.18, mas agora resolveremos utilizando a

transformada e concluimos que de fato é mais facil utilizando o método de Laplace.

Exemplo 3.17: Uma forca eletromotriz E(t) de 30 V é aplicada a um circuito em série LR no
qual a indutancia é de 0,5 H e a resisténcia de 50 ohms. Encontre a corrente i(t), se i(0) = 0.

Determine a corrente quando ¢ — oo,

Solucdo: Como ja haviamos mostrado como encontrava a EDO de 12 ordem dada por
4 1 100i = 60,
dt
aplicando a transforma, temos que
sI(s) —i(0) + 100I(s) = L{60}

I1(s)(s +100) = ?

60

I(s) = S __ 60

5+100 s(s+100)

Por fracOes parciais

60 _A+ B
s(s+100) s s+ 100

60 = A(s + 100) + Bs.

Igualando os coeficientes, concluimos que
A=0,6 e B =-0,6.

Logo,
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_06 06
I(s) = s s+100°

E, por tanto

LY} =i(®)=L7T {0;6} - £ {s 3,1600}

i(t) = 0,6 — 0,6e~100t A,

Assim, como no exemplo anterior essa solucdo encontrada é conhecida como a Solucéo
Particular. Por fim, para sabermos o valor da corrente quando ¢ — oo, aplicaremos o limite

quando ¢ — oo
tlim i(t) = tlim (0,6 — 0,6e7100t)
=0,6 A.

Exemplo 3.18: llustre uma equacdo com integrais e derivadas com o circuito da Figura 7.

Calcule a corrente i(t), para i(0)= 0.

Figura 7: Circuito RLC.

r)
—

20 I H
AAAs ' LLN

+
u(t)y Vv (D LFEo= v

A=

Fonte: JOHNSON, HILBURN e JOHNSON, 1994.

Observacdo: O circuito estd no dominio do tempo, utilizaremos a Transforma de Laplace
para converter para o dominio da frequéncia.

Solucdo: Analisando o circuito como uma malha no sentindo da corrente i(t), aplicando a Lei

de Kirchhoff (somatorio das tensdes igual zero), temos que:

Importante: A tensdo v no capacitor é dada por v = %fOTi dt + v(0). Logo,

di t
—u(t)+i*2+1*—+5fidt=0
dt o

se ndo ha energia armazenada, as equacgdes sdo

Z—i +2i+5 [} idt = u(t), i(0) = 0.



Transformando obtemos,

SI(s) + 20(s) + 2 1(s) = -
S S

ou

I(S)=sz+25+5

_ l[;]
T 2 ls+1)2 44l

Por tanto, a resposta é i(t) = %e‘tsenZt A.

73
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4. A TRANSFORMADA DE LAPLACE NA RESOLU(;AO DE SISTEMAS DE
EQUACOES
Neste capitulo, serdo apresentados a teoria e resolucdo de sistemas de equacdes
diferenciais lineares. Em seguida utilizaremos a Transformada de Laplace para resoluc6es dos
sistemas lineares. As se¢Oes a Seguir servirdo como suporte para 0s conceitos, teoremas,
aplicactes e modelos abordados por autores como Boyce e Diprima (2010) e Zill e Cullen
(2001) .

4.1.SISTEMAS DE EQUACOES
Um sistema de equagdes é formado por um conjunto de equacdes que apresentam
mais de uma incognita. O sistema a seguir
x{ = aq11X1 + A12X>y + -4+ alnxn

xé = a1 X1 + AypXo + -+ AoynXn

I
Xp = Ap1X1 + ApaXy + 0+ App Xy,

é chamado de sistema de equacdes diferenciais lineares de primeira ordem, ele sera o foco
desse capitulo. Suas incognitas sdo as funcdes derivaveis x; = x;(t),x, = x,(t), ... X, =

X, (t), onde

dx; dx, , _ dxy

X{ZE, XE:E,...,XTI—E.

Esse sistema pode ser escrito na forma matricial,

X1 A1 Q12 0 Qup] X1
X2 A1 Qo -+ Qyn||X2
x’(t) =l: 1= : : . :

Xn Apy Qpz ' App
Definindo x = x(t) = (x,(t), x,(t), ..., x,(t)),e A = (a;;), podemos escrever esse sistema
de maneira mais sucinta como,
x' = Ax.

Uma solucdo dessa equacdo é qualquer funcdo vetorial x = x(t) que a torne verdadeira. E
importante notarmos que x(t) = 0 é uma solucdo, chamada solugdo trivial. Em geral essa

equacéo possui uma infinidade de solugdes, mas o PVI
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{x)&))::lio

possui uma Unica solugdo. De acordo com o teorema de existéncia e unidade.

Para resolver um sistema é necessario encontrar os valores que satisfacam
simultaneamente todas as equacdes e, para isso, dispomos de alguns métodos de resolucéo, 0s
quais serdo demonstrados no decorrer deste capitulo. Alguns desses métodos sdo: a
eliminacdo algébrica sistematica, a eliminacdo por determinante, e finalmente, a aplicacdo da

Transformada de Laplace.

A seguir, apresentamos 0s métodos citados acima. E mais adiante faremos uma

comparagao entre tais métodos.

4.1.1. Eliminagéo algébrica sistematica
A eliminacéo algébrica sistematica baseia-se de maneira analoga a multiplicacéo de
uma equacao algebrica por uma constante, equivale em operar sobre uma equacéo diferencial

com uma combinacgéo de derivada. Sabemos que uma equacdo diferencial linear
@y ™+t gy "V 4+ ay' +agy = g(0),

onde a;, i =0, 1, ..., n, sdo constantes, pode ser escrita em termos de operadores diferenciais,

COmMo segue
(a,D" + a,_4D™" 1 + -+ a;D + ay)y = g(t).
Considere o sistema de equacdes lineares de primeira ordem

y' —=2x=0
x'=3y=0.

Reescrevendo em notacdo de operadores, temos

Dy = 2x
(4.1)
Dx = 3y
ou, de forma equivalente,
2x—-Dy=0
Y 4.2)
3y—Dx=0.

Aplicando o operador derivada D na primeira equagdo e multiplicando a segunda por -

2,0bteremos, a0 somamos as equacdes resultantes, a sequinte equacao
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—D?y + 6y =0.

Da equacdo caracteristica associada & EDO acima, encontramos as raizes m; = V6 em, =

— /6, que nos fornece a solucéo

y(t) = c;eV® + ¢c,e Vot (4.3)
Agora, multiplicando a primeira equacéo em (4.2) por -3 e aplicamos o operador derivada D a

segunda equacdo, depois de somarmos encontramos a seguinte equacéo diferencial em X,
D?x —6x =0,
cuja solucdo geral é

x(t) = czeV6t + ¢ e Vot (4.4)
Mas (4.3) e (4.4) ndo verificam o sistema (4.1) para qualquer escolha de ¢, ¢2, C3 € Ca.
Levando x(t) e y(t) na primeira equacdo do sistema original (4.1), apos a simplificacdo

obtemos,
eV6t(V6c, — 2¢5) + e V6t (=6, — 2¢,) = 0.

Como a Gltima expressio deve anular-se para qualquer valor de t, uma vez que eVét e e~Vét

séo LI, temos
Véc, —2c3=0 e —+/6c, —2¢c, =0,
ou ainda
c3 = %cl ec, = _T%cz.

Dessa forma, concluimos que
y(t) = c;eV6t + ¢ e V6t

V6 V6
x(t) = 7cle\/gt - 7c1e‘\/gt

solucionam o sistema proposto.
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4.1.2. Eliminagdo por determinantes
A utilizacdo de determinantes € simbolicamente denotada por Li, Lz, L3 e L4
operadores diferenciais lineares com coeficientes constantes. Um sistema de equacOes

diferenciais lineares em duas varidveis pode ser escrito na forma

Lix+ Ly = g,(t)
Lyx + Lyy = g, ().
Utilizando o método de eliminacgdo de variaveis, como no caso anterior de equacgdes

(4.5)

algébricas, obtemos

(LiLy — LL3)x = f4(t) e (L1Lsy — LyL3)y = f,(b) (4.6)
de forma equivalente, temos

f1(t) = Lyg1(t) — Lyg,(t) e f2(t) = L1g,(t) — L3 g4 (t)
Escrevendo em forma de determinantes, utilizando a Regra de Cramer:

L, L,
Ly L,

Ly L,
Ly L4

Ly 91
Ly g,

91 L;
g: Ly

. 4.7)

Ly L

Observagdes: Se L, L,

# 0, (4.7) € um operador diferencial de ordem n, logo:

i.  Osistema (4.5) pode ser decomposto em duas equacdes diferenciais de ordem

nemxey.

ii. A equacdo caracteristica e a funcdo complementar de cada uma dessas
equac0es diferenciais sdo as mesmas.

iii.  Como x e y contém ambas n constantes, aparecem um total de 2n constantes.

iv. O namero total de constantes independentes na solucao do sistema é n.

Ly L,

Ly Ly

arbitrario de constantes independentes ou ndo ter nenhuma solu¢do. De maneira similar, as

Se = 0 em (4.5) o sistema pode ter uma solucdo contendo um namero

observac6es valem para sistemas maiores do gue o indicado em (4.5).
Se considerarmos o sistema de equacdes a seguir

x'=3x—-y-—-1
y' =x+y+4et.



Podemos reescrever o sistema em termos de operadores diferenciais

Dx—-3x+y=-1
x(D-3)+y= -1
Dy —x —y = 4et

—x+y(D—1) = 4et

aplicando o determinante, temos

|D—3 1 |x_|—1 D-3
-1 D-—-11"" l4et -1
|D—3 1 | _|D—3 -1
1 p—117T1 21 getl

Apos desenvolver os calculos, simplificando temos que

(D—-2)2=1-4et
(D—-2)%= —1-8et,

Utilizando os métodos usuais, obtemos

1
x =x.+x, = cie*t + cte + i 4et

Y =Y+ ¥, = cze® +cyte?t — % — 8e?t
se levamos essas duas equacdes no sistema y’ = x + y + 4e" decorre que
(c3—c1+c)e?t + (¢, — cp)te?t =0
0 que implica,
Cy = Cy e C3 =C1 — Cq4 = Cq — Cy.

Assim,

1
x(t) = ce?t + cpte?t + i 4et

y(t) = (¢; — cp)e?t + cyte?t — i — 8et.

78

Observacdo: O simbolo D a esquerda deve ser tratado como uma grandeza algébrica, o que

nao é o caso com o membro a direita.
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4.1.3. Método da Transformada de Laplace

O método é baseado na Transformada de Laplace, cuja definicdo matemaética é dada
no capitulo 3. Desde que as condicGes iniciais sejam especificadas, a Transformada de
Laplace reduz o sistema de equacdes lineares com coeficientes constantes a um conjunto de

equacdes algébricas simultaneas nas funcdes transformadas.
Exemplo 4.1: Resolva

2x'+y' ' —y=t
x'+y' =t?
sujeito as condi¢des x(0) = 1 e y(0) = 0.
Solucdo: Se Z{x()} = X(s) e Ay(t)}=Y(s), entdo apds transformar cada equacgédo, usando as

tabelas de transformadas, obtemos

20sK(s) ~x(0)] + [Y(8) ~ y(O)] - ¥() = 5

[sX(s) — ()] + [sY(5) ~ y(0)] = 5
ou, de forma simplificada
2sX(s)+Y(s)(s—1)=2 +sl2

2
sX(s)+sY(s)=1+ =

Multiplicando a segunda equacéo por -2 e subtraindo, temos que

1 4
(S - 1)Y(S) = 5_2_ 5_3
4-s
Y(s) = s3(s+1)’

Por fracGes parciais,

4-s _A B C D
s3(s+1) s s s3 s+1

de modo que

4—s=As*(s+1)+Bs(s+ 1)+ Cs(s+ 1)+ Ds?
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Fazendo s = 0 e s = -1 na Ultima equacédo, obtemos C = 4 e D = -5, respectivamente, e
igualando os coeficientes de s3 e s; em ambos os membros da igualdade, decorre que

A+D = 0eA + B = 0. Desse modo, temos que os valores de A =5 e B = -5. Portanto,

Y(s) =E_i+i_i,

s s2 7 s3  s+1

e assim, aplicando Z1{Y(s)} = y(t), seque que

1 1 1 1
— -1)_(_ -1)_ -1)_(__ -1
y(£) = 5L {s} >L {52} + 4L {53} oL {s + 1}
=5—5t+2t? —5e7t.

Agora, pela segunda equacéo, temos

X(:>‘)=—Y(s)+l+l4
s s

donde

x() = —L7HY ()} + L7 {1} bl {2}

S 3! s4

1
= —4 + 5t — 2t? +§t3 + 5e7t,
Por fim, concluimos que a solucdo do sistema é

1
x(t) = —4 + 5t —2t* + §t3 + 5e~t
y(t) =5—5t + 2t? — 5e7.

Exemplo 4.2: Aplique a transformada de Laplace para resolver o sistema a seguir:
x+y
at ,x(0) =0ey(0) =1.

Solucdo: Apds aplicar a transformada de Laplace e suas respectivas condi¢des, obtemos

X(s)(s+1)—-Y(s)=0
—2X(s) + sY(s) = 1.

Multiplicando a primeira transformada por s e somando as equagdes, isolamos X(s) e

eliminamos Y(s), logo

1
s245-2'

X(s) =
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Mas, por fracGes parciais

1 _ A 4 B
s24+s5s—2 s—1 s+2

onde, 4 =

w =

1
eB= -3 logo,

Assim,
— r-1 R e
x(t) =L {X(s)}—ge —se

T ~ 2 . - .
Agora multiplicando a segunda equag&o por € somando os sistemas, eliminaremos X(s) e

isolando Y(s), temos

Ss+1
Y(s) = s2+s5-2"
Por fracOes parciais,
s+1 A B

52+s—2=s—1+s+2

onde, A =§eB = —i, logo

2 1
Y __3 3
(s s—1+s+2

e assim
y() = L7HY (s)} = get + ée‘”.
Finalmente, a solucdo do sistema dado é
1 1
x(t) = §et - §e‘2t
2t 1 -2t
y(t) = sel+oem

Exemplo 4.3: Resolva o sistema de equagdes diferenciais por eliminacdo sistematica ou por

determinante e por fim, utilize a transformada de Laplace para resolver o mesmo sistema.
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dx_ )
. * T4
dy

E—Sx—y

Solucéo:
Método 1: Eliminacao Sistematica
Reescrevendo em forma de operadores , temos que

Dx—x+2y=0
Dy—5x+y=0

ou de forma equivalente,

D—-1x+2y=0
—5x+((MD+1)y=0.

Aplicando % a primeira equacéo equivalente e simplificando, obtemos
D%y +9y =0,
ou ainda
y"+9y=0.
Como as raizes da equacdo auxiliar sdo m, = 3i e m, = —3i, obtemos
y(t) = C,cos3t + C,sen3t.
Multiplicando a segunda equacédo equivalente por D——+21 e subtraindo, eliminamos y do
sistema, obtemos a equacéo diferencial em x, (D? + 9)x = 0. Decorre imediatamente que
x(t) = C;cos3t + C,sen3t.
Método 2: Transformada de Laplace

Solucédo: Para utilizar o método de Laplace, vamos considerar as condicdes iniciais x(0) =
—1ley(0) = 2.
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Se X(s) =L{x(t)}eY(s) = L{y(t)}, entdo, apds transformar cada equacdo,
obtemos

sX(s) —x(0) = X(s) — 2Y(s)
sY(s) —y(0) =5X(s) —Y(s)

ou, de forma equivalente

X(s)(s—1)+2Y(s) = -1
—5X(8)+Y(s)(s+1)=2.

Multiplicando a segunda equacéo equivalente por — Hil eliminando Y (s), vem

—s—5
s2+9

s -5
=_52+9+52+9

X(s) =

e assim, x(t) = L71{X(s)} = —cos3t — gsen3t.

T N . . ~ 5 .. .
Se multiplicarmos a primeira equacao por - eliminaremos o X(s) do sistema, e

obtemos

Desse modo, ao aplicarmos a Transformada inversa de Laplace, temos
y(t) = 2cos3t — gsenBt.

4.2 APLICACOES

Nas aplicacdes anteriores, vimos que para descrever um problema, em sistema fisico,
uma Unica equacdo diferencial seria suficiente para sua resolucdo. No entanto, se formamos
um circuito RLC em paralelo, conforme ilustrado na Figura 8, ou se tivermos duas massas
molas ilustrado pela Figura 9 sera necessario duas ou mais equacdes simultdneas para

representar o0 movimento das massas ou as respostas da rede.

Como vimos na secdo anterior, existem alguns metodos para resolver sistema de

equacdes, como a eliminacdo algébrica sisteméatica de varidveis e a utilizacdo de
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determinantes. Nessa Ultima secdo, faremos uso da transformada de Laplace para resolver

sistema de equacdes e veremos a sua aplicagdo em algumas modelagens.

Figura 8: Um circuito RLC em paralelo.

L
Nl

—— I-;_”}

() - lgn 7 €

iglt)

Fonte: Carneiro.

4.2.1. Em mecénica

Tendo como exemplo um sistema de massa mola na Figura 9, onde as massas se
movem em uma superficie sem atrito sob a influéncia de forgas externas Fi(t) e F(t), elas sdo
restringidas em seus movimentos pelas trés molas com constantes Ki, Ko e Kj,

respectivamente.

Os sistemas de equacdes diferenciais ordindrias simultaneas apresentam-se
espontaneamente em problemas envolvendo diversas variaveis dependentes, cada uma sendo
uma funcdo da mesma variavel independente. Podemos denotar a variavel independente por t
e as variaveis dependentes, que sdo fungdes de t, por X1, Xz, X3, ..., Xn. E importante destacar

que a diferenciagdo em relagdo a t sera denotada por um apdstrofo®.

4 Por exemplo, X1’, que se 1& “x; linha”.
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Figura 9: Um sistema com duas massas e trés molas.

Fonte: Zill e Cullen, 2001.

Como o0 nosso foco ndo é a modelagem dos sistemas de massa mola, omitiremos a

parte de deducéo, cuja equacdo do movimento da massa € dada por

mu’ (t) + yu' (t) + ku(t) = F(¢t). (4.8)
Usando argumentos semelhantes, encontramos as seguintes coordenadas xie X2 para
as duas massas:
d*x
m1721 = kp(x; —x1) — kqxq + F1(0)
= —(kq + k3)xq + kax; + F1(t)

d*x
m; FZZ = —k3x; — ky(x; — x1) + Fo(t)

(4.9)

= kyx1 — (kg + k3)x; + F5(t)
Para um sistema de duas molas acopladas, no qual iremos trabalhar, o raciocino sera
0 mesmo, no entanto a equacdo sera modificada de acordo com o que for especificado no
problema fisico. O movimento do sistema acoplado de duas molas, ilustrado pela Figura 10 €
representado pelo sistema de equacgdes diferenciais de segunda ordem simultaneas
myxy = —kyxq + ky(x2 — x1) (4.10)
myx; = —ky(x; — xq).
Exemplo 4.4: Resolva o sistema (4.10) ilustrado pela Figura 10 quando k; = 6,k, = 4,m; =

1 e m, = 1, sujeito as condi¢des x1(0) = 0, x1’(0) = 1, x2(0) = 0, x2’(0) = -1.



Figura 10: Duas Molas

Fonte: Lima, 2019.

Solucgéo: Substituindo os valores dos coeficientes constantes no sistema, segue que

Xi’ + 1OX1 - 4‘X2 = 0
—4x, + x5 +4x,=0

Aplicando a transformada de Laplace nas equacdes, temos que

[s2X,(s) — sx,(0) — x1(0)] + 10X1(s) — 4X,(s) = 0
X:()(s2+10) —4X,(s) =1
—4X,(s) + [s2X,(s) — sx,(0) — x5(0)] + 4X,(s) =0
—4X,(s) + X,(s)(s* +4) = -1

onde X1(s) = Zx1(t)} e Xo(s) = Zixa(1)}.

Procedendo como nos exemplos anteriores, apds eliminarmos Xz, decorre que

SZ

(s2+2)(s2+12)

Xi(s) =

Utilizando as fracGes parciais podemos escrever

s? _As+B+Cs+D
(s2+2)(s2+12) s2+2 s2+12
s2 =(As+B)(s? +12) + (Cs + D)(s*> + 2)

s?2=53(A+C)+ s?2(B+D)+s(124+2C) + (12B + 2D)

86

Comparando 0os membros que tem s em cada membro da Gltima igualdade, obtemos

A+C=0

B+D=1

12A+2C=0
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12B +2D =0
de forma que, A=0,B =-1/5,C=0, D = 6/5.

Logo,

e, assim,

N S V2 6 . V12
= -7 {52+2}+5m {52+12}

= Esen\/Z_t + ?senZ\/ﬁ.

10

Para encontrar Xx(s), iremos eliminar X1(s) do sistema, entdo

s2+6
(s2+2)(s2+12)

Xz(S) =

com o auxilio das fracGes parciais, obtemos

2 3
_ 5 5
X0 = - T 12

e, assim,

2 (V2 3 V12
5\/51: {52+2}_5\/ﬁL {52+12}

= —gsen 2t — ?senZ\/ﬁ.

x,(t) = —

Logo, podemos concluir que a solugdo do sistema dado é

V2 V3
x(t) = — g sen 2t — ?senZ\/ﬁ

y() = %sen\/ﬂ + ?senzm.

4.2.2. Em Elétrica
De maneira anéloga a secdo anterior, um circuito elétrico com mais de uma malha

também dé origem a equacdes diferenciais simultaneas, vamos considerar um circuito RL em
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paralelo conforme ilustrado pela Figura 11. Aplicando a primeira Lei de Kirchhoff, nos pontos

de ramificacdo podemos obter a corrente i, (t), dada por

i1(t) =iy(t) +iz(t). (4.11)
Agora, se aplicarmos a segunda Lei de Kirchhoff em cada malha do circuito somando
as diferencas de tensdo , obtemos a queda de tenséo E (t)para a malha A,B,B,A,A, é dada
por

E(t) = iRy + Ly 2 + izR,. (4.12)

Figura 11: Circuito RL.

Al o Bl Cc1
— 31 —»
R1 i i3
Ql L1
L2
E
R2
A2 55 Cc2

Fonte: Autoria Propria, 2019.

De maneira analoga para a malha A,B,C,C,B,A,A, é dada por

E() = iRy + L, 52 (4.13)
Manuseando a Equacéao (4.22) para eliminar a corrente i; em (4.23) e (4.24), obtém-

se duas equacdes de primeira ordem para as correntes corrente i, (t) e i3 (t):

Ly 52+ (Ry + Ry)iy + Ryiy = E(8)
. (4.14)
L, f + Ryi; + Ryiz = E(0).

No entanto, se as condicdes iniciais naturais forem dadas como, por exemplo,i,(0) =

0 e i3;(0) = 0, podemos resolver o sistema utilizando a transforma de Laplace.

Exemplo 4.5: Calcule i parat > 0 no circuito da Figura 12,se v(0) =4 V e i(0) = 2 A.
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Figura 12: Circuito de segunda ordem.
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Fonte: JOHNSON, HILBURN e JOHNSON, 1994.

12—v

Solucgéo: A equacdo do no a é dada por: a =
Observacdes: Analisaremos o sistema pelas correntes do circuito, ou seja
i =ig+i
onde,
i =i, = ipg.
1° Passo: Analisa o circuito e aplica as equagdes de n6 no no a.

] 12—-v
le = 1
C%le—v+i,paraC:lF

+1

dav . .
It +v+i=12 ()
2° Passo: Aplica a equacao da malha.
12-v v, |
1 1!

12—v=LZ—i+i ,paraL=1H
di | . _ ..
E+L+v—12 (ii)

E importante destacar, que poderiamos eliminar v entre as equacbes (i) e (ii), e

resolver a equagdo de segunda ordem em i. Contudo, com o método da Transformada de
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Laplace, transformamos primeiramente cada equacdo e entdo resolvemos as equacOes

algébricas resultantes para a transformada de v. Transformando as equagdes, temos
12
sV(s)—4+V(s)—1I(s) = -
12
sI(s)—=2+1(s)+V(s) = 5

onde V(s) e I(s) sdo, respectivamente, as transformadas de v e i. Eliminando V(s) e

simplificando, temos

_ 2(s+5) __ 2(st+1) 8
I(s) = $242542  (s+1)2+1  (s+1)2+1°

Por conseguinte, a corrente é

i(t) = e *(2cost + 8sent) A.
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5. MATERIAIS E METODOS

O presente trabalho busca, através de uma revisao bibliogréafica, junto com todo
embasamento teodrico, teoremas matematicos e a apresentacdo de exemplos na resolucdo de
Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s), demonstrar a importancia da aplicagdo da
transformacdo de Laplace em sistemas de equagdes diferenciais lineares no ambito
educacional da Universidade Federal Rural do Semi-Arido (UFERSA). Para isso utilizamos a
plataforma online de pesquisa onde buscamos artigos e monografias publicados nessa area, a

fim de obtermos um aprofundamento no assunto tratado pelo trabalho.

A metodologia desse trabalho é de caréater dissertativo onde buscamos apresentar as
principais definicGes, propriedades e resultados dos conceitos que sdo pré-requisitos para o
nosso objeto de estudo, a Transformada de Laplace e sua aplicacdo na resolucdo de sistemas
de equacdes diferenciais lineares. Com base nessa reviséo, encontrar formas de compreender

as davidas dos alunos da graduacdo, principalmente os discentes de exatas e engenharias.
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6. CONCLUSAO

Apesar do seu alto grau de complexidade, a Transformada de Laplace esta presente
de maneira recorrente na literatura da &rea das ciéncias exatas e tecnoldgicas, e mais
especificamente nas de engenharia. Pelo que pudemos observar, tal conceito é apresentado
sempre da mesma forma, ndo havendo uma inovagdo em termos de apresentacdo e aplicagdo

dos seus resultados.

Tendo em vista a extensa ementa apresentada em Equacdes Diferenciais, utilizamos
0 método de Laplace para resolver problemas de sistemas fisicos em equacdes diferenciais. O
estudo aqui é limitado ao conjunto de nimeros reais, mas tal estudo pode ser estendido para
abranger o conjunto de numeros complexos. Além da aplicabilidade para resolucdo dos
sistemas em problemas matematicos, podemos vé-la em diversas aplicagdes como, por
exemplo, problemas praticos da engenharia que envolvam sistemas mecanicos ou elétricos
sob acdo de forgcas descontinuas ou de impulsos. Para estes tipos de problemas, os métodos

vistos em Equages Diferenciais, séo dificeis de serem aplicados.

Nesse trabalho, voltamos nossa atencédo a teoria e resolucdo de sistemas de equacdes
diferenciais lineares simultaneos ou, simplesmente, sistemas lineares, em que todos os
coeficientes sdo constantes. A aplicacdo da Transformada de Laplace, “transforma” um
conjunto de equacdes diferenciais lineares de coeficientes constantes em um conjunto de
equacOes algébricas lineares, que sdo mais faceis de serem manipulados. Além disso, ela
incorpora os valores iniciais das correntes e tensdes automaticamente nas equacoes algébricas.
Desse modo, as condigdes iniciais sdo uma parte inerente do processo de calculo da

Transformada.

Durante o desenvolvimento da pesquisa de cunho académico, procuramos apresentar
as definicdes e teoremas para demonstracdo da Transformada de Laplace de maneira clara,
com exemplos préaticos. Além disso, este trabalho apresentou uma revisdo de conceitos
preliminares que pode servir de suporte tedrico para os leitores que consultarem o mesmo.
Todavia, a pesquisa corroborou para execucdo deste trabalho, permitiu confirmar a
efetividade da transformada de Laplace para resolver os sistemas de equacdes diferenciais

lineares com coeficientes constantes ou problemas com valor inicial.

Este trabalho foi pautado no estudo teorico sobre as aplicagdes da Transformada de
Laplace, em especial a aplicacdo na resolucdo de Sistemas de EquagGes Diferenciais Lineares

de Primeira Ordem, presentes nas formas variadas de ensino realizadas pelos professores
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dentro e fora das salas de aula, visando melhoria significativa no ensino e aprendizagem. Em
meio a tantas dificuldades enfrentadas pelos alunos ao estudar a disciplina acima mencionada,
esse trabalho se prop6s a fazer um estudo detalhado desse conceito, construindo assim um
material de apoio para alunos de graduacgéo.
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