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Resumo: As vigas sdo os elementos estruturais importantes no ambito da construcao civil, sio submetidas a
receberem cargas verticalmente tendo uma boa resisténcia e flexibilidade, também com uma ampla variagéo
de modelos. Assim, este trabalho se propds ao desenvolvimento de um sistema de ensaio simples para ensino
didatico de estruturas por meio da andlise de uma viga engastada, utilizando materiais com baixo custo desde
a sua concepgao e utilizando um smartphone como um instrumento de coleta a transmissio de deformacoes,
para calcular o médulo de elasticidade. O experimento teve adigdo de cargas pontuais na extremidade de uma
viga de PVC com dois vaos diferentes tendo o prototipo como o engaste do material. Os resultados obtidos
foram relevantes, visto que, os quatro dados do médulo de elasticidade encontrados sdo bem proximos e
mantiveram-se no intervalo sugerido. Os dados obtidos mostraram a potencialidade do equipamento e sua
possivel utilizagdo e replicabilidade.
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1. INTRODUCAO

A engenharia civil ¢ uma area fundamental para o desenvolvimento das sociedades, sendo responsavel pelo
planejamento, constru¢do e manutengido de obras que impactam diretamente o cotidiano, dentro dessa area
importante destaque se d4 a engenharia de estruturas, que se dedicada ao estudo e aplicagdo dos principios fisicos
e matematicos que garantem a estabilidade, seguranga e durabilidade das construgdes. Um elemento estrutural de
extrema relevancia nessa subarea sdo as vigas [1].

A importancia das vigas reside na sua capacidade de oferecer resisténcia e flexibilidade, garantindo que as
estruturas possam suportar tanto o peso proprio quanto as cargas adicionais, como moveis, pessoas e intempeéries.
O correto dimensionamento e escolha do material das vigas, que podem ser de concreto, ago ou mad eira, sdo
cruciais para assegurar a seguranga ¢ eficiéncia das construgdes [2].

A realizagdo de ensaios de vigas envolve em geral a necessidade de uma grande quantidade de equipamentos
e programas de computador para analisar os dados, e um infraestrutura de alto custo, que por vezes pode ser
proibitiva para pequenos centros de pesquisa e de ensino, neste horizonte a construgéo de modelos que ainda que
sejam mais simples, mas que possam ser facilmente replicados, pode contribuir de forma agil no estudo das pegas
aqui estudadas [3].

Neste sentido este trabalho se propde a apresentar uma metodologia pratica, replicavel e de baixo custo parao
projeto, construgdo, analise e implementacdo de uminstrumento didatico, como fim de analisar alguns parametros
relativos ao estudo de uma viga em ambiente académico. A premissa fundamental foi a construgao desde a fase
inicial e passando por uma série de ensaios para validar a possibilidade de ensino didatico de estruturas do
equipamento desenvolvido, bem como a sugestdo de melhorias e adapta¢des para modelos futuros de aplicagdes
de ensaios.

2. DESENVOLVIMENTO

A mecanica dos materiais analisa o comportamento das estruturas quando submetidas a cargas, envolvendo a
determinacdo das tensdes e deformagdes [1]. Nesse contexto, o presente trabalho busca contribuir para o ensino
de estruturas, abordando o conceito de vigas e suas reagdes de apoio, com foco principalna viga engastadaem
uma extremidade e livre na outra.

2.1. Vigas

Viga é um elemento estrutural linearmente horizontal submetido a cargas verticais, de modo que se obtém
momento fletor, esfor¢o cortante e, possivelmente, esfor¢o normal. Apesar de ndo ser comum, pode ser exigida
horizontalmente. As vigas s@o bastante usadas na construcdo civil, como em viadutos, pontes e em outros
componentes estruturais, onde recebem cargas verticalmente [4].

Elas tém conexdes basicas com outros componentes, tendo como exemplo a viga de ponte, além disso, € um



elemento estrutural, mesmo que esteja rigidamente conectado a outros componentes, para avaliar o desempenho
estabelecido ao longo de um eixo. E normal a analise ser de forma isolada nas vigas de edificios, pois estdo
conectadas a pilares e a outros elementos [2].

2.1.1. Tipos de vigas

As vigas se caracterizam em relag@o aos apoios, ou seja, a quantidade de equagao ira determinar seu estado de
equilibrio estatico, no qual serd isostatico, hipostatico ou hiperestatico, sendo considerados equilibrio
estaticamente indeterminadas as estruturas de vigas com numero de equagdes maior do que incognitas[5]. Segundo
[1], as vigas mais utilizadas sdo a biapoiada ou chamada de simplesmente apoiada, em balango, a biengastada ou
engastada, a biapoiada com balango e as continuas. Denomina-se o vdo de uma viga a distancia entre dois apoios
seguidos. Na Figura 1 e Figura 2 mostra alguns tipos de vigas e seu estado de equilibrio.
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Figura 1. Vigas estaticamente determinadas: engastada (a), biapoiada com balancgo (b), biapoiada (c). Adaptada
de [5]
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Figura 2. Vigas estaticamente indeterminadas: viga biengastada (a), viga engastada numa extremidade e apoiada
na outra (b) e viga continua (c). Adaptada de [3]

2.2. Inclinacio e Deflexdo de vigas

E muito importante analisar o estudo das deflexdes, principalmente nos projetos estruturais, ou seja, em
estruturas estaticamente indeterminadas ¢ fundamental haver essa verificagdo. A deflexdo é o deslocamento
vertical quea vigasofrequando recebeumaaplicagdode carga,como mostra a Figura3b, levando em consideragdo
o plano cartesiano xy, onde X é o eixo das abscissas e y eixo das ordenadas, a deflexdo para cima no eixoy ¢
positiva e negativa para baixo [5].
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Figura 3. Viga engastada com carga pontual ascendente na extremidade (a) e Curva de deflexdo de uma viga
engastada (b). Adaptada de [5]

Para obter as deflexdes de vigas na maior parte dos casos recorre as equagdes diferenciais da curva de deflexao
e suas associagoes. Para adquirira equaco da curva de deflex@o é preciso destacar a deflexdo v sendo uma fungdo
da coordenada x. Detalhando a curva de deflexdo na Figura 4, onde distancia x tem origem em A e vai até o ponto
my, onde se encontraa deflexdo v. A deflexdo no segundo ponto mz (x + dx) representada por v + dv é o
desenvolvimento da deflexdo ao longo da curvaa partirde mi até mz, conforme a8 medida que nos movemos [5].

Devido a aplicacgdo de cargas, a viga apresenta deflexdo e também rotagdo em todos os pontos ao longo do
eixo, com isso, surge o angulo de rotagdo 6, que esta entre o eixo x e a tangente da curva de deflexdo, proximo ao
ponto m: como mostra a Figura 4b. Foi considerado os eixos x para direita e y para cima positivos, o angulo de
rotagao positivo no sentido anti-horario. No ponto m: o angulo de rotacdo (6 + d6) tem o acréscimo de df, em
relagdo ao primeiro. O d6 ¢ o quanto o angulo aumenta de acordo com o deslocamento de m: para m.. Se forem
feitas varias linhas normais as tangentes, o d0 sera o angulo entre elas, e suas interse¢des num ponto vai ser o
centro de curvatura O’ e a distancia da curva até O’ € o raio de curvatura p [5].
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Figura 4. Curva de deflexdo de uma viga engastada, para obtencdo da sua equacgao diferencial (a), curva
ampliada para uma melhor visualizagdo (b). [5]

2.2.1. Vigas com pequenos angulos de rotagio

De acordo com[5], todas as estruturas sofrem pequenas variagdes quando sdo solicitadas, por serem muito
pequenas, as variagdes passam a ser despercebidas visualmente, por isso, as curvas de deflexdo de varias vigas e
colunas possui angulos de rotacdo muito pequenos, além da deflex@o e curvatura seguirem a mesma aparéncia.
Nesse caso, pode-se fazer aproximagdes matematicas que facilitam quando se vai fazer o estudo de vigas. Quando
o angulo de rotacdo é um valor pequeno o ds ao longo da curva de deflexdo € aproximadamente uma reta, igual o
dx no eixo x, nesse caso, ds = dx. Essa aproximacao torna a curvatura x na Equacdo (1):
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Como o angulo de rotagdo é pequeno, torna-se a aproximacio 8 = tg6f, como pode ser vistana Equagio (2):
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Assim, pode-se expressar que a inclinagdo dv/dx e o angulo de rotacio 8 em radianos sdo iguais. Colocando
a derivada de 8 em relagdo a x na equacdo (2), adquira-se a Equacdo (3).
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Essanova equacgdo ¢ valida para uma viga de qualquer material e que os angulos de rotagio sejam pequenos.
Se o material da viga for elastico linear e seguiralei de Hooke,a curvaturaterd a Equacdo (4) como solugdo. Onde
M é o momento fletor e EI € a rigidez a flexdo da viga.
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Igualando a Equacéo (3) com a Equacdo (4), elabora-se a equac@o da linha elastica, que pode ser visualizada
na Equacao (5).
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2.2.2. Médulo de elasticidade

O Moddulo de elasticidade ou moédulo de Young é uma propriedade mecénica que demonstraa rigidez de um
material, ou seja, ¢ a capacidade que o material tende a se deformar temporariamente quando sofre uma aplicagdo

de carga. Quanto maisrigido for o elementomaior sera o E,um exemplo,é o aco que tem E =200 GPa. No entanto,
vale ressaltar que o E s0 ira ser utilizado se o material for linearmente elastico. Da mesma forma, se a tensio no




material exceder seu limite de proporcionalidade, o diagrama tensdo-deformagao acabando sendo umareta,e a
Equacgédo 6 fica invalida [4], na Figura 5 ilustra o diagrama de tensdo-deformacéo.

o= E¢ (6)

Sendo, o a tensdo normal, E 0 modulo de elasticidade e € deformagéo longitudinal.
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Figura 5. Diagrama de tensdo-deformacéo. [2]
2.3. Importancia de equipamentos em laboratorio de ensino

Nas disciplinas estruturais de ensino € visto na teoria as deformagdes que um elemento estrutural sofre quando
submetido a cargas. Existem equipamentos que possibilitam a observagdo direta de fendmenos estruturais, como
flexdo, tor¢do, flambagem e tensdes em elementos estruturais como vigas, trelicas e pilares. A obtengao desses
equipamentos tem-se um custo elevado, por ser tecnoldgica e ter uma grande precisdo na coleta de dados.

O prototipo desenvolvido auxilia nos ensaios em laboratorio para mostrar na pratica como uma viga engastada
se deforma e sua deflexdo quando é aplicado uma carga pontual na extremidade livre. A viga utilizada € feita de
material de PVC, sendo aplicado cargas de areia e a coleta de dados através do aplicativo phyphox com auxilio de
um smartphone. O prototipo obteve um baixo custo e simplicidade na sua construgdo, mostrando na pratica o
comportamento de uma viga engastada. Nesse contexto a utilizagdo do prototipo em laboratorio de ensino € viavel
para que os professores fagcam a aplicagdo mostrando o comportamento de vigas que tenham uma flexibilidade
notavel, ou seja, o material ndo pode ser rigido.

3. METODOLOGIA
3.1. Construcao do prototipo

Para a realizacio da construc@o do protdtipo foram elaboradas as seguintes etapas, como mostra a Figura 7.
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Figura 7. Etapas da constru¢@o do prototipo. (Autoria propria, 2025)

3.1.1. Pesquisa

Para idealizagdo do prototipo foram pesquisados alguns modelos mecénicos que tivessem como fungio
engastar pecas. O equipamento que serviu de base para dar inicio ao projeto de constru¢do foi uma morsa, que &
um equipamento bastante utilizado em oficinas mecénicas, porém, durante a pesquisa pode-se comprovar que sua
utilizacdo ndo eraviavel, pois no engaste € preciso ter fixacio em trés diregdes, ja a morsa tem fixacdo apenas em
duas diregdes.

3.1.2. Moldes em papelao




Foi idealizado um modelo mecanico com papelao, a fim de se obterum melhor molde de engaste para a analise
do experimento, como mostraa Figura 8. Esse método foiimportante na construgdo do protétipo, no qual, tornou-
se possivel uma utiliza¢do viavel e pratico. Além disso, com uma boa resisténcia e durabilidade.

Figura 8. Molde do engaste feito com papeldo. (Autoria propria, 2025)

3.1.3. Escolha dos materiais

Para a escolha dos materiais, foram consideradas suas caracteristicas, como resisténcia, durabilidade e custo,
uma vez que o produto final deveria ter um baixo valor de fabricagdo. Na Tabela 1 ¢ mostrado todos os materiais
utilizados para a confec¢do do prototipo.

Tabela 1. Materiais utilizados na construcédo
do prototipo. (Autoria propria, 2025)

Materiais Quantidade | Prego (R$)
Chapa de aco 30x20 cm 1 50,00
Parafuso sextavado rosca inteira 2 4,00
Arruela lisa 1 0,15
Eletrodos 6 6,00
Bucha reforcada 10 mm 4 1,40
Parafuso sextavado rosca soberba 4 4,00

3.1.4. Montagem do protétipo

Com as chapas de ac¢o cortadas conforme o modelo de papelao, iniciou-se o processo de soldagem do molde.
Conforme o prototipo foi sendo construido foi passando por melhoramento para obter-se umengaste que atendesse
aos requisitos necessarios para a realizagdo do experimento. Ao término da soldagem foram feitos alguns furos
para a fixacdo do protdtipo em uma superficie e também para regular o engaste na viga, usando parafusos
borboleta. Na Figura 9 mostra a parte do processamento até a finalizagdo do protoétipo.

(a) (b)
Figura 9. Construcdo do protdtipo, processo de moldagem (a), finalizagdo do equipamento (b). (Autoria propria,
2025)




3.2. Phyphox

O Phyphox, physical phoneexperiments, éumaplicativodesenvolvidono 2°Institutode Fisicada Universidade
RWTH Aachen,na Alemanha, disponivel na versdo gratuita para smartphones Android e iOS. Tem como principal
objetivo utilizar os sensores do smartphone pararealizar alguns experimentos. Apesar de uma ampla variedade de
experimentos que podem ser realizados, depende de cada modelo, pois alguns celulares podem nédo possuir os
sensores necessarios [6], na Figura 6 mostra todos os sensores disponiveis no aplicativo.

No aplicativo, dispde a opcdo de acesso remoto, que se propoe a outros dispositivos conectados na mesma
rede WI-FI controlar remotamente o experimento que esta sendo realizado no smartphone. Apos a experimentagdo
€ possivel coletar todos os dados resultantes e exporta-los em planilhas eletronicas, onde o tratamento de dados
pode ser realizado pela Microsoft Excel® [6].
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Figura 6. Telas iniciais do aplicativo, com as op¢des de experimentos que podem ser realizados, seguindo a
ordem de (a), (b) e (c). (Autoria propria, 2025)

3.2.1. Estudo e escolha do sensor para realizar o experimento

Por ofereceruma ampla variedade de experimentos que podem ser realizados através dos sensores do celular,
o phyphox foi bem compreendido ao ser analisado. O presente trabalho analisa uma viga engastada com a
extremidade livre, que ao ser submetida a cargas, cria-se um angulo de rotag@o. Observou-se que o aplicativo
possuiuma funcionalidade de medic@o de inclinagdo, permitindo a determinagdo de angulagdes a cada movimento
do celular, por esse motivo o sensor de inclinagao foiutilizado para encontrar os angulos de rotagdona viga quando
submetidaa cargas. Além disso, todos os dados coletados podem ser exportados em varios formatos, inclusive em
Excel®.

3.3. Realizacdo do experimento

O experimento foirealizado no laboratério de materiais de construgdo da Universidade Federal Rural do Semi-
Arido - Campus Mossord, no qual o equipamento foi instalado. Antes de comegar o experimento foi colocado um
gancho comroscana ponta daviga de PVC (Policloreto de Vinila), posteriormente resina epoxi em todo o espago
ao redor do eixo do gancho para evitar deslizamento quando aplicar-se as cargas e com fita dupla face colou-se a
capa do celular na ponta do material.

A coleta de dados ocorreu em duas etapas, na qual, a primeira teve uma viga engastada com 1 metro de
comprimento e as cargas utilizadas foram areia com trés amostra de 1 kg cada. Foi acoplado o celular na ponta da
viga e compartilhou-se o acesso remoto dos dados com o notebook para obter uma melhor visualizagdo. Com tudo
ajustado deuinicio ao experimento usando primeiramente o peso do celular que foi considerado o ponto inicial,
apos o tempo de 100s que foi o tempo usado em todos adicionamentos de cargas, foi adicionado 1 kg do conjunto
balde/areia, ao passar o tempo foi acrescentado mais 1 kg, quando foi adicionando a ultima carga, percebeu-se que
a viga encostou na superficie onde o protétipo estava acoplado, por esse motivo a tltima carga foi descartada da
analise.




Por fim foi retirada a carga total de areia e iniciado novamente o aplicativo comintuito de analisar se o angulo
era o mesmo do inicio, percebeu-se que o angulo tinha aumentado. Nesse caso, houve deslizamento do prototipo
ou do elemento estrutural.

Na segunda etapa alterou comprimento da viga para 1,5 metros e foramseparadas quatro cargas de areia de 0,5
kgcada.Oprocedimento dessepercurso foiidéntico ao primeiro, mudando apenas o pesoadicionado. Ao adicionar
a terceira carga notou-se que o balde com as primeiras cargas encostou-se no piso, por isso, foi considerado para
o experimento apenas os dois primeiros pesos. O experimento descrito pode ser visto na Figura 10.

Figura 10. Realizac@o do experimento, preparagdo dos utensilios (a), experimento sendo realidado (b). (Autoria
propria, 2025)

3.4. Deducio da formula para encontrar o médulo de elasticidade (E)
Para caso de uma viga engastada com extremidade livre, tendo uma carga pontual nessa extremidade, pelo

equilibrio das forgas verticais e momentos é possivel encontrar as reagdes de apoio para essa estrutura, como
mostra a Figura 11.
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Figura 11. Viga com suas reacdes de apoio. (Autoria propria, 2025)

Inserindo uma se¢@o na viga variando de 0 a L para obter-se o momento gerado pelos esforgos, tem-se a Figura
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Figura 12. Secdo ao longo da viga. (Autoria propria, 2025)

Fazendo a somatdria de momentos, tem-se as Equacdes de (7) a (9).

UIM; =0 (7)
PL+M—Px=0 (8)
M= P-x—PL (9)

Substituindo a Equagdo (9) na Equagdo (5), tem-se:

d’v P-x — PL

dx2 ~ El (10)




Isolando o EI na Equacao (10) e aplicando o método de integragao a partir da Equagdo (11), obtém-se as
Equagoes (12) e (13).

d?v
El -5 =P-x —PL 11)
dv Px?
Px3 PLx?
EI.V:T_T+C1X+CZ (13)

Foi utilizado as condi¢des de contorno dv/dx =0 e v =0 parax = 0, com isso, foi obtido os seguintes valores
para a as constantes de integragdo: C;=0¢e C,=0.

Como a derivada da deflexdo em relagdoa x ¢ igual ao angulo formado, foi usada a notagdo 6 no lugar de
dv/dx. Substituindo o valor da constante de integragdo C, na Equacdo (12), obtém-se a Equacao (14).

Px2
B0 = —-—PLx (14)

Como o trabalho estuda uma viga com carga pontual na sua extremidade, logo, para se obter a equagéo geral
da rotacdo paraesse caso, basta substituir a constante x por L. A partir da Equagdo (15) até a Equagao (18) tem-se
a equacdo geral da rotagéo.

PL?
PLZ
EI-6 =——PL (16)
P1?
P12
E= (18

Na Equacao (18) a incognita E foi isolada tendo assim, a equagdo para obter-se o médulo de elasticidade do
material a ser estudado.

3.5. Obten¢ao do momento de Inércia

A viga utilizada para o experimento trata-se de uma barra prismaticade PVC vazada com dupla simetrias. Para
se obter o momento de inércia, nesse caso, € preciso seccionar a se¢do transversal como mostra a Figura 13.
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Figura 13. Dimensoes seccionadas da secdo transversal. (Autoria propria, 2025)
Para calcular o momento de inércia do modelo da viga estudada utiliza-se a Equacédo (19).

b - h3_(b—2t) : (h—Zt)3+(b—2t) - t3

I'=— 12 12

(19)




A Equagao (19) é valida para toda secao transversal retangular vazada com dupla simetria, caso a se¢do seja
retangular maciga utiliza-se apenas b - h*/12.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES
Com os dados coletados pode-se fazerum grafico com intuito de mostrar o comportamento das vigas durante

a aplicagdo de cargas nas duas etapas, tendo assim, uma melhor visualiza¢do de como o aplicativo coletou todos
os angulos em graus com passar do tempo, como ilustrado nas Figuras 14.
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Figura 14. Grafico do tempo versus angulo de deflexdo para as duas vigas. (Autoria propria, 2025)

Para analise de resultados foi obtido uma média aritmética dos angulos de cada carga adicionada nas duas
etapas no intervalo de 100s. Posteriormente foi calculado o momento de inércia substituindo as cotas da se¢do
transversal na Equagéo (19). Com todos dados necessarios para calcular o modulo de elasticidade, iniciou-se o
calculo usando a Equagéo (18), colocando o valor de 8 em radianos. As Tabelas 2 e 3 mostram todos os dados
obtidos na primeira e segunda etapa respectivamente. O resultado final obtido pela Equagao (18) tem-se a unidade
em kgf/m? nesse caso, foi convertido em GPa.

Tabela 2. Dados para viga com 1 metro. (Autoria propria, 2025)

. Angulo de Momento de Modulo de
Peso (kgf) | Comprimento (m) | oo a5 (<) inéria (m) Elasticidade (GPa)
1,00 1,00 -6,46 1,66e-08 2,63
2,00 1,00 -13,02 1,66e-08 2,60
Tabela 3. Dados para viga com 1,5 metros. (Autoria propria, 2025)
. Angulo de Momento de Modulo de
Peso (kgf) | Comprimento (m) | o050 (o) inércia (m*) | Flasticidade (GPa)
0,50 1,50 -6,62 1,66e-08 2,88
1,00 1,50 -12,86 1,66e-08 2,96

Com os modulos de elasticidade encontrados, houve uma analise primeiramente por cada etapa e depois entre
todos os médulos encontrados pela Equagdo (18) com o material de PVC em geral. Os resultados obtidos na
primeira e segunda etapa apresentaram valores aproximadosda teoria. De acordo com[7] o médulo de elasticidade
do PVC varia entre 2,4 - 4,14 GPa, como mostrado na Tabela 4.

Tabela 4. Caracteristicas do PVC. (7)

Médulo de elasticidade e e

PVC (Cloreto de polivinila): 2,41-4,14 0,35-0,60

Nesse caso, foi comparado os modulos de elasticidades encontrados no trabalho com o da Tabela 4, pode-se
notar que os resultados encontrados com auxilio do prototipo e smartphone foram promissores, ja que estido no




intervalo sugerido por um fabricante.
5. CONCLUSAO

O prototipo desenvolvido teve uma utiliza¢@o notavel, mostrou ter uma boa fixacao e resisténcia quando
submetido aos esforgos de flexdo para pequenas cargas e correspondeu muito bem as expectativas que foram
propostas, uma vez que os resultados do médulo de elasticidade obtidos apresentaram semelhangas com os
pardmetrosreais do material. Além disso, apresentou ser um equipamento simples na sua construcdo, didaticoe
com uma analise promissora dos dados obtidos.

Durante os experimentos observou-se que o parafuso da posicao vertical do engaste obteve uma folga na
segunda etapa, podendo ser esse detalhe que tenha ocasionado os dados dessa etapa com pouco mais de diferenga.
Para obter melhores resultados, recomenda-se colocar o parafuso da vertical como foi feito o modelo na parte
horizontal. Outra melhoria seriaaumentar o atrito entre o engaste e a viga, ou seja, conceder-se uma superficie
mais rugosa ao engaste.
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