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RESUMO 

 

O Cálculo diferencial e integral, também chamado de cálculo infinitesimal, é um ramo 
muito importante da matemática advindo da álgebra e da geometria, criado e 
desenvolvido por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm von Leibniz. O mesmo teve grande 
papel no desenvolvimento das ciências exatas, sendo até hoje um dos grandes pilares da 
engenharia e da física, dito isso sabe-se que não há muitos materiais com aplicações do 
cálculo na engenharia para que professores da área possam utilizá-los, juntamente com a 
dificuldade de muitos estudantes de engenharia de entender os conceitos do cálculo pois 
eles, de início, parecem um pouco abstratos, o que causa muitas dificuldades diante o 
primeiro contato. Diante disso vamos a importância da criação desse material com as 
aplicações e da modelagem matemática na engenharia. O principal objetivo é criar um 
material de apoio para professores de cálculo diferencial e integral, contendo as 
aplicações para serem utilizadas ao longo do conteúdo com o intuito de facilitar a 
compreensão desses conceitos. Para isso, foi realizada uma análise e mapeamento 
bibliográfico no qual buscamos aplicações do cálculo à engenharia. O trabalho, conta 
ainda com um capítulo de conhecimentos preliminares ao qual estão expressos os 
conteúdos de cálculo utilizados nas aplicações, e por fim o presente trabalho cumpriu 
todos os objetivos elencados ao ser um material de apoio tanto para professores de cálculo 
que ensinam em cursos de engenharia, quanto para ajudar na escolha de qual engenharia 
seguir no segundo ciclo, mostrando as aplicações em cada uma das engenharias ofertadas 
pelo campus Caraúbas para que o discente veja em qual delas ele mais se encaixa.  
 

Palavras-chave: Cálculo diferencial e integral. Material de Apoio. Modelagem 
matemática. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 

ABSTRACT 

 

Differential and integral calculus, also called infinitesimal calculus, is a very important 
branch of mathematics arising from algebra and geometry, created and developed by 
Isaac Newton and Gottfried Wilhelm von Leibniz. The same had a great role in the 
development of exact sciences, being until today one of the great pillars of engineering 
and physics, that said it is known that there are not many materials with applications of 
calculus in engineering so that teachers in the area can use them, together with the 
difficulty of many engineering students to understand the concepts of calculus because 
they seem a little abstract at first, which creates many difficulties in the first contact. In 
view of this, we are going to the importance of creating this material with applications 
and mathematical modeling in engineering. The main objective is to create support 
material for teachers of differential and integral calculus, containing applications to be 
used throughout the content in order to facilitate the understanding of these concepts. For 
this, a bibliographic analysis and mapping was carried out in which we seek applications 
from calculus to engineering. The work also has a chapter on preliminary knowledge to 
which the contents of calculus used in the applications, and finally the present work 
fulfilled all the objectives listed by being a support material both for calculus teachers 
who teach in engineering courses, and to help in choosing which engineering in the 
second cycle, showing the applications in each of the engineering offered by the Caraúbas 
campus so that the student can see which one he fits best. 
 

Keywords: Differential and integral calculus. Support material. Mathematical modeling. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

O Cálculo diferencial e integral, também chamado de cálculo infinitesimal, é um 

ramo muito importante da matemática advindo da álgebra e da geometria, criado e 

desenvolvido por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm von Leibniz. O mesmo teve grande 

papel no desenvolvimento das ciências exatas, sendo até hoje um dos grandes pilares da 

engenharia e da física.  

 O curso Bacharelado interdisciplinar em ciência e tecnologia (BICT) foi criado 

com uma ideia nova de educação superior no país, de maneira a melhorar a qualidade do 

ensino como também permitir que mais pessoas tenham acesso a ele. Ao concluir o BICT, 

o discente tem a possibilidade de escolher uma engenharia a qual queira seguir, o que se 

chama de segundo ciclo, diante disso, observa-se a importância das disciplinas e suas 

aplicações durante a passagem pelo BICT.   

Levando em consideração a importância da modelagem matemática aplicada no 

cálculo diferencial e integral à engenharia no curso de BICT, viu-se que há uma grande 

dificuldade para os professores de usar essas aplicações, já que é pequena a quantidade 

de livros de matemática que abordam aplicações nesse ramo.  

Diante dessa dificuldade de se encontrar materiais contendo aplicações do 

cálculo na engenharia, surgiu a necessidade de criar um material de apoio para professores 

e alunos, contendo algumas aplicações para serem utilizadas ao ministrar as disciplinas 

de cálculo diferencial e integral, dessa forma, tendo como público alvo professores nessa 

área, estudantes de BICT e estudantes de engenharia no geral, o presente trabalho 

abordará os conteúdos estudados nas disciplinas de cálculo, aplicando-os a situações 

vistas por engenheiros em diferentes áreas de atuação, partindo do princípio que o curso 

Bacharelado Interdisciplinar em Ciência e Tecnologia deve permitir uma ampla visão e 

conhecimento na área das ciências exatas. Além disso, esperamos que o material torne a 

compreensão do cálculo diferencial e integral mais clara, diante situações reais do 

cotidiano dos engenheiros, de forma a ajudar na escolha, por parte dos discentes, da 

engenharia no segundo ciclo. 

No capítulo dois temos o referencial teórico, os principais autores abordados para 

fundamentar a pesquisa foram Bassanezi e Biembengut que defendem a modelagem 

matemática como instrumento de ensino. No capítulo três abordadamos a metodologia da 
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pesquisa, mostrando como ela foi realizada. No capítulo quatro são apresentados os 

conceitos matemáticos que são importantes para as aplicações e como base foi utilizado 

o livro “O cálculo com geometria analítica” de Louis Leithold. Por fim, no capítulo cinco, 

foram abordadas as aplicações matemáticas na engenharia, utilizando como livros base 

os livros “Fundamentos da física” de David Halliday e Robert Resnick, vol.1 e 2, o livro 

“Mecânica vetorial para engenheiros” de Ferdinand P. Beer, E. Russel Johnston Jr., David 

F. Mazurek e Elliot R. Eisenberg e para a última aplicação foi utilizado o livro “Cálculo 

aplicado” de Ron Larson. 
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2. REFERENCIAL TEÓRICO 

 

O curso Bacharelado Interdisciplinar em Ciência e Tecnologia (BICT) da 

Universidade Federal Rural do Semi-Árido, foi criado no dia 03 de julho de 2008, através 

do CONSUNI nº 049/2008 (UFERSA, 2014), visando permitir que os ingressantes do 

curso possam ser formados através de dois ciclos, sendo o primeiro o BICT e o segundo 

o próprio curso de engenharia, cabendo ao próprio discente, diante dos conhecimentos 

adquiridos no primeiro ciclo, escolher qual engenharia seguir. Em consonância a isso, as 

aplicações e modelagens das disciplinas (principalmente da parte matemática) vistas no 

primeiro ciclo são importantes para facilitar a escolha do aluno diante o leque de opções 

proporcionadas a ele.  

O Cálculo diferencial e integral foi inicialmente idealizado por Isaac Newton e 

Gottfried Leibniz de maneira independente. A motivação de Newton para descobrir o 

cálculo infinitesimal era explicar e fundamentar as suas leis do movimento, já Leibniz 

formulou o cálculo diferencial e integral com o intuito de atender aos cientistas e as 

demandas matemáticas da época. Os trabalhos de ambos passaram por muitas grandes 

mentes desde então, sendo até hoje um dos grandes pilares das ciências, principalmente 

para as engenharias.  

O Cálculo segundo Pilling  

 

(...)é a matemática dos movimentos e das variações. Onde há movimento ou 
crescimento e onde forças variáveis agem produzindo aceleração, o cálculo é 
a matemática a ser empregada. (PILLING, p. 1) 

 

De acordo com Eves (2004, p. 417), “... com essa invenção a matemática criativa 

passou a um plano superior e a história da matemática elementar essencialmente 

terminou”, ele trata a invenção do cálculo como um plano superior, visto que mais adiante 

em seu texto ele expõe “... têm tanto alcance e tantas implicações no mundo moderno que 

talvez seja correto dizer que sem algum conhecimento deles dificilmente hoje uma pessoa 

poderia considerar-se culta.”, dito isso, sabe-se que ao adentrar na disciplina de cálculo I 

(CI), ela tem como premissa um conjunto de operações que são as bases para os 

conhecimentos futuros no curso, sendo elas os limites, as derivadas e integrais, este 

primeiro a base para as demais, pois as derivadas e integrais são definidas a partir de um 

limite, como é visto em CI ao apresenta-los.  
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Ao adentrar nos cursos de engenharia, o primeiro contato com o CI conhecendo 

os limites, as derivadas e as integrais, percebe-se a importância da bagagem do ensino 

médio, visto que com esses novos conceitos e novos elementos hajam dificuldades caso 

o aluno não venha a possuir um bom conhecimento de matemática básica.  

 Os conceitos apresentados na matemática do ensino superior são muito abstratos 

e para a melhor compreensão requer uma sólida base matemática, dessa forma, mostrando 

a importância de novas maneiras de ministrar o CI de forma interativa facilitando o 

entendimento desses novos conceitos que de início parecem abstratos   

Trazendo a fala da UNIVIÇOSA 

 

O professor de Cálculo I tem importância imensa na hora de apresentar essa 
novidade ao aluno porque, dependendo da maneira de como esse novo 
conhecimento é passado, pode encantar ou assustar e fazer o estudante desistir 
do curso. (UNIVIÇOSA, 2015) 

 

  Diante disso, de acordo com o relatório escrito pelo setor pedagógico da 

UFERSA, Campus Caraúbas (UFERSA, 2019) ao qual levanta dados que mostram 

percentualmente a quantidade de alunos aprovados e reprovados nas disciplinas de cada 

período, nos períodos de 2017.1, 2018.2 e 2019.1, a percentagem de alunos reprovados 

na disciplina de cálculo I são de 70,7%, 59,3% e 47,5% respectivamente que foram os 

últimos períodos presenciais.  

 Esse dado pode ser explicados, se levarmos em consideração que o Cálculo I é 

o primeiro contato dos discentes, ao adentrar no curso, com uma matemática mais 

abstrata, além disso, ele depende muito dos conceitos e aprendizados da educação básica 

e, em muitos casos, há uma defasagem nos conhecimentos de matemática básica.  

 Logo, urge que novas maneiras de ensinar o cálculo sejam adotadas de forma a 

diminuir essa dificuldade. Portanto, é importante que o docente se aproprie de métodos 

interativos, como modelagem matemática dos conteúdos presentes na engenharia, com o 

intuito de despertar a curiosidade e a busca pelo conhecimento na área pelos futuros 

engenheiros.  

A modelagem matemática, como descreve (BASSAZANEZI, 2009) é a arte que 

tem a capacidade de converter circunstâncias reais em casos matemáticos de uma maneira 

mais simples e usual, dessa forma, fazendo com que seja mais prática a compreensão dos 

conteúdos, sendo também empregadas em diversos campos de estudo como física, 

química e também nas engenharias. 
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Madruga e Biembengut (2016, p. 28) retratam também como: 

 

Modelagem é o processo envolvido na feitura de um modelo. Modelo que pode 
auxiliar as pessoas a compreender dados, informações, a estimular novas ideias 
e a prover de uma visão estruturada e global que inclui relações abstratas de 
algum fenômeno, ente, ou um processo. O modelo capacita a pessoa observar 
e refletir sobre fenômenos complexos, e ainda, a comunicar as ideias a outras 
pessoas. (MADRUGA; BIEMBENGUT, 2016, p. 28). 
 

 

Com isso, ainda segundo Bassanezi, a modelagem além de transformar os 

problemas da realidade em problemas matemáticos, também permite que a resolução seja 

através de interpretação destes na linguagem do mundo real. (BASSANEZI, 2002). 

Conforme Biembengut (1997, p.11) 

  

 (...) a ausência de tópicos aplicados à área específica, nos livros de matemática, 
traz dificuldades àquele que ensina e àquele que deveria aprender, para uma 
melhor compreensão prática daquilo que está sendo exposto.  (1997, p.11)  
 
 

Com vistas à realidade do curso de BICT e pensando nas disciplinas de cálculo 

diferencial e integral ofertadas, a partir do exposto pelo autor temos a necessidade do uso 

da modelagem matemática como metodologia no decorrer do primeiro ciclo, com o 

objetivo de melhorar a compreensão dos conteúdos pelos discentes e também facilitando 

o repasse destes pelos docentes, desta forma, ter as aplicações referentes a situações reais 

da própria engenharia permitindo também uma visão clara do que esperar no segundo 

ciclo.    
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3. METODOLOGIA 

 

Primeiramente, foi realizada uma pesquisa de caráter bibliográfico, fazendo um 

mapeamento, ou seja, uma busca de aplicações do cálculo na engenharia, como é descrito 

no tema do presente trabalho, também foram buscados artigos e livros que expressassem 

a importância da modelagem matemática no ensino do cálculo na engenharia com o 

intuito de referenciar e justificar o presente trabalho.  

Foram analisadas diversas obras, com o intuito de dar suporte a pesquisa e 

sempre focando no uso da modelagem matemática, que é uma metodologia de ensino e 

aprendizagem onde são trabalhadas situações do cotidiano como base de contextualização 

para a posterior aplicação dos conteúdos matemáticos.   

Dentre essas obras foram analisados livros didáticos e artigos acadêmicos 

voltados para essas aplicações e mediante essa análise foi realizado um compilado das 

aplicações mais importantes, juntamente com a modelagem do problema.   

Nos materiais pesquisados foram obtidas aplicações nos livros de física, cálculo 

e de engenharia utilizados na graduação e dentre eles foram extraídas aplicações voltadas 

para as engenharias mecânica, civil e elétrica, visto que são as áreas ofertadas no campus 

Caraúbas. Dessa forma, foi concluída a criação do material de apoio com o intuito de 

facilitar o ensino e a aprendizagem do cálculo diferencial e integral utilizando a 

metodologia de modelagem matemática para engenheiros.  
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4. PRELIMINARES 

Tomando como base o livro “O cálculo com geometria analítica”  (LEITHOLD, 

1994), vamos definir os conceitos preliminares de limites, derivadas e integrais, de forma 

a melhorar a compreensão das aplicações que serão apresentadas em seguida. 

 
4.1 LIMITES 

 

4.1.1 DEFINIÇÃO 
 

Considere a função real  f dada por: 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 + 𝑥 − 3𝑥 − 1  

A função está definida para todo x real, exceto para x = 1. Vamos observar os 

valores da função quando tomamos valores de x muito próximos de 1, na tabela 1 estão 

expressos os valores de x próximos e maiores que 1 e os respectivos valores de f(x). 

Tabela 1 - Valores de x próximos e maiores que 1 e o respectivo f(x) 

x 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟑𝒙 − 𝟏  

1,5 6 

1,25 5,5 

1,1 5,2 

1,01 5,02 

1,001 5,002 

Fonte: Leithold, 1994. 

Tabela 2 - Valores de x próximos e menores que 1 e respectivo f(x) 

x 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟑𝒙 − 𝟏  

0,5 4 

0,75 4,5 

0,9 4,8 

0,99 4,98 

0,999 4,998 

Fonte: Leithold, 1994. 
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Ao observar esses valores, pela tabela 1 à medida que os valores de x se 

aproximam de 1, por valores maiores que 1, os valores de f(x) se aproximam 5. Já na 

tabela 2 quanto mais os valores de x se aproximam de 1, por valores menores que 1, os 

valores de f(x), ainda se aproximam de 5. Esse exemplo é importante pois mesmo que a 

função não exista naquele ponto ela vai existir em pontos bem próximos a ele e ao tomar 

valores muito próximos de 1, os valores de f(x) estarão também suficientemente próximo 

de 5, tanto quanto desejarmos. Podemos traduzir essa ideia de proximidade a partir do 

conceito de distância, dessa forma, podemos tornar o valor absoluto da diferença entre 

f(x) e 5 tão pequena o quanto desejarmos, desde que o valor absoluto da diferença entre 

os valores de x e 1 seja suficientemente pequeno, ou seja, |f(x) – 5| pode se tornar tão 

pequeno quanto desejarmos tomando |x – 1| suficientemente pequeno, porém f(x) nunca 

será 5, pois a função não existe em x = 1. 

Para mensurar essas diferenças usaremos letras gregas, ϵ (épsilon) e δ (delta), 

dessa forma, por definição, para todo ϵ positivo existe um δ escolhido apropriadamente, 

tal que se |x – 1| < δ e |x – 1|≠0 então |f(x) – 5| será menor que ϵ, deixando claro que o 

tamanho de δ depende ϵ. Pode-se escrever, dado um número positivo qualquer ϵ, podemos 

tornar |f(x) – 5|< ϵ tomando |x – 1| suficientemente pequeno, isto é, existe um número δ 

positivo suficientemente pequeno, tal que  

Se 0 < |x – 1| < δ então |f(x) – 5|< ϵ. 

Poderíamos prosseguir e atribuir a ϵ qualquer valor positivo, a fim de encontrar 

um valor adequado para δ, de tal forma que se |x – 1| for menor do que δ e x ≠ 1 (ou |x – 

1|>0), então |f(x) – 5| será menor que ϵ. Agora, como para todo ϵ > 0 podemos encontrar 

um δ > 0, tal que se 0 < |x – 1| <  δ, então |f(x) – 5| < ϵ, logo, baseado nessa ideia podemos 

definir formalmente limite. 

Seja f uma função real definida para todo número em algum intervalo aberto 

contando a, exceto possivelmente no próprio número a. O limite de f(x) quando x tende a 

a será L, escrito como: lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿 

Se a seguinte afirmativa for verdadeira: 

Dado ϵ > 0 qualquer, existe um δ > 0, tal que 

Se 0 < |x – a| < δ então |f(x) – L| < ϵ. 

 

Dessa forma, voltando ao exemplo, teremos que: 
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Podemos fatorar a função e chegar em 𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 3)(𝑥 − 1)(𝑥 − 1)  

Dessa forma, se x ≠ 1, podemos dividir o numerador e o denominador por (x -1), tendo: 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3 

Dado um ϵ, queremos encontrar um δ adequado 

Desse modo, queremos mostrar que:  𝑆𝑒 0 < |𝑥 − 1| < 𝛿 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 |𝑓(𝑥) − 5| < 𝜖 

Ou seja, 

 Se |𝑥 − 1| < 𝛿 então |(2𝑥 + 3) − 5| < 𝜖 

Como f(x) = 2x + 3, temos: |𝑓(𝑥) − 5| = |(2𝑥 + 3) − 5| = |2𝑥 − 2| = 2|𝑥 − 1|. 
Queremos determinar um δ > 0, tal que 𝑠𝑒 0 < |𝑥 − 1| < 𝛿 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 |𝑓(𝑥) − 5| < 𝜖 <=> 𝑠𝑒 0 < |𝑥 − 1| < 𝛿 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 2|𝑥 − 1| < 𝜖 <=> 𝑠𝑒 0 < |𝑥 − 1| < 𝛿 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 |𝑥 − 1| < 12 𝜖 

Essa afirmativa indica que 
12 𝜖 é satisfatório. Então com essa escolha de δ temos o seguinte 

argumento:  0 < |𝑥 − 1| < 𝛿 => 2|𝑥 − 1| < 2𝛿 => |2𝑥 − 2| < 2𝛿 => |(2𝑥 + 3) − 5| < 2𝛿 => |(𝑓(𝑥) − 5| < 𝜖, Pois 𝛿 = 12 𝜖 

Com isso, mostramos que  𝑠𝑒 0 < |𝑥 − 1| < 𝛿 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 |𝑓(𝑥) − 5| < 12 𝜖.                                       (1) 

Assim, qualquer número menor que δ poderá ser usado no lugar de δ e ser o δ requerido. 

Portanto, se 0<γ <δ sendo (1) Verdadeira, podemos afirmar que para todo número x que 

satisfaça essa desigualdade, satisfará também 0 < |𝑥 − 1| < 𝛿 
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Pela tabela 1, percebe-se que a medida em que o x se aproxima de 1, o f(x) se 

aproxima de 5, de modo que 0 < |x – 1| <  0,1 então |f(x) – 5| < 0,2,  ou seja, dado um ϵ = 

0,2 existe um δ = 0,1, semelhantemente se eu tenho um 

0 < |x – 1| <  0,01, terei um |f(x) – 5| < 0,02, dado um dado um ϵ = 0,02 tomamos 

um δ = 0,01, pois quanto mais pegarmos valores próximos de 1, o f(x) assume valores 

próximos de 5. 

Dessa forma, afirmamos que o limite de f(x) quando x tende a 1 é igual a 5 ou, 

em símbolos  lim𝑥→1 𝑓(𝑥) = 5 

Observa-se que nessa equação há o sinal de igualdade, porém f(x) não assume o valor de 

5 para nenhum valor de x, o sinal de igualdade é apropriado pois o primeiro membro é 

descrito como   lim𝑥→1 𝑓(𝑥) 

Mas é evidente que f(x) possa se tornar tão próximo de 5 quanto desejarmos, tomando x 

suficientemente próximo de 1 e essa propriedade da função f não depende de fato de f 

estar definida em x = 1. Esse valor nos permite distinguir entre lim𝑥→1 𝑓(𝑥) e o valor da 

função 1, ou seja, lim𝑥→1 𝑓(𝑥) = 5, porém f(1) não existe, consequentemente, queremos  

0<|x – 1|, pois estamos interessados nos valores de x próximos de 1 e não necessariamente 

igual a 1. 

 

4.1.2 TEOREMAS DE LIMITES DE FUNÇÕES  
 

A seguir temos os principais teoremas que auxiliam na resolução de limites: 

I) Se m e b forem constantes quaisquer, lim𝑥→𝑎(𝑚𝑥 + 𝑏) = 𝑚𝑎 + 𝑏 

II) Se c for uma constante, então qualquer número a,  lim𝑥→𝑎 𝑐 = 𝑐 

III) lim𝑥→𝑎 𝑥 = 𝑎 

 

IV) Se lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿 e lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) = 𝑀, então  lim𝑥→𝑎[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] = 𝐿 ± 𝑀 
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V) Se  lim𝑥→𝑎 𝑓1(𝑥) = 𝐿1, lim𝑥→𝑎 𝑓2(𝑥) = 𝐿2, ... , lim𝑥→𝑎 𝑓𝑛(𝑥) = 𝐿𝑛, logo lim𝑥→𝑎[ 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯ + 𝑓𝑛(𝑥)] = 𝐿1 + 𝐿2 + ⋯ + 𝐿𝑛 

 

VI) Se lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿 e lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) = 𝑀, então lim𝑥→𝑎[𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)] = 𝐿. 𝑀 

 

VII) Se  lim𝑥→𝑎 𝑓1(𝑥) = 𝐿1, lim𝑥→𝑎 𝑓2(𝑥) = 𝐿2, ... , lim𝑥→𝑎 𝑓𝑛(𝑥) = 𝐿𝑛, logo lim𝑥→𝑎[ 𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥) … 𝑓𝑛(𝑥)] = 𝐿1𝐿2 … 𝐿𝑛 

 

VIII)  Se lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿 e n for um inteiro positivo qualquer, então lim𝑥→𝑎[𝑓(𝑥)]𝑛 = 𝐿𝑛 

 

IX) Se lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿 e lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) = 𝑀, então  lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝐿𝑀 se M ≠ 0 

X) Se n for um número inteiro positivo e  lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿, então lim𝑥→𝑎 √𝑓(𝑥)𝑛 = √𝐿𝑛  

 

XI) lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿, se, e somente se, lim𝑥→𝑎[𝑓(𝑥) − 𝐿] = 0 

 

XII) lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿 Se e somente se lim𝑡→0 𝑓(𝑡 + 𝑎) = 𝐿 

 

4.1.3 LIMITES LATERAIS  
 

 

Seja f uma função que está definida em todos os números de algum intervalo aberto (a, 

c). Então, o limite de f(x) quando x tende a a pela direita é L, e escrevemos: lim𝑥→𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐿 

Se para todo ϵ > 0, existir um δ > 0 tal que: 

Se 0 < x – a < δ então |f(x) – L| < ϵ. 
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Da mesma forma  

Seja f uma função que está definida em todos os números de algum intervalo aberto (d, 

a). Então, o limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda é L, e escrevemos: lim𝑥→𝑎− 𝑓(𝑥) = 𝐿 

Se para todo ϵ > 0, existir um δ > 0 tal que: 

Se 0 < a – x < δ então |f(x) – L| < ϵ. 

O resultado a seguir é fundamental na solução de muitos limites: 

I) lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) Existe e será igual a L se e somente se: lim𝑥→𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐿  lim𝑥→𝑎− 𝑓(𝑥) = 𝐿 

Isto é, se os limites laterais existirem e forem iguais a L. 

 

4.1.4 LIMITES INFINITOS  
 

Seja f uma função real definida em todo intervalo aberto I contendo a, exceto 

possivelmente o próprio a. Quando x tende a a, f(x) cresce indefinidamente, e escrevemos, lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = +∞ 

Se para qualquer número N > 0, existir um δ > 0, tal que se 0 < |x – a| < δ então  

f(x) > N. 

“Ou seja, os valores de f(x) crescem indefinidamente quando x tende a um 

número a, se f(x) puder se tornar tão grande quanto desejarmos para todos os valores de 

x suficientemente próximos de a, mas não iguais a a”. 

De mesmo modo, seja f uma função definida em todo intervalo aberto I contendo 

a, exceto possivelmente o próprio a. Quando x tende a a, f(x) decresce indefinidamente e 

escrevemos, lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = −∞ 

Se para qualquer número N <0, existir um δ>0, tal que se 0 < |x - a| < δ então  

f(x) < N. 

A seguir temos resultados referentes a limites infinitos: 

I) Se r for um número inteiro positivo qualquer, então  
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i)  lim𝑥→0+ 1𝑥𝑟 = +∞ 

ii)  lim𝑥→0− 1𝑥𝑟 = {−∞ 𝑠𝑒 𝑟 𝑓𝑜𝑟 í𝑚𝑝𝑎𝑟+∞ 𝑠𝑒 𝑟 𝑓𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟  

 

II) Se a for um número real qualquer e se lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 0 e lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) = 𝑐, 

onde c é uma constante não nula, então 

i) Se c >  0 e se f(x) → 0 por valores positivos de f(x) lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) = +∞ 

ii) Se c >  0 e se f(x) → 0 por valores negativos de f(x) lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) = −∞ 

iii) Se c <  0 e se f(x) → 0 por valores positivos de f(x) lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) = −∞ 

iv) Se c <  0 e se f(x) → 0 por valores negativos de f(x) lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) = +∞ 

III)  

i) Se lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = +∞ e lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) = 𝑐, onde c é uma constante 

qualquer então lim𝑥→𝑎[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = +∞ 

ii) Se lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = −∞ e lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) = 𝑐, onde c é uma constante 

qualquer então lim𝑥→𝑎[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = −∞ 

IV) Se lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = +∞ e lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) = 𝑐, onde c é uma constante não-nula, 

então 

i) Se c > 0, lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = +∞ 

ii) Se c < 0 lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = −∞ 

Os teoremas também são válidos se “x→a” for substituído por “x→a+” ou “x→a-” 
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4.1.4.1 ASSINTOTAS VERTICAIS  
 

Os limites infinitos são aplicados para encontrar assíntotas verticais de um 

gráfico, se elas existirem, de modo que dada uma função f, as assíntotas verticais são retas 

verticais que delimitam o gráfico, de modo que as assíntotas verticais são paralelas ao 

eixo y, dessa forma, formalmente temos: 

 A reta x = a será uma assíntota vertical do gráfico da função f, se pelo menos uma das 

afirmativas for verdadeira: 

i) lim𝑥→𝑎+ 𝑓(𝑥) = +∞ 

ii) lim𝑥→𝑎+ 𝑓(𝑥) = −∞ 

iii) lim𝑥→𝑎− 𝑓(𝑥) = +∞ 

iv) lim𝑥→𝑎− 𝑓(𝑥) = −∞ 

4.1.5 LIMITES NO INFINITO  
 

Seja f uma função definida em um intervalo (a, +∞) o limite de f(x)  quando x 

cresce indefinidamente é L, e escrevemos: lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = 𝐿 

Se para todo ϵ > 0, não importa quão pequeno, existir um número N > 0 tal que se x > N 

então |f(x) -L| < ϵ 

E seja f uma função definida em um intervalo (-∞, a) o limite de f(x)  quando x 

cresce indefinidamente é L, escrevemos: lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = 𝐿 

Se para todo ϵ > 0, não importa quão pequeno, existir um número N < 0 tal que se x < N 

então |f(x) -L| < ϵ. 

A seguir um teorema que nos ajuda com limites no infinito: 

I) Se r for um número inteiro positivo qualquer, então 

i) lim𝑥→+∞ 1𝑥𝑟 = 0 

ii) lim𝑥→−∞ 1𝑥𝑟 = 0 
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4.1.5.1 ASSINTOTAS HORIZONTAIS  
 

Os limites no infinito são aplicados para encontrar assíntotas horizontais de um 

gráfico, se elas existirem, de modo que dada uma função f, as assíntotas horizontais são 

retas horizontais paralelas ao eixo x, assim, formalmente temos: 

A reta y = b é denominada assíntota horizontal do gráfico da função f se pelo 

menos uma das seguintes afirmações for válida: 

i) lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = 𝑏 e para um número N, se x > N, então f(x) ≠ b 

ii) lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = 𝑏 e para um número N, se x < N, então f(x) ≠ b 

 
4.1.6 LIMITES E CONTINUIDADE 

 

Ao falar sobre limite, é importante mencionar as funções contínuas, já que essa 

é a classe mais importante das funções estudadas em cálculo, e a continuidade de uma 

função é dada pelas seguintes condições: 

Para uma função f(x) ser contínua em um número qualquer a: 

i) f(a) deve existir,  

ii) lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) deve existir e 

iii) lim𝑛→∞ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

Caso uma ou mais de uma dessa condições sejam descumpridas para o número a, 𝑓 é dita 

descontínua em a.   

 

4.2 DERIVADA E A DERIVAÇÃO 
 

4.2.1 DEFINIÇÃO 
 

Vários problemas no cálculo usam como premissa a reta tangente ao gráfico de 

uma função f, em um ponto. A reta tangente é determinada por sua inclinação e pelo ponto 

de tangência, dito isso, a derivada nos dá a inclinação da reta tangente a curva, em 

determinado ponto. Sabendo disso, é importante definir a reta tangente, logo, considera-

se uma função f ao qual esteja definida em um intervalo I e nesse intervalo esteja um 

ponto P(x1,f(x1)) e também seja contínua em x1 , considera-se também outro ponto Q(x2, 
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f(x2)) de forma que ele também esteja no intervalo I e com isso sejam traçadas retas que 

ligam P e Q como é mostrado na figura 2 abaixo: 

 

Figura 1- Retas Secantes Ligando P e Q 

 
Fonte: Leithold, 1994 adaptado 

 

Dizemos que qualquer reta que passe pela curva ligando dois pontos que estejam no 

mesmo intervalo é chamada de reta secante, sabendo disso podemos denotar a diferença 

entre as duas coordenadas de x, o x1 e x2 como: ∆𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 

Essa notação trata-se de uma variação na abcissa da função e é chamada de “incremento 

de x”. Na figura 3 podemos visualizar a reta secante PQ que passa pelos pontos P e Q: 

 

 

Figura 2 - Expressando matematicamente a inclinação da reta secante PQ 

 
Fonte: Leithold, 1994 adaptado 
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Através do gráfico a inclinação da reta secante PQ pode ser obtida por: 𝑚𝑃𝑄 = 𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)𝛥𝑥  

Considerando que a reta não seja vertical podemos descrever x2 = (x1+Δx), logo temos: 𝑚𝑃𝑄 = 𝑓(𝑥1 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥1)𝛥𝑥  

Tendo definido isso, torna-se o ponto P fixo e o ponto Q móvel, de forma que o ponto Q 

tende a se mover o mais próximo possível do ponto P, ou seja, a variação 𝛥𝑥 irá tender a 

zero a medida que Q tende a se aproximar de P, dessa forma com a reta secante girando 

em torno do ponto P, haverá uma posição limite dessa reta, essa posição limite será 

definida como a reta tangente a  f em P, ou seja, o limite da reta secante PQ quando  temos 𝛥𝑥 tendendo a 0, levando em consideração que esse limite existe e a existência desse 

limite com x=x1 nos permite definir a inclinação da reta tangente a f em P como a 

derivada: 1) 𝑚(𝑥1) = lim𝛥𝑥→0 𝑓(𝑥1 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥1)𝛥𝑥  

Considerando a existência desse limite a reta x = x1 se: lim𝛥𝑥→0+ 𝑓(𝑥1 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥1)𝛥𝑥 =  +∞ 𝑜𝑢 − ∞ 

E lim𝛥𝑥→0− 𝑓(𝑥1 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥1)𝛥𝑥 =  +∞ 𝑜𝑢 − ∞ 

Se nenhuma dessas condições forem verdadeiras, então não existirá reta tangente ao 

gráfico de f, no ponto P(x1, f(x1)).  

Definido a reta tangente, podemos dizer que a derivada é a inclinação da reta 

tangente a curva em que o valor de x esteja em qualquer número do domínio de  f , dizemos 

que a derivada é denotada como f’(x): 

 𝑓′(𝑥) = lim𝛥𝑥→0 𝑓(𝑥 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥 )𝛥𝑥  

Se esse limite existir. 

Dessa forma, Sendo x1 um determinado número no domínio de f, então  𝑓′(𝑥1) = lim𝛥𝑥→0 𝑓(𝑥1 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥1)𝛥𝑥  
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Outras notações podem ser usadas para representar a derivada da função y = f(x), como 𝑑𝑦𝑑𝑥 ou 𝑦′ 
Chamando 𝑓(𝑥1 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥 ) de 𝛥𝑦 

Substituindo o 𝛥𝑦 na f’ temos: 𝑑𝑦𝑑𝑥 = lim𝛥𝑥→0 𝛥𝑦𝛥𝑥 

Lembrando que 
𝑑𝑦𝑑𝑥 não é um quociente, é apenas uma notação para derivada! Para melhor 

visualização podemos dizer que: 𝑑𝑑𝑥 (𝑦) 

Lê-se como “a derivada de y em relação a x”. 

 

4.2.2 DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR 
 

Dada uma função f e ela seja derivável, então f’  será chamada de derivada 

primeira de f. Também chamada de função derivada primeira, de mesmo modo se a 

derivada da função f’ existir, denota-se f’’ e é chama de derivada segunda de f , também 

chamada de função derivada segunda, se  f’’ for derivável, tem-se a derivada terceira de 

f denota-se f’’’, ou função derivada terceira. Dito isso, dada a existência da enésima 

derivada de f  e n um número inteiro positivo maior do que 1, é a derivada primeira da 

derivada (n - 1)ésima de f. Denotamos a derivada de 𝑓𝑛−1 por f(n). 

 

4.2.3 VALOR FUNCIONAL MAXIMO E MÍNIMO.  
 

I) A função f terá um valor máximo relativo em c se existir um intervalo aberto 

contendo c, no qual f(x) esteja definida, tal que f(c) ≥  f(x) para todo x nesse 

intervalo. 

Semelhantemente a isso: 

II) A função f terá um valor mínimo relativo em c se existir um intervalo aberto 

contendo c, no qual f(x) esteja definida, tal que f(c) ≤  f(x) para todo x nesse 

intervalo. 

 

Dessa forma: 
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 Se f tiver um máximo relativo ou um mínimo relativo em c, então dizemos que f tem um 

extremo relativo em c, logo temos o teorema: 

i) Se f(x) foi definida para todos os valores de x no intervalo aberto (a, b) 

e se f tiver um extremo relativo em c, onde  a < c < b, então f’(c) = 0, 

se f’(c) existir. 

III) Se c for um número do domínio da função f se f’(c) = 0 ou f’(c) não existir, 

então c será chamado de número crítico de f. 

IV) A função f terá um valor máximo absoluto num intervalo, se existir algum 

número c no intervalo, tal que f(c) ≥ f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso, 

f(c) será o valor máximo absoluto de f no intervalo. 

 

V) A função f terá um valor mínimo absoluto num intervalo, se existir algum 

número c no intervalo, tal que f(c) ≤ f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso, 

f(c) será o valor mínimo absoluto de f no intervalo. 

 
VI) f(c) será o valor máximo absoluto da função f se c estiver no domínio de f e se 

f(c) ≥  f(x) para todo x no domínio de f. 

 
VII)  f(c) será o valor mínimo absoluto da função f s\e c estiver no domínio de f e 

se f(c) ≤  f(x) para todo x no domínio de f.  

 
VIII) Se a função f for contínua no intervalo fechado [a, b] então f terá um valor 

máximo absoluto e um valor mínimo absoluto em [a, b]. 

 

 

4.2.4 TEOREMAS DA DERIVADA 
 

Conhecido a derivada por definição, vamos conhecer os teoremas, visto que 

resolver derivada por definição não é uma das coisas mais simples, pensando nisso os 

matemáticos foram desenvolvendo teoremas de modo que tornasse mais fácil calcular 

derivada, logo: 

I) A derivada de uma constate seja igual a zero, ou seja: 

Se 𝑓(𝑥) = 𝐶 

Então 𝑓′(𝑥) = 0 
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II) Se f(x)= xn e n for um número inteiro positivo, então 𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 

III) A derivada do produto de uma constante por uma função é igual ao produto 

da derivada dessa função pela constante se ela existir, ou seja: 𝑔(𝑥) = 𝑐 𝑓(𝑥) 𝑔′(𝑥) = 𝑐 𝑓′(𝑥) 

IV) Se uma função for igual a soma de outras duas funções, a derivada dessa 

primeira será igual a soma das derivadas se elas existirem, vale também para 

uma soma de um número finito de funções, mas todas as derivadas devem 

existir, ou seja: 

Se ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

Então ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥) 

V) A derivada de uma função que é igual ao produto de outras duas funções é: 

Se 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 

Então 𝑓′(𝑥) = 𝑔′(𝑥)ℎ(𝑥) + ℎ′(𝑥)𝑔(𝑥) 

VI) Se uma função for igual ao quociente de outras duas funções, faz-se: 

Se 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 
Então 𝑓′(𝑥) = ℎ(𝑥)𝑔′(𝑥)−𝑔(𝑥)ℎ′(𝑥)[ℎ(𝑥)]2  

VII) Se: 𝑓(𝑥) = 𝑥−𝑛, com x diferente de 0 

Então 𝑓′(𝑥) =  −𝑛𝑥−𝑛−1 

 

4.2.5 DERIVADA DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
 

As derivadas de funções trigonométricas foram definidas a partir das identidades 

trigonométricas, porém é importante conhecer algumas derivadas, dentre elas o do seno, 

cosseno e a da tangente: 

Tabela 3 - Derivadas das principais funções trigonométricas 

f(x) f’(x) 𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 −𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑡𝑔𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑥 
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Fonte: Autoria própria, 2022 

 

Conhecendo-as basta aplicar os teoremas do tópico 4.2.2 e será possível encontrar 

qualquer derivada trigonométrica. 

 

4.2.6 REGRA DA CADEIA 
 

Ao estudar matemática, desde o ensino médio se estuda as funções compostas, 

assim como as demais, elas também tem o próprio método de derivação, que foi definida 

como regra da cadeia dada uma função composta  𝑓𝑜𝑔(𝑥) 

A derivada dessa função composta pela regra da cadeia se dá por: 𝑓𝑜𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥) 

Só que para ser possível a utilização desse método, algumas condições devem ser levadas 

em consideração 

i) g deve ser derivável em x 

ii) f deve ser derivável em g(x) 

Com a satisfação dessas condições, a função composta fog será derivável em x. 

 

4.3 INTEGRAÇÃO E A INTEGRAL DEFINIDA 
 

4.3.1 ANTIDIFERENCIAÇÃO, A ATIDERIVADA E TEOREMAS 
 

De início vamos falar a respeito da antidiferenciação, que é a operação inversa 

da diferenciação, de modo semelhante as operações inversas adição e subtração, como 

também a potenciação e a radiciação, assim falemos de antiderivada, o primeiro teorema 

diz que: 

I)  Uma função F será chamada de antiderivada de  f  em um intervalo I, se F’(x )= 

f(x) em x de intervalo I. 

 

Notemos que 

II) Dadas duas funções h e f de modo que h’(x) = f’(x) para todo x no intervalo I, 

haverá uma constante arbitrária C ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝐶 
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III) Tendo F com a antiderivada particular de f em um intervalo I, toda antiderivada 

de f nesse intervalo será da forma: 𝐹(𝑥) + 𝐶, onde C é uma constante 

Dessa forma, a antidiferenciação é o processo de encontrar o conjunto de todas as 

antiderividas de uma determinada função, escrevemos, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 

IV) ∫ 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝐶 

V) Se houver uma constante que está multiplicando uma função, a constante pode 

sair da antiderivada e continuar a antidiferenciação da função normalmente: ∫ 𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎𝐹(𝑥) + 𝐶 

VI) Dada duas funções f1(x) e f2(x), a antiderivada da soma de funções vai ser igual a 

soma das antiderivadas das funções, se elas estiverem definidas no mesmo 

intervalo ∫[𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)] 𝑑𝑥 = 

∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓2 (𝑥)𝑑𝑥 

VII) Semelhantemente aos teoremas V e VI, se houver constantes multiplicando duas 

funções definidas no mesmo intervalo, a constante sairá da antiderivada e haverá 

a soma das antiderivadas das funções ∫[𝑎1𝑓1(𝑥) + 𝑎2𝑓2(𝑥)] 𝑑𝑥 = 

𝑎1 ∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑎2 ∫ 𝑓2 (𝑥)𝑑𝑥 

VIII) Dada uma função f(x)=xn, a antiderivada dessa função se dará de forma: ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 = 𝑥𝑛+1𝑛 + 1 + 𝐶, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑛 ≠ −1 

 

4.3.2 ANTIDIFERENCIAÇÃO DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
 

A antiderivada das funções trigonométricas seguem o mesmo raciocínio que os 

teoremas acima citados para a derivada dessas funções, de modo que pela Tabela 3 tem-
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se as derivadas, semelhantemente temos as antiderivadas na Tabela 4 que é a operação 

inversa a derivada 

 

Tabela 4 - Funções trigonométricas e suas antiderivadas 

f(x) ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 

senx -cosx + C 

cosx senx + C 

Sec2x tgx + C 

Cosec2x -cotgx + C  

secxtgx Secx + 

cosecxcotgx -cosecx + C 

Fonte: Autoria própria, 2022 

 

Dessa forma, utilizando as antiderivadas do quadro e conhecendo as identidades 

trigonométricas é possível calcular as antiderivadas das funções trigonométricas. 

 

4.3.3 A INTEGRAL E O CÁLCULO DA ÁREA 
 

Desde o ensino fundamental se estuda sobre área dos polígonos, de modo que as 

formulações que são apresentadas já são prontas e apenas para formas bem definidas, 

como círculo, triangulo, quadrado e entre outros e para formas mais distintas que não 

tenham formulações prontas, dividir a figura em formas conhecidas é um método de 

facilitar o cálculo dessa área, porém para figuras mais complexas  como a área de uma 

região delimitada por uma curva qualquer, por exemplo, seria muito difícil chegar num 

valor próximo de sua área real utilizando as formulações de polígonos regulares, com isso 

podemos definir a integral definida pois falando grosseiramente a integral nada mais é 

que um limite de um somatório de n pedaços infinitesimais, ou seja, pedaços muito 

pequenos de modo que o somatório dessas n áreas dos n pedaços se aproxime da área de 

qualquer figura plana, ou seja a integral calcula a área da figura abaixo da curva. 

Dada uma curva dada pelo gráfico de uma função y=f(x), formando uma região 

delimitada pelo eixo x e as retas x=a e x=b de modo que f seja continua nesse intervalo 

[a, b], queremos descobrir a área dessa região plana, o a região está expressa na figura 4. 
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Figura 3 - Gráfico mostrando o método para encontrar a área abaixo da curva 

 
Fonte: Autoria própria, 2022 

 

Para encontrar essa área faz-se semelhante como é para encontrar a área de um círculo, 

através de um limite de das áreas de polígonos regulares inscritos quando o número de 

lados cresce indefinidamente, dessa forma primeiro divide-se a região em n subintervalos, 

em uma forma conhecida como retângulo, dividindo esses n subintervalos de maneira 

igual e o chamaremos de Δx a base de cada retângulo, de forma que 𝛥𝑥 = 𝑏 − 𝑎𝑛  

E os extremos desses subintervalos sendo denotados por x0, x1,x2,...,xn onde x0=a, x1= a 

+ Δx,...,xi=a+iΔx,...,xn-1=a+(n-1)Δx, xn=b de forma que [xi-1, xi] é o i-ésimo subintervalo, 

como f é contínua no intervalo fechado [a, b] ela também é continua em todos os 

subintervalos, dessa forma considere no i-ésimo subintervalo seja Ci o valor mínimo 

absoluto de f no subintervalo [xi-1, xi],  ao considerarmos n retângulos inscritos com cada 

subintervalo contendo um valor mínimo absoluto, o f(c) de cada subintervalo será a altura 

dos nossos retângulos e o Δx o comprimento, dessa forma temos que a área da Figura 3 

pode ser expressa por: 𝑆𝑛 = 𝑓(𝐶1)𝛥𝑥 + 𝑓(𝐶2)𝛥𝑥 + ⋯ + 𝑓(𝐶𝑖)𝛥𝑥 + ⋯ + 𝑓(𝐶𝑛)𝛥𝑥 

Ou expresso como somatório 𝑆𝑛 = ∑ 𝑓(𝐶𝑖)𝛥𝑥𝑛
𝑖=1  

Pela Figura 3 vemos que para encontrar um valor que se aproxime melhor da área dessa 

região podemos aumentar o número de subintervalos de maneira que aumente o número 
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retângulos inscritos e cubram uma maior área, dessa forma, sendo f contínua num 

intervalo [a, b], se n crescer indefinidamente, os valores de Sn tendem a um limite, que é 

a definição da medida da área da região. 

 Assim, com n crescendo indefinidamente podemos expressar o valor da área como: 

𝐴 = lim𝑛→+∞ ∑ 𝑓(𝐶𝑖)𝛥𝑥𝑛
𝑖=1  

É possível também encontrar o valor da área através de retângulos circunscritos 

de forma que: 𝐴 = lim𝑛→+∞ ∑ 𝑓(𝑑𝑖)𝛥𝑥𝑛
𝑖=1  

Onde f(di) é o valor máximo absoluto de f em [xi-1, xi] 

 

4.3.4 A INTEGRAL DEFINIDA 
 

Para definir a integral definida, usa-se o mesmo princípio para o cálculo de área 

via limite, dada uma função em um intervalo fechado, será divido também em n 

subintervalos, porém os intervalos não serão necessariamente equidistantes, ou seja, os 

retângulos não possuíram necessariamente a mesma base. 

Seja f uma função definida no intervalo fechado [a, b], dividia em n intervalos, 

de modo que x0= a, xn=b e x1, x2, ..., xn-1 sejam os pontos intermediários mas para isso 

teremos que x0 <x1< x2< ...< xn-1 < xn como já descrito eles não serão necessariamente 

equidistantes e chama-se de Δ1x o comprimento do primeiro subintervalo de modo que 

Δ1x =x1 – x0; do mesmo modo que Δ2x =x2 – x1 sendo assim em todos os subintervalos, 

de forma que o i-ésimo subintervalo seja Δix e descrito como Δix =xi – xi-1,o conjunto de 

todos esses subintervalos denota-se partição do intervalo [a, b] e utiliza-se Δ para 

representar essa partição e nessa partição que contém n subintervalos terá pelo menos um 

que será maior ou igual que os demais e esse subintervalo da partição é denominada 

norma, e expressa por ||Δ||. Conhecendo a norma e a partição, deve-se escolher um ponto 

ξi dentre os subintervalos, de modo que xi-1< ξi < xi e f(ξi) seja a altura do retângulo no i-

ésimo subintervalo, fazendo o mesmo para os n subintervalos, consideremos a soma do 

produto da partição pelo que chamamos de altura do retângulo, logo: ∑ 𝑓(𝜉𝑖)𝛥𝑖𝑥𝑛
𝑖=1  
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Essa soma é denominada soma de Riemann 

 

Figura 4 - Demonstração de como são particionadas para as somas de Riemann 

 
Fonte: Autoria própria 

 

Dessa forma, seja f a função da figura 4, e que essa função seja definida no intervalo [a, 

b]. Então, f será integrável em [a, b] se existir um número L satisfazendo a seguinte 

condição: para todo ϵ > 0, existe um δ > 0 que toda partição Δ para qual ||Δ|| < δ, com ξi 

no intervalo fechado [xi-1, xi], i = 1, 2, 3, ... ,n, temos: |∑ 𝑓(𝜉𝑖)𝛥𝑖𝑥 − 𝐿𝑛
𝑖=1 | 

Nessas condições teremos: lim||Δ||→0 ∑ 𝑓(𝜉𝑖)𝛥𝑖𝑥𝑛
𝑖=1 = 𝐿 

Com isso, por definição sendo f definida no intervalo [a, b], então a integral definida de 

f de a até b é: ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎 = lim||Δ||→0 ∑ 𝑓(𝜉𝑖)𝛥𝑖𝑥𝑛

𝑖=1 = 𝐿 

Dada a existência do limite, sendo o símbolo ∫  chamado de sinal de integração. 

Partindo para os principais teoremas temos que: 

I) Se a função for contínua no intervalo [a, b] ela é integrável nesse intervalo. 
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II) Dada uma região limitada por uma função f(x), x =a e x=b sendo continua no 

intervalo [a, b], a área dessa região será dada por: 𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  

III) Se a > b, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏𝑎 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏𝑎   se ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏𝑎  existir. 

 

IV) Se f(a) existe ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑎
𝑎 = 0 

V) Se K for uma constante qualquer ∫ 𝐾𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝐾(𝑏 − 𝑎) 

VI) Para K uma constante qualquer e f(x) uma função integrável no intervalo [a, 

b] ∫ 𝐾𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝐾 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  

VII) Dada a soma de duas funções f+g, sendo ambas integráveis no intervalo [a, b] ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎 + ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥𝑏
𝑎  

VIII) Se a função f for integrável nos intervalos fechados [a, b], [a, c] e [c, b], temos: ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑐

𝑎 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑐  

Com a<c<b. 

IX) Se f for integrável num intervalo fechado contendo os números a,b e c então: ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑐
𝑎 + ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑐 𝑑𝑥𝑏
𝑎  

Não importando a ordem de a,b e c. 
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4.4 TEOREMAS FUNDAMENTAIS DO CÁLCULO 
 

Ao formular o cálculo de maneira independente, Newton e Leibniz no século 

dezessete mostraram e provaram como o cálculo pode ser utilizado para encontrar e 

calcular a área de uma região que está sendo delimitada por uma curva ou um conjunto 

de curvas através da determinação de uma integral definida por antidiferenciação e para 

isso, foram utilizados os procedimentos chamados “Teoremas Fundamentais do cálculo”. 

Dessa forma, teremos:  

 

4.4.1 PRIMEIRO TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 
 

Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b] e seja x qualquer número 

em [a, b]. Se F for uma função definida por: 

F(x) =∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑥𝑎  

Então, 

F’(x) = f(x) 

Se x = a; a derivada acima pode ser a derivada a direita e se x = b, a derivada pode ser a 

derivada a esquerda. 

 

4.4.2 SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 
 

Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b] e seja g uma função tal 

que: 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

Para todo x em [a, b], então, ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 = 𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎) 

Se x = a, a derivada g’(x) pode ser uma derivada a direita, e se x = b, a derivada g’(x) 

pode ser uma derivada a esquerda. 

  



39 

 

5. APLICAÇÕES DO CÁCULO NA ENGENHARIA 

 
Algumas aplicações são essenciais para os engenheiros, dentre elas a Força, 

aceleração, velocidade, carga, corrente, entre outras. Essas aplicações são base para quase 

todos os conteúdos vistos ao decorrer dos cursos, além de serem ponto de partida para 

outras mais específicas. Portanto, seguem algumas aplicações do cálculo referente aos 

diferentes ramos da engenharia:  

 

5.1 CORRENTE ELÉTRICA E CARGA (ENGENHARIA ELÉTRICA) 

 

(HALLIDAY, 2012) define corrente elétrica como “movimento das partículas 

carregadas”, porém, ele afirma também que apesar desse movimento, nem todas as 

partículas que passam, produzem essa corrente, visto que para que isso ocorra, é 

necessário um fluxo de cargas, por definição, a corrente é a taxa de variação das cargas 

pelo tempo (HALLIDAY, 2012), dessa forma, matematicamente falando, uma taxa de 

variação remetemos a derivada, logo, sendo i a corrente, q a carga e t o tempo temos: limΔ𝑡→0 Δ𝑞Δ𝑡 . 
Com a existência desse limite, podemos definir a corrente como a derivada da carga em 

relação ao tempo: 𝑖 = 𝑑𝑞𝑑𝑡 . 
 

Em consonância a isso, para encontrar a carga, aplico a volta, ou seja, se eu quero 

saber a função antes da derivação eu integro, dessa forma a carga pode ser definida como: 

 𝑞 = ∫ 𝑖𝑑𝑡 
   

 
 
com i variando com o tempo, visto que a corrente varia com o tempo. 

 

5.2 VELOCIDADE (ENGENHARIA MECÂNICA) 
 

“A rapidez com o a qual um objeto está se movendo em um certo instante é a 

velocidade instantânea, ou só velocidade” (HALLIDAY, RESNICK, 2012), dessa forma, 
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a velocidade em um dado instante de tempo, pode ser obtida a partir de uma velocidade 

média que vai reduzindo o intervalo de tempo Δt até chegar próximo de 0, com isso, 

matematicamente falando, trata-se de um limite, tal que  

 𝑣 = lim𝑡→0 (∆𝑥∆𝑡) 

 

Sendo v a velocidade, x a posição e t o tempo 

Relembrando os conceitos de derivada Na seção 4.2 e a existência desse limite, podemos 

definir a velocidade como taxa de variação da posição em relação ao tempo, ou seja, a 

derivada da posição em relação ao tempo é a velocidade: 

 𝑣 = 𝑑𝑥𝑑𝑡 .  eq. 5.2 

 

5.3 ACELERAÇÃO (ENGENHARIA MECÂNICA) 
 

Segundo Halliday e Resnick (2012) “Quando a velocidade de uma partícula 

varia, diz que essa partícula sofreu aceleração”, dessa forma, o corpo acelera em um 

intervalo de tempo Δt, temos que: 
 𝑎𝑚é𝑑 = 𝑣2 − 𝑣1𝑡2 − 𝑡1  

 
tal que v1 a velocidade inicial, v2 a velocidade final, t1 o tempo inicial, t2 o tempo final e 

amed a aceleração média. 

 

Ainda segundo Halliday e Resnick (2012) “a aceleração de uma partícula em um 

dado instante é a taxa ao qual a velocidade está variando nesse instante”, em outras 

palavras, a taxa de variação da velocidade em relação ao tempo, remetemos a derivada: 𝑎⃗= 𝑑𝑉⃗⃗⃗𝑑𝑡  . eq.5.3 

 
Sabendo também que a posição é uma função do tempo x(t), para encontrarmos a 

aceleração, podemos usar a derivada segunda, visto que: 

 𝑎 = 𝑑2𝑥𝑑𝑡2 . 
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Da mesma forma que a reciproca é verdadeira, temos: 

 𝑣  =   ∫ 𝑎𝑑𝑡 
   

 
 

5.4 FORÇA RESULTANTE SOBRE UMA PARTICULA 
(ENGENHARIA MECÂNICA) 

 

Por definição, a força pelas leis de newton é definida como: 

 𝐹𝑅 = 𝑚𝑎⃗ 

sendo FR a força resultante sobre a partícula, m a massa (uma constante) e 𝑎⃗ já conhecida 

como aceleração. Mas, segundo ISAAC NEWTON  

 
“A taxa de variação com o tempo do momento de uma partícula é igual 
a força resultante que atua sobre a partícula e tem a mesma orientação 
que a força resultante” (ISAAC NEWTON). 

  

Ou seja, levando para conceitos matemáticos, a taxa de variação de uma propriedade, ou 

de uma função sobre outra definimos como a derivada, nesse caso a derivada do momento 

variando com o tempo é igual a força resultante que atua sobre aquela partícula. 

Dessa forma a força, matematicamente falando, é definida como 𝐹𝑅 = 𝑑𝑝⃗𝑑𝑡  

 

e, 𝑝⃗  é o momento linear que fisicamente é definido a multiplicação da massa da partícula pela 

velocidade 𝑝 = 𝑚𝑉⃗⃗ 

tal que m seja a massa e V a velocidade que já foi definida na eq. 5.2 e dessa forma 

derivando a equação em relação ao tempo, sendo a massa uma constante, temos que 𝑑𝑝𝑑𝑡 = 𝑚 𝑑𝑉⃗⃗𝑑𝑡 , 
e de acordo com a eq. 5.3 𝑑𝑝𝑑𝑡 = 𝑚𝑎⃗ = 𝐹𝑅. 
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5.5 CENTRO DE GRAVIDADE DE UM CORPO BIDIMENSIONAL 
(ENGENHARIA CIVIL E MECÂNICA) 

 

Imagine uma placa plana horizontal e finita, sendo orientada pelos eixos x e y e 

nela será aplicada uma força resultante W (força aplicada pela terra na placa, a força 

peso). As coordenadas onde essa força resultante está sendo aplicada na placa estão 

representadas por 𝑥̅ e 𝑦̅, como mostra a figura abaixo:  

 

Figura 5 - Centro de gravidade de uma placa plana 

 
Fonte: BEER et al., 2012 adaptado 

 

 

Essa força W é o peso, desse modo ao dividirmos a placa em n elementos, todos 

esses n elementos sofrerão a atuação dessa força, visto que a força peso atua em todo o 

corpo, nesse caso em toda a placa. Assim, podemos dividir a placa em n pedaços com n 

atuações da força peso, o somatório dessas forças dará a força resultante W, e o ponto 

onde essa força W está atuando é o que chamamos centro de gravidade. 
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Figura 6 - Atuação em outro ponto da placa 

 
Fonte: BEER et al., 2012 adaptado. 

 ΔW2 é a atuação da força em outro ponto da placa e x2 e y2 são as coordenadas 

desse outro ponto, da mesma forma para qualquer n ponto da placa eu terei as atuações 

de W nele e as coordenadas dessa atuação. 

Segundo (BEER et al., 2012) 

“Para obter as coordenadas 𝑥̅ e 𝑦̅ do ponto G no qual a resultante W 
deve ser aplicada, escrevemos que os momentos de W em relação aos 
eixos x e y são iguais às somas dos momentos correspondentes dos 
pesos elementares.” (BEER et al., 2012) 

Ou seja,  

 ∑ 𝑀𝑥 =  𝑥̅𝑊 = ∑ 𝑥𝑖𝛥𝑊𝑖  
 ∑ 𝑀𝑦 =  𝑦̅𝑊 = ∑ 𝑦𝑖𝛥𝑊𝑖 . 

 

Semelhante a isso, para encontrar o W, teremos o somatório dos ΔW na placa, logo: 

 ∑ 𝐹𝑧 =  𝑊 = 𝛥𝑊1 + … + 𝛥𝑊𝑖 + ⋯ + 𝛥𝑊𝑛 . 
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Assim, ao diminuir o tamanho dos n pedaços em pedaços menores e aumentando 

a sua quantidade, teremos n partes infinitesimais, dessa forma, teremos a integral como o 

limite da soma de pedaços infinitesimais, tal que ∆𝑊 = 𝑑𝑊 eq. 5.5 

de modo que são n pedaços aos quais ΔW está atuando, logo, sabendo que ∑ 𝐹𝑧 =   𝑊 = 𝛥𝑊1 + ⋯ + 𝛥𝑊𝑖 + ⋯ + 𝛥𝑊𝑛 . 
E sabendo que a eq. 5.5 é verdade, matematicamente falando, temos que: 𝑊 = ∫ 𝑑𝑊. 
De forma análoga, sabendo que: ∑ 𝑀𝑥 =  𝑥̅𝑊 = ∑ 𝑥𝑖𝛥𝑊𝑖𝑛

𝑖=1  

∑ 𝑀𝑦 =   𝑦̅𝑊 = ∑ 𝑦𝑖𝛥𝑊𝑖𝑛
𝑖=1  

fazendo a modelagem, podemos aplicar a integral, visto que a eq. 5.5 temos as 

coordenadas do centro de gravidade: 𝑥̅𝑊 = ∫ 𝑥𝑑𝑊 

𝑦̅𝑊 = ∫ 𝑦𝑑𝑊 

 

5.6 LUCRO MAGINAL, RECEITA MARGINAL E CUSTO 
MARGINAL 

 

A economia também é um dos grandes ramos estudados por engenheiros, visto 

que ela está presente em todos os cursos e praticamente em quase todas as situações que 

envolvem nosso cotidiano, tanto profissional quanto pessoal. Segundo Larson (2014): 

 

“Os economistas referem-se a lucro marginal, receita marginal e custo 
marginal como taxas de variação do lucro, da receita e do custo em 
relação ao número x de unidades produzidas ou vendidas’. (LARSON, 
2014) 
 
 
 
 
 



45 

 

De modo que tem-se a equação que relaciona essas quantidades 𝑃 = 𝑅 − 𝐶, 
sendo o P o lucro total do produto, R a receita total e C o custo total, de forma que quando 

se fala de uma quantidade marginal, nos referimos a derivada dela, sabendo que P, R e C 

são funções dependentes da quantidade x de unidades produzidas ou vendidas, por isso a 

derivada é realizada em relação a x, tal que  𝑃(𝑥)  =  𝑅(𝑥) − 𝐶(𝑥) 

 𝑑𝑃𝑑𝑥 = 𝐿𝑢𝑐𝑟𝑜 𝑚𝑎𝑟𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙 𝑑𝑅𝑑𝑥 = 𝑅𝑒𝑐𝑒𝑖𝑡𝑎 𝑚𝑎𝑟𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙 𝑑𝐶𝑑𝑥 = 𝐶𝑢𝑠𝑡𝑜 𝑚𝑎𝑟𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙 
 

Fala-se em marginal, pois o intuito é observar o comportamento da função em 

relação a uma determinada quantidade, dessa forma, derivando a função em relação a 

quantidade x tem-se as quantidades marginais referentes ao Lucro, Receita e Custo 

respectivamente. 
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6. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Levando em consideração a importância da modelagem matemática aplicada no 

cálculo diferencial e integral à engenharia no curso de BICT, viu-se que há uma grande 

dificuldade para os professores de usar essas aplicações, já que é muito pequena a 

quantidade de livros de matemática que abordam aplicações nesse ramo. 

 Diante disso, o presente trabalho tem como objetivo geral a criação de  um 

material de apoio para professores de cálculo diferencial e integral, contendo as 

aplicações para serem utilizadas ao longo do conteúdo e como objetivos específicos 

elencar aplicações matemáticas do cálculo diferencial e integral no ramo da engenharia, 

tornar a compreensão do cálculo diferencial e integral mais clara, diante situações reais 

do cotidiano dos engenheiros e ajudar na escolha dos discentes da engenharia no segundo 

ciclo, com base nas aplicações de diferentes áreas, desse modo, a pesquisa atingiu todos 

os objetivos traçados, visto que o material foi criado com aplicações para cada uma das 

engenharias ofertadas no campus Caraúbas, Elétrica, Civil e Mecânica, de maneira que 

possibilite que o discente veja como o cálculo é aplicado de maneira mais palpável e 

também sirva como material base para professores da área, contendo também o capítulo 

de preliminares com a apresentação do conteúdo utilizado nas aplicações, com isso 

cumprindo os objetivos a que se propunha. Os Instrumentos para coleta de dados (livros 

e artigos) serviram para mostrar que a engenharia e o cálculo andam lado a lado desde a 

formulação dos conceitos iniciais da física para engenharia. Por fim, em pesquisas futuras 

pode-se trazer mais aplicações em áreas diferentes, visto que nessa o foco principal eram 

as engenharias ofertadas no campus de Caraúbas. 
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