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RESUMO

O Cilculo diferencial e integral, também chamado de calculo infinitesimal, € um ramo
muito importante da matemdtica advindo da dlgebra e da geometria, criado e
desenvolvido por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm von Leibniz. O mesmo teve grande
papel no desenvolvimento das ci€ncias exatas, sendo até hoje um dos grandes pilares da
engenharia e da fisica, dito isso sabe-se que ndo hd muitos materiais com aplicacdes do
célculo na engenharia para que professores da drea possam utilizd-los, juntamente com a
dificuldade de muitos estudantes de engenharia de entender os conceitos do cdlculo pois
eles, de inicio, parecem um pouco abstratos, o que causa muitas dificuldades diante o
primeiro contato. Diante disso vamos a importancia da criacdo desse material com as
aplicacdes e da modelagem matematica na engenharia. O principal objetivo € criar um
material de apoio para professores de calculo diferencial e integral, contendo as
aplicacdes para serem utilizadas ao longo do contedido com o intuito de facilitar a
compreensdo desses conceitos. Para isso, foi realizada uma andlise e mapeamento
bibliografico no qual buscamos aplicacdes do cdlculo a engenharia. O trabalho, conta
ainda com um capitulo de conhecimentos preliminares ao qual estdo expressos 0s
contetdos de calculo utilizados nas aplicag¢des, e por fim o presente trabalho cumpriu
todos os objetivos elencados ao ser um material de apoio tanto para professores de calculo
que ensinam em cursos de engenharia, quanto para ajudar na escolha de qual engenharia
seguir no segundo ciclo, mostrando as aplicagdes em cada uma das engenharias ofertadas
pelo campus Caratibas para que o discente veja em qual delas ele mais se encaixa.

Palavras-chave: Calculo diferencial e integral. Material de Apoio. Modelagem
matematica.



ABSTRACT

Differential and integral calculus, also called infinitesimal calculus, is a very important
branch of mathematics arising from algebra and geometry, created and developed by
Isaac Newton and Gottfried Wilhelm von Leibniz. The same had a great role in the
development of exact sciences, being until today one of the great pillars of engineering
and physics, that said it is known that there are not many materials with applications of
calculus in engineering so that teachers in the area can use them, together with the
difficulty of many engineering students to understand the concepts of calculus because
they seem a little abstract at first, which creates many difficulties in the first contact. In
view of this, we are going to the importance of creating this material with applications
and mathematical modeling in engineering. The main objective is to create support
material for teachers of differential and integral calculus, containing applications to be
used throughout the content in order to facilitate the understanding of these concepts. For
this, a bibliographic analysis and mapping was carried out in which we seek applications
from calculus to engineering. The work also has a chapter on preliminary knowledge to
which the contents of calculus used in the applications, and finally the present work
fulfilled all the objectives listed by being a support material both for calculus teachers
who teach in engineering courses, and to help in choosing which engineering in the
second cycle, showing the applications in each of the engineering offered by the Caratibas
campus so that the student can see which one he fits best.

Keywords: Differential and integral calculus. Support material. Mathematical modeling.
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1. INTRODUCAO

O Cilculo diferencial e integral, também chamado de cédlculo infinitesimal, € um
ramo muito importante da matematica advindo da dlgebra e da geometria, criado e
desenvolvido por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm von Leibniz. O mesmo teve grande
papel no desenvolvimento das ci€ncias exatas, sendo até hoje um dos grandes pilares da
engenharia e da fisica.

O curso Bacharelado interdisciplinar em ci€ncia e tecnologia (BICT) foi criado
com uma ideia nova de educacgd@o superior no pais, de maneira a melhorar a qualidade do
ensino como também permitir que mais pessoas tenham acesso a ele. Ao concluir o BICT,
o discente tem a possibilidade de escolher uma engenharia a qual queira seguir, o que se
chama de segundo ciclo, diante disso, observa-se a importancia das disciplinas e suas
aplicacdes durante a passagem pelo BICT.

Levando em consideracdo a importancia da modelagem matemadtica aplicada no
célculo diferencial e integral a engenharia no curso de BICT, viu-se que hd uma grande
dificuldade para os professores de usar essas aplicagdes, ja que é pequena a quantidade
de livros de matemdtica que abordam aplicacdes nesse ramo.

Diante dessa dificuldade de se encontrar materiais contendo aplicagdes do
célculo na engenharia, surgiu a necessidade de criar um material de apoio para professores
e alunos, contendo algumas aplicagdes para serem utilizadas ao ministrar as disciplinas
de célculo diferencial e integral, dessa forma, tendo como publico alvo professores nessa
area, estudantes de BICT e estudantes de engenharia no geral, o presente trabalho
abordard os conteudos estudados nas disciplinas de cdlculo, aplicando-os a situa¢des
vistas por engenheiros em diferentes dreas de atuacdo, partindo do principio que o curso
Bacharelado Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia deve permitir uma ampla visdo e
conhecimento na drea das ciéncias exatas. Além disso, esperamos que o material torne a
compreensdo do cdlculo diferencial e integral mais clara, diante situacdes reais do
cotidiano dos engenheiros, de forma a ajudar na escolha, por parte dos discentes, da
engenharia no segundo ciclo.

No capitulo dois temos o referencial tedrico, os principais autores abordados para
fundamentar a pesquisa foram Bassanezi e Biembengut que defendem a modelagem

matematica como instrumento de ensino. No capitulo trés abordadamos a metodologia da
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pesquisa, mostrando como ela foi realizada. No capitulo quatro sdo apresentados os
conceitos matematicos que sdo importantes para as aplicacdes e como base foi utilizado
o livro “O célculo com geometria analitica” de Louis Leithold. Por fim, no capitulo cinco,
foram abordadas as aplicacdes matematicas na engenharia, utilizando como livros base
os livros “Fundamentos da fisica” de David Halliday e Robert Resnick, vol.1 e 2, o livro
“Mecanica vetorial para engenheiros” de Ferdinand P. Beer, E. Russel Johnston Jr., David
F. Mazurek e Elliot R. Eisenberg e para a dltima aplicacao foi utilizado o livro “Calculo

aplicado” de Ron Larson.
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2. REFERENCIAL TEORICO

O curso Bacharelado Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia (BICT) da
Universidade Federal Rural do Semi-Arido, foi criado no dia 03 de julho de 2008, através
do CONSUNI n° 049/2008 (UFERSA, 2014), visando permitir que os ingressantes do
curso possam ser formados através de dois ciclos, sendo o primeiro o BICT e o segundo
o proprio curso de engenharia, cabendo ao préprio discente, diante dos conhecimentos
adquiridos no primeiro ciclo, escolher qual engenharia seguir. Em consonancia a isso, as
aplicacdes e modelagens das disciplinas (principalmente da parte matematica) vistas no
primeiro ciclo sdo importantes para facilitar a escolha do aluno diante o leque de opc¢des
proporcionadas a ele.

O Cdlculo diferencial e integral foi inicialmente idealizado por Isaac Newton e
Gottfried Leibniz de maneira independente. A motivagdo de Newton para descobrir o
célculo infinitesimal era explicar e fundamentar as suas leis do movimento, ja Leibniz
formulou o calculo diferencial e integral com o intuito de atender aos cientistas e as
demandas matematicas da época. Os trabalhos de ambos passaram por muitas grandes
mentes desde entdo, sendo até hoje um dos grandes pilares das ci€ncias, principalmente
para as engenharias.

O Cdlculo segundo Pilling

(...)é a matemdtica dos movimentos e das variagdes. Onde hd movimento ou
crescimento e onde forcas varidveis agem produzindo aceleracdo, o célculo é
a matemadtica a ser empregada. (PILLING, p. 1)

De acordo com Eves (2004, p. 417), “... com essa invengao a matematica criativa
passou a um plano superior e a histéria da matematica elementar essencialmente
terminou”, ele trata a invengao do célculo como um plano superior, visto que mais adiante
em seu texto ele expde “... tém tanto alcance e tantas implicagdes no mundo moderno que
talvez seja correto dizer que sem algum conhecimento deles dificilmente hoje uma pessoa
poderia considerar-se culta.”, dito isso, sabe-se que ao adentrar na disciplina de célculo I
(CI), ela tem como premissa um conjunto de operacdes que sdo as bases para o0s
conhecimentos futuros no curso, sendo elas os limites, as derivadas e integrais, este
primeiro a base para as demais, pois as derivadas e integrais sdo definidas a partir de um

limite, como € visto em CI ao apresenta-los.
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Ao adentrar nos cursos de engenharia, o primeiro contato com o CI conhecendo
os limites, as derivadas e as integrais, percebe-se a importancia da bagagem do ensino
médio, visto que com esses novos conceitos € novos elementos hajam dificuldades caso
o aluno ndo venha a possuir um bom conhecimento de matematica basica.

Os conceitos apresentados na matematica do ensino superior sao muito abstratos
e para a melhor compreensao requer uma s6lida base matemética, dessa forma, mostrando
a importancia de novas maneiras de ministrar o CI de forma interativa facilitando o
entendimento desses novos conceitos que de inicio parecem abstratos

Trazendo a fala da UNIVICOSA

O professor de Calculo I tem importancia imensa na hora de apresentar essa
novidade ao aluno porque, dependendo da maneira de como esse novo
conhecimento é passado, pode encantar ou assustar e fazer o estudante desistir
do curso. (UNIVICOSA, 2015)

Diante disso, de acordo com o relatério escrito pelo setor pedagdgico da
UFERSA, Campus Caraibas (UFERSA, 2019) ao qual levanta dados que mostram
percentualmente a quantidade de alunos aprovados e reprovados nas disciplinas de cada
periodo, nos periodos de 2017.1, 2018.2 e 2019.1, a percentagem de alunos reprovados
na disciplina de célculo I sdo de 70,7%, 59,3% e 47,5% respectivamente que foram os
ultimos periodos presenciais.

Esse dado pode ser explicados, se levarmos em consideragao que o Calculo I é
o primeiro contato dos discentes, ao adentrar no curso, com uma matematica mais
abstrata, além disso, ele depende muito dos conceitos e aprendizados da educacao basica
e, em muitos casos, hd uma defasagem nos conhecimentos de matematica bdsica.

Logo, urge que novas maneiras de ensinar o cdlculo sejam adotadas de forma a
diminuir essa dificuldade. Portanto, é importante que o docente se aproprie de métodos
interativos, como modelagem matematica dos contetidos presentes na engenharia, com o
intuito de despertar a curiosidade e a busca pelo conhecimento na édrea pelos futuros
engenheiros.

A modelagem matematica, como descreve (BASSAZANEZI, 2009) € a arte que
tem a capacidade de converter circunstancias reais em casos matematicos de uma maneira
mais simples e usual, dessa forma, fazendo com que seja mais pratica a compreensao dos
contetdos, sendo também empregadas em diversos campos de estudo como fisica,

quimica e também nas engenharias.
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Madruga e Biembengut (2016, p. 28) retratam também como:

Modelagem € o processo envolvido na feitura de um modelo. Modelo que pode
auxiliar as pessoas a compreender dados, informagdes, a estimular novas ideias
e a prover de uma visdo estruturada e global que inclui relagdes abstratas de
algum fendmeno, ente, ou um processo. O modelo capacita a pessoa observar
e refletir sobre fendmenos complexos, e ainda, a comunicar as ideias a outras
pessoas. (MADRUGA; BIEMBENGUT, 2016, p. 28).

Com isso, ainda segundo Bassanezi, a modelagem além de transformar os
problemas da realidade em problemas matematicos, também permite que a resolugdo seja
através de interpretacdo destes na linguagem do mundo real. (BASSANEZI, 2002).

Conforme Biembengut (1997, p.11)

(...) aauséncia de tépicos aplicados a drea especifica, nos livros de matemadtica,
traz dificuldades aquele que ensina e aquele que deveria aprender, para uma

melhor compreensdo pratica daquilo que estéd sendo exposto. (1997, p.11)

Com vistas a realidade do curso de BICT e pensando nas disciplinas de cdlculo
diferencial e integral ofertadas, a partir do exposto pelo autor temos a necessidade do uso
da modelagem matemdtica como metodologia no decorrer do primeiro ciclo, com o
objetivo de melhorar a compreensao dos contetdos pelos discentes e também facilitando
o repasse destes pelos docentes, desta forma, ter as aplica¢des referentes a situagdes reais
da prépria engenharia permitindo também uma visdo clara do que esperar no segundo

ciclo.
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3. METODOLOGIA

Primeiramente, foi realizada uma pesquisa de carater bibliografico, fazendo um
mapeamento, ou seja, uma busca de aplicagdes do cdlculo na engenharia, como € descrito
no tema do presente trabalho, também foram buscados artigos e livros que expressassem
a importancia da modelagem matematica no ensino do célculo na engenharia com o
intuito de referenciar e justificar o presente trabalho.

Foram analisadas diversas obras, com o intuito de dar suporte a pesquisa e
sempre focando no uso da modelagem matemadtica, que é uma metodologia de ensino e
aprendizagem onde sdo trabalhadas situagdes do cotidiano como base de contextualizacio
para a posterior aplicacdo dos conteidos matematicos.

Dentre essas obras foram analisados livros didaticos e artigos académicos
voltados para essas aplicacdes e mediante essa andlise foi realizado um compilado das
aplicacdes mais importantes, juntamente com a modelagem do problema.

Nos materiais pesquisados foram obtidas aplicacdes nos livros de fisica, cdlculo
e de engenharia utilizados na graduacao e dentre eles foram extraidas aplicagdes voltadas
para as engenharias mecanica, civil e elétrica, visto que sdo as dreas ofertadas no campus
Carauibas. Dessa forma, foi concluida a criacdo do material de apoio com o intuito de
facilitar o ensino e a aprendizagem do cdlculo diferencial e integral utilizando a

metodologia de modelagem matemadtica para engenheiros.
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4. PRELIMINARES

Tomando como base o livro “O calculo com geometria analitica” (LEITHOLD,
1994), vamos definir os conceitos preliminares de limites, derivadas e integrais, de forma

a melhorar a compreensdo das aplicacdes que serdo apresentadas em seguida.

4.1 LIMITES
4.1.1 DEFINICAO

Considere a fungdo real f dada por:

FO) = w

A funcgdo estd definida para todo x real, exceto para x = 1. Vamos observar os

valores da fun¢do quando tomamos valores de x muito préximos de 1, na tabela 1 estdo

expressos os valores de x préximos e maiores que 1 e os respectivos valores de f{x).

Tabela 1 - Valores de x préximos e maiores que 1 e o respectivo f{x)

x 2x2+x-3
fx) = —_1
1,5 6
1,25 5,5
1,1 5.2
1,01 5,02
1,001 5,002

Fonte: Leithold, 1994.

Tabela 2 - Valores de x préximos e menores que 1 e respectivo f{x)

x 2x2+x-3
f(x) = —_1
0,5 4
0,75 4,5
(),9 4.8
0,99 498
0,999 4,998

Fonte: Leithold, 1994.
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Ao observar esses valores, pela tabela 1 a2 medida que os valores de x se
aproximam de 1, por valores maiores que 1, os valores de f{x) se aproximam 5. J4 na
tabela 2 quanto mais os valores de x se aproximam de 1, por valores menores que 1, os
valores de f(x), ainda se aproximam de 5. Esse exemplo € importante pois mesmo que a
funcdo ndo exista naquele ponto ela vai existir em pontos bem préximos a ele e ao tomar
valores muito préximos de 1, os valores de f{(x) estardao também suficientemente préximo
de 5, tanto quanto desejarmos. Podemos traduzir essa ideia de proximidade a partir do
conceito de distancia, dessa forma, podemos tornar o valor absoluto da diferenca entre
f(x) e 5 tao pequena o quanto desejarmos, desde que o valor absoluto da diferenca entre
os valores de x e 1 seja suficientemente pequeno, ou seja, |f(x) — 5| pode se tornar tdo
pequeno quanto desejarmos tomando |x — /| suficientemente pequeno, porém f{x) nunca
serd 5, pois a fungdo ndo existe em x = 1.

Para mensurar essas diferencas usaremos letras gregas, € (épsilon) e o (delta),
dessa forma, por definic@o, para todo € positivo existe um 6 escolhido apropriadamente,
tal que se |x — 1| < & e |x — I|#0 entdo |f(x) — 5| serd menor que €, deixando claro que o
tamanho de 6 depende €. Pode-se escrever, dado um niimero positivo qualquer €, podemos
tornar [f{x) — 5|< € tomando |x — /| suficientemente pequeno, isto ¢, existe um nimero &
positivo suficientemente pequeno, tal que

Se 0 < |x— 1| < § entdo [f(x) — 5|< €.
Poderiamos prosseguir e atribuir a € qualquer valor positivo, a fim de encontrar
um valor adequado para J, de tal forma que se |x — /| for menor do que d e x # 1 (ou |x —
1]>0), entdo [f(x) — 5| serd menor que €. Agora, como para todo € > 0 podemos encontrar
um d > 0, tal que se 0 <|x — /| < §, entdo |f{x) — 5| < €, logo, baseado nessa ideia podemos
definir formalmente limite.
Seja f uma funcgdo real definida para todo nimero em algum intervalo aberto
contando a, exceto possivelmente no proprio nimero a. O limite de f{x) quando x tende a
a serad L, escrito como:
lim f(x) =L
xX—a

Se a seguinte afirmativa for verdadeira:

Dado € > 0 qualquer, existe um 6 > 0, tal que

Se 0 < |x—a| < 8§ entdo |f{x) — L| <e.

Dessa forma, voltando ao exemplo, teremos que:
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Podemos fatorar a funcdo e chegar em
_(@x+3)(x—-1)

f(x) G- D
Dessa forma, se x # 1, podemos dividir o numerador ¢ o denominador por (x -1), tendo:
f(x)=2x+3

Dado um €, queremos encontrar um 6 adequado
Desse modo, queremos mostrar que:
Se0<|x—1| <dentio|f(x)—5|<e
Ou seja,
Se|x—1| <dentdo |(2x+3) —5|<e
Como f(x) = 2x + 3, temos:
lf (x) = 5] =1(2x + 3) — 5]
= |2x — 2|
=2|x —1]|.
Queremos determinar um 6 > 0, tal que
se0 < |x—1| < dentio|f(x)—5|<e€
<=>sel0<|x—1|<b8entio2|x—1| <e

1
<=>seO<|x—1|<6entéo|x—1|<§6

. . . . 1 , . , . ~ .
Essa afirmativa indica que J€¢ satisfatorio. Entdo com essa escolha de o temos o seguinte

argumento:
0<|x—-1]<$¢
=>2|x—1| <26
=>[2x —2| <26
=>|(2x+3) -5/ <28
=> |(f(x) = 5| <€, Pois § = ¢
Com isso, mostramos que
Se0<|x—1|<6entéo|f(x)—5|<%6. (D

Assim, qualquer nimero menor que 6 podera ser usado no lugar de e ser o o requerido.

Portanto, se 0<y <6 sendo (1) Verdadeira, podemos afirmar que para todo nimero x que

satisfaga essa desigualdade, satisfard também 0 < |x — 1| < §
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Pela tabela 1, percebe-se que a medida em que o x se aproxima de 1, o f{x) se
aproxima de 5, de modo que 0 < |x— 1| < 0,1 entdo [f(x) — 5| < 0,2, ou seja, dado um € =
0,2 existe um 6 = 0,1, semelhantemente se eu tenho um

0 <|x—1] < 0,01, terei um |f{x) — 5| < 0,02, dado um dado um € = 0,02 tomamos
um 6 = 0,01, pois quanto mais pegarmos valores préximos de 1, o f{x) assume valores
proximos de 5.

Dessa forma, afirmamos que o limite de f(x) quando x tende a 1 € igual a 5 ou,
em simbolos

}Ci_r)r} fx)=5
Observa-se que nessa equagao hd o sinal de igualdade, porém f{x) ndo assume o valor de
5 para nenhum valor de x, o sinal de igualdade é apropriado pois o primeiro membro é
descrito como
lim f (x)
Mas € evidente que f{x) possa se tornar tdo proximo de 5 quanto desejarmos, tomando x
suficientemente préximo de 1 e essa propriedade da fun¢do f nao depende de fato de f

estar definida em x = /. Esse valor nos permite distinguir entre lirrll f(x) e o valor da
X—
funcdo 1, ou seja, lirr% f(x) =5, porém f{1) ndo existe, consequentemente, queremos
X—

0<|x — 1|, pois estamos interessados nos valores de x proximos de 1 e ndo necessariamente

igual a 1.

4.1.2 TEOREMAS DE LIMITES DE FUNCOES

A seguir temos o0s principais teoremas que auxiliam na resolug¢do de limites:

D Se m e b forem constantes quaisquer,
lim(mx+b) =ma+b
x—a
1I) Se ¢ for uma constante, entdo qualquer nimero a,
limc=c
x—a

111) limx =a
xX—a

IV)  Selim f(x) =L elimg(x) = M, entdo
x—->a x—a

}Cigrgl[f(x) Tg)]=LtM
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V) Se lim f;(x) = Ly, lim f5,(x) = L, ..., lim f,(x) = L, logo
xX—a x—a x—a

m[f () + fo00) + o4 o] = Ly + Ly + 4 Ly

VI) Selim f(x) =L elimg(x) = M, entdo
x—a x—a

lim[f(x).g(x)] = L.M

VII) Se lim f;(x) = Ly, lim f,(x) = L,, ..., lim f,,(x) = L,, logo
xXx—a x—a x—a

chl_r)rcll[ﬁ(x) f2(x0) o fu(X)] = LyL; ... Ly,

VIII) Se lim f(x) = L e n for um inteiro positivo qualquer, entdo
xX—a

lim[f()]* = L

x—-a

IX) Selimf(x) =Lelimg(x) =M, entdo
x—a x—a
o f) L
1M = SeM#0

X) Se n for um niimero inteiro positivo e lim f(x) = L, entdo
x—a

lim VFG) = VL
XI) lim f(x) = L, se, e somente se, lim[f(x) — L] =0
xX—>a xX—a

XII) lim f(x) = L Se e somente se 1tin(} f(t+a)=L
xXx—a -

4.1.3 LIMITES LATERAIS

Seja f uma funcdo que estd definida em todos os nimeros de algum intervalo aberto (a,
¢). Entdo, o limite de f(x) quando x tende a a pela direita é L, e escrevemos:

SRS =t
Se para todo € > 0, existir um 6 > 0 tal que:

Se 0 <x—a<3dentdo |f{x) —L| <e
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Da mesma forma
Seja f uma funcdo que estd definida em todos os nimeros de algum intervalo aberto (d,
a). Entdo, o limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda é L, e escrevemos:

lim f(x) =1L

x-a
Se para todo € > 0, existir um & > 0 tal que:

Se0<a-x<3dentdo |f{x) - L| <e.

O resultado a seguir é fundamental na solu¢cdo de muitos limites:

I lim f(x) Existe e serd igual a L se e somente se:
x—a
lim f(x) =1L
x—a*t
lim f(x) =1L
x—a

Isto €, se os limites laterais existirem e forem iguais a L.

4.1.4 LIMITES INFINITOS

Seja f uma funcdo real definida em todo intervalo aberto I contendo a, exceto
possivelmente o préprio a. Quando x tende a a, f(x) cresce indefinidamente, e escrevemos,
lim f(x) = 4o

x—a
Se para qualquer ndimero N > 0, existir um 6 > 0, tal que se 0 < |x — a| < & entdo
f(x) > N.

“Ou seja, os valores de f(x) crescem indefinidamente quando x tende a um
ndmero a, se f{x) puder se tornar tdo grande quanto desejarmos para todos os valores de
x suficientemente préximos de a, mas ndo iguais a a”’.

De mesmo modo, seja fuma funcio definida em todo intervalo aberto I contendo
a, exceto possivelmente o proprio a. Quando x tende a a, f(x) decresce indefinidamente e

escrevemos,
lim f(x) = —o
x—a
Se para qualquer nimero N <0, existir um 3>0, tal que se 0 < |x - a| < 8 entéo
f(x) < N.
A seguir temos resultados referentes a limites infinitos:

D Se r for um numero inteiro positivo qualquer, entdo
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1 m — = +00
) x_)0+ x?" +
.1 —oo ser for impar
ii) lim ==
x-0" X +oo ser for par

11) Se a for um nimero real qualquer e se lim f(x) =0 e lim g(x) = c,
x—a x—a

onde ¢ € uma constante nio nula, entdo

1) Sec> 0e sef(x) — 0 por valores positivos de f{x)
x
i) Se c> 0esef(x) — 0 por valores negativos de f{x)
im M = —
x-a f(x)
iii) Se ¢ < 0e sef(x) — 0 por valores positivos de f{x)
im M = —
x-a f(x)
iv) Se ¢ < 0e sef(x) — 0 por valores negativos de f{x)
x
I i = o
I10)
i) Se )lcl_r)rtll f(x) =+ ¢ J1Ci_r)r(11g(x) = ¢, onde ¢ é uma constante

qualquer entao
limlf () + g ()] = +oo
i) Se chl_r)r}l f(x)=— ¢ Jlci_r)l(qlg(x) = ¢, onde ¢ é uma constante
qualquer entao
lim[f () + g ()] = —oo
IV) Se )l{l_r)r(ll f(x) =+ e 3151—I>% g(x) = ¢, onde ¢ é uma constante ndo-nula,

entao

i) Sec>0, )lci_r)rcllf(x).g(x) = 400
ii) Sec< O)lci_r)‘rcllf(x).g(x) = —00

Os teoremas também sdo validos se “x—a” for substituido por “x—a*” ou “x—a™
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4.1.4.1 ASSINTOTAS VERTICAIS

Os limites infinitos sdo aplicados para encontrar assintotas verticais de um
gréfico, se elas existirem, de modo que dada uma funcao f, as assintotas verticais sao retas
verticais que delimitam o gréafico, de modo que as assintotas verticais sdo paralelas ao
eixo y, dessa forma, formalmente temos:

A reta x = a serd uma assintota vertical do gréfico da funcdo f, se pelo menos uma das
afirmativas for verdadeira:
i) lim f(x) = 4o
x-at
ii) lim f(x) = —o
x-at
iii) lim f(x) =+
x—->a~
iv) lim f(x) = —o0
x->a~

4.1.5 LIMITES NO INFINITO

Seja f uma fungdo definida em um intervalo (a, +<) o limite de f{x) quando x
cresce indefinidamente € L, e escrevemos:
A f0 =1
Se para todo € > 0, ndo importa qudo pequeno, existir um nimero N > 0 tal que se x > N
entdo |f(x) -L| < €
E seja f uma fun¢do definida em um intervalo (-o3 a) o limite de f{x) quando x
cresce indefinidamente € L, escrevemos:
lim f(x) =1L
x—>—00
Se para todo € > 0, ndo importa quao pequeno, existir um nimero N < 0 tal que se x < N
entdo |f(x) -L| < €.

A seguir um teorema que nos ajuda com limites no infinito:

D Se r for um ndmero inteiro positivo qualquer, entdo
. o1
i lim —=
) x—+00 X7
o1
1i) lim —==0
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4.1.5.1 ASSINTOTAS HORIZONTAIS

Os limites no infinito sdo aplicados para encontrar assintotas horizontais de um
gréfico, se elas existirem, de modo que dada uma funcdo f, as assintotas horizontais sao
retas horizontais paralelas ao eixo x, assim, formalmente temos:

A reta y = b é denominada assintota horizontal do grafico da funcdo f se pelo

menos uma das seguintes afirmacdes for valida:

i) liIJ’I_l f(x) = b e para um nimero N, se x > N, entdo f(x) # b
X—>+ 00

i) lim f(x) = b e para um nimero N, se x < N, entdo f(x) # b
xX——00

4.1.6 LIMITES E CONTINUIDADE

Ao falar sobre limite, ¢ importante mencionar as fun¢des continuas, ja que essa
€ a classe mais importante das fun¢des estudadas em cdlculo, e a continuidade de uma
funcdo € dada pelas seguintes condi¢des:

Para uma funcdo f{x) ser continua em um nimero qualquer a:

1) f(a) deve existir,
i) lim f(x) deve existir e
xX—a

iii) lim f(x) = f(a)
n—->oo
Caso uma ou mais de uma dessa condi¢des sejam descumpridas para o nimero a, f € dita

descontinua em a.

4.2 DERIVADA E A DERIVACAO

42.1 DEFINICAO

Virios problemas no calculo usam como premissa a reta tangente ao grafico de
uma funcio f, em um ponto. A reta tangente é determinada por sua inclinagdo e pelo ponto
de tangéncia, dito isso, a derivada nos da a inclinacdo da reta tangente a curva, em
determinado ponto. Sabendo disso, é importante definir a reta tangente, logo, considera-
se uma fun¢do f ao qual esteja definida em um intervalo I e nesse intervalo esteja um

ponto P(x;,f(x;)) e também seja continua em x; , considera-se também outro ponto Q(x>,
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f(x2)) de forma que ele também esteja no intervalo / e com isso sejam tracadas retas que

ligam P e Q como € mostrado na figura 2 abaixo:

Figura 1- Retas Secantes Ligando P e Q

P(x1, (f(x1))

Fonte: Leithold, 1994 adaptado

Dizemos que qualquer reta que passe pela curva ligando dois pontos que estejam no
mesmo intervalo € chamada de reta secante, sabendo disso podemos denotar a diferenca
entre as duas coordenadas de x, 0 x; € x2 como:

Ax = x5 — x4
Essa notagdo trata-se de uma variacdo na abcissa da fun¢ao e ¢ chamada de “incremento

de x”. Na figura 3 podemos visualizar a reta secante PQ que passa pelos pontos P e Q:

Figura 2 - Expressando matematicamente a inclina¢@o da reta secante PQ

Y

ICOEYICN

P(x1, (f(x1))

Fonte: Leithold, 1994 adaptado
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Através do grafico a inclinagdo da reta secante PQ pode ser obtida por:
—— f(x2) = f(xy)
Fe Ax
Considerando que a reta nao seja vertical podemos descrever x; = (x;+4x), logo temos:
S [y + Ax) — f(x1)
Fe ™ Ax

Tendo definido isso, torna-se o ponto P fixo e o ponto Q mével, de forma que o ponto Q

tende a se mover o mais proximo possivel do ponto P, ou seja, a variacdo Ax ird tender a
zero a medida que Q tende a se aproximar de P, dessa forma com a reta secante girando
em torno do ponto P, haverd uma posicdo limite dessa reta, essa posicao limite serd
definida como a reta tangente a fem P, ou seja, o limite da reta secante PQ quando temos
Ax tendendo a 0, levando em consideragdo que esse limite existe e a existéncia desse
limite com x=x; nos permite definir a inclinacdo da reta tangente a f em P como a

derivada:
f(xg +4x) = f(x)
Ax

Considerando a existéncia desse limite a reta x = x; se:

[l +4Ax) — f(xy)
m

= 400 ou — o
Ax—0* Ax

Dmn) = Jim

I flxy + Ax) — f(xy1)
im

Ax—0~ Ax

= 400 ou — 0

Se nenhuma dessas condi¢des forem verdadeiras, entdo ndo existird reta tangente ao
gréfico de f, no ponto P(x;, f(x1)).

Definido a reta tangente, podemos dizer que a derivada € a inclinacdo da reta
tangente a curva em que o valor de x esteja em qualquer nimero do dominio de f, dizemos

que a derivada é denotada como f’(x):

flx +4x)—f(x )
Ax

’ .
x) = lim
fx) = lim
Se esse limite existir.

Dessa forma, Sendo x; um determinado nimero no dominio de f, entao

flxy + 4x) — f(xq)
Ax

fx) = lim
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Outras notac¢oes podem ser usadas para representar a derivada da fung¢do y = f{x), como

d ’
ﬁ ouy
Chamando f(x; + 4x) — f(x ) de Ay
Substituindo o 4y na f” temos:

dy__r Ay
dx AalcTo Ax

y - . , - .
Lembrando que ﬁ ndo € um quociente, € apenas uma notacdo para derivada! Para melhor

visualizacdao podemos dizer que:
d
b))

Lé-se como “a derivada de y em relagdo a x”.

4.2.2 DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

Dada uma funcio f e ela seja derivavel, entdo f” serda chamada de derivada
primeira de f. Também chamada de fun¢do derivada primeira, de mesmo modo se a
derivada da funcdo f~ existir, denota-se f”’ e é chama de derivada segunda de /', também
chamada de funcdo derivada segunda, se f’’ for derivdvel, tem-se a derivada terceira de
f denota-se f°”’, ou funcdo derivada terceira. Dito isso, dada a existéncia da enésima
derivada de f e n um nimero inteiro positivo maior do que 1, é a derivada primeira da

derivada (n - 1)ésima de f. Denotamos a derivada de f™~* por /™.

4.2.3 VALOR FUNCIONAL MAXIMO E MINIMO.

1)) A funcdo fterd um valor maximo relativo em c se existir um intervalo aberto
contendo ¢, no qual f{x) esteja definida, tal que f{c) > f(x) para todo x nesse
intervalo.

Semelhantemente a isso:

I0) A funcdo fterd um valor minimo relativo em c se existir um intervalo aberto

contendo ¢, no qual f{x) esteja definida, tal que f{c) < f(x) para todo x nesse

intervalo.

Dessa forma:
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Se f tiver um maximo relativo ou um minimo relativo em c, entdo dizemos que f tem um

extremo relativo em c, logo temos o teorema:

111)

IV)

V)

VI)

VII)

VIII)

4.2.4

resolver

1) Se f{x) foi definida para todos os valores de x no intervalo aberto (a, b)
e se ftiver um extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b, entdo f’(c) =0,
se f(c) existir.

Se ¢ for um nimero do dominio da fun¢do f'se f’(c) = 0 ou f’(c) ndo existir,

entdo c serd chamado de nimero critico de f.

A fungfo f terd um valor maximo absoluto num intervalo, se existir algum

nimero ¢ no intervalo, tal que f{c) > f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso,

f(c) serd o valor maximo absoluto de f no intervalo.

A fungdo f terd um valor minimo absoluto num intervalo, se existir algum
nimero ¢ no intervalo, tal que f(c) <f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso,

f(c) serd o valor minimo absoluto de f no intervalo.

f(c) sera o valor mdximo absoluto da func¢ao f se c estiver no dominio de f e se

f(c) > f(x) para todo x no dominio de f.

f(c) seréd o valor minimo absoluto da func¢ao f s\e ¢ estiver no dominio de f'e

se f(c) < f{x) para todo x no dominio de f.

Se a funcido f for continua no intervalo fechado [a, b] entao f terd um valor

maximo absoluto e um valor minimo absoluto em [a, b].

TEOREMAS DA DERIVADA

Conhecido a derivada por defini¢cdo, vamos conhecer os teoremas, visto que

derivada por defini¢cdo ndo € uma das coisas mais simples, pensando nisso os

matematicos foram desenvolvendo teoremas de modo que tornasse mais facil calcular

derivada

D

, logo:

A derivada de uma constate seja igual a zero, ou seja:
Sef(x)=C
Entdo f'(x) =0
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1) Se f(x)= x" e n for um niimero inteiro positivo, entdo
f'(x) =nx""!

III) A derivada do produto de uma constante por uma fun¢do € igual ao produto

da derivada dessa fungdo pela constante se ela existir, ou seja:
g(x) =cfx)
g9' () =cf'(x)

IV)  Se uma funcdo for igual a soma de outras duas funcdes, a derivada dessa
primeira serd igual a soma das derivadas se elas existirem, vale também para
uma soma de um nimero finito de fungdes, mas todas as derivadas devem
existir, ou seja:

Se h(x) = f(x) + g(x)
Entdo h'(x) = f'(x) + g'(x)
V) A derivada de uma fun¢do que € igual ao produto de outras duas fungdes é:
Se f(x) = g(x)h(x)
Entdo f'(x) = g'(x)h(x) + h'(x)g(x)

VI)  Se uma func¢ao for igual ao quociente de outras duas fungdes, faz-se:

Se f(x) =%

h(x)g' (x)—g(x)h(x)
[h(0)]?

Entdo f'(x) =

VII) Se:
f(x) = x™™, com x diferente de 0

Entdo f'(x) = —nx™"71

4.2.5 DERIVADA DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

As derivadas de funcdes trigonométricas foram definidas a partir das identidades
trigonométricas, porém € importante conhecer algumas derivadas, dentre elas o do seno,

cosseno e a da tangente:

Tabela 3 - Derivadas das principais fungdes trigonométricas

Jf(x) )
senx cosx
cosx —senx

tgx sec?x
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Fonte: Autoria propria, 2022

Conhecendo-as basta aplicar os teoremas do tdpico 4.2.2 e serd possivel encontrar

qualquer derivada trigonométrica.

4.2.6 REGRA DA CADEIA

Ao estudar matematica, desde o ensino médio se estuda as funcdes compostas,
assim como as demais, elas também tem o préprio método de derivacdo, que foi definida
como regra da cadeia dada uma fun¢do composta

fog(x)
A derivada dessa funcdo composta pela regra da cadeia se da por:
fog'(x) = f'(9(x))g'(®)
S6 que para ser possivel a utilizagdo desse método, algumas condi¢des devem ser levadas
em consideracao
1) g deve ser derivdavel em x
ii) fdeve ser derivavel em g(x)

Com a satisfagdo dessas condicdes, a fun¢do composta fog serd derivavel em x.

4.3 INTEGRACAO E A INTEGRAL DEFINIDA

4.3.1 ANTIDIFERENCIACAO, A ATIDERIVADA E TEOREMAS

De inicio vamos falar a respeito da antidiferenciacao, que € a operagdo inversa
da diferencia¢do, de modo semelhante as operagdes inversas adi¢do e subtra¢do, como
também a potenciacdo e a radiciacdo, assim falemos de antiderivada, o primeiro teorema
diz que:

1)) Uma funcdo F serd chamada de antiderivada de f em um intervalo 7, se F''(x )=

f(x) em x de intervalo 1.

Notemos que
II) Dadas duas fungdes 4 e f de modo que 4’(x) = f’(x) para todo x no intervalo I,
haverd uma constante arbitraria C

h(x)=fx)+C
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IlI)  Tendo F com a antiderivada particular de f em um intervalo /, toda antiderivada
de f nesse intervalo serd da forma:
F(x) + C, onde C é uma constante
Dessa forma, a antidiferenciacio € o processo de encontrar o conjunto de todas as

antiderividas de uma determinada fun¢do, escrevemos,
ff(x)dx =F(x)+C

V) [dx=x+C
V) Se houver uma constante que estd multiplicando uma fun¢do, a constante pode

sair da antiderivada e continuar a antidiferencia¢do da fun¢do normalmente:

f af G)dx = a f F(0)dx = aF(x) + C

VI)  Dada duas fungdes fi(x) e f2(x), a antiderivada da soma de funcdes vai ser igual a
soma das antiderivadas das fungdes, se elas estiverem definidas no mesmo

intervalo

[1he+ peotax =

[ AGax+ [ £ coax

VII) Semelhantemente aos teoremas V e VI, se houver constantes multiplicando duas
funcdes definidas no mesmo intervalo, a constante saird da antiderivada e havera

a soma das antiderivadas das fungdes

[1afit+ @ ax =

alffl(x)dx+a2ff2 (x)dx

VIII) Dada uma funcao f(x)=x", a antiderivada dessa funcao se daré de forma:

n+1
n — —
fx dx n+1+C,paran¢ 1

4.3.2 ANTIDIFERENCIACAO DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

A antiderivada das fun¢des trigonométricas seguem o mesmo raciocinio que os

teoremas acima citados para a derivada dessas fungdes, de modo que pela Tabela 3 tem-
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se as derivadas, semelhantemente temos as antiderivadas na Tabela 4 que é a operacdo

inversa a derivada

Tabela 4 - Fungdes trigonométricas e suas antiderivadas

Jx) f f(x)dx
senx -cosx + C
cosx senx + C
Sec?x tgx + C
Cosec’x -cotgx + C
secxtgx Secx +
cosecxcotgx -cosecx + C

Fonte: Autoria prépria, 2022

Dessa forma, utilizando as antiderivadas do quadro e conhecendo as identidades

trigonométricas € possivel calcular as antiderivadas das fungdes trigonométricas.

4.3.3 AINTEGRAL E O CALCULO DA AREA

Desde o ensino fundamental se estuda sobre drea dos poligonos, de modo que as
formulacdes que sdo apresentadas ja sdo prontas e apenas para formas bem definidas,
como circulo, triangulo, quadrado e entre outros e para formas mais distintas que nio
tenham formulacdes prontas, dividir a figura em formas conhecidas é um método de
facilitar o calculo dessa drea, porém para figuras mais complexas como a drea de uma
regido delimitada por uma curva qualquer, por exemplo, seria muito dificil chegar num
valor proximo de sua area real utilizando as formulacdes de poligonos regulares, com isso
podemos definir a integral definida pois falando grosseiramente a integral nada mais é
que um limite de um somatdrio de n pedacgos infinitesimais, ou seja, pedagos muito
pequenos de modo que o somatorio dessas n dreas dos n pedacos se aproxime da drea de
qualquer figura plana, ou seja a integral calcula a drea da figura abaixo da curva.

Dada uma curva dada pelo grafico de uma fun¢do y=f(x), formando uma regidao
delimitada pelo eixo x e as retas x=a e x=b de modo que f seja continua nesse intervalo

[a, b], queremos descobrir a drea dessa regido plana, o a regido esta expressa na figura 4.
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Figura 3 - Grafico mostrando o método para encontrar a drea abaixo da curva

y

p»

=Xy X e X x,=b

Fonte: Autoria prépria, 2022

Para encontrar essa area faz-se semelhante como € para encontrar a drea de um circulo,
através de um limite de das areas de poligonos regulares inscritos quando o nimero de
lados cresce indefinidamente, dessa forma primeiro divide-se a regiao em n subintervalos,
em uma forma conhecida como retangulo, dividindo esses n subintervalos de maneira

igual e o chamaremos de Ax a base de cada retangulo, de forma que
b—a
n

Ax =

E os extremos desses subintervalos sendo denotados por xo, x7,X2,...,X, onde xo=a, x;= a
+ Ax,..., xi=a+idx,...,xp,-1=a+(n-1)Ax, x,=b de forma que [x:.;, xi] € 0 i-ésimo subintervalo,
como f € continua no intervalo fechado [a, b] ela também € continua em todos os
subintervalos, dessa forma considere no i-ésimo subintervalo seja C; o valor minimo
absoluto de f no subintervalo [x;;, x;], ao considerarmos n retangulos inscritos com cada
subintervalo contendo um valor minimo absoluto, o f{c) de cada subintervalo serd a altura
dos nossos retangulos e o0 Ax o comprimento, dessa forma temos que a drea da Figura 3
pode ser expressa por:
Sp = f(CAx + f(CAx + -+ f(C)Ax + -+ f(C,)Ax

Ou expresso como somatorio

Sn = zn: f(C)Ax

i=1
Pela Figura 3 vemos que para encontrar um valor que se aproxime melhor da area dessa

regido podemos aumentar o niimero de subintervalos de maneira que aumente o nimero
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retangulos inscritos e cubram uma maior drea, dessa forma, sendo f continua num
intervalo [a, b], se n crescer indefinidamente, os valores de S, tendem a um limite, que é
a definicdo da medida da drea da regido.

Assim, com n crescendo indefinidamente podemos expressar o valor da drea como:
n
A= lim Z F(C)Ax
n—+oo
i=1

E possivel também encontrar o valor da 4rea através de retingulos circunscritos
de forma que:

n—-+oo
i=1

Onde f{d;) é o valor maximo absoluto de fem [x;.;, xi]

4.3.4 A INTEGRAL DEFINIDA

Para definir a integral definida, usa-se o mesmo principio para o célculo de drea
via limite, dada uma funcdo em um intervalo fechado, serd divido também em n
subintervalos, porém os intervalos ndo serdo necessariamente equidistantes, ou seja, 0s
retangulos ndo possuiram necessariamente a mesma base.

Seja f uma fungao definida no intervalo fechado [a, b], dividia em n intervalos,
de modo que xo= a, x,=b € xi, X2, ..., Xo-; S€Jam 0s pontos intermedidrios mas para isso
teremos que xp <x;< x2< ...< Xp7 < X, como ja descrito eles ndo serdo necessariamente
equidistantes e chama-se de 4;x o comprimento do primeiro subintervalo de modo que
A1x =x1 — X0, do mesmo modo que A>x =x2 — x; sendo assim em todos os subintervalos,
de forma que o i-ésimo subintervalo seja 4ix e descrito como 4ix =x; — x;.;,0 conjunto de
todos esses subintervalos denota-se particdo do intervalo [a, b] e utiliza-se A para
representar essa particdo e nessa particao que contém n subintervalos terd pelo menos um
que serd maior ou igual que os demais e esse subintervalo da particdo € denominada
norma, e expressa por ||A|. Conhecendo a norma e a particao, deve-se escolher um ponto
& dentre os subintervalos, de modo que x;.1< & < xje f{&) seja a altura do retangulo no i-
ésimo subintervalo, fazendo o mesmo para os n subintervalos, consideremos a soma do

produto da parti¢dao pelo que chamamos de altura do retangulo, logo:

if(fi)ﬂix
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Essa soma € denominada soma de Riemann

Figura 4 - Demonstracdo de como sdo particionadas para as somas de Riemann

y

ri|mmmm e

Fonte: Autoria prépria

Dessa forma, seja f a funcdo da figura 4, e que essa funcdo seja definida no intervalo [a,
b]. Entdo, f serd integravel em [a, b] se existir um nimero L satisfazendo a seguinte
condicdo: para todo € > 0, existe um 6 > 0 que toda particdo A para qual ||A|| <0, com &;

no intervalo fechado [x;;, x;],i=1, 2, 3, ... ,n, temos:

n

Zf(fi)ﬂix —L

=1

Nessas condigdes teremos:

||1Ai|r|§0;f(fi)ﬁix =L

Com isso, por defini¢do sendo f definida no intervalo [a, b], entdo a integral definida de

fdeaatéb é:

lajl-

fbf(x)dx = limoif(fi)ﬂix =L

Dada a existéncia do limite, sendo o simbolo [/ chamado de sinal de integragdo.
Partindo para os principais teoremas temos que:

D Se a funcdo for continua no intervalo [a, b] ela € integravel nesse intervalo.
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Dada uma regido limitada por uma funcao f{x), x =a e x=b sendo continua no

intervalo [a, b], a drea dessa regido serd dada por:

b
A= f f(x)dx
Sea>b,
f;f(x)dx = - f;f(x)dx se f:f(x)dx existir.

Se f(a) existe
a
f flx)dx=0
a
Se K for uma constante qualquer
b
j Kdx = K(b — a)
a

Para K uma constante qualquer e f(x) uma funcao integravel no intervalo [a,

b]
b b
f Kf(x)dx = Kf f(x)dx
a a
Dada a soma de duas fungdes f+g, sendo ambas integraveis no intervalo [a, b]
b b b
[ 176+ g@alax = | rax+ [ g ax
a a a
Se a fungdo f for integrdavel nos intervalos fechados [a, b], [a, c] e [c, b], temos:

fbf(x)dx = fcf(x)dx + J.bf(x)dx

Com a<c<b.

Se f for integravel num intervalo fechado contendo os nimeros a,b e ¢ entao:

b c b
[ 176+ g@alax = [ foax+ | gy ax

N3ao importando a ordem de a,b e c.
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4.4 TEOREMAS FUNDAMENTAIS DO CALCULO

Ao formular o célculo de maneira independente, Newton e Leibniz no século
dezessete mostraram e provaram como o cdlculo pode ser utilizado para encontrar e
calcular a 4rea de uma regido que estd sendo delimitada por uma curva ou um conjunto
de curvas através da determinacdo de uma integral definida por antidiferenciacdo e para
isso, foram utilizados os procedimentos chamados “Teoremas Fundamentais do calculo”.

Dessa forma, teremos:

4.4.1 PRIMEIRO TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Seja f uma fun¢do continua no intervalo fechado [a, b] e seja x qualquer niimero

em [a, b]. Se F for uma fun¢do definida por:

Fix) =[; f(t)dt
Entdo,
F'(x) = f(x)
Se x = a; a derivada acima pode ser a derivada a direita e se x = b, a derivada pode ser a

derivada a esquerda.

4.4.2 SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado [a, b] e seja g uma funcdo tal
que:
g'(x) = f(x)
Para todo x em [a, b], entdo,

b
[ 9= 90 - @

a

Se x = a, a derivada g’(x) pode ser uma derivada a direita, e se x = b, a derivada g’(x)

pode ser uma derivada a esquerda.



39

5. APLICACOES DO CACULO NA ENGENHARIA

Algumas aplicacdes sdo essenciais para os engenheiros, dentre elas a Forca,
aceleracdo, velocidade, carga, corrente, entre outras. Essas aplicagdes sdo base para quase
todos os conteddos vistos ao decorrer dos cursos, além de serem ponto de partida para
outras mais especificas. Portanto, seguem algumas aplica¢des do célculo referente aos

diferentes ramos da engenharia:
5.1 CORRENTE ELETRICA E CARGA (ENGENHARIA ELETRICA)

(HALLIDAY, 2012) define corrente elétrica como “movimento das particulas
carregadas”, porém, ele afirma também que apesar desse movimento, nem todas as
particulas que passam, produzem essa corrente, visto que para que isso ocorra, €
necessario um fluxo de cargas, por defini¢do, a corrente é a taxa de variacdo das cargas
pelo tempo (HALLIDAY, 2012), dessa forma, matematicamente falando, uma taxa de

variacdo remetemos a derivada, logo, sendo i a corrente, g a carga e t 0 tempo temos:

lim 24
m —-.
At-0 At
Com a existéncia desse limite, podemos definir a corrente como a derivada da carga em

relacdo ao tempo:
. _dq
[ =—.
dt

Em consondncia a isso, para encontrar a carga, aplico a volta, ou seja, se eu quero

saber a fun¢do antes da derivacdo eu integro, dessa forma a carga pode ser definida como:

q:fidt

com i variando com o tempo, visto que a corrente varia com o tempo.

5.2 VELOCIDADE (ENGENHARIA MECANICA)

“A rapidez com o a qual um objeto estd se movendo em um certo instante ¢ a

velocidade instantanea, ou so velocidade” (HALLIDAY, RESNICK, 2012), dessa forma,
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a velocidade em um dado instante de tempo, pode ser obtida a partir de uma velocidade
média que vai reduzindo o intervalo de tempo At até chegar proximo de 0, com isso,

matematicamente falando, trata-se de um limite, tal que

y (Ax)
v=1m\|\—
t-0 \At
Sendo v a velocidade, x a posi¢do e t o tempo
Relembrando os conceitos de derivada Na secdo 4.2 e a existéncia desse limite, podemos
definir a velocidade como taxa de variagdo da posicdo em relacdo ao tempo, ou seja, a
derivada da posi¢cdo em relacdo ao tempo € a velocidade:

dx

v=-_"¢q. 5.2

5.3 ACELERACAO (ENGENHARIA MECANICA)

Segundo Halliday e Resnick (2012) “Quando a velocidade de uma particula
varia, diz que essa particula sofreu aceleracao”, dessa forma, o corpo acelera em um

intervalo de tempo At, temos que:

V=1
h—t4

Améa =

tal que vi a velocidade inicial, v2 a velocidade final, t; o tempo inicial, t> o tempo final e

amed a aceleragdo média.

Ainda segundo Halliday e Resnick (2012) “a aceleracdo de uma particula em um
dado instante ¢ a taxa ao qual a velocidade esta variando nesse instante”, em outras

palavras, a taxa de variacdo da velocidade em relagdo ao tempo, remetemos a derivada:

a- d—‘t/ .eq.5.3

Sabendo também que a posi¢do € uma fun¢do do tempo x(t), para encontrarmos a

aceleracdo, podemos usar a derivada segunda, visto que:

d?x

a=——-:.
dt?
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Da mesma forma que a reciproca € verdadeira, temos:

v=fadt

5S4FORCA RESULTANTE SOBRE UMA  PARTICULA
(ENGENHARIA MECANICA)

Por definicdo, a forca pelas leis de newton é definida como:

Fr =ma
sendo Fr a forga resultante sobre a particula, m a massa (uma constante) e d ja conhecida

como aceleracdo. Mas, segundo ISAAC NEWTON

“A taxa de variagdo com o tempo do momento de uma particula é igual
a forga resultante que atua sobre a particula e tem a mesma orientacio
que a forga resultante” (ISAAC NEWTON).

Ou seja, levando para conceitos matematicos, a taxa de variagao de uma propriedade, ou
de uma fun¢ao sobre outra definimos como a derivada, nesse caso a derivada do momento
variando com o tempo ¢ igual a forca resultante que atua sobre aquela particula.

Dessa forma a for¢a, matematicamente falando, é definida como
dp

FR_E

e, p é o momento linear que fisicamente é definido a multiplicacdo da massa da particula pela
velocidade

B =mV
tal que m seja a massa e V a velocidade que ji foi definida na eq. 5.2 e dessa forma

derivando a equacdo em relagdo ao tempo, sendo a massa uma constante, temos que

dﬁ_ av
at ~ at’
e de acordo com a eq. 5.3
d—)
_p = mC_i = FR
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5.5 CENTRO DE GRAVIDADE DE UM CORPO BIDIMENSIONAL
(ENGENHARIA CIVIL E MECANICA)

Imagine uma placa plana horizontal e finita, sendo orientada pelos eixos x e y e
nela serd aplicada uma forca resultante W (forca aplicada pela terra na placa, a forca
peso). As coordenadas onde essa forca resultante estd sendo aplicada na placa estdao

representadas por X e y, como mostra a figura abaixo:

Figura 5 - Centro de gravidade de uma placa plana

Fonte: BEER et al., 2012 adaptado

Essa forca W é o peso, desse modo ao dividirmos a placa em n elementos, todos
esses n elementos sofrerdo a atuacio dessa forca, visto que a forca peso atua em todo o
corpo, nesse caso em toda a placa. Assim, podemos dividir a placa em n pedacos com n
atuacOes da forca peso, o somatdrio dessas forcas dard a forca resultante W, e o ponto

onde essa forca W estd atuando € o que chamamos centro de gravidade.
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Figura 6 - Atuagido em outro ponto da placa

¥

Fonte: BEER et al., 2012 adaptado.

AW, € a atuagdo da forca em outro ponto da placa e x> e y> sdo as coordenadas
desse outro ponto, da mesma forma para qualquer n ponto da placa eu terei as atuagdes
de W nele e as coordenadas dessa atuagao.

Segundo (BEER et al., 2012)

“Para obter as coordenadas X e y do ponto G no qual a resultante W
deve ser aplicada, escrevemos que os momentos de W em relag@o aos
eixos x e y sdo iguais as somas dos momentos correspondentes dos

pesos elementares.” (BEER et al., 2012)
Ou seja,

ZMx = szinAWi
ZMy = yw =ZyiAWi.

Semelhante a isso, para encontrar o W, teremos o somatorio dos AW na placa, logo:

ZFZ: W = AW, + ...+ AW, + - + AW,
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Assim, ao diminuir o tamanho dos n pedacos em pedacos menores e aumentando
a sua quantidade, teremos n partes infinitesimais, dessa forma, teremos a integral como o
limite da soma de pedacos infinitesimais, tal que

AW = dW eq. 5.5

de modo que sdo n pedagos aos quais AW esté atuando, logo, sabendo que
ZFZ = W =AW, + o+ AW, + -+ AW,
E sabendo que a eq. 5.5 é verdade, matematicamente falando, temos que:
W = f dw.

De forma andloga, sabendo que:

n
ZMx = W = inAWl-
i=1
n
DMy = W= yaw,
i=1

fazendo a modelagem, podemos aplicar a integral, visto que a eq. 5.5 temos as

coordenadas do centro de gravidade:

JEW=fxdW

yWw = fydW

5.6 LUCRO MAGINAL, RECEITA MARGINAL E CUSTO
MARGINAL

A economia também € um dos grandes ramos estudados por engenheiros, visto
que ela estd presente em todos 0s cursos € praticamente em quase todas as situagdes que

envolvem nosso cotidiano, tanto profissional quanto pessoal. Segundo Larson (2014):

“Os economistas referem-se a lucro marginal, receita marginal e custo
marginal como taxas de variagdo do lucro, da receita e do custo em
relagdo ao niumero x de unidades produzidas ou vendidas’. (LARSON,
2014)
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De modo que tem-se a equacdo que relaciona essas quantidades

P=R-C,
sendo o P o lucro total do produto, R a receita total e C o custo total, de forma que quando
se fala de uma quantidade marginal, nos referimos a derivada dela, sabendo que P, R e C
sdo fun¢des dependentes da quantidade x de unidades produzidas ou vendidas, por isso a

derivada € realizada em relacdo a x, tal que

P(x) = R(x) — C(x)

dP ,
pvie Lucro marginal
dR , ,
pvi Receita marginal
dc ,
pvie Custo marginal

Fala-se em marginal, pois o intuito é observar o comportamento da fun¢do em
relacdo a uma determinada quantidade, dessa forma, derivando a funcdo em relagcdo a
quantidade x tem-se as quantidades marginais referentes ao Lucro, Receita e Custo

respectivamente.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Levando em consideragdo a importancia da modelagem matemadtica aplicada no
calculo diferencial e integral a engenharia no curso de BICT, viu-se que hd uma grande
dificuldade para os professores de usar essas aplicagdes, j4 que é muito pequena a
quantidade de livros de matemadtica que abordam aplica¢des nesse ramo.

Diante disso, o presente trabalho tem como objetivo geral a criacio de um
material de apoio para professores de cdlculo diferencial e integral, contendo as
aplicagdes para serem utilizadas ao longo do conteido e como objetivos especificos
elencar aplicagcdes matemdticas do cdlculo diferencial e integral no ramo da engenharia,
tornar a compreensio do cdlculo diferencial e integral mais clara, diante situagdes reais
do cotidiano dos engenheiros e ajudar na escolha dos discentes da engenharia no segundo
ciclo, com base nas aplicacdes de diferentes dreas, desse modo, a pesquisa atingiu todos
os objetivos tracados, visto que o material foi criado com aplicacdes para cada uma das
engenharias ofertadas no campus Caraudbas, Elétrica, Civil e Mecanica, de maneira que
possibilite que o discente veja como o cdlculo € aplicado de maneira mais palpavel e
também sirva como material base para professores da area, contendo também o capitulo
de preliminares com a apresentacdo do contetdo utilizado nas aplicagdes, com isso
cumprindo os objetivos a que se propunha. Os Instrumentos para coleta de dados (livros
e artigos) serviram para mostrar que a engenharia e o cdlculo andam lado a lado desde a
formulacdo dos conceitos iniciais da fisica para engenharia. Por fim, em pesquisas futuras
pode-se trazer mais aplicagdes em dreas diferentes, visto que nessa o foco principal eram

as engenharias ofertadas no campus de Caratbas.
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