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RESUMO

O presente trabalho trata do estudo e controle do sistema péndulo invertido utilizando
I6gica Fuzzy. Para esta finalidade foi realizada uma pesquisa, onde foram demonstrados
conceitos basicos do sistema péndulo invertido e discutido o modelo de controle Fuzzy, seu
funcionamento e aplicabilidade. Para realizar o controle do sistema péndulo invertido, obteve-
se 0 modelo linear e ndo linear do péndulo invertido, aplicou-se a modelagem em espaco de
estados e o método de alocagdo de pdlos no modelo linear. Posteriormente foi realizada
adequacdo da l6gica Fuzzy ao sistema, no qual os processos de Fuzzificacdo, inferéncia, base
de regras e Defuzzificacdo estiveram presentes. A implementacdo grafica no MATLAB foi
utilizada para realizar a simulacdo em malha fechada do péndulo invertido linear e néo linear,
objetivando analisar o comportamento do péndulo invertido linear e ndo linear em malha
fechada e comparar com o comportamento dos mesmos em malha aberta. Como resultado a
I6gica Fuzzy sanou os problemas de instabilidade do péndulo invertido linear e ndo linear
encontrados em malha aberta, demonstrando que o controle Fuzzy pode ser aplicado em
sistemas ndo lineares, além dos lineares. A técnica de controle Root Locus também foi aplicada
em ambos 0s modelos linear e n&o linear do sistema péndulo invertido para demonstrar que o
controle Fuzzy apresenta um desempenho melhor do que o controle realizado pelo método do

Lugar Geométrico das Raizes.

PALAVRAS CHAVES: Controle, Péndulo invertido, Légica Fuzzy, Root Locus.



ABSTRACT

The present work deals with the study and control of the inverted pendulum system
using Fuzzy logic. For this purpose a research was carried out, where basic concepts of the
inverted pendulum system were demonstrated and the Fuzzy control model was discussed, its
operation and applicability. In order to carry out the control of the inverted pendulum system,
the linear and non-linear model of the inverted pendulum was obtained, state space modeling
and the pole allocation method were applied in the linear model. Subsequently, Fuzzy logic was
adapted to the system, in which the Fuzzification, Inference, Rule Base and Defuzzification
processes were present. The graphical implementation in MATLAB was used to perform
closed-loop simulation of the linear and non-linear inverted pendulum, where objective was to
analyze the behavior of the inverted pendulum linear and non-linear closed loop and compare
with the behavior of the same in open loop. As a result, Fuzzy logic solved the problems of
instability of the linear and non-linear inverted pendulum found in open mesh, demonstrating
that the Fuzzy control can be applied in non-linear systems, besides linear ones. The Root Locus
control technique was also applied in both the linear and nonlinear models of the inverted
pendulum system to demonstrate that the Fuzzy control performs better than the control

performed by the Root Geometric Place method.

KEY WORDS: Control, Inverted pendulum, Fuzzy logic, Root Locus.
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1 INTRODUCAO

O péndulo invertido é um sistema muito difundido na &rea de automacéo e robotica,
cujo modelo € util para diversas aplicacGes da engenharia tais como: veiculos de transporte
humano, guindastes navais, estudos de robds e ciéncia de controle, dentre outras. De acordo
com Vendramini e Silva (2010), o péndulo invertido possui caracteristicas dinamicas instaveis,
possibilitando o estudo de diversas arquiteturas e tipos de controladores.

Além disso, Buzetti et al. (2012) apresentaram um estudo sobre o projeto e
implementacdo do sistema de controle de um péndulo invertido da Quanser, utilizando a anélise
de estabilidade através do método do lugar das raizes e concluiram que o sistema péndulo
invertido é uma planta alvo interessante para aplicacdes de técnicas de controle em virtude da
presenca de polo e zero com parte real positiva (sistemas de fase ndo-minima).

Segundo Dorf e Bishop (2009), o lugar das raizes da equacdo caracteristica de malha
aberta em um plano complexo estd diretamente relacionado a estabilidade relativa e o
desempenho de um sistema de controle em malha fechada. Ou seja, a caracteristica basica da
resposta transitoria de um sistema de malha fechada esta intimamente relacionada a localizacéo
das raizes da equacdo caracteristica de malha aberta.

No tocante ao controle, o método por Lbgica Fuzzy é baseado em informacgdes
qualitativas sobre a operacao do sistema. Logo, ndo é necessario utilizar modelagem no sistema
a ser controlado, simplificando o caminho para a solucédo, ja que o péndulo invertido ¢ um
sistema dindmico complexo. Duarte Filho et al. (2013) citam que a logica Fuzzy possui a
finalidade de modelar processos multivariaveis, além de processos ndo lineares, sem a
necessidade de todas as informacgdes da planta alvo. Segundo Silva (2009) a escolha do
controlador Fuzzy para atuar no péndulo invertido se da devido a capacidade do mesmo de
tratar varios objetivos, mesmo com solicitacdes conflitantes, de forma se obter um bom
compromisso na engenharia de controle.

Burns (2001) aplicou a modelagem no espacgo de estados no modelo linear do sistema
péndulo invertido que € um sistema indefinidamente dindmico e complexo, tornando-se um
objeto de estudo da Teoria de Controle, tendo 0 seu comportamento comparado com outros
mecanismos de dindmica semelhante. Posteriormente utilizou o controlador Fuzzy como
solucéo para o problema de instabilidade do mesmo.

No presente trabalho sera analisado o modelo néo linear do sistema péndulo invertido
proposto por Burns (2001), no qual sera aplicado a técnica de controle Fuzzy. Na analise, sdo

considerados 0s conceitos de linearizacéo, analise e projeto do controle do modelo no espaco
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de estados através de um ganho de realimentacdo de estados. Em seguida, é apresentado o
conceito de légica nebulosa ou Fuzzy, cuja a estratégia considera 0 método de ativacdo por
funcdes e pertinéncia (Mebership Functions), permitindo a aplicacdo da I6gica de controle tanto
para sistemas linearizados como para sistemas nao lineares.

Portanto, o estudo proposto visa analisar o modelo linear do péndulo invertido através
do projeto do controle no espaco de estados e aplicacdo do controle Fuzzy, e posteriormente
aplicar o controle por légica Fuzzy para o0 modelo néo linear, realizando em seguida anélises
comparativas entre ambos 0s modelos controlados pelo ganho no espaco de estado e por logica

nebulosa.

1.1 OBJETIVO GERAL

Desenvolver uma aplicacdo Fuzzy capaz de controlar o péndulo invertido tanto na sua
forma linear como no seu modelo nédo linear e realizar uma analise comparativa levando em
consideracdo as aplicacdes existentes em literatura como a aplicacdo do controle pelo método
do lugar geométrico das raizes (LGR) no espago de estados.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Estudar conceitos acerca do péndulo invertido e da Teoria de Controle;

A\

Adequar o modelo matematico do péndulo invertido utilizando o software MATLAB;

» Realizar a adequacdo das varidveis do processo de controle do péndulo invertido a
Logica Fuzzy;

» Gerar graficos do desempenho do controlador Fuzzy aplicado no modelo linear e ndo
linear do péndulo invertido.

» Realizar analise de simulacdo da aplicacdo Fuzzy no MATLAB considerando o modelo
n&o linear.

» Aplicar a técnica de controle LGR ao modelo linear e ndo linear do péndulo invertido e

comparar com os resultados do controlador Fuzzy.
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1.3 PROPOSTA DE TRABALHO

Este trabalho prop&e uma aplicacdo de controle de posicdo do péndulo invertido ndo
linear utilizando-se dos conceitos de I6gica Fuzzy. Devido a caracteristica da légica Fuzzy de
trabalhar com conceitos nebulosos por meio das fungfes de pertinéncia, este conceito néo
requer o conhecimento matematico preciso do modelo, permitindo a sua aplica¢do no controle
do péndulo, inclusive na sua modelagem nao linear. Além disso, é proposto um conjunto de
analises por meio de simulacdo utilizando o software MATLAB, cujo script do codigo é
compativel com aplicacéo de software livre como o GNU/Octave. Na simulagéo s&o realizadas
comparagcbes com o modelo linear e ndo linear, apresentando analises de perturbacdo e de
estabilidade no tempo, e aplicacdo da técnica de controle LGR, mostrando a eficacia do controle
Fuzzy para péndulo invertido na sua condi¢do mais realista e menos linearizada em relagéo a

aplicacdes existentes em literatura como controle LGR.

1.4 JUSTIFICATIVA

O péndulo invertido apresenta uma dindmica de equilibrio instavel, cujas
caracteristicas podem ser comparadas com alguns problemas de engenharia, como: controle da
posicdo de um foguete na fase de lancamento, controle de um braco robético, controle da
postura de uma pessoa, dentre outros. Logo, o péndulo invertido consiste em um objeto de
estudo e referéncia da Teoria de Controle, devido a sua dindmica complexa e nao linear, cujo
modelo é utilizado para avaliar a eficiéncia das diferentes estratégias de controle.

O estudo deste modelo permite que profissionais da engenharia e afins possam resolver
um conjunto de problemas reais, visando sempre o estudo e analise da melhor estratégia que
alcance os melhores resultados e que seja eficaz na sua implementacdo, tanto por métodos de
simulagdo como por aplicagdes que exijam aplicagéo experimental.

Realizar o controle do péndulo invertido sem a necessidade de modelagem e obter um
tempo de resposta eficiente séo requisitos na escolha do controlador a ser usado. Dentro deste
perfil, a l6gica Fuzzy é uma solucédo viavel, pois de acordo com Silva (2009), sistemas de
controle baseados em métodos possibilisticos sdo recomendados no controle de problemas ndo
lineares, como € o caso do péndulo invertido. Segundo Modesti et al. (2013) a escolha do

controlador Fuzzy aplicado em sistemas néo lineares como o péndulo invertido se mostra
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vantajosa, pois 0 mesmo apresenta a possibilidade de utilizar variaveis linguisticas ao invés de

modelagem.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 PENDULO INVERTIDO

Segundo Ribeiro (2007) um péndulo simples ideal consiste em uma particula suspensa
por um fio inextensivel e de massa desprezivel, ilustrado na Figura 1, onde 0 mesmo quando
afastado de sua posicdo de equilibrio e solto, oscila em um plano vertical sob a acdo da

gravidade, logo o movimento é periddico e oscilatério.

Figura 1. Péndulo Simples

Q

-~ J
e

Fonte: Autoria propria.

Existem diversos péndulos, dentre os mais conhecidos estdo: péndulos de torgéo,
péndulos conicos, péndulos de Foucalt, péndulos de Karter e péndulos invertidos. Este ultimo
de acordo com Modesti et al. (2013), € um sistema que apresenta caracteristicas instaveis, além
da néo linearidade.

Devido a isso, segundo Duarte Filho et al. (2013), exercer controle sobre o péndulo
invertido seria uma forma de exemplificar as dificuldades praticas relacionadas com aplicagdes
de sistemas de controle no mundo real. Sua grande oposic¢ao ao equilibrio, suas caracteristicas

complexas na dinamica linear podem ser comparadas e aproximadas a problemas de
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engenharia, como: controle da posi¢do de um foguete na fase de langamento, controle de um
brago robético, controle da postura de uma pessoa, dentre outros.

O péndulo invertido ilustrado na Figura 2, é um sistema muito difundido na area de
automacdo e robotica, cujo modelo € util para diversas aplicacGes da engenharia tais como:
veiculos de transporte humano, guindastes navais, estudos de robds e ciéncia de controle, dentre
outras.

Figura 2. Péndulo invertido

Fonte: Autoria propria.

No entanto, para analisar e controlar sistemas complexos como o péndulo invertido é
necessario obter modelos matematicos quantitativos. Logo, é importante analisar as relacdes
entre as varidveis do sistema em prol de obter a representacdo do modelo matematico e os

métodos de solucdo do sistema.

2.2 MODELAGEM NO ESPACO DE ESTADOS

De acordo com Ogata (2003), a teoria de controle moderno tem como base o conceito
de estado, onde o mesmo quando aplicado ao sistema dindmico se define como o menor
conjunto de variaveis, tais que o conhecimento dessas variaveis em t = t,, juntamente com o
conhecimento de entrada em t > t,, determina o comportamento do sistema dindmico para

qualquer instante t > t,,.
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Essas varidveis de estado que comp8em o conjunto de variaveis de estado sdo o que
determina o estado de um sistema dindmico, ou seja, se n variaveis sdo necessarias para
descrever o comportamento de um sistema, entdo o conjunto de variaveis de estado € composto
por essas n variaveis. E importante frisar que essas n variaveis de estado podem ser consideradas
como 0s n componentes de um vetor x assim, passando-se a chamar de vetores de estado
(OGATA, 2003).

O conceito de espaco de estados conhecido na literatura do controle linear pode ser
representado através de trés variaveis presentes na modelagem de sistemas dinamicos, o qual
consiste nas: variaveis de entrada, variaveis de saida e variaveis de estado. Logo, um sistema
dindmico deve ter elementos armazenadores de energia no tempo. Em um sistema de controle
no tempo continuo, os integradores sdo dispositivos de memoria, cujas saidas podem ser
consideradas como varidveis que definem o estado interno do sistema dinamico, ou seja, as
saidas dos integradores podem ser escolhidas como varidveis de estado (OGATA, 2003).

Segundo Ogata (2003), supondo um sistema com r entradas u, (t), u,(t), ..., u,-(t) e
m saidas y,(t), y,(t), ..., yin(t), definindo as n saidas dos integradores como varidveis de

estado: x; (t), x5 (t), ..., x,(t) , 0 sistema podera ser escrito como:

xl(t) = fl(xl,xZ, vy Xny Uq, Up, v, Uy, t)

xZ(t) = f2 (xl, X2, iy Xpy U, Up, v, Uy t) (1)

Xn(t) = fr(1, X3, ooy X Uq, Uz, oo, Uy T)

As saidas do sistema podem ser dadas por:

Y1(t) = g1(x1, X2, o, X5 Ug, Ug, oo, Up; E)

Y2(8) = g2 (%1, Xz, o) X Uy, Us,y ooe, Ups ) (2)

ym(t) = Gm (X1, X2, o) X5 Ug, Uz, wor, Ups £)

Definindo-se:
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x, (t) f1(%1, X2, ooy X3 Ug, Uy, woey Ups t)
vy X} y, Uy, e, Uy T
x(t) = xzz(t)  fowt) = fa(X1, X2, o0, n:ul 25 s U 1)

X, (1) fn(x1, X2, oy X3 Ug, Usg, oo, Ups E)

y1(t) 91(x1, X2, oy X U, Uz, v, Ups B) uq (£)
y(t) = YZ:(t) gl ut) = gz(xbxz,--wan: Uy, Uz, woey Uy £) Lu(t) = uz:(t)

ym(t) gm(xlixZ! ey Xy Ug, Up,y e, Uy t) ur(t)
Logo, as equacdes (1) e (2) tornam-se:

x(t) = f(x,u,t)
y(@) =g(xut)

(3)
(4)

Onde a equacéo (3) é a equacdo de estado e a equacao (4) é a equacdo de saida. Se as
funcdes f e/ou g envolverem o tempo, entdo o sistema sera variante no tempo. Se a equagdo de

estado e a equacéo de saida forem linearizadas em torno de um ponto de operacéo teremos:

1(t) = A(Dx() + B(O)u(t)

(5)
y() = C(O)x(t) + D(Hu(t)

(6)

Onde A(t) é a matriz de estado, B(t) de matriz de entrada, C(t) de matriz de saida e
D(t) de matriz de transmissdo direta. Mas se as funcdes f e/ou g ndo envolverem o tempo, entdo

0 sistema serd invariante no tempo e as equacdes (5) e (6) serdo simplificadas para seguinte
forma:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

(7)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(8)

Onde a equacdo (7) é a equacdo de estado de um sistema invariante no tempo e a
equacdo (8) é a equacao de saida para 0 mesmo sistema.
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2.3 MODELO NAO LINEAR DO PENDULO INVERTIDO

De acordo com Burns (2001) é possivel descrever as equacdes de movimento do

péndulo invertido a partir do diagrama de corpo livre do sistema, ilustrado na Figura 3.

Figura 3. Diagrama de corpo livre do sistema péndulo invertido.

080

Fonte: Burns, 2001.

Onde x(t) € R* sera definido como o vetor de estados, no qual as variaveis seréo o
deslocamento do carrinho x, a velocidade do carrinho x, a aceleracdo do carrinho X, o
deslocamento angular da haste 8, a velocidade angular da haste 8 e a aceleragfo angular da
haste @ . Ja 0 vetor de saidas de interesse sera definido como y(t) € R? através dos pardmetros
6 e 6 e o sinal de controle sera definido como u(t) € R (TABORDA, 2014).

Ogata (2010) «cita que o movimento de rotagdo da haste do
péndulo em torno de seu centro de gravidade é dado por:

1%9 = Fylsenf — Fylcosf 9)

Onde F, sera a forca vertical e F;; a forga horizontal, [ sera o comprimento da haste e

I o momento de inércia da haste inércia da haste em relacdo ao seu centro de gravidade.
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Logo, movimento horizontal e vertical da haste, em relacdo ao seu centro de

gravidade seré&o dados por:

Fy = m;—; (x+lsen®) (10)

F, =mg + m;—:z (lcosB) (11)

Segundo Burns (2001), ja com relagdo a forca responsavel pelo o deslocamento

do carrinho, tem-se que:

Fp=F—Fy (12)
dZ
Onde Fp, =M E(X) (13)
Logo,
M )=F — m2 (x+lsend 14
e ()=F —m 5 (x#lsend) (14)

2.4 MODELO LINEARIZADO DO PENDULO INVERTIDO

Analisando as equac@es (9), (10), (11) e (14) observa-se alguns termos ndo lineares
como: senf e cos6, onde a linearizacdo € fundamental, pois geralmente os controladores que
utilizam de técnicas de controle lineares ndo admitem equac6es ndo lineares. Segundo Taborda
(2014) para realizar linearizacdo do sistema determina-se um ponto de equilibrio, esse ponto
sera onde o angulo @ seja uma grandeza pequena, ou seja, aproximadamente igual a zero, pois
a haste do péndulo invertido estard em sua posicao totalmente vertical.

Realizando-se as respectivas consideragdes: senf = 6, cosf = 1, a partir da equacao

(9) tem-se que:

1556 = Fy10 — Fyl (15)
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Logo, a forga horizontal e vertical da haste, em relacdio ao seu centro de

gravidade e a forga responsavel pelo deslocamento do carrinho serdo dadas por:

Fy = m (x+16) (16)
dZ

F, =mg + mm(l) a7

ME )=F - mL (x+6 18

L (0=F —m-L (x40) (18)

d?o d?*x

Substituindo — por 6 e T

por X tem-se que:

16 = F,10 — Fyl (19)
Fy = m(X +16) (20)
F, =mg (21)
Mx=F — m(&+16) (22)

Da equacdo (22) tem-se a primeira equagao de estados:

¥ = F-mlé (23)

M+m

Substituindo as equacdes (20) e (21) na equagao (19) e considerando que o

1mi?

3

momento de inércia de uma haste uniforme seja , obtém-se a segunda equacao de

estados que é dada pela equacdo (25).

L6 = mglo — m(+10)] (24)
Logo,

N o p—

§ = & im (25)
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Definindo-se as variaveis de estado como: x; = 0, x, = 6, x; = x, € x, = %, onde,
0, e considerando que as saidas do sistema séo a posi¢do angular da haste e a velocidade angular

da haste, tem-se que:

y=[al =[5 =[5 [26]

Separando-se as variaveis a partir das equac6es de estados (23) e (25), e modelando-

se 0 sistema em termos de equacdes vetoriais-matriciais a partir do respectivo modelo abaixo,

tem-se que:

X1 X1

X X

xz = Ayxa x; + By 27)

5C4_ x4-
X1

Vil X2

[l = Coua |3 (28)
X4

Ou seja,

X1 0 1 0 0]

X2 _ | az1 0 0 0f |x2

x| ] 0 0 01 [x3 (29)

564 a41 O 0 O x4-

Considerando a variavel de controle u=F, tem-se que:

: ] [amxﬂ Ibz ‘ l a21x1 + b,F (30)
X4 41X A41X1 + byF

Logo,

IaCERATER 8
SO N RS

X1=X; (31)
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Xy=0y1X1 + by F (32)
X3= X4 (33)
X4= Qg1X1 + Dy F (34)

Substituindo x, por 6 na equacéo (32), x, por ¥ na equacio (34) e x, por 6 em ambas

as equacdes tem-se que:

6=a,,0 + b,F (35)
X¥= 04,0 + byF (36)

Logo evidenciando 6 e F da equagéo (25) :

3g(m+M) -3

= 1{4(m+M)—-3mj} {4(m+M)-3m (37)
Substituindo a equacgdo (25) na equacdo (23) e evidenciando 6 e F:

_ -3gm 1 3m

T 4(m+M)-3m 0+ ((M+m)) {1 + 4(m+M)—3m} F (38)

A representacdo em espaco de estados da forma matricial das equagdes (31), (32), (33)
e (34) seré:

. 1 0 O [ 0 ]
3_‘1 [ 3g(m+M) 00 0 ] X1 | -3 |
X2 | {4(m+M) 3m} | Xy 1{4(m+M)-3m 39
X3 [ 0 o0 1 |||t 0 u (39)
x —3gm J X4 1 3m
4 4(m+M)-3m 000 ((M+m)) {1 + 4(m+M)—3m}
X1
Yi1 _ 11 0 0 07(x2
[yz] - [0 01 o] X3 (40)
X4

Logo, sendo u o sinal de controle da forga F e executando-se a técnica de controle,

serdo utilizadas as respectivas matrizes de estados A e B:
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| o 0 o o
3g(m+M) -3
I {4(m+M) 3m} 000 | B = [ {4(m+M)-3m ]
"l 00 ez
—3gm 1 3m
4(m+M)-3m 000 ((M+m)) {1 + 4(m+M)—3m}
1000 3
C=lpo10 P=0 (41)

2.5 ANALISE COMPARATIVA DOS MODELOS

Santos (2007) cita que um modelo linear é a forma mais comum de representar um
sistema devido a sua simplicidade, restringindo-se, no entanto, a um caso particular dos
sistemas reais que geralmente sdo nao-lineares. Ainda de acordo com Santos (2007), considera-
se um sistema ndo linear quando o mesmo satisfaz o principio da superposicéo dos efeitos. Este
ultimo baseia-se na ideia de que a resposta produzida pela aplicacdo da combinacdo linear de
duas ou mais excitacOes diferentes é igual a combinacdo linear das respostas individuais a cada
uma das excitacoes.

Pearson (2003) afirma que os modelos ndo lineares conseguem reproduzir fielmente o
processo real de uma determinada situacdo quando se faz necessario. Embora o mesmo seja
mais complexo que o modelo linear, ele permite a anélise de algumas caracteristicas como
oscilacdes e bifurcacdes de um determinado sistema.

Segundo Santos (2007), embora a aplicacdo de controle de um modelo néo linear seja
mais adequada para realizar aproximacGes mais realisticas de um dado processo nao linear,
sacrifica-se a simplicidade associada as técnicas lineares a fim de alcangar um desempenho
elevado.

Serra e Santos (2014) citam que a l6gica Fuzzy é adequada para realizar a aproximacao
de uma larga classe de sistemas néo lineares, ou seja, a mesma propde uma metodologia para
controle de sistemas dinamicos ndo lineares. Essa l6gica apresenta maior precisdo nas
implementagbes computacionais além da flexibilidade para incorporar em sua estrutura

formulagBes matematicas complexas, como € o caso de modelos ndo lineares.
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O projeto do controlador Fuzzy para sistemas linear e ndo linear pode ser obtido
através do modelo Fuzzy. Esse modelo se dard através de uma planta ndo linear, onde a
modelagem baseada em dados experimentais de entrada e saida ou as leis fisicas que regem o
comportamento dindmico da planta serdo os fins para obter o modelo Fuzzy (SERRA E
SANTOS, 2014).

2.6 METODO DA RESPOSTA NO TEMPO

Segundo Costa et al. (2014) para um sistema em que se utiliza controle, local de raizes
ou resposta em frequéncia é necessario considerar apenas o controle da posic¢do do péndulo, ou
seja, se o sistema péndulo invertido possuir um carro movel acoplado, a posic¢do do carro nao
sera considerada, pois esses métodos se aplicam somente em sistemas com Unica entrada e Unica
saida.

A resposta transitoria de um sistema a entradas previamente conhecidas é fundamental
para o estudo da teoria de controle e projetos de controle. O impulso atua como uma perturbacédo
em faixa ampla no dominio de frequéncia, assim justificando a importancia de se obter a
resposta do péndulo invertido ao impulso (Teixeira et al., 2006).

De acordo com Burns (2001) os resultados de simulacéo para resposta ao impulso do
modelo linear e ndo linear do péndulo invertido em malha aberta pode ser obtido através do
MATLAB, conforme ilustrado na Figura 4. Como esperado, o0 comportamento do péndulo

invertido em malha aberta para ambos os modelos foi instavel.
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Figura 4.Simulacéo da resposta ao impulso do modelo linear e ndo linear do péndulo
invertido em malha aberta.

Comparativo malha aberta
15 - - T - -

10

i (rad)

40

30 F linear

nao-linear

200
10

Vel. angular (rad\s)

A0}

Tempo (s)
Fonte: Autoria propria, 2018.

Ao observar a Figura 4 nota-se que o angulo da haste e a velocidade angular da haste
apresentaram instabilidade no modelo néo linear. J& no linear o angulo da haste e a velocidade
angular se comportaram de forma crescente, dessa forma é imprescindivel o uso de uma técnica
de controle para estabilizar o sistema linear e ndo linear do péndulo invertido. O controlador
nebuloso Fuzzy poderd suprir as ndo linearidades e manter o bom desempenho do sistema em

situacOes desejadas.

2.7 LUGAR GERAL DAS RAIZES

De acordo com Nise (2002) o método do lugar das raizes objetiva a estabilidade e uma
resposta transitoria adequada por parte do sistema. Buzetti et al. (2012) citam que esse método
visa estudar graficamente a evolucdo das raizes da malha fechada de uma equacéo, dados os
polos e zeros da malha aberta, isso quando o ganho K € variado continuamente de zero ao

infinito.
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Segundo Silva (2013) o lugar das raizes inicia-se nos polos de malha aberta, quando o
ganho é zero, e termina nos zeros de malha aberta ou no infinito, quando o ganho tende ao
infinito. Logo, existe a possibilidade de verificacdo de ganho para estabilizacdo do sistema e
qual o valor desse ganho.

De acordo com Ogata (2010) controladores por realimentacdo de estados podem ser
projetados pela simples alocacdo dos polos do sistema em malha fechada em locais pré-
determinados do plano complexo s, no qual as transformadas de Laplace sdo graficamente
representadas, logo a localizacdo dos pdlos corresponde aos autovalores do sistema e definem
caracteristicas importantes da sua resposta temporal.

De acordo com Moore (1976) uma técnica de controle por realimentacdo de estados
considera a lei de controle demonstrada na equacdo (42), no qual a mesma representa uma
realimentacdo de controle negativa e estatica para os estados do sistema considerado que é o

péndulo invertido.

u(t) = —Kx(t),K € R™*1 (42)

Considerando a equacdo (7) que é a equacao de estado de um sistema invariante no
tempo e a equacdo (8) que é a equacao de saida para 0 mesmo sistema e substituindo na equacédo
de controle (42) sera obtido o sistema em malha fechada conforme mostra as equacoes (43) e
(44).

x(t) = (A— BK)x(t) (43)
y(&) = (C — DK)x(t) (44)

E importante frisar que o sistema dado pelas equacdes (43) e (44) é linear e sua
estabilidade serd definida pelos autovalores da matriz (A-BK). Logo, para um sistema
controlavel e estabilizavel, o ganho de realimentacdo K podera ser escolhido de forma que os
autovalores de (A-BK) estejam posicionados no plano complexo conforme a performance
desejada para o sistema controlado.

Ogata (2010) afirma que os pélos do sistema em malha fechada, representado pelo
pelas equacdes (43) e (44), sdo dados pelo calculo dos autovalores da matriz (A-BK), conforme
mostra a equacao (45), em que s representa 0 operador complexo de Laplace e det € o

determinante e | € a matriz identidade.
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det[s] — (A — BK)] = det[s —A+ BK] =0 (45)

Logo os autovalores de (A-BK) sdo dados pelas raizes da equacéo (45), onde o objetivo
de alocacdo de pélos ¢é a determinacdo do vetor de ganho K para posicionar os pélos do sistema
de malha fechada em posicGes que satisfacam as condicGes de projeto. Aplicando esse objetivo
na planta de Burns (2001) e considerando os respectivos valores para 0s parametros da sua

planta, tem-se que:

I=1m, M=1 kg, m=0.5 kg e g=9.81 m/s?

Logo,

a21 = 981, a41 = _327, bz = _0667 e b4 == 0889

0 100 0
1981 0 0ol »_ |-0667
A=1"0"0 01| B=| o

23270 0 0 0.889

E os polos desejados de malha fechada sdo s=-2 + j2 e s=-2 + j4. Portanto, a equagéo

caracteristica desejada do sistema é dada por (46).

(s+2+2))(s+2-2))(s+4+4j)(s+4—4j)

s*+ 1253+ 7252+ 1925 + 256 = 0 (46)

Aplicando a equacéo (45), tem-se que:

s -1 0 O 0
-981 s ¢ O —0.667 —
det 0 0 s —1|t 0 X [ky ky ks ky] | =
327 0 0 s 0.889
S -1 0 0
—-9.81 - 0,667k — _ —
der| 7O OO0 5= 0667k, —0667 ks ~0667ky @)

3.27+0,889k; 0,889k, 0,889 ks s+ 0,889k,
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Aplicando determinante de Laplace em (47), tem-se que:

s*+(0,889k, — 0,667k,)s> + (0,889k; — 9,81 — 0.667k;)s? + (—9.81 x
0.889 + 0.667 X 3,27)k, X s + (—9,81 x 0,889 + 3,27 X 0,667)k; = s* + 1253 +
725% 4+ 1925 + 256

Logo,

(—9,81 X 0,889 + 3,27 X 0,667)k; = 256
(—9,81 X 0,889 + 0,667 X 3,27)k, = 192
(0,889k5 — 0,667k, — 9,81) = 72
(0,889, — 0,667k,) = 12

O ganho K sera:

K = [-174.83 —57.12 — 39.14 — 29.36] (48)

Desta forma fica evidente que para cada escolha de polos é obtido um valor diferente

de ganho K, justificando a importancia de realizar a alocacdo de polos.

2.8 CONSIDERACOES SOBRE O ASSUNTO

Segundo Correia (2016) é comum equacdes diferenciais ordinarias (EDO)
descreverem um sistema dinamico, onde a transformada de Laplace transforma essas equacoes
em um modelo descrito na representacdo em frequéncia, deixando de ser representacao
temporal. Essa representacdo em frequéncia é baseada em uma relagdo entre a entrada e a saida
de um sistema, no entanto nem sempre essa relacdo € suficiente para descrever o processo de
um sistema dindmico, sendo necessario conhecer outros elementos internos que estdo
relacionados a acumuladores de energia.

Para representar tais elementos internos utiliza-se varidveis que sdo chamadas de

estados e que ajudam a explicar o comportamento dinamico de um sistema. Friedland (2005)
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cita que conhecendo-se a condigdo inicial dos estados € possivel perceber como o sistema
progride, descobrindo assim sua solugao.

De acordo com Paula (2014) a modelagem matematica do péndulo invertido
geralmente é flexivel, ou seja, 0 engenheiro de controle tem a opcdo de escolher as variaveis
armazenadoras de energia a serem controladas, além de considerar ou desprezar alguns fatores
fisicos do sistema.

Correia (2016) afirma que é fundamental conhecer os estados de um modelo, pois a
maioria das técnicas de projeto de controle sdo baseadas na realimentacdo de estados.
Geralmente a forma de realimentacdo ndo influencia na lei de controle. Esta lei é obtida a partir
da alocacéo de pélos, e em malha fechada esses pdlos sdo posicionados no plano complexo em
prol de atender as exigéncias de projeto inicialmente conhecidas.

De acordo com a posicdo dos polos é possivel calcular a matriz de ganho de
realimentacdo, no entanto esse posicionamento de pélos ndo garante que sera obtida a
otimizacdo da solugéo, ou seja, o sinal de controle u(t) e o estado do sistema x(t) nem sempre
sdo otimizados, mesmo sendo atendidas as exigéncias de projeto inicialmente conhecidas
(CORREA, 2016).

A néo linearidade do péndulo invertido e sua instabilidade em malha aberta faz-se com
que o controle do péndulo invertido seja um assunto classico no que se refere ao controle de
sistemas. Uma abordagem da modelagem n&o-linear que tem sido desenvolvida para o controle
do sistema péndulo invertido é a modelagem Fuzzy. Para Duarte Filho et al. (2013), a

abordagem é uma simplificacdo do processo real de controle do sistema.
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3 TEORIAFUZZY

O levantamento de variaveis de estados e 0 agrupamento dessas variaveis em equacgoes
que sdo inseridas no MATLAB para simular e obter graficos em prol de analisar o desempenho
de um determinado sistema as perturbagdes inerentes a planta em estudo, ndo sao suficientes
para o controle da planta, ou seja, é necessario adotar sistemas de controle inteligentes, que na
resposta a multiplas entradas se adaptem, de acordo com os erros registrados. Dentre eles pode-
se citar o sistema de controle inteligente Fuzzy que possui a habilidade de responder a
determinadas entradas no sistema de forma a solucionar os erros, mesmo que estes sejam
diferentes dos previstos.

A ldgica Fuzzy foi iniciada por Jan Lukasiewicz, na década de 20. Este ultimo
desenvolveu e introduziu conjuntos com grau de pertinéncia que combinados com os principios
da logica classica originou em uma fundamentacdo tedrica para que em 1960 Lofti Asker Zadeh
chegasse a ser o primeiro autor de uma publicacdo sobre l6gica Fuzzy (RIGNEL ET AL., 2011).
No entanto, a aplicacdo da l6gica Fuzzy em problemas de controle s6 ocorreu em 1973 através
de Mamdani, onde 0 mesmo prop6s um controlador embasado em um método que utiliza para
0 processo de decisdo de regras do tipo “SE A ENTAO B”, nas quais tanto o antecedente quanto
0 consequente sdo valores de variaveis linguisticas, expressos por meio de conjuntos Fuzzy
(ANDRADE E JACQUES, 2008).

Segundo Bauchspiess (2008) a teoria do conjunto Fuzzy teve sua primeira aplicacédo
de sucesso em controle, onde Mamdani a utilizou para projetar um controlador Fuzzy, onde a
mesma se distingue da logica classica através da ndo adesdo da proposicdo légica que possui
dois extremos: o completamente verdadeiro ou o completamente falso. Na ldgica Fuzzy uma
proposicdo pode assumir um numero de valores infinito de pertinéncia que varia de zero a um,
ou seja, parcialmente falso ou parcialmente verdadeiro, onde o valor zero ira representar a
pertinéncia ndo completa e o valor um ird representar a pertinéncia completa.

Andrade e Jaques (2008) afirmam que existem dois grandes grupos de controladores
Fuzzy, onde o proposto por Mamdani sdo baseados nas fungdes de implicacdo Fuzzy e em
operadores de composicao para a definicdo da saida Fuzzy do controlador. J& o proposto por
Takagi e Sugeno dispensam a definicdo de funcdes de implicacdo e operadores para a
inferéncia, ou seja, o controlador Fuzzy de Takagi e Sugeno é uma simplificacdo do controlador
Fuzzy de Mamdani, onde o conseqiente de cada regra é definido como uma funcdo das

variaveis linglisticas de entrada.
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Andrade e Jacques (2008) citam que os controladores Fuzzy propostos por Mamdani
e Takagi e Sugeno passaram por diversos aprimoramentos e hoje sdo utilizados como solucéo
para diversos problemas de controle, estando disponiveis em pacote computacional, com varios
recursos que permitem a implementacdo de seus componentes. Para realizar a implementacéo
de seus componentes se faz necessario ter conhecimentos tedricos acerca de cada solugao
possivel e da influéncia de cada escolha sobre a resposta do controlador e a eficiéncia do

controle por ele produzido.

3.1 LOGICAFUZZY

De acordo com Cavalcanti et al. (2012), a l6gica Fuzzy é baseada no grau de verdade
de “0” a”1”, o que faz a mesma trabalhar com possibilidade de condicdo verdadeira,
parcialmente falsa e falsa, essa logica nebulosa também pode ser definida como a l6gica que
suporta os modos de raciocinio que sao aproximados ao invés de exatos, ja que a mesma possui
habilidade de inferir conclusbes baseadas em informacdes incompletas. Duarte et al. (2013)
citam que ao invés de se obter um modelo para o0 processo e posteriormente projetar um
controlador com desempenho razoavel, estes sistemas se propdem a modelar diretamente como
o0 ser humano controlaria este processo, sendo essa a principal caracteristica da logica Fuzzy.

Segundo Cavalcante et al. (2012), devido a capacidade de inferir concluses a logica
Fuzzy vem sendo aplicada em diversas areas como: Sistemas especialistas, computacdo com
palavras, raciocinio aproximado, linguagem natural, identificacdo e controle de processos,
robética, modelamento de sistemas parcialmente abertos, reconhecimento de padrdes e
processos de tomada de decisdo, dentre outras.

Duarte et al. (2013) afirmam que com a necessidade de se obter uma representacao
para as informag6es incompletas ou imprecisas surgiu 0os subconjuntos Fuzzy de forma a
impedir passagens entre duas classes de elementos, e a0 mesmo tempo permitir que 0s
elementos possam pertencer parcialmente a cada uma das classes.

Logo, se considerarmos U como uma colegéo de objetos denominados genericamente
por {u}, onde U e chamado de universo de discurso no qual o mesmo é continuo ou discreto, e
ainda que um conjunto Fuzzy A nesse universo de discurso U € definido por uma funcéo de

pertinéncia p, que assume valores em um intervalo [0: 1], tem-se que:
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ta s U= [0:1] (49)

Desta forma, o conjunto suporte de um conjunto Fuzzy A é o subconjunto dos pontos
u de U tal que u, (u) > 0. Um conjunto Fuzzy cujo conjunto suporte € um unico ponto de U
com u,=1 é chamado de um conjunto unitario Fuzzy.

Para Duarte et al. (2013) o controle Fuzzy permite generalizar e inferir dentro do
universo de inferéncia ou discurso de cada variavel a ser controlada. Assim a estrutura de um
processo controlado por um controlador Fuzzy € ilustrado na figura 5, onde seus componentes
basicos sdo: a interface de Fuzzyficacdo, a base de conhecimento, a base de dados, 0
procedimento de inferéncia e a interface de Defuzzyficagdo (GOMIDE E GUDWIN,1994).

Figura 5. Arquitetura basica de um controlador Fuzzy.

Controlador Fuzzy

EBaze de Dados
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I I
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I I
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I I
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1 1
I y i I
) )
: Intarface da | Procedimento de - Interface da :
| Furzvficagio Inferéncia Defazzyficagio |
I I
1 1
I I

/

Fonte:Gomide e Gudwin, 1994.

Onde a Fuzzyficacdo toma os valores das variaveis de entrada para realizar a
Fuzzyficacdo dos mesmos. A base de conhecimento consiste de uma base de regras e a base de
dados armazena as definigdes necessarias. Ja o procedimento de inferéncia processa os dados
Fuzzy de entrada, junto com as regras, de modo a inferir as agoes de controle Fuzzy, e a interface
de Defuzzyficacédo transforma as acdes de controle Fuzzy inferidas em a¢6es de controle néo-

Fuzzy.
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3.2 CONJUNCOES FUZZY

De acordo com Tanscheit (2004), um conjunto Fuzzy A em um universo X é definido

pela respectiva funcao de pertinéncia:

na(x): X— [0,1] (50)

E é representado por um conjunto de pares ordenados:

A={us(x)/x} x€X (51)

Onde, u, ird indicar o quanto x é compativel com o conjunto A. E importante frisar
que um determinado elemento pode pertencer a mais de um conjunto Fuzzy, com diferentes
graus de pertinéncia.

Segundo Tanscheit (2004) existe um conjunto suporte de um conjunto Fuzzy, onde A
sera 0 conjunto de elementos no universo X para os quais u, (x) > 0. O conjunto unitario Fuzzy
tem o suporte em um Unico ponto x* com u,(x’) = 1. Logo, um conjunto Fuzzy também pode
ser considerado como 0 mapeamento do conjunto suporte no intervalo [0,1], implicando em
uma representacdo para o conjunto Fuzzy através da sua funcédo de pertinéncia.

Os conjuntos Fuzzy se dividem em universos continuos ou discretos. Quando o
universo X for discreto e finito, o conjunto Fuzzy A sera representado por um vetor contendo
o0s graus de pertinéncia no conjunto A dos elementos correspondentes de X. Quando o universo

X for continuo, emprega-se a seguinte notagao:
fX ta(x)/X (52)

Tanscheit (2004) cita que os nomes dos conjuntos Fuzzy podem ser dados atraves de
valores de uma variavel linguistica, ou seja, se a temperatura é uma variavel linguistica o0s
valores da mesma podem ser: baixa, média, e alta e eles serdo descritos por intermédio de
conjuntos Fuzzy, representados por fungdes de pertinéncia. Assim, os valores de uma variavel
linguistica podem ser sentencas em uma linguagem especificada, construidas a partir de termos

primarios, conectivos ldgicos, modificadores e delimitadores.
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3.3 FUNCOES DE PERTINENCIA FUZZY
A funcdo de pertinéncia afirma o quanto é possivel um elemento x pertencer a um
conjunto A, ou seja, através do grau de pertinéncia representado por intervalos. Conforme ilustra

a Figura 5, é possivel saber o quanto um determinado elemento pertence a um dado conjunto.

Figura 6. Funcdes de pertinéncia para variavel estatura.

pertinéncia
F 9
baixa média alta
1
1,50 1,73 2,00 estatura (metros)

Fonte: Tanscheit, 2004.

Seguindo a linha de raciocinio citada no altimo paragrafo do tépico anterior observa-
se que na Figura 5 a estatura é a variavel linguistica e os termos (baixa, média, alta) sdo os
valores da variavel linguistica. De acordo com a Figura 5 estaturas de até 1,5 metros apresentam
grau de pertinéncia igual a 1 no conjunto A; Ja a estatura de 1,75 metros € "completamente
compativel" com o conjunto B, ao passo que estaturas acima de 1,8 metros apresentam grau de
pertinéncia diferente de zero em C. Pessoas com estatura acima de 2 metros sao definidas como
altas.

De acordo com Biondi Neto et al. (2006) a funcdo de pertinéncia (membership) de um
conjunto Fuzzy representa as propriedades semanticas do conceito. Existem diversas fungdes

de pertinéncias dentre as principais: linear; S; curva Z; pi; gaussiana; trapezoidal e triangular.

e A funcdo de pertinéncia linear ¢ uma das mais simples, representadas em forma
decrescente ou crescente;

e A funcgdo de pertinéncia S se caracteriza pela equacao quadratica;
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e Curva Z é complemento do formato S de dois parametros, ou seja, Z (X, a, b)
=1-S(x,a,b);

e Formato Pl é a juncdo das curvas S e Z;

e Afuncéo de pertinéncia gaussiana tem uma distribuigdo normal, a mesma tende
a zero para valores muito maiores ou muito menores do que a media;

e A funcdo de pertinéncia trapezoidal apresenta um rapido processamento e
presenca de descontinuidades. A mesma se da em um formato de trapézio;

e A funcdo triangular é semelhante a trapezoidal, mais ndo apresenta
descontinuidade entre a mudanca do crescimento da funcdo. A mesma se da

em um formato triangular.

3.4 DEFINICOES FUZZY

Tanscheit (2004) afirma que existem uma série de definicbes Fuzzy, onde as mais
relevantes sdo:

Um conjunto Fuzzy A em X € vazio se sua funcdo de pertinéncia é igual a zero sobre
todo X:

A=0 seesomentese uu(x) =0 Vx€eX (53)

O complemento A" de um conjunto Fuzzy A € normalmente dado por:

pa(x) =1—ps(x) VxeX (54)

Dois conjuntos Fuzzy A e B em X sdo iguais se suas funcdes de pertinéncia forem

iguais sobre todo X:

A = Bseesomentese us(x) = ug(x) Vx€eX (55)

Um conjunto Fuzzy A é um subconjunto de B se sua funcao de pertinéncia for menor

ou igual a de B sobre todo X:



35

AcBseus(x) <ug(x) VxeXx (56)

A unido dos conjuntos A e B denotada por A U B contém todos os elementos que
pertencem a A ou a B. Fazendo-se uso dos operadores minimum (min ou /) e maximum (max
ou 1), a funcdo caracteristica do conjunto resultante (unido) pode ser representada da seguinte

forma:

tavg(x) = pa(x) Vup(x) Vx€X (57)

Fazendo o mesmo para intersecdo dos conjuntos A e B tem-se que:

tang(x) = ua(x) Apg(x) Vx€X (58)
E importante observar que:

Uanp(x) =1 sex EAex €B (59)
Hang(X) =0 sex ¢ Aex ¢B (60)

A mesma analogia é valida para unido dos conjuntos A e B. Para unido Fuzzy utiliza-
se a soma algébrica e para intersecdo Fuzzy o produto algébrico. Com o objetivo de
generalizacdo definiu-se operadores de base axiomaética, ou seja, baseados nos precitos de
norma triangular (norma-t) e co-norma triangular (conorma-t ou norma-s) (TANSCHEIT,
2004).

Logo, uma norma-t é uma operacdo binaria dada por:*:[0,1] x [0,1] —[0,1], onde
Vx,y,z,w € [0,1]. Ja a conorma-t é uma operacdo binaria dada por:@:[0,1] x [0,1] — [0,1],
onde Vx,y,z,w € [0,1]. Ambas as normas satisfazem as respectivas propriedades:

comutatividade, associatividade, monotonicidade e condi¢des de contorno.
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3.5 REGRAS FUZZY

De acordo com Tanscheit (2004) para que o controlador Fuzzy apresente um bom
desempenho é preciso que regras consistentes sejam impostas na estratégia de controle.
Segundo Belucci (2010) um sistema baseado em regras Fuzzy busca respostas para um
determinado problema, ou seja, ele tentar produzir saidas (respostas) para cada entrada
(problema).

Se a entrada e a saida forem representadas por condicao e acdo respectivamente, o
controlador Fuzzy reproduzira a estratégia de um controlador humano, considerando que as
acbes humanas sdo execucles de tarefas que seguem uma sequéncia de ordem linguistica
representadas por um conjunto de regras. Tanscheit (2004) afirma que as regras séo fornecidas
em forma de sentencas linguisticas, as mesmas sdo providas de um especialista ou atraves de
métodos de extracdo de dados numéricos.

Segundo Ortega (2001) cada regra Fuzzy € composta por uma parte antecedente (Se)

e uma parte consequente (Entéo), resultando em uma estrutura:

Se {antecedentes} Entao {consequentes}. (61)

Onde, os antecedentes descrevem uma condigdo, enquanto 0s consequentes descrevem
uma conclusdo ou uma acdo que pode ser esbocada quando as condicOes se verificam. Em
outras palavras os antecedentes descrevem uma condicao elastica, ou seja, uma condicdo que
pode ser parcialmente satisfeita, enquanto os consequentes descrevem uma condicéo rigida.

Ortega (2001) afirma que os antecedentes definem a regido de variaveis de entrada e
0s consequentes a regido de varidveis de saida do sistema em estudo. Todas as regras sao
consideradas em um mesmo tempo e posteriormente obtém-se uma resposta que pode ser um

valor numérico ou um conjunto Fuzzy, dependendo do consequente utilizado.

3.6 SISTEMA DE INFERENCIA FUZZY

Segundo Souza (2010) o processo de inferéncia Fuzzy permite que cada proposicéo
Fuzzy seja traduzida matematicamente por meio das técnicas da logica Fuzzy, ou seja, na
inferéncia Fuzzy a base de regras é modelada matematicamente por uma relagdo Fuzzy a partir

dos conjuntos Fuzzy do sistema e da ldgica Fuzzy a ser adotada. Nesse processo também sera
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fornecido a saida (controle) Fuzzy a ser adotada pelo controlador, a partir de cada entrada
Fuzzy.

Souza (2010) afirma que a inferéncia Fuzzy de Mamdani tem como proposta uma
relacdo Fuzzy binaria M entre x e u para modelar matematicamente a base de regras. Esse
método tem como base a regra de composicao de inferéncia max-min. Logo, se as regras sdo
modeladas por uma relacdo Fuzzy R a partir dos conjuntos Fuzzy, tem-se que a fungédo de

pertinéncia de R sera dada por:
Pr(xy) = max(@g; (x,u)) (62)

Onde Ri é relacdo Fuzzy obtida a partir da regra i, no qual a funcéo de pertinéncia sera
dada por ¢@g;. Os valores x e u representam, respectivamente, o estado e o controle. A inferéncia,
que representa o controle B para um estado A, é dada por uma regra de composicdo de inferéncia

B =R(A), cuja funcéo de pertinéncia e dada pela equacao (63).
Pu(x,w) = max(@p; (x,u)) = max[ga; (x) A @5 ()] (63)

Assim, a relacdo Fuzzy M é o subconjunto Fuzzy de X x U . Observa-se que em cada
regra Rj a condicional € modelada pela aplica¢cdo minimo e para o conceito logico min=A.

Para Tanscheit (2004) o sistema de inferéncia Fuzzy, considera entradas ndo-Fuzzy,
ou precisas que sao resultantes de medi¢Ges ou observagdes. Logo, € necessario efetuar-se um
mapeamento destes dados precisos para 0s conjuntos Fuzzy (de entrada) relevantes, o que €
realizado no estagio de Fuzzificagao.

3.7 FUZZIFICACAO

A Fuzzificacdo tem o objetivo de realizar a determinagdo de um sistema Fuzzy, esse
processo é realizado para cada variavel de entrada, onde valores crisp de entrada sao traduzidos
em conceitos linguisticos, representados por conjuntos Fuzzy. Segundo Driankovi et al. (1966)
a Fuzzificacdo é uma funcdo que garante certo grau de imprecisdo a um valor numérico, assim

mapeando o valor fisico de uma variavel de um processo em universo normalizado de discurso,
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garantindo a compatibilidade da entrada do processo com a representacdo Fuzzy adotada na
base de regras.

De acordo com Silva (2013) a Fuzzificagdo possui a habilidade de transformar os
valores de entrada em em graus de pertinéncia, assim gerando uma interpretacdo da entrada.
Em outras palavras a Fuzzificagao realiza a transformacao de valores discretos ou conjunto de
l6gica classica em um conjunto Fuzzy.

As funcdes de pertinéncia sdo elementos fundamentais no processo de Fuzzificacao,
onde as mesmas atribuem valores de pertinéncia Fuzzy para valores discretos de uma variavel.
De acordo com Bezerra (2009) as funcdes de pertinéncia sdo definidas com base nos respectivos
métodos.

e Avaliacdo e deducdo subjetivas: 0s conjuntos Fuzzy sdo determinados através
de procedimentos de cognicdo simples ou sofisticados, isso quando se deseja
modelar a percepcdo e o conhecimento das pessoas. Em outras palavras as
pessoas desenham ou especificam curvas de pertinéncia diferentes que sejam
adequadas ao problema em questéo.

e Formas ad Hoc: nesse método as operaches reais de controle Fuzzy sdo
derivadas de um pequeno conjunto de tipos de curvas, como exemplo pode-se
citar os conjuntos Fuzzy triangulares. Logo é preciso somente realizar a escolha
do valor central e a inclinacdo das retas dos lados dos conjuntos Fuzzy.

e Conversdo de frequéncias ou probabilidades: nesse método as informacdes de
histogramas de frequéncia e curvas de probabilidades séo utilizadas na
construcao de funcgdes de pertinéncia.

e Mensuracdo Fisica: os graus de pertinéncia ndo sdo medidos diretamente, no

entanto muitas aplicacGes da I6gica Fuzzy sdo mensuracgdes fisicas.

3.8 DEFUZZIFICACAO

De acordo com Souza (2010) a cada entrada Fuzzy, o processo de inferéncia produz
uma saida Fuzzy que indica o controle a ser adotado, onde a entrada € uma condi¢do imprecisa
e a saida é imprecisa (no caso de processo de inferéncia de Mamdani) ou precisa na forma de
funcdo matematica (no caso do processo de inferéncia de Takashi-Sugeno), com isso 0 processo

de Defuzzificagdo entra no objetivo de transformar a saida em um ndmero real, ou seja, a
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Defuzzificagdo age no intuito de representar um conjunto de inferéncia Fuzzy, que possui
variaveis linguisticas, em um conjunto de valores reais, que sera o sinal de saida de controle.
Para Burns (2001) a Defuzzificacédo é o procedimento para mapeamento a partir de um
conjunto de sinais de controle difusos inferidos contido dentro de uma janela de saida difusa
para um sinal de controle ndo Fuzzy, onde o método do centro de &rea é a técnica de

Defuzzificagdo mais bem conhecida, que em termos linguisticos pode ser expressa como:

SOMA DOS PRIMEIROS MOMENTOS DA AREA

SINAL DE CONTROLE = - (64)
SOMA DAS AREAS

Logo, a equacgdo (64) que também é conhecida como saida pelo método do centroide

ou centro de massa, pode ser expressa em um sistema continuo como:

u(t) = % (65)

Ou alternativamente pode ser expressa em um sistema discreto como:

¥ uip(u)du
u(kT) = R, u(u)du (66)

Onde, a equacdo (66) consiste em realizar o somatério da variavel multiplicado pelo
grau de pertinéncia da variavel que é dividido pelo somatério do grau de pertinéncia. Segundo
Tanscheit (2004) existem varios métodos de Defuzzificacdo na literatura, onde os dois mais
empregados sdo o centro de gravidade que também é conhecido como método do centro de
area, e a média dos maximos.

O método do centro da gravidade funciona da seguinte forma: a saida precisa é obtida
tomando-se a media entre os dois elementos extremos no universo que correspondem aos
maiores valores da funcdo de pertinéncia do consequente. No método da média dos maximos a
saida € o valor no universo que divide a &rea sob a curva da funcdo de pertinéncia em duas

partes iguais.



40

3.9 CONSIDERACOES SOBRE O ASSUNTO

Boa parte dos trabalhos de controle dindmico utilizam-se de funcdes de transferéncia
com controle aplicado, considerando um modelo de segunda ordem e linear, no entanto, a
maioria dos sistemas dindmicos sdo ndo lineares necessitando-se de técnicas de controle que
possa reparar esse problema, nesse contexto a logica nebulosa vem sendo bastante aplicada.

Segundo Rignel et al. (2011) atualmente diversos problemas podem ser solucionados
com a l6gica nebulosa, pois a mesma permite que varidveis ndo admitam valores precisos, como
0 ou 1, possibilitando que elas tenham graus de pertinéncia. Outra caracteristica fundamental
da ld6gica Fuzzy é a capacidade de construir regras, facilitando a modelagem dos problemas e
diminuindo a complexidade dos mesmos.

Tanscheit (2004) afirma que essas regras junto da forma e quantidade de conjuntos
aplicados a cada variavel define o desempenho de um sistema de inferéncia Fuzzy. No entanto,
existem outros fatores que contribuem para o desempenho do sistema de inferéncia Fuzzy
como: processo de Defuzzificacao, escolha do operador de implicacéo.

A logica Fuzzy é muito atil quando aplicada a plantas ndo lineares, onde gréficos de
resposta simulados em malha fechada, para sistemas ndo lineares, demonstram adequacéo da
légica Fuzzy em tratamento de problemas néo-lineares (FILHO ET AL.,2002). E
importante frisar que a Légica Fuzzy quando associada com outro artificio de inteligéncia
artificial como: redes neurais, poderia apresentar ganhos significativos em termos de
desempenho do sistema em malha fechada.

Gomide e Gudwin (1994) citam que a logica Fuzzy tem diversas aplicacfes, dentre
elas: controle de processos industriais, geladeiras (Sharp), ar condicionado (Mistsubishi),
cameras de video (Canon, Panasonic), maquinas de lavar roupa (Sanyo), fornos de micro-ondas
(Sanyo), aspiradores de po, transmissdes automaticas (Nissam, Lexus), injecdo eletronica,
suspensdo ativa, freios antiblogqueantes, controle de grupo de elevadores (Hitachi, Toshiba),
veiculos auto-guiados, robds moveis (Nasa, IBM), controle de motores (Hitachi), ventilacdo de
tuneis urbanos (Toshiba), controle de trafego urbano, controle de parada e partida de trens de

metr6 (Sendai, Tokio).
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4 METODOLOGIA

Sera realizada a implementacdo de um sistema de controle Fuzzy para o péndulo
invertido por intermédio de simulagdes no software MATLAB, com base em estudo
bibliografico abordado na pesquisa, modelagem do sistema péndulo invertido em espago de
estados, método de alocacao de pdlos, simulacdo dos modelos linear e ndo linear do péndulo
invertido em malha fechada e aplicacdo dos conceitos de Fuzzy. A metodologia utilizada neste
trabalho consiste na comparacao entre os modelos linearizados e ndo linearizados em malha
aberta e fechada, onde a mesma é constituida por duas etapas: a primeira etapa esta ligada a
programacdo Fuzzy e aplicacdo da técnica de controle LGR e a segunda é uma analise técnica
através da implementacédo do controle Fuzzy e do controle LGR na interface grafica do modelo

linear e n&o linear do péndulo invertido em malha fechada.

4.1 MODELO NUMERICO NO ESPACO DE ESTADOS E MODELO NUMERICO NAO
LINEAR

Para controlar um sistema é necessario representar o comportamento do mesmo
através de equacdes. No entanto, alguns modelos matematicos podem ser complexos a ponto
de ser conveniente descrever o comportamento de um determinado sistema através de regras
que sdo aplicadas em ldgicas.

Mas, para aplicar essas regras se faz necessario obter os modelos numeéricos linear e
néo linear do sistema em estudo. Assim, substituindo os valores de a,; a,4, b, € b, nas matrizes
de estados dadas pela relacdo (41), obtém-se o modelo numérico linearizado no espaco de

estados do péndulo invertido, conforme mostra a relacdo (67).

0 100 0

o8t 0 00| ,_|-0667| ~_[1000

a=17000 03| B=10"] c=loo 1ol 2= (67)
~3270 0 0 0.889

Ja 0 modelo numérico néo linear do péndulo invertido pode ser dado atraves das
equacoes (9), (10), (11), (12), (13) e (14), onde essas equacdes serdo manuseadas a fim de isolar

% e 6. Para obter X, tem-se que:
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dtZ(X) F—-m 2(X+lsen9)

X(M+m)=F — ml (sen@) (68)

Aplicando a regra da cadeia e a regra do produto para derivar o lado esquerdo da

equacdo (68), tem-se que:

__ F+mi(6%senf—0Bcosh)
- M+m

(69)

Substituindo os valores de m, [, M e gna equacédo (69), tem-se que:

.. —F+0,5(8%sen8—0Bcos6
j = 0@ ) (70)

Para obter 8, tem-se que:

EG = Fylsenf — Fylcos@

Fy = m;—; (x+lsenB)

F, =mg + m (lcosG)

1mi?

Logo,

1ml? ;:

d? d?
S 0= <mg tm— (lcosH)> [senf — (mﬁ (x + lsenB) )lcos@ (71)

Aplicando a regra da cadeia e a regra do produto para derivar o lado esquerdo da

equacdo (71), tem-se que:
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Omi? x G + sen?6 + 60529) = mglsen® — milcos6 (72)

Substituindo a equacdo (70) na equacgdo (72) e considerando que sen?6 +

cos?6 = 1, tem-se que:

4 F+ml(0%sen6—0coso
-16 = gsenf — [ ( )] cos6
3 M+m
Logo,
_F—-mlO2
gsen@+cos€[%
= l(i_mcosze) (73)
3 M+m

Substituindo os valores de m, [, M e gna equacéo (73), tem-se que:

—F—05682
9,81sen9+cose[w]

1 (i_o,Scosze)
3 1,5

6 =

(74)

4.2 DECLARACAO DE VARIAVEIS

Segundo Morais et al. (2005) o projeto de controle Fuzzy é baseado em métodos
empiricos e consiste em uma aproximacao metddica para tentativa e erro, onde 0 processo segue
as seguintes etapas: declaracdo de variaveis de entrada e saida, definicdo de regras,
Defuzzificagdo e ajustes finais em prol de atender as especificacfes do projeto.

As variaveis declaradas sdo mostradas na tabela 1, onde a for¢a a variavel de controle,
assim justificando o fato de ser escolhida como variavel de entrada, ja 0 angulo da haste e a
velocidade angular da haste podem ser controlados, sendo assim consideradas variaveis de

saida.



Tabela 1. Declaracao de variaveis.

Variaveis Descricao das variaveis
Entrada Forca
] Angulo da haste
Saidas Velocidade angular

Fonte: Autoria propria, 2018.
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Segundo Duarte et al. (2013) apds as definicdes das variaveis para o projeto controle

Fuzzy define-se o universo de discurso e 0 numero de valores linguisticos necessarios, onde

cada valor linguistico deve ser definido pela sua funcdo de pertinéncia, pois um nimero muito

grande desses implicaria em um nimero maior de regras.

4.3 UNIVERSO DE DISCURSO X VALORES LINGUISTICOS

O universo de discurso € simplesmente o range da varidvel caracterizada por valores

ao longo do eixo x, logo o universo do discurso sera dado por 6, 6, e F. Seguindo a proposta

de Burns (2001), o nimero de valores linguisticos esta relacionado ao nimero de conjuntos

linguisticos, que sera trés para cada variavel de estado e trés para F, conforme ilustrado na

Figura 6.
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Figura 7.Conjuntos Fuzzy.

] gl il

1.0 1.0

ME PB NE PE

0.1 Q 0.1 [} 0.5 0 0.5 !

jlF)

MH PH

100 0 100 F

Fonte: Burns, 2001.

Cada variavel linguistica significa respectivamente:

NB= grande negativo
Z= sobre zero

PB= grande positivo

4.4 FUNCOES DE PERTINENCIA

A funcgéo de pertinéncia ira informar a possibilidade um elemento x pertencer a um
conjunto A, ou seja, através do grau de pertinéncia representado pelo os intervalos da Figura 6
é possivel saber o quanto um determinado elemento pertence a um dado conjunto. Burns (2001)
definiu trés funcbes de pertinéncia, uma triangular e duas trapezoidais, para cada variavel de
entrada e saida, conforme mostra a Figura 7, visando abranger as variacdes do sistema.

Para realizar a classificacdo de um elemento com relacdo ao seu conjunto sera

considerado os graus de pertinéncia para cada variavel (entrada e saida) com variagéo entre 0 e
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1. Os elementos dos conjuntos Fuzzy para 8, 6 e F terdo seus valores respectivamente entre:
—0.15e0.15, —0.7 € 0.7, =150 e 150. Os valores associados a méxima pertinéncia e minima

pertinéncia para cada variavel linguistica segue abaixo.

Para @:

NB =[-0.15 — 0.15 — 0.1 0]
ZT = [-0.1 0 0.1]

PB =[0 0.1 0.15 0.15]

Para 6:
NB=[-1-1—05 0]
ZT =[-0.5 0 0.5]
PB=1[0 05 1 1]

Para F:

NB =[-150 — 150 — 100 0]
ZT = [—100 0 100]

PB =[0 100 150 150]

Para funcdo de pertinéncia triangular a maxima pertinéncia se assumira no coeficiente
"b" e para funcdo de pertinéncia trapezoidal a maxima pertinéncia se assumira entre 0s

coeficientes "b e c¢".

45 REGRAS FUZZY APLICADAS AO PENDULO INVERTIDO

Para realizar a defini¢do de regras Fuzzy para o controle do péndulo invertido, utilizou-
se conhecimento heuristico de experimentos de balango e a base de regras de tipo Mamdani,

proposta por Johnson e Picon (1995), conforme mostra abaixo.

1- SeH éPBe 6 éPB,entdo F é PB;
2- Se9éPBeféZ entdo Fé PB;
3- Se9éPBeféNB,entdo FéZ;
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4- SeféZedéPB,entdo F é PB;
5- SeféZebéZ entdioFéZ;

6- SeH éPBeH éNB,entdo F é NB;
7- SeHEéNBedéPB,entdo F éZ;
8- Se@éNBedéZ entdoF éNB;
9- SedéNBedéNB,entdo F é NB;
10-Se 6 é PB, entdo F é PB;
11-Se 6 é NB, entdo F é NB.

Onde, de acordo com Burns (2001) a base de regra poderia ser estendida até 22 regras
por uma configuragdo adicional de 11 regras, isso se daria realizando a substituicdo de 6 com
x e de @ com x, essa acdo implicaria em um ajuste mais fino por parte do controle e certamente

em um resultado mais completo.

4.6 INFERENCIA FUZZY

Aplicando o conceito de inferéncia Fuzzy na base de regras Fuzzy para o péndulo

invertido, proposta por Burns (2001), tem-se as respectivas funcdes de pertinéncia:
tpp (1) = max{yupp(8), min (ppp(0), pp(8)), min ( pp(0),1,(8)), min (1,(6), ps(8))]
pnp (W) = max[uyg (9); min (MZ(H)» UnB (9)) ,min ( HUnB (9)'112(9)) ,min (.uNB (0), uns (9))]

pz(w) = max[min(upp(0), unp (9)), min (#Z ), .UZ(Q)) ,min (HNB (6), tpp (9))]

Onde, 0 max tem a funcéo de soma e 0 min tem a funcéo de produto, e ppg(w), uyg (W)

e uz(u) serdo os subconjuntos Fuzzy dados pelas fungdes de pertinéncia acima.
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4.7 METODO DE DEFUZZIFICACAO UTILIZADO

Neste trabalho sera utilizado o método do centro das areas que também e conhecido
como método do centro da gravidade, para realizar a analise de Defuzzificagdo do sinal de
controle. A Defuzzificagdo se dara atraves da razdo entre o somatério da juncdo das regras
multiplicadas pelo grau de pertinéncia da variavel de entrada e 0 somatorio da jung&o das regras,

ou seja:

Y max(R)xXu
Y max(R)

u(t) = (75)

48 PROGRAMACAO FUZZY

Seréd utilizado conceitos e equagdes importantes sobre a modelagem em espaco de
estados, alocacdo de pélos e l6gica Fuzzy abordados no referencial tedrico deste trabalho para
implementar a logica Fuzzy aplicada ao sistema péndulo invertido linear e ndo linear no
software MATLAB. A l6gica Fuzzy sera implementada de acordo com a proposta de Burns
(2001) para o péndulo invertido linear, com o objetivo de demonstrar que é possivel solucionar
as ndo linearidades do péndulo invertido ndo linear com a logica Fuzzy. A técnica de controle
LGR também sera aplicada em ambos os modelos, a partir da implementacdo do modelo
numérico de ganho K.

Algumas informac6es sdo fundamentais para realizar implementacdo do codigo de
controle, como: condicéo inicial de controle das variaveis de estados, que para 8 € de 0.1 rad e
para 6, x, x sd0 0. O intervalo de tempo para obter a resposta de comportamento do sistema

serd de 0 a 2 segundos. Essas informacdes sdo dadas por Burns (2001).

4.9 METODO DE RUNGE KUTTA

O método de Runge Kutta é bastante utilizado como alternativa para resolucéo de
equacdo diferenciais de segunda e quarta ordem. Este método numeérico € ideal para solucionar
problemas de valor inicial. A sua aplicacdo se da a partir de uma condic¢éo inicial, sendo possivel

conhecer os demais pontos da solugdo. O método numérico Runge-Kutta, assim como outros
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métodos numéricos, pode ser implementado de maneira simples em programas computacionais,
diminuindo a complexidade de resolucdo de equagOes de um sistema.

De acordo com Rocha (2016) a formula de Runge Kutta € basicamente uma equacao
ponderada da média de valores de f (t, X) em pontos diferentes no intervalo t,, <t <t,+1, na

qual a mesma e dada pela equacdo (76).

(76)

xn+1=xn+h( .

Em que,

kni=f (tn, xn)

Knz =f (b + 5 b, X + > hkeny)

s =f (b + 5 b, X + > ki)

kna :f(tn +h,x, + hkn3)

A soma dos K pode ser considerada como um coeficiente angular médio, onde k,, é
o coeficiente angular no extremo esquerdo do intervalo, k,, € o coeficiente angular no ponto
médio, k,3; é a segunda aproximagdo do coeficiente angular no ponto médio e k,, € O
coeficiente angular no extremo direito do intervalo.

O método de Runge Kutta sera utilizado neste trabalho para resolver equacdes
diferenciais de quarta ordem que ndo possuem solucdo analitica no modelo ndo linear do

sistema péndulo invertido.

410 CONTROLE LGR

De acordo com Ogata (2010) o projeto de controle pelo método do lugar geometrico
das raizes é baseado em redesenhar o lugar das raizes do sistema através da adi¢cdo de polos e
zeros da funcgdo de transferéncia de malha aberta, assim forgando um novo lugar das raizes a
passar pelos polos e zeros de malha fechada desejados no plano complexo s. Em outras palavras,
0 método do lugar das raizes consiste na suposi¢do de que todo sistema de malha fechada tem

um par de polos dominantes.
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O método do lugar das raizes indica os efeitos dos ajustes de pardmetros (pélos
adicionais), onde a adicdo de pdlos a funcéo de transferéncia de malha aberta tem o efeito de
deslocar o lugar das raizes para direita, deixando o sistema mais instavel. Ja a adicdo de zero a
funcdo de transferéncia de malha aberta tem o efeito de deslocar as raizes para esquerda assim
aumentando a estabilidade do sistema (OGATA, 2010).

O controle LGR atua pelo método de tentativa e erro afim de satisfazer as
especificacbes de desempenho, logo 0 mesmo ira levantar a localizacao dos p6los de um sistema
em malha fechada em funcdo da variacdo de um parametro do ganho K. Assim, é possivel
observar a movimentacao dos p6los em malha fechada a medida que um parametro do ganho
K varia.

No presente trabalho sera construido um grafico para o sistema péndulo invertido
(modelo linear e ndo linear) a partir do conhecimento dos polos e zeros do sistema em malha
aberta. Tomando o ganho K como pardmetro, 0 LGR serd o conjunto dos pontos no plano

complexo s que correspondem aos polos do sistema em malha fechada.

4.11 SIMULACAO FUZZY

As etapas para realizar a simulacdo da l6gica Fuzzy aplicada ao péndulo invertido

linear e ndo linear em malha fechada, foram respectivamente:

1- Declaracdo de variaveis;

2- Implementacdo do modelo numérico linear e ndo linear;
3- Implementacdo do modelo de alocacgéo de polos;

4- Implementacdo do método de Runge Kutta;

5- Implementacdo das regras e da superficie de inferéncia;
6- Implementacéo das funcdes de pertinéncia;

7- Defuzzificacao;

8- Implementacdo da interface grafica.

Segue abaixo 0 método proposto para realizar a simulacdo Fuzzy em forma de blocos,

conforme mostra a Figura 8.



o1

Figura 8 . Organizacgéo do sistema de controle Fuzzy.

Base de regras

!
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A |

Fonte: Autoria propria.

Na Figura 8, observa-se que ap6s a entrada dos valores numéricos ocorre a
Fuzzificacdo que é a transformacdo dos valores numéricos em valores Fuzzy, por parte do
controlador Fuzzy. Em seguida, o processo de inferéncia se inicia através da base de
conhecimento, tomando as devidas decisfes e as devolvendo para o sistema na mesma
linguagem Fuzzy. Posteriormente o processo converte as decisdes tomadas no processo de
inferéncia em informacdes para o formato analdgico, sendo disponibilizada a saida do

controlador para que seja efetuada a mudanca de estado no processo controlado.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1 RESULTADOS DA SIMULACAO

Conforme mostrado no tépico do lugar geral das raizes o ganho de realimentacéo de

estados de acordo com os pdlos desejados é dado por:

K =[-174.83 —57.12 —39.14 — 29.36]

Onde para cada pdlo desejado o ganho K seré diferente.

E possivel obter a representacéo da funcdo algébrica ndo linear entre as variaveis de
entrada (forca) e as variaveis de saida (theta e velocidade angular) através da superficie de
Inferéncia Fuzzy, onde para este controlador de onze regras aplicadas ao péndulo invertido, se

portou da seguinte forma:

Figura 9. Superficie de Inferéncia Fuzzy.

100 ~

-50 -

-100
0.2

Vel. angular 02 4 g

Fonte: Autoria prépria.
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Na Figura 9, tém-se a superficie de inferéncia que é gerada com base nas fungdes de
pertinéncia e criacdo de regras. O sistema Fuzzy realiza 0 mapeamento entradas/saida, cujo
grafico 3D é a superficie gerada pelas operacdes logicas de inferéncia. Consequentemente, a
Surface Viewer permite verificar todas as relagdes entre entrada e saida.

Para a varidvel de entrada (for¢a) os valores de dominio na superficie de inferéncia
ficaram entre [—=150 150], para as variaveis de saida (theta e velocidade angular) ficaram
respectivamente entre: [—0.15 0.15] e [—0.7 0.7], onde os intervalos de valores para cada

variavel foram: 0.015 para 6, 0.07 para 6 e 3 para F.
5.2 METODO DE ATIVACAO POR FUNCAO E PERTINENCIA

Utilizando a estratégia Mebership Functions tem-se as respetivas fungdes de
pertinéncia e conjuntos Fuzzy para cada variavel (entrada e saida), conforme mostra a figura

10.

Figura 10. Funcdes de pertinéncia.
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Fonte: Autoria propria, 2018.
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De acordo com a Figura 10, cada varidvel (entrada e saida) possui funcgdes de
pertinéncia em formato trapezoidal e triangular, sendo o seu eixo y formado por valores de
graus de pertinéncia e 0 seu eixo x formado por valores das varidveis linguisticas (theta,
velocidade angular e Forca). Os valores negativos das variaveis linguisticas estdo situados no
conjunto dos valores negativos NB,enquanto os valores positivos estdo situados no conjunto
positivo PB . O conjunto ZD corresponde ao valor zero e valores diferentes de zero.

Observa-se que quando theta atingir o valor de —0.15 o seu grau de pertinéncia sera
igual a 1, o que significa que esse valor pertence completamente ao conjunto NB e possui grau
maximo de pertinéncia, ao passo de que se o valor atingido for de —0.05 o grau de pertinéncia
sera igual a 0.5, o que significa que este valor pertence parcialmente ao conjunto NB e

parcialmente ao conjunto ZD. O mesmo raciocinio vale para as demais variaveis linguisticas.

5.3 CONTROLE FUZZY APLICADO AO SISTEMA LINEAR E NAO LINEAR

Aplicando a l6gica Fuzzy no controle do modelo linear e ndo linear do sistema péndulo
invertido, tem-se que a estabilidade em ambos os modelos foi atingida, conforme ilustrado na
Figura 11. O comportamento de cada variavel linguistica diante do controle executado atendeu

as expectativas de resultados esperados.
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Figura 11. Controle Fuzzy aplicado no modelo linear e n&o linear.
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Nota-se que em malha aberta, conforme ilustra a Figura 4, o angulo da haste e a
velocidade angular da haste apresentaram instabilidade no modelo nédo linear, ja no linear o
angulo da haste e a velocidade angular da haste se comportaram de forma crescente, esses
problemas foram sanados pelo controle Fuzzy em malha fechada, onde o angulo da haste e a
velocidade angular da mesma obtiveram um resultado semelhante de estabilidade em ambos os
modelos. A variavel linguistica forca foi a que apresentou resultado de estabilidade mais
satisfatorio, o que garante manter o péndulo invertido em sua posicao Unica vertical, ja que que
a mesma € a nossa variavel de controle.
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54 CONTROLE LGR X CONTROLE FUZZY APLICADO AO MODELO LINEAR E
NAO LINEAR

A partir da implementacdo do modelo de alocacdo de pdélos foi possivel aplicar a
técnica de controle LGR, onde os resultados de estabilidade foram satisfatorios para os modelos
linear e n&o linear do péndulo invertido, conforme ilustra a Figura 12. No entanto, as oscilagdes
estiveram presentes e 0 tempo de assentamento das curvas foi relativamente menor em relacéo

ao controle Fuzzy.

Figura 12. LGR aplicado no modelo linear e néo linear.
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O desempenho do controle Fuzzy no modelo ndo linear do péndulo invertido foi

melhor do que o desempenho do controle LGR, conforme mostra a Figura 13.
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Figura 13. Comparativo entre LGR e Fuzzy no controle do sistema.
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Através da Figura 13 é possivel visualizar que o controle Fuzzy em rela¢do ao controle

LGR obteve resultados melhores de estabilidade para o0 modelo ndo linear do péndulo invertido,

com menos oscilagdes, assentamento de curva mais rapido, descrevendo uma trajetoria

unidimensional e mantendo o péndulo equilibrado na posicao vertical.
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6. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O péndulo invertido € um sistema dindmico comumente utilizado na avaliacdo de
novas estruturas de controle, isso ocorre devido ao fato do mesmo nédo possuir controle, sendo
instavel, assim realizar o controle do péndulo invertido é uma forma de aproximar os resultados
para aplicacdes reais.

Todos os testes de simulacGes foram realizados utilizando a formulagcdo matematica
da dindmica de comportamento do péndulo invertido, bem como a base de regras Fuzzy e suas
funcgBes de pertinéncia. A proposta do trabalho foi cumprida e através dos resultados obtidos
ficou evidente que o controlador Fuzzy € eficaz no controle da posi¢do da base e do angulo da
haste do péndulo invertido linear e ndo linear, proporcionando flexibilidade na aplicacdo do
modelo ndo linear, visto que a modelagem em espaco de estados ndo foi necessaria.

O MATLAB foi uma ferramenta fundamental para aplicacdo da lo6gica Fuzzy e
implementacdo da interface grafica, onde as simulacdes foram essenciais para indicar o
potencial da Logica Fuzzy aplicada ao sistema ndo linear, mostrando que as ndo linearidades
do sistema foram sanadas, logo as simula¢des do controle do péndulo invertido apresentaram
resultados satisfatérios que garantem uma boa operacdo do controle e fornecem boas
expectativas de funcionamento para uma futura aplicacdo em um sistema real.

O controlador Fuzzy apresenta uma vantagem em relacdo aos demais controladores,
como LGR, que € a de ter uma abordagem mais intuitiva, ou seja, baseada em variaveis e regras
linguisticas, assim suportando os modos de raciocinio que sdo aproximados ao invés de exatos.
Assim, a l6gica Fuzzy acaba sendo um artificio de reducéo da complexidade de um determinado
projeto e implementacdo, tornando-se solucdo para problemas de controle até entdo intrataveis
por técnicas classicas.

Para trabalhos futuros recomenda-se testar outras geometrias que ndo sejam
trapezoidais e nem triangulares nas funcdes de pertinéncia da ldgica Fuzzy, assim como
aumentar o numero de regras proposta por Burns (2001), o implicaria em um controle mais fino
e preciso.

Outra forma de validar a eficacia do controle Fuzzy seria implementar outras técnicas
de controle moderno ja existentes na literatura, no péndulo invertido como: método das
InequacGes Matriciais Lineares (LMI) e o0 méetodo do Regulador Linear-Quadratico (LQR), e
posteriormente realizar um comparativo entre ambas as técnicas e a logica Fuzzy.

Uma proposta interessante seria a de confrontar os dados das simulagdes propostas

acima com dados de testes reais para comprovar o desempenho da ldgica Fuzzy, assim executar
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a construcdo de um péndulo invertido seria de grande valia para contribuir com esse trabalho,

e 0 estudo de sistemas de controle.
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ANEXO

Programacdo ldgica em texto estruturado para a simulagdo do péndulo invertido linear
e ndo linear em malha aberta e simulacdo da aplicacdo da logica Fuzzy e LGR aplicada ao

péndulo invertido linear e ndo linear em malha fechada.

$ EXEMPLO PENDULO INVERTIDO - BURNS - ADVANCED CONTROL ENGINEERING
close all, clear all, clc

1=1;

M=1;

m=0.5;

g=9.8;

ts=0.001;

% x=[0.1 0 0 01"';

% u=0;

t=0:ts:2;

A=zeros (4);

A(1,2)=1;A(3,4)=1;
A(2,1)=3*g* (M+m) / (1* (4* (M+m) -=3*m) ) ;
A(4,1)=-3*g*m/ ((4* (M+m) -3*m) ) ;

B=zeros(4,1);
B(2)=-3/ (1% (4* (M+m) -3*m) ) ;
B(4)=(1/(M+m))* (1+(3*m/ (4* (M+m) -3*m) ) ) ;
% Ganho de realimentacdo K

K=[-174.83 -57.12 -39.14 -29.36];

[

% Criacdo das Regras e da superficie de inferencia
th =-0.15:((0.15+40.15)/20):0.15;

th dot=-0.7:((1.4)/20):0.7;

u =-150:(300)/100:150;

% Funcdes de pertinencia - theta
NBth=trapmf (th , [-0.15 -0.15 -0.1 0]);
Zth=trimf(th ,[-0.1 0 0.1]);
PBth=trapmf (th , [0 0.1 0.15 0.15]);

[o)

% Funcdes de pertinencia - dtheta
NBdth=trapmf (th dot, [-1 -1 -0.5 0]);
zZdth=trimf (th dot, [-0.5 0 0.5]);
PBdth=trapmf (th dot, [0 0.5 1 17]);

5 Funcdes de pertinencia - F
NBu=trapmf (u , [-150 -150 -100 0]);
Zu=trimf (u_ , [-100 0 100]);
PBu=trapmf (u_, [0 100 150 150]);

figure (1)
subplot (311)
plot (th ,NBth,th ,Zth,th ,PBth)



axis([th (1) th (end) 0 1.2])
grid

ylabel ("\theta (rad\s)"')
legend ('NBth', 'Zdth', "PBth"')
title ('Membership Functions')

subplot (312)

plot (th dot,NBdth, th dot, Zdth, th dot, PBdth)
grid

legend ('NBth', 'zdth', 'PBth")

ylabel ('Angle rate (rad\s)')

axis([th dot(l) th dot(end) 0 1.2])

subplot (313)
plot (u_,NBu,u ,Zu,u , PBu)

grid

ylabel ("F (N)")

legend ('NBu', 'zu', "PBu')
axis([u (1) u _(end) 0 1.2])

t =0:ts:10;
x0=[0.1 0 0 0]"'; u=0;
k=1; x=x0;
for k=l:length(t )-1

u(k)=0;
% Metodo de Runge kutta
k1=A* (x(:,k)*ts)+B*u(k);
k2=A* (x(:,k)+ts*0.5*k1l) +B*u (k) ;
k3=A* (x(:,k)+ts*0.5*k2) +B*u (k) ;
kd=A* (x(: k)+ts*k3)+B* (k) ;
X(:,k+1l)=x(: +(ts/6)* (k1+2* (k2+k3) +k4) ;
end
xlin=x;
k=1; x=x0;

for k=1:length(t )-1
u(k)=0;

% Metodo de Runge kutta

kl=pendulo n linear (x k),u(k),m,M,1,9);
k2=pendulo_n_ linear (( k)+ts*0.5*kl) ,u
k3=pendulo_n_ linear (( k)+ts*0. 5*k2) u
k4= penduloin linear (( k) +ts*k3),
6

(k
su(k

k) ,m
x(:, ktl)=x(:,k)+(ts/ kl+2*(k2+k3) k4) ;

x(:
x
x
x
)

(
(:
(:

end
xnlin=x;

figure (2)
subplot (2,1,1)
plot(t ,xlin(1,
grid

), 'r',t ,xnlin(1,:),'b")

)
)
M

14

14

14

m
m
1

14

14

14

M
M
g9

1
1

) 4

14

14

);
);
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ylabel (' \Theta (rad)"')
% legend('linear', 'ndo-linear')
axis ([0 t_(end) 0 15]);

title ('Comparativo malha aberta')

subplot (2,1,2)

plot(t ,xlin(2,:),'r',t ,xnlin(2,:),'D")
grid

xlabel ('Tempo (s) '),

ylabel ('Vel. angular (rad\s)")
legend('linear', 'ndo-linear')

axis ([0 t_ (end) -15 401);

% FUNCOES DE PERTINENCIA

for i=l:length(th ), for j=l:length(th dot)
% Funcdes de pertinencia - theta
NBth=trapmf (th (i), [-0.15 -0.15 -0.1 0]);
Zth=trimf(th (i), [-0.1 0 0.1]);

PBth=trapmf (th (i),[0 0.1 0.15 0.15]);

o)

% Funcdes de pertinencia - dtheta
NBdth=trapmf (th dot (j),[-1 -1 -0.5 0]);
zdth=trimf (th dot(j),[-0.5 0 0.5]);
PBdth=trapmf (th dot (j), [0 0.5 1 1]);

[o)

% Funcdes de pertinencia - F
NBu=trapmf (u_, [-150 -150 -100 0Q]);
Zu=trimf (u_, [-100 0 1001);
PBu=trapmf (u_, [0 100 150 1501]);

% BASE DE REGRAS modificado

R(1, :)=min (min (PBth, PBdth), PBu) ;
R(2,:)=min (min (PBth, Zdth), PBu) ;
R(3,:)=min (min (PBth, NBdth), Zu) ;
R(4,:)=min (min (Zth,PBdth),PBu);
R(5, :)=min (min (Zth, zdth), Zu) ;
R(6, :)=min (min (Zth, NBdth), NBu),
R(7, :)=min (min (NBth, PBdth), Zu) ;
R (8, :)=min (min (NBth, Z2dth), NBu),
R(9, :)=min (min (NBth, NBdth) , NBu) ;
R(10, :)=min (PBdth, PBu) ;

R(11l, :)=min (NBdth, NBu) ;

% DEFUZZIFICACAO
ul=sum(max (R) .*u_)/sum(max(R));
u(i,j)=ul;

end, end

[xgrid, ygrid]=meshgrid(th ,th dot);
figure (3), surf(ygrid,xgrid,uu),

title ('Superficie de Inferéncia Fuzzy')
xlabel ('"\theta')

ylabel ('Vel. angular'")

=[0.1 0 0 01"



u=0; k=1;
for k=l:length(t)-1

u(k)=-K*x(:,k);

% Metodo de Runge kutta
k1=A* (x(:,k)*ts)+B*u(k);
k2=A* (x(: ,k)+ts*0 5*k1)+B*u (k) ;
k3=A* (x(:,k)+ts*0.5%k2) +B*u (k) ;
k4=A* (x(: k)+ts*k3)+B* (k)
x(:,k+l)=x(: +(ts/6) * (k1+2* (k2+k3) +k4) ;
end
xlin lgr=x; ulin lgr=u;

u(k)=-K*x(:,k);
% Metodo de Runge kutta
kl=pendulo n linear (x k),u(k),m,M,1,9

x(: )
k2=pendulo_n_linear((x( k)+ts*0.5*%k1),u(k),m,M, 1
k3=pendulo n linear ((x(:,k)+ts*0.5*k2),u(k),m,M, 1
k4= pendulo_n linear ((x(:,k)+ts*k3),u(k),m,M,1,q9);

X(:,k+tl)=x(:,k)+ (ts/6)*(kl+2*(k2+k3)+k4),

end
xnlin lgr=x;unlin lgr=u;

=[0.1 0 0 0]"';
u=0; k=1;
for k=l:length(t)-1

o

Funcdes de pertinencia - theta
NBth=trapmf (x(1,k),[-0.15 -0.15 -0.1 01);
Zth=trimf (x(1,k),[-0.1 0 0.11);
PBth=trapmf (x(1,k), [0 0.1 0.15 0.15]);

% Funcdes de pertinencia - dtheta
NBdth=trapmf (x(2,k), [-1 -1 -0.5 01]);
Zdth=trimf (x(2,k), [-0.5 0 0.5]);
PRdth=trapmf (x(2,k), [0 0.5 1 11);

% Funcdes de pertinencia - F
NBu=trapmf (u_, [-150 -150 -100 0]);
Zu=trimf (u_, [-100 0 100]);
PBu=trapmf (u_, [0 100 150 1501]);

o\

BASE DE REGRAS modificado

R(1, :)=min (min (PBth, PBdth), PBu) ;
R(2, :)=min (min (PBth, Zdth), PBu) ;
R(3, :)=min (min (PBth, NBdth), Zu) ;
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R (4, )=m1n(m1n(Zth,PBdth),PBu);
R(5, :)=min (min (Zth, Zdth), Zu) ;
R(6, :)=min (min (Zth, NBdth), NBu),
R(7,:)=min (min (NBth, PBdth), Zu) ;
R(8, :)=min (min (NBth, zdth), NBu),
R(9, :)=min (min (NBth, NBdth) , NBu) ;
R (10, :)=min (PBdth, PBu) ;

R(11, :)=min (NBdth, NBu) ;

% % DEFUZZIFICACAO
u (k) =sum(max (R) .*u_) /sum(max (R)) ;

% Metodo de Runge kutta
k1=A* (x(:,k)*ts)+B*u(k);
k2=A* (x(:,k)+ts*0.5*kl)+B*u (k) ;
k3=A* (x(:, k) +ts*0.5*k2) +B*u (k) ;
kd=A* (x(:,k)+ts*k3)+B*u (k) ;
x(:,k+l)=x(:,k)+(ts/6)* (k1+2* (k2+k3)+k4) ;
end

xlin_fuzzy=x; ulin_fuzzy=u;

=[0.1 0 0 0]"';
u=0; k=1;
for k=l:1length(t)-1
% Funcdes de pertinencia - theta

NBth=trapmf (x(1,k),[-0.15 -0.15 -0.1 0]);

Zth=trimf(x(1,k),[-0.1 0 0.11);
PBth=trapmf (x(1,k), [0 0.1 0.15 0.15]);

% Funcdes de pertinencia - dtheta
NBdth=trapmf (x(2,k),[-1 -1 -0.5 01);
Zdth=trimf (x(2,k),[-0.5 0 0.5]);
PRdth=trapmf (x(2,k), [0 0.5 1 11);

% Funcdes de pertinencia - F
NBu=trapmf (u , [-150 -150 -100 0]);
Zu=trimf (u_, [-100 0 100]);
PBu=trapmf (u_, [0 100 150 150]);

% BASE DE REGRAS modificado

R(1, :)=min (min (PBth, PBdth), PBu) ;
R(2,:) mln(mln(PBth,Zdth),PBu);
R(3, :)=min (min (PBth, NBdth), Zu) ;
R(4,:)=min (min (Zth,PBdth),PBu);
R(5, :)=min (min (Zth, Zdth), Zu) ;
R(6, :)=min (min (Zth, NBdth), NBu),
R(7,:)=min (min (NBth, PBdth), Zu) ;
R(8, :)=min (min (NBth, Zdth), NBu),
R(9, :)=min (min (NBth, NBdth) , NBu) ;
R(10, :)=min (PBdth, PBu) ;

R(11, :)=min (NBdth, NBu) ;

$ % DEFUZZIFICACAO
u (k) =sum(max (R) .*u_) /sum(max (R)) ;
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% % Metodo de Runge kutta

kl=pendulo n linear (x(:,k),u(k),m,M,1,q9);
k2=pendulo n linear ((x(:,k)+ts*0.5*kl),u(k),m,M,1,
k3=pendulo n linear ((x(:,k)+ts*0.5*k2),u(k),m,M,1,
k4=pendulo n linear ((x(:,k)+ts*k3),u(k),m,M,1,q9);

x(:,k+1)=x7:,k)+(ts/6)*(k1+2*(k2+k3)+k4);

end
xnlin fuzzy=x;unlin fuzzy=u;

figure (4)

subplot (311)

plot (t,xlin l1gr(l,:),t,xnlin 1lgr(l,:))
grid

ylabel (' \theta (rad)")
title('Lugar Geral das Raizes')

subplot (312)

plot (t,xlin l1gr(l,:),t,xnlin 1lgr(l,:))
grid

ylabel ('Vel. angular (rad\s)")

subplot (313)

plot(t(l:end-1),ulin 1lgr,t(l:end-1),unlin 1lgr)
grid

xlabel ('Tempo (s) ")
ylabel ('Forca (N)")
legend('linear', 'ndo linear')

'
14
'

figure (5)

subplot (311)

plot (t,xlin fuzzy(l,:),t,xnlin fuzzy(l,:))
grid

ylabel (" \theta (rad)"')

title('Logic Fuzzy Control')

subplot (312)

plot (t,xlin fuzzy(l,:),t,xnlin fuzzy(l,:))
grid

ylabel ('Vel. angular (rad\s)")

subplot (313)

plot(t(l:end-1),ulin fuzzy,t(l:end-1),unlin fuzzy)
grid

xlabel ('Tempo (s) ")
ylabel ('Forca (N)")
legend('linear', 'ndo linear'")

4

figure (6)

subplot (311)

plot (t,xnlin 1lgr(l,:),t,xnlin fuzzy(l,:))
grid

ylabel (' \theta (rad)"')

title ('LGR x Fuzzy')
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subplot (312)

plot (t,xnlin 1lgr(l,:),t,xnlin fuzzy(l,:))
grid

ylabel ('Vel. angular (rad\s)')

subplot (313)

plot(t(l:end-1),unlin lgr,t(l:end-1),unlin fuzzy)
grid

xlabel ('Tempo (s) '),

ylabel ('Forca (N)")

legend ('LGR'", 'Fuzzy"')

% Comparativo dos indices de desempenho
J1llgr=0.5*trace (xlin lgr*xlin lgr')+ulin lgr*ulin lgr'
Jnllgr=0.5*trace(xnlin lgr*xnlin lgr')+unlin lgr*unlin lgr'
Jlfuzzy=0.5*trace (xlin fuzzy*xlin fuzzy')+ulin fuzzy*ulin fuzzy'
JIJnfuzzy=0.5*trace (xnlin fuzzy*xnlin fuzzy')+unlin fuzzy*unlin fuzzy'
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