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RESUMO

Este trabalho propde a aplicacdo de controladores Sampled-Data .74 (SD-.73) baseados em De-
sigualdades Matriciais Lineares Diferenciais (Differential Linear Matrix Inequalities, DLMIs) a
diferentes modelos de acordo com suas especificidades. A estratégia visa garantir desempenho
robusto frente a perturbacdes e incertezas politdpicas, considerando as caracteristicas dinami-
cas e os efeitos da discretizagdo do sistema. A abordagem aplicada ao controle do pendulo de
Furuta envolve a analise de robustez, a variacdo paramétrica e rejeicao a perturbacdes de cargas
dentro de um modelo com 2 graus de liberdade, através da variagdo da massa aplicada a haste
e de perturbagdes. A validagdo ocorreu por meio da comparacao com o Regulador Quadratico
Linear Discreto (Linear Quadratic Regulator, LQR). A segunda Abordagem incorporou uma
acdo integral ao método sample data .73, aplicado a um conversor boost com Célula de comuta-
¢ao de 3 estados (3-State Switching Cell, 3SSC), comparando robustez e efici€ncia frente a uma
estratégia de Controle Preditivo de Modelo Robusto Comutado (Switched Robust Model Pre-
dictive Control, SR-MPC) proposta por Alves et al. (2022). Por meio da andlise das respostas
temporais e dos indices de desempenho. Os resultados demonstram que a proposta € eficaz em
assegurar estabilidade e robustez do sistema de malha fechada frente as incertezas. Além disso,
os controladores propostos apresentaram desempenho superior aos benchmarks, reforcando sua
aplicabilidade em sistemas dindmicos ndo-lineares. Os critérios de convergéncia do método

proposto permanecem como uma limitagdo que merece investigacdo futura.

Palavras-chave: Controle em Tempo Amostrado. Desigualdades Matriciais Lineares Diferen-

ciais. Péndulo de Furuta. Conversor Boost. Controlador .773.



ABSTRACT

This work proposes the application of Sampled-Data .74 (SD-.773) controllers based on Diffe-
rential Linear Matrix Inequalities (DLMIs) to different models according to their specificities.
The strategy aims to guarantee robust performance against disturbances and polytopic uncer-
tainties, considering the dynamic characteristics and the effects of system discretization. The
approach applied to the control of the Furuta pendulum involves the analysis of robustness, pa-
rametric variation, and disturbance rejection of loads within a model with 2 degrees of freedom,
through the variation of the mass applied to the rod and disturbances. Validation was performed
by comparison with the Discrete Linear Quadratic Regulator (LQR). The second approach in-
corporated an integral action to the sample data method 773, applied to a boost converter with
a 3-State Switching Cell (3SSC), comparing robustness and efficiency against a Switched Ro-
bust Model Predictive Control (SR-MPC) strategy proposed by Alves et al. (2022). Through
the analysis of temporal responses and performance indices. The results demonstrate that the
proposal is effective in ensuring stability and robustness of the closed-loop system against uncer-
tainties. In addition, the proposed controllers showed superior performance to the benchmarks,
reinforcing their applicability in non-linear dynamic systems. The convergence criteria of the

proposed method remain a limitation that deserves further investigation.

Keywords: Sample-Time Control. Linear Differential Matrix Inequalities. Furuta Pendulum.

Boost Converter. .75 Controller.
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1 INTRODUCAO

Um dos principais desafios da Engenharia de Controle € lidar com sistemas ndo linea-
res e instaveis, principalmente quando se busca desempenho e robustez em condicdes reais de
operacdo. Ja que o bom dimensionamento do projeto de controladores depende de modelos
capazes de representar adequadamente a dindmica da planta. Além disso, requisitos tipicos de
aplicacdes reais como a presenga de ruidos de medi¢do, limitacdes de atuadores e a obtencao
de variaveis do sistema por amostragem, que podem estd sujeitos a incertezas paramétricas e

variagOes de carga que introduzem efeitos adicionais que distorcem a dinamica observada.

1.1 Estado da arte

Um exemplo cldssico desse tipo de sistema é o Péndulo de Furuta operando em sua posi-
¢ao invertida, uma planta amplamente reconhecida na literatura e utilizada em bancadas experi-
mentais para validagdo de controladores avancados (FURUTA et al., 1992). Esse modelo apre-
senta elevada complexidade quando submetido a presenca de incertezas paramétricas e atrasos
oriundos de controladores digitais, o que o torna um excelente benchmark para o desenvolvi-
mento de técnicas de controle robusto.

Diante dessas caracteristicas, diversas estratégias de controle foram aplicadas ao Péndulo
de Furuta nos dltimos anos, abrangendo abordagens tanto em tempo continuo quanto discreto,
como observado em Chotodowicz e Ortowski (2020), Zhang e Dixon (2021), Pujol-Vazquez et al.
(2020), Vizi e Stépan (2021), Pham et al. (2024). Entre essas metodologias, destacam-se con-
troladores baseados em Légica Fuzzy (PHAM et al., 2024) e controladores robustos .77 formu-
lados por meio de Desigualdades Matriciais Lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities —
LMIs), como apresentado em Pujol-Vazquez et al. (2020). Todos esses métodos apresentaram
desempenho satisfatério quando submetidos a presenca de incertezas e perturbagdes.

Outro tipo de modelo muito utilizado € o conversor Boost ja que de acordo com Kahani et al.
(2022), Yadav et al. (2023), Kharrat et al. (2022), Mansour et al. (2021) ele € amplamente utili-
zado em sistemas de energia renovavel, particularmente no rastreamento do ponto de mdaxima
poténcia (MPPT), devido a sua capacidade de elevar a tensd@o em circuitos eletronicos de potén-
cia (LOUREIRO et al., 2021). No entanto, seu controle permanece desafiador devido a dina-
mica inerente dos sistemas fotovoltaicos (FKIRIN et al., 2025), saturacdo do ciclo de trabalho,

comportamento de fase ndo minima e atrasos de transporte (SILVA et al., 2021).
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Abordagens recentes integraram o controle digital usando realimentacdo de dados amos-
trados, aproveitando modelos de espago de estado médios e critérios de desempenho quadrati-
cos. Esses métodos se baseiam em formulagdes baseadas em LMIs para garantir a estabilidade
em malha fechada. Como demonstrado em Alves et al. (2022), a andlise usando elipsoides in-
variantes e validagdo baseada em simulacio confirma a viabilidade de tais técnicas para regular
a tensdo de saida de conversores Boost.

Nesse contexto, o avango dos sistemas embarcados tem impulsionado o desenvolvimento
de controladores robustos de tempo amostrado (Sampled-Data Control), principalmente dada
a necessidade de conciliar o comportamento continuo da planta com as restri¢des discretas do
controlador digital (ALVES et al., 2024; DREEF; DONKERS, 2021). Segundo Behrouz et al.
(2021) e Li e Ma (2023), o uso do critério .74 tem se mostrado adequado para minimizar a
resposta do sistema frente a perturbagdes externas, contribuindo para maior desempenho e ro-
bustez.

Abordagens hibridas que conciliam caracteristicas continuas e discretas ¢ um tema am-
plamente abordado na literatura nas ultimas décadas, vide livros como Ichikawa e Katayama
(2001) e mais recentemente Goebel ef al. (2009). Estas sdo frequentemente implementados
como propostas para o projeto de controladores .74 otimizados, como em Dreef e Donkers
(2021).

Porém, de um modo geral as técnicas classicas de controle para sistemas de dados amostra-
dos utilizam retentores de ordem zero (zero Order Hold - ZOH) no sistema de tempo continuo,
que geram matrizes de transicdo tipicamente exponenciais. Isso dificulta o tratamento de in-
certezas paramétricas por meio de otimizagao convexa, devido a sua ndo linearidade. O uso de
DLMISs permite a criagdo de controladores de realimentacio de saida H2 6timos para uma planta
linear, invariante em tempo continuo, com medicdes amostradas e ruidosas. Isso fornece uma
solug@o via LMI, que permite a inclusdo de incertezas paramétricas em um conjunto convexo
(GEROMEL, 2023).

Diante disso, o uso de LMIs e suas extensdes, como as Desigualdades Matriciais Linea-
res Diferenciais (DLMIs), tem se consolidado na literatura como uma ferramenta eficiente para
garantir estabilidade e desempenho robusto (GEROMEL, 2023). Veja Geromel et al. (2019),
que propde uma solucdo para controladores de realimentagio de saida .75 e .77, 6timos. Em
Geromel (2021), DLMIs sdo usadas em um sistema de controle preditivo baseado em modelo

(MPC) para resolver sistemas de controle de dados amostrados com medicdes de estado com-
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pleto. Além disso, validacdes consistentes dessas técnicas em plantas nio lineares, como tan-
ques acoplados, confirmam o potencial da metodologia quando implementada em sistemas mais

complexos (ESMAEILI; BAscl, 2021).

1.2 Objetivo geral

Partindo dessa premissa, o presente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um
controlador Sampled-Data .76 (SD.74) via DLMISs, aplicado a plantas como péndulo de Furuta

e conversor Boost 3SSC.

1.3 Objetivos especificos

* Garantir desempenho robusto frente a perturbacdes e incertezas, considerando as parti-

cularidades do sistema e os efeitos da discretiza¢do no tempo.

» Comparar o controle SD-.74 a um Regulador Quadrético Linear Discreto (LQR) e a uma
estratégia de Controle Preditivo de Modelo Robusto Comutado (SR-MPC) proposto por
Alves et al. (2022), aplicados respectivamente aos modelos do pendulo de Furuta e do

conversor Boost 3SSC.

* Validar o desempenho do controlador por meio da andlise de resposta temporal e dos

indices de desempenho ISE, IAE, ITSE e ITAE.

1.4 Contribuicoes

O desenvolvimento deste estudo apresenta as seguintes contribuicoes.

- o método Sampled-Data 7¢ (SD-.743) por realimentagdo de estados de Geromel (2023)
aplicado no controle do modelo de um pendulo de Furuta, com variacdo de carga e apli-
cacdo de disturbios.

- a abordagem Sampled-Data mencionada com acao integral, considerando o modelo au-
mentado de Costa et al. (2017), foi aplicada ao controle de um modelo de conversor boost

utilizando uma abordagem politdpica de Vale et al. (2025)
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1.5 Resumo dos Capitulos

A Dissertacdo esta dividida da seguinte forma:

Capitulo 1: Apresenta o tema proposto, contextualizando sua importincia académica
e cientifica, bem como sua relevancia através de citacdes de diversos trabalhos publica-
dos, alem de mostrar as contribuicdes, os objetivos deste estudo e de que forma ele esta

estruturado no artigo.

Capitulo 2: Aborda o os fundamentos teéricos das Inequagdes Matriciais Lineares Di-
ferenciais (DLMI), sistemas Sampled Data e otimizagdo da norma .77 para a sintese do

controlador por realimentacao de estados.

Capitulo 3: Apresenta o método de controle utilizado e define as caracteristicas de cada

uma das plantas controladas.

Capitulo 4: Verifica a eficiéncia da técnica proposta através de simulagdes numéricas,

além de trazer uma andlise comparativa do resultados obtidos com os do benchmark.

Capitulo 5: Discute a respeito dos resultados obtidos até entdo, além de fornecer su-
gestoes de melhorias e continuidade da pesquisa que podem ser realizadas em trabalhos

futuros.
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2 SISTEMAS DE CONTROLE BASEADOS EM SD

Neste capitulo, explanam-se os conceitos, caracteristicas e definicdes matemadticas relati-
vas as Desigualdades Matriciais Lineares Diferenciais (Differential Linear Matrix Inequalities
— DLMIs) dos trabalhos de Geromel (2023) e Geromel et al. (2019). Bem como, conceitos rela-
tivos a sistemas de dados amostrados (Sampled Data) e otimizagdo de desempenho 7% para o

projeto do procedimento proposto, usado nos exemplos de aplicacao.

2.1 Definicdo de DLMI

Visando introduzir a abordagem via DLMIs, serd abordada a aplicacao do conceito clas-
sico das InequagOes matriciais Lineares (Linear Matrix Inequalities—LMIs) como fundamenta-
¢do que precede o conceito mencionado anteriormente. A vantagem desta metodologia é que o
conjunto definido por esse tipo de equagdo é convexo e , uma vez obtida solugdo factivel, per-
mite sua utilizacdo em diversas aplicacdes de controle como estabilidade de sistemas lineares,
sintese de controladores, controle robusto (para lidar com incertezas),desempenho %, e 543,
alocacgdo de polos, observadores, filtros, etc (GEROMEL, 2021).

Muitas destas aplicagdes sdo resolvidas em problemas que envolvem a minimizagdo de
um custo linear sujeito a LMISs, e sdo solucionadas de forma eficiente e confidvel por IDE/Sol-
vers numéricos que utilizam programacdo semidefinida ou convexa em MATLAB, tais como
LMILAB (GAHINET et al., 1995), YALMIP/SeDuMi (LOFBERG, 2004; STURM, 1999). Em
Python, convém destacar os IDE/Solver CVXPY (DIAMOND; BOYD, 2016; AGRAWAL et al.,
2018) e seus solvers associados, incluindo o solver CVXOPT (BOYD; VANDENBERGHE,
2004).

Inicia-se usando as fungdes de Lyapunov quadratica continua V expressa em (2.1), que
pode ser escrita exatamente como uma LMI, j4 que a matriz de Lyapunov P € simétrica e defi-

nida positiva, além de ser linear em P.
V(x) =x'Px, V(x)=x"Px+x Pi=x' (ATP + PA)x. (2.1)
Esse tipo de equagdo possui propriedades muito relevantes em controle, dado que a exis-

téncia de um V (x) positivo e V (x) negativo para um determinado sistema LTI implica que, além

dos estados desse sistema ndo poderem escapar das suas curvas de nivel, eles também conver-
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gem de forma assintdtica para a origem.

A defini¢do previa desses conceitos € fundamental no entendimento das caracteristicas das
DLMIs explicitadas mais adiante, visto que elas podem ser entendidas como uma generalizagcao
de LMIs, ja que sdo resolvidas numericamente como uma combinagdo delas, além de serem
utilizadas em func¢des de Lyapunov nos problemas de controle.

As desigualdades Matriciais lineares diferenciais (DLMIs) serdo dispostas como proble-

mas da seguinte forma:
ZL(P(1), P(t)) <0, t €1[0,h). (2.2)

Onde . em (2.2) € um mapeamento linear, que expressa a DLMI como uma inequagio
linear que contem uma fungdo com valores matriciais simétricos P(¢) e sua derivada P(t), e esta
definida no intervalo de um periodo de amostragem 4. Em (2.3) € mostrada sua condi¢do de

contorno.
A (P(0), P(h)) < 0. (2.3)

Onde 57 também representa um mapeamento linear que depende dos pontos extremos de
P(t) dentro do periodo de amostragem. Diferente de (2.2) esta inequagdo ndo é uma DLMI pois
nio contem uma derivada em sua expressao.

Como primeiro e mais recorrente exemplo do uso de DLMI, a inequagdo da forma (2.2)
serd representada como a derivada diferencial de Lyapunov (2.4). E importante notar sua seme-
lhanga com (2.1), visto que é a mesma derivada, mas formulada para o caso em que P também

varia com o tempo.
P(t)+A'P(t) +P(t)A+0=0, tc][0,h]. (2.4)

Outra importante observagio € o fato de que (2.4) possui uma matriz Q definida positiva,
cuja utilidade é manter a propriedade de (2.2), tornando a derivada de Lyapunov igual a —Q
e, portanto menor que 0, além de transformar a desigualdade em uma igualdade. Permitindo

assim resolver a equagdo diferencial para obter P(z) em (2.5).

P(t) = e_AT(t_T)P(”L')e_A(’_T) — /te_AT(’_g) Qe A8 g (2.5)

T
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Substituindo 7 por & em (2.5) e realizando algumas manipulagdes algébricas chega-se em (2.6)
AT) p A1) 4 [ ATE 5 oA (2.6)
= Pyt + /0 Qe dE -

Nota-se que na ultima expressdo de (2.6) P(¢) em qualquer instante entre 0 e 4 majora
uma funcdo de P,. Isso acontece porque a expressdo contendo a integral sempre serd positiva
dado que Q > 0. Ao impor ¢ = 0, obtemos uma expressdo das condi¢des de contorno no formato

de (2.3), expressa abaixo:
Py> et hp, e 2.7)

Esse tipo de expressdo, para além de estabelecer uma condicao de contorno, é necessaria
para restringir os valores das varidveis encontradas e estabelecer uma solucao tinica. Também
¢ capaz de garantir que, para um determinado P, positivo, todos os valores de P(¢) no intervalo
[0,/) também serdo positivos.

Essa mesma condi¢cdo de Positividade ndo se mantém se determinarmos um Py > 0 em

vez de P, visto que a solucao da EDO desenvolvida em (2.6) resultaria em (2.8).
t
P(t) = eAT(_’)Po A —/ e A'S Qe ASdE. (2.8)
0

Com isso, tem-se que o termo que acompanha a integral, agora subtrai a expressao € como
este € sempre positivo, haverd uma faixa de valores de P(¢) que poderdo ser negativos, mesmo
se eu estabelecer um Py > 0. A solugdo para garantir um caso ’dual’, em que também & possivel
escolher uma condicao inicial, € tratada a seguir.

Ao utilizar a forma adjunta de (2.4) que propaga a dindmica em um fluxo inverso ao
natural (2.9), torna-se vidvel estabelecer um Py > 0 que garanta a positividade estrita de P(¢) no

intervalo de uma amostra. Tal como mostrado em (2.10).

—P(t) +AP(1)+P()AT+0=0, t1€]0,h). (2.9)
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t
P(t) = AIPOeATt_’_/ A=8) 9 AT1-8) yg
0
t
_ AtPoeATt—i—/ AL QeATZj dé (2.10)
0
> APy Al

Dessa forma, obtém-se uma nova condi¢do de contorno a partir de (2.10) ao substituir o
tempo ¢ por h.
Esse tipo de estrutura também pode ser empregada utilizando a matriz inversa S(¢) =

P(t)~!, ao multiplicar a equacdo (2.4) por P(t)~!, resultando em (2.12).

Sty=——2—"=—Pt) ' Pt)P(r)"". (2.11)

—S(1)+AS(t)+S()AT +S5()0S(t) =0,  t€[0,h). (2.12)

Portanto, vale ressaltar que a proposicio S(t) = P(t)~! preserva as caracteristicas de po-
sitividade e simetria de P(z), no entanto a equacdo (2.12) s6 deve ser utilizada para o caso de
P, > 0 definido. Em caso de estabelecido o Py > 0 deve-se deduzi-la a partir de (2.9), resultando
em uma expressao semelhante a (2.12), mas com a auséncia de sinal negativo na derivada.

As equagdes de Lyapunov a partir de S(¢) foram demonstrados acima, devido a sua uti-
lidade na constru¢do de DLMIs que minimizam normas como a .7/ detalhadas em capitulos
posteriores. A inequacdo diferencial de Lyapunov usadas daqui em diante mantera a variavel Q
pela sua importancia como peso, custo ou dissipa¢do, mas tambem pelo fato desse termo esta
presente em muitas estrategias de controle como a 7% modelado como um bloco que envolve a
saida de desempenho.

Com isso, ao adicionarmos o Q a nova DLMI terd a forma (2.4), porem serd uma inequa-
¢do. Ao passo que (GEROMEL, 2021) ird provar as mesmas propriedades de contorno vistas
anteriormente, mas utilizando uma varidvel auxiliar W (¢) para torna-las equagdes diferenciais.

Chegando as mesmas conclusoes.
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2.1.1 Solu¢do numérica das DLMIs

Para se obter a solucdo numérica da parte diferencial da DLMI, faz-se o uso de métodos
de aproximacao numérica tais como o Piecewise e a aproximacao por factibilidade do avancgo de
Euler (GEROMEL, 2023). O conjunto solu¢do € restrito ao periodo de tempo de amostragem,
o qual € dividido em subamostras de base ny = 2N, sendo N a resolugio de bits de subamostras.

A resolugdo do método numérico consiste em modelar P(¢) como um somatério de 2V
divisdes de um intervalo de amostragem [0, /) e escreve-lo como produto de fungdes continuas

de valor escalar ¢;(¢) por matrizes simétricas X;. Como apresentado em (2.13).

¢y
P(t) =Y X;¢i(r). (2.13)
i=1

O primeiro método consiste no Piecewise, no qual as incognitas a serem obtidas para a
determinagéo de P(t) sdo os valores das matrizes X;, cujo esforco computacional dependerad do
numero de subintervalos ng escolhidos.

A fungdo continua ¢ () que apresenta a forma mais simples de lidar com DLMIs € a linear
por partes. Definida em (2.14).

_mv |t|§n7
n

o(1) = (2.14)
0, lt| >n.

Em que 71 € o tempo de um intervalo de uma amostra entre ny outras, expresso por 1) =
%. A funcdo (2.14) representa graficamente um triangulo centrado na origem, com altura 1 e
vérticesem —1n e 1.

Para cada valor de i em (2.13), teremos ¢i(t) = ¢ (r —in), cuja funcdo é deslocar a equagdo
de modo que haja uma sobreposi¢do entre os triangulos, como ilustrado na Figura 1.

Apenas como forma de Visualizagdo, a Figura 1 apresenta apenas a representacdo de
¢; € ¢;1, no entanto, haverd ny fungdes como essa pareadas do mesmo modo durante todo o
intervalo de 0 a . E importante salientar que, em cada instante de tempo, somente duas funcdes
estdo ativas, e elas se sobrepdem de modo a realizar uma interpolacao linear entre elas.

Ao aplicar a fungdo (2.14) em (2.13) para o intervalo [in, (i+ 1)7n), obtém-se (2.15).

Xit1—X;

P(t)=X;+
(2) ,

(t—im). (2.15)
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O(1) s n
in (i+1)n L

Figura 1 — grafico das funcdes ¢;(¢) deslocadas em
amostras

Que consiste na segunda abordagem do método Piecewise. Esse mesmo comportamento
de (2.15) se repete a cada iteragdo i =0, 1,...,ny — 1..

O segundo método para obter a solu¢do da DLMI € a factibilidade por avango de Euler,
em que o artificio utilizado para garantir as restricdes da forma (2.2) usando o minimo de LMIs

possiveis estd presente em (2.16) e (2.17).

ol <o
IR Co R

Nota-se que a derivada de Lyapunov apresentada em (2.16) e (2.17), nada mais € que a
expressdo de (2.15) derivada em relag@o ao tempo. No entanto, a representagio de P(t) é apenas
X; e Xj.1 respectivamente e ndo a equacdo completa de (2.15). Isso é vidvel dada a suficiéncia
de provar a negatividade da derivada de Lyapunov apenas nos nds de cada iteracdo onde o
conjunto [[¢;, ;1] = [(1,0),(0,1)]. Logo, todos os valores de P(¢) intermedidrios entre estes
estardo entre os 2 pontos, ja que formam uma combinacao convexa entre eles. Cada uma dessas
LMIs devem ser satisfeitas para todo o conjunto i =0, 1,...,n4 — 1 totalizando 21y LMIs mais

1, imposta pela condicdo de contorno (2.18).
H(Xo, X,,) <O0. (2.18)

Diferente das LMIs em (2.16) e (2.17) que estdo presentes para cada uma das iteragdes, a

condi¢do (2.18) depende apenas do primeiro e ultimo X durante o periodo de amostragem .
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Com o intuito de que haja uma melhor visualizacdo do comportamento das DLMIs em
um sistema, segue-se o exemplo ilustrado na Figura 2 do estudo de Geromel (2023). O exem-
plo consiste em um problema de otimizacdo de uma desigualdade diferencial de Riccati para

determinar uma fun¢do matricial P(z).

g = 2
25

15

08 n, — 64

Figura 2 — Autovalor minimo para vérios subintervalos

A Figura 2 mostra a evolugdo temporal dos menores autovalores de P(¢) do conjunto
solucdo do exemplo referido para diferentes nimeros de amostras 7. A partir disso, destacam-se
duas propriedades importantes: A primeira € que 0 aumento 1)y gera estimativas cada vez mais
proximas do comportamento 6timo do sistema; a segunda € que os valores obtidos sdo sempre
limitantes superiores da fun¢do objetivo do problema que, neste caso, consiste em minimizar o
traco de Py, garantindo um maior conservadorismo para um problema com resultado sub6timo
e que o sistema serd robusto as limitacdoes empregadas no sistema de controle.

Por fim, apesar de P(¢) ser uma fungdo continua, esta ndo é diferencidvel em todos os
pontos. Portanto, surge a necessidade de garantir a negatividade da derivada de P(f) como
em (2.16) e (2.17) 21ny. Assim, 0 mesmo né pode ter suas restricdes garantidas a direita € a

esquerda a partir de intervalos diferentes.

2.2 Abordagem Sampled Data

Os sistemas Sampled Data visam modelar a planta considerando o projeto continuo e
discreto de forma simultanea, obtendo o controlador discreto por definicao. Este € diferente da

abordagem cldssica, em que o projeto requer uma etapa de discretizagdo de alguma forma para
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implementacao digital.

Seguem as expressoes por espaco de estados de um sistema Sampled Data.

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ew.(t)
y[k] = Cyx[k] + Eywqlk] (2.19)

2(1) = Cx(t) + Deu(t).

A estrutura de (2.19) incluem as matrizes de abordagem continua, A, B, C;, D,, bem como
a abordagem discreta Cy, Ey. O modelo inclui ainda pertubagdes continuas e discretas we € wy,
tipicas de sistemas reais que envolvem varidveis continuas e discretas na planta e até mesmo no
controle.

A dindmica de comportamento dessas varidveis pode ser melhor visualizada na figura 3.
Que representa um diagrama de blocos do sistema Sampled Data, onde S corresponde a planta,

(h) o amostrador com retentor de ordem zero (Zero Order Hold — ZOH) e C;, o controlador.

we(t) z(t)

y(t)
u(t) ’—b ()

wy [K]

Figura 3 — Diagrama de blocos de controle Sampled Data (GEROMEL, 2023).

Nessa dindmica Y [k] corresponde aos estados medidos em tempos discretos cujos resulta-
dos sdo corrompidos pelo ruido dos sensores wy, z(t) é a saida de desempenho e u(t) o sinal de

controle, definido em (2.20).

u(t) = ulk] = vik]| + E,wqlk], t € [tr,tks1), Yk e N. (2.20)

Onde v[k| recebe as medigdes Y [k] sintetizadas pelo controlador C,. Em controles por
realimentagdo de estados, esse sinal torna-se v[k] = L-Y[k], sendo L o ganho de realimentac@o
de estados.

Ressalta-se que a matriz w,|k| empregada em ulk| e Y[k] é a mesma, apesar de represen-

tarem perturbagOes exdgenas diferentes. Isso € vidvel devido as matrizes Ey, € E, presentes em
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(2.19) e (2.20) respectivamente, que selecionam dentro de w, k] apenas a perturbacéo pertinente

a varidvel que o acompanha.
2.2.1 Andlise de estabilidade

Devido a peculiaridade de apresentarem caracteristicas continuas e discretas, os sistemas
Sampled Data utilizam em seu processo de estabiliza¢do fungdes de Lyapunov continuas e dis-
cretas. Usar estes dois tipos de modelo de forma separada tornaria um problema a otimizagao de
sintese como .74 utilizando ferramentas padrdao como LMIs. Usando a abordagem de Lyapunov
diferencial, € possivel converter matrizes de Lyapunov continuas para seu equivalente discreto
como demonstrado a seguir.

Dado o sistema em espaco de estados e a solu¢do de sua equagao diferencial em (2.21).
x(t) = Ax(t), x(t) = eA’x(O). (2.21)

Considerando uma funcio continua de Lyapunov v(t) = x " Px e sua derivada v(¢) expressa

em (2.22).
v(t) =x"(t)(ATP+PA)x(t) = —x' (t)Qx(t). (2.22)

E possivel obter o equivalente discreto de (2.22), apenas integrando v(t) para um periodo

de amostragem, conforme posto em (2.23)

h
x' (1) Qx(t)d
") 0x(t)d

x'(t

h
/0 $(t)dt = v(x(h))

—v(x(0)) = — t
=x' (h)Px(h)—x" (0)Px(0) = —

t (2.23)

/0
AThp Ah AT o
=e¢" "Pe —P:—/e Qe dt.

0

O ultimo trecho de (2.23) € obtido ao substituir x(z) por (2.21), com isso o termo x(0) é
cancelado por estar presente em ambos os lados da equacdo.

Isso implica que: Para uma derivada de Lyapunov continua A" P+ PA = —() existe uma
correspondente discreta AjSA; —S = —W em que Ay =M e W = f(fl At Qe dr., Tal que

S =P > 0. O que faz sentido, pois para que A seja Hurwitz estdvel (autovalores menores que
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zero), Ay = A" torna-se necessariamente Schur estdvel (autovalores menores que um) para
qualquer valor de A.

No entanto, nao € possivel afirmar o contrario, dado que para determinados valores de % a
derivada discreta de Lyapunov produz equivalente continuo cujos autovalores ndo sao negativos.

Essas proposicdes sdo fundamentais, pois corroboram com a principal contribui¢do do
uso de DLMI em controle que € a capacidade de lidar com incertezas paramétricas.

A principal razdo € que projetos de controladores com sistemas sample data que ndo uti-
lizem DLMIs, transformam as varidveis continuas em seus equivalentes discretos para formar
LMIs, ja que isso transforma o problema hibrido em um problema finito-dimensional e algé-
brico. Como demonstrado na se¢do 2.3.3.

Isso faz com que, ao aplicar incertezas através de variagdes lineares de parametros em
matrizes de estados como A e B, resulte em variagdes ndo lineares em seus equivalentes discretos
via (ZOH) A, e B, posto que Ay = e e By = f(f’ ¢A"Bdt. O que torna o dominio nio convexo,
perdendo a estrutura politopica necessaria para LMIs robustas padrao.

As DLMISs por trabalharem diretamente com as matrizes de estado continuo, preservam a

linearidade em relagdo a incertezas paramétricas permitindo tratar a robustez de forma convexa.

2.3 Norma J%

Primeiramente é necessario estabelecer como se dd o processo de dedug¢do da norma .73
em sistemas sample data, sem o uso de DLMIs, visto que as normas via DLMIs sdo provadas a
partir das solugdes ja estabelecidas pelo método tradicional.

O ponto de partida para isso consiste em provar que, para um sistema continuo em espago
de estados (2.24) e (2.25), existe um sistema andlogo em tempo discreto, cuja energia das suas

saidas sdo equivalentes, ou seja: ||z]|3 = ||z4]|3-
x(t) = Ax(1) + Bul(t). (2.24)
z(t) = Cx(t) + Du(t). (2.25)

Ao solucionar a equacdo diferencial (2.24) no intervalo de um periodo de amostragem

[tk tir1), Obtém-se (2.26).
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t—1y

x(t) = A x(1) + ulk] /0 S BdE . (2.26)

Sendo u(t) constante dentro de um periodo de amostragem e, portanto, permanece fora
da integral, o tempo ¢t = 11 e x(tk) = x[k]. Substituindo (2.26) na expressdo da saida (2.25),

tem-se:
t—ty
2(t) = C.eA ) x[k] + (CZ /O A BdE +DZ) ulk]. (2.27)

E possivel reorganizar (2.27) em fungdo de matrizes de estado aumentados onde a saida

z(t) estaria em fungdo de uma s6 matriz [x[k] u[k]]”. Para isso utiliza-se as expressdes em (2.28).

h
A B Al / A"Bdt Aq B
F= . G=|c, p), M= 0 =7 L o
0 0 0 I 0 I
Com isso (2.27) pode ser reescrito a partir de (2.28), resultando em (2.29).
x|k
2(t) = Gl =) A : (2.29)

O proximo passo consiste em expressar uma por¢cao da norma ao quadrado da saida con-
tinua compreendida em um onico intervalo de amostragem (2.30), utilizando para isso as mani-

pulagdes matematicas feitas anteriormente.

T

fet 1 k k1 T k
/ T ) de = *A ( /t e (f—fk)GTGeF(’—fUdt) * . (2.30)
I ulk] 2 ulk]

O ponto crucial desta dedugdo € impor uma condi¢do para as Matrizes de saida discretas
C, e D; que torne as normas da saidas continuas e discretas identificas, conforme indicado em

(2.31).

h
Gy = [Cd Dd}, G}Gd:/ 1 GTGe dr - 0. (2.31)
0
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Essas proposi¢des tornam o lado direito de (2.30) correspondente a z,) [k]z4[k]. Por fim,
a equivaléncia das normas ao quadrado das saidas continuas e discretas para todo tempo ¢ esta

definida em (2.32).

ZE=Y [ Wz dr = Y 2K zalk] = ol 232)
k=0" k=0

Esta equivaléncia € crucial, na conversdao da norma continua em discreta necessaria em

procedimentos posteriores.
2.3.1 Caso continuo

Para expressar a Norma .7/ em um sistema sample data serd necessario dividir sua dina-
mica em continua e discreta. A equacdo de estados completa esta definida em (2.19). Ao tratar

esse sistema como malha aberta e isolar apenas os seus termos continuos obtém-se:

X(t) = Ax(t) + Ew,(1),

z(r) = Cox(2).

(2.33)

Sendo a norma .7 a energia total liberada nas saidas do sistema em resposta a impulsos
em sua entrada, que pode ser expressa em fun¢do de sua fungdo de transferéncia H,(s) ou pela

resposta ao impulso de suas saidas &;(t).

CACIEES MRS WA OTIOD 234
i=1 i=1

Para uma condigo inicial x(0) = 0 a saida z(r) = Cx(t) sujeita a um impulso do tipo delta

de dirac 8(¢) no iesimo canal ¢;, aplicado a entrada exdgena w,, segue-se que:

t
hi(t) = Cox() = Coe™x(0) + C, / A E (1) de
. 0 (2.35)
—c, / AIE 6, 8(t)dt = CEe.
0

Dado que integrar a fun¢do delta de dirac equivale a preservar os termos que a acompa-
nham no ponto em que o delta esta concentrado. E possivel deduzir a partir do resultado de

(2.35) que definir uma condigéo inicial x(0) = Ee;, e w.(t) = 0 produz a mesma resposta final.
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Essas manipulacdes promovem a vantagem de nao trabalhar apenas com fun¢des usuais
eliminando o delta de dirac. Abaixo € explicitado o desenvolvimento de (2.34) com os resulta-

dos de (2.35).

r o oo
IHs)3=Y / eiTETeAT’CZTCzeAtEeidtztr< / ETeAC] CZeA’Edt). (2.36)
i=10 0

Em (2.36) o termo e; que representa a i-ésima coluna da matriz identidade, é simplificado
com o somatdrio tornando-se o traco dessa matriz. Este resultado pode ser utilizado para definir
condi¢des necessarias a determinacdo da norma .73, cujo desenvolvido foi demonstrado em

(2.37).

Q:/ ArclceMdr,
A v
d Tt AT t T ATt ~T t Tt ~T t
E(a“ clcet) =aTeclc e+l e,
oo d oo oo
/ E(eAT’CZT CeA’) dt =AT / Al C.eMdr + ( / el CzeAtdt> A, (237
0 ' 0 ' 0 '

rclcet] L =ATQ04,
~C/C,=ATQ+0A.
A partir de (2.37), é possivel converter o problema em LMIs mais fun¢do objetivo, para

que ao minimizar P em (2.38) ele se aproxime o méximo possivel da igualdade estabelecida em

2.37).
|He(5)]13 = inf {tr(ETPE) {ATP+PA < —CTC} . (2.38)
>

2.3.2 Caso discreto

Agora, serd estabelecida as condi¢des necessarias a norma 773 referente a dindmica dis-

creta do sistema sample data, exibido abaixo.

x[k+1] = Agx[k] + Eqwalk],
(2.39)
Z[k] = Cdx[k] +Dgwy [k]

De modo andlogo a dinamica continua todo o processo de constru¢do da norma € o mesmo,
exceto pelas nuances caracteristicas do tempo discreto, como a presenga de somatorios no lugar

de integrais.
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V(O3 = Zl =Y Y A (). (2.40)

i=1k=0

No processo de obtengdo da fungdo da resposta ao impulso na saida discreta h;[k], a va-
ridvel 8 é um impulso unitdrio que ocorre em k = 0 tornando a matriz D, presente apenas no

instante inicial. Tal como exemplificado em (2.41).

hil0] = z[0] = C4x[0] + Dye; 8[0] = Dye;.
x[1] = Agx[0] + Ege; 8[0] = Ee;,

hi[1] = z[1] = Cyx[1] + Dge; 8[1] = C4(Eqe;). (2.41)
x[2] = Agx[1] + Ege; 8[1] = Ag(Ege;),

hi[2] = z[2] = Cax[2] + Dy e; 6[2] = C4(AaEqe;).

Portanto, a fun¢éo que descreve o comportamento de A;[k] sujeito a qualquer valor de k é

(2.42).

Dyei;, k= 0,
hilk] = (2.42)

CsAY 'Eqer, k> 1.

Tal como ocorreu no caso continuo, a representacdo da norma 5% em (2.43) € avaliada

em termos do trago das equagdes de h;[k].

r [ele]
IHa ()15 = Z <Z e?E;—<A]1—)k_1C;CdA§_]Ed€i+€;—D;—Dd€i)
== (2.43)

=t ( Y Ej(A;)C;CiANE, + D}Dd> :
k=0

Para a resolu¢do da norma via LMIs € aplicada a derivada de Lyapunov discreta, cuja

equacao esta desenvolvida em (2.44).
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Q = Z (A;ll—)kcc—ierAlcclv
k=0

ATOAs— G =] (z <A;>kc;chz>Ad S AT
k=0 k=0

o 2.44
(A])H1C] oAk~ Y (A]FCI Cy (249
k=0

I
s

T
=]

(A0)"CqCarg— Y (AD)C CA
k=0

=—(4))°C]C A = —C; Cy.

I
gk

=~
I
—_

A funcdo objetivo sujeita a inequacdo linear resultante, esta definida abaixo:
IH (0|15 = inf {tr(EdTPEd +DJDy): AJPA;—P < — C}Cd} . (2.45)
>

2.3.3 Unificag¢do da abordagens continuas e discretas da norma .73

Ap0s estabelecido os meios de obtencdo das normas para o caso continuo e Discreto,
O indice de desempenho 775 do sample data consiste no somatério da contribui¢do de cada

perturbacdo exégena w, € w, atuante no processo.
2 — ||H(s) 3+ IHa(O)I3 (2.46)
€y = l1Hc\S)l12 d 2 .
Objetivando unir as contribui¢des continuas e discretas de (2.46). A fun¢do de Lyapunov
continua obtida em (2.38) serd substituida por uma equivalente discreta. O que fard a norma
6 presente em (2.47) também ser convertida.

ICalst —A)"EIR = te(ET PE) = a1 — Aa) 'E (2.47)

Com isso, o problema de minimizagdo final sujeito a restricdes pode ser simplificado a

expressao (2.48).
&3 = inf {tr(ETPE) te(B)PBy): AjPA;—P < — CZTdczd} +t(DLD.y).  (248)
>
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2.4 Minimizacao .74 via DLMIs

Esta se¢@o aborda o processo de minimizagdo do processo de otimizagdo Sampled-Data
75 (SD-.743) tanto considerando a realimentacio de estados cldssica como ao modelo aumen-

tado com base na abordagem por acdo integral.

2.4.1 Equacdes em espago de estados aumentados

Um passo fundamental no entendimento de métodos de controle com DLMIs estd no
aprendizado das equacdes de estados aumentadas compostas por (2.49), (2.50) e (2.51), cuja

principal caracteristica € que o sinal de controle u(t), também é tratado como um estado, contido

na equacdo y(t) = [x(¢) ; u(t)].

y(t) =Fy(t)+Jewet). (2.49)
2(1) = Gy(r). (2.50)
V() =Hy(t ) +Jawalk]. (2.51)

Para um sistema em malha aberta cujo sinal de controle é a entrada exogena wy[k| as

matrizes constantes dessas equacdes de estado estdo definidas em (2.52)

A B E 0 I 0
F= LGl D) de= || da=| | H= . (2.52)
0 0 0 0

Ao desenvolver a expressao (2.49) em (2.53), nota-se que a derivada do sinal de controle
obtida foi zero, Em razédo de u(t) = u[k] ser constante para o intervalo de uma amostra. caracte-

ristica comum do uso de sample data para tratar sistemas com DLMI.

x(t) _ A B| |x(1) N E welt). —> x(t) =Ax(t)+Bu(t) + Ewc(t), 2.53)

i) [0 o) [u@] [0 f1(r) =0.

A seguir € mostrado o desenvolvimento de (2.50) que denota as mesmas caracteristicas

de um sistema em espaco de estados comum.
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Z(t):Gw(t):[C D} u(t)) = Cx(t) + Du(t). (2.54)

No entanto, em (2.55), que caracteriza a equac¢ao de salto vista em (2.51), apresenta as-
pectos ainda ndo observados em equacdes de estados anteriores. Isso decorre do fato de que
a expressao da derivada dos estados (2.49), ja ndo € o suficiente para explicar por completo a
dindmica do sistema, considerando que o sinal de controle foi incluido como estado. Portanto €

necessdria uma expressao que explicite o instante em que o sinal de controle € alterado.

) | |1 o] x| O] ) =), 2.55)

1 (1) 0 0| |u() 1 (1) = walk].

O termo tk~ presente em (2.55) corresponde ao instante imediatamente anterior ao inicio
do periodo de amostragem, indicando que os estados x ndo se modificam, ao passo que u recebe
um novo valor que se manterd até a préxima amostra.

E valido salientar que, em controles de malha fechada, como por realimentacao de estados,
os ganhos L seriam aderidos as matrizes H e J; para que u recebesse um novo ganho a cada
amostra.

Com o entendimento da dindmica dos estados aumentados no sample data. A préxima

etapa etapa consiste em aplica-lo nas equagdes de Lyapunov.

T T T X Py Pxp,
V=y Plt)y= [x u }P(z) . P = N (2.56)
H ux Ly

A matriz de Lyapunov P(¢) precisa ter uma dimensdo compativel com os estados e con-
troles de tal forma que ao efetuar o produto entre ela e os estados aumentados, determinadas
células da matriz, receberdo os estados, outras o controle e outras o acoplamento entre estados
e controle.

Esta mesma matriz P(z) esta indicada em (2.57) estabelecida para um tempo 7 = 0 e

acompanhada de seus complementos de Schur.

Xo W Xo > 0, X() =0,
Py= | =0 = A — X (2.57)
Voo Xo Ro—Vy X5 Vo > 0, Xo—VoXy vy = 0.
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Através do que estd posto em (2.57) € possivel concluir que a solu¢do menos restrita que
torna os autovalores de Py positivos, ocorre quando Vj = 0, uma vez que qualquer valor positivo
para X; e X satisfaz esse requisito. Isso serd ttil em dedugdes futuras que utilizard métodos de
eliminagdo de varidvel para remover V.

Agora, vamos tratar dos requisitos para criagdo da norma .75 com LMIs, iniciando pela
derivada de Lyapunov (2.58). Que possui aspecto semelhante a (2.38), porem aplicada a matri-

zes de estados aumentados e com termo diferencial.
P(t)+F P(t)+P(t)F+G'G <0, t€]0,h] (2.58)

A desigualdade (2.58) garante o decaimento em tempo continuo entre amostras. No en-
tanto € necessdrio que a energia do sistema também decaia entre os saltos de uma amostra e

outra. Com esse intuito (2.59) € estabelecida.

.

v(n) =Hy(t ), P,>H'PH

vt ) " Pyt ) > win ) " H RHY () = w(n) Roy(n), (2.59)

\V(tk_) > V().

Na primeira linha de (2.59) esta contida a equagdo de salto semelhante a (2.51), porem
sem entradas exdgenas, pois estas ndo sao necessdrias para a analise de estabilidade. Na mesma
linha estd P, > H ' PyH, cuja inequacdo nio foi deduzida de uma expressio anterior mas é uma
imposicao necessdria para garantir que a energia armazenada V antes do salto seja maior que
no comego do proximo salto, tal como deduzido nas linhas posteriores.

Com esses pressupostos estabelecidos, o objetivo torna-se provar que € possivel chegar a
mesma fun¢do objetivo estabelecida em (2.48), usando DLMIs. Para isso utiliza-se (2.60) que

esta baseado no mesmo principio ja visto anteriormente em (2.6).
F'hp ,Fh " ETE AT e F
Py > ¢ "Pe +/ e "G 'Ge''drt. (2.60)
0

Baseando-se na equivaléncia apresentada em (2.31), substitui-se a integral presente em

(2.60) por G; G,. De mesmo modo, altera-se P, por H TPyH, resultando em (2.61)
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Ry > e "H RH + GG,

A; Ol |1 Of [Xo Vo| |I Of |As By ol
= A + [CZ DZ]
By 1|0 0| |V, Xo| |0 O] |0 [ D/ (2.61)
Ay . C,
= % [Ad By + ZT [Czd Dzd]'
Bd ) Dzd

O desenvolvimento de (2.61) por meio de manipulagdes algébricas e complementos de

Schur resulta em (2.62).

> 0. (2.62)

Verifica-se que a submatriz principal 2x2 de (2.62) equivale a matriz Py. Como ja discutido
em (2.57), a solucdo menos restritiva que mantém Py definido positivo € retirar V. O método
de eliminac¢do consiste em remover a segunda linha e coluna de (2.62) formando a matriz (2.63)

e posteriormente a primeira linha e coluna gerando (2.64).

Xo A) cf . .
~1 Xo Ay | T T
Ag X, 0| >0+« N I |C, 0|>0<+= A;XoAs—Xo<—-C,C,.
Ag Xy 0

(2.63)
A inequagdo decorrente do complemento de schur da matriz (2.63) € a fung¢do de Lyapu-

nov discreta da norma 74 em (2.48).

X0 B) D] . . .
. Xo B, D| - .
B; X, 0 >0+~ N I |D, 0| >0 <= Xo>B;XoB;+D, D,.
B, X(; 0
D, 0 I

(2.64)
Com a derivada de Lyapunov ja encontrada a partir da Matriz anterior resta apenas re-
produzir a funcdo objetivo. Cumprindo isso pela determina¢cdo de um majorante da norma em

(2.65) obtido utilizando as inequagdes P, > HPyH e Xo = B XoB, + D, D.. obtida de (2.64).
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Apesar de (2.65) ser um majorante para a verdadeira norma, ao definimos as inequagdes menci-
onadas arbitrariamente proximas da igualdade, no limite terfamos uma estimativa que tende ao

valor exato.

tr (JCT PhJC> i (Jj POJd> > tr (JTHTPOHJC> fir (Jj POJd>
tr(ETXoE> +tr )

> tr ETXE —Hr B XoB,+D!,D )
0 d 20D zdzd (265)

0
_

Dzd

E Bdi| +tr |:O Dzd]

1Hsa ()5 -
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3 METODOLOGIA DE MODELAGEM

Este capitulo apresenta o desenvolvimento teorico da estrategia de controle utilizada a
partir dos conceitos de sample data e DLMI abordados anteriormente, bem como os modelos

de pendulo de futura e conversor Boost 3SSC cuja estratégia de controle serd aplicada.

3.1 controle SD-77

A abordagem proposta serd desenvolvida a partir do sistema Sampled Data com controle

por realimentacao de estados, expresso em (3.1).

x(t) =Ax(t) +Bu(t) + Ew.(t), x(0) =0,
z(t) = C;x(t) + D u(t), 3.1)

u(t) = Lx[k|+ (Eu+LEy) wylk], 1€ [tx,tx41), Yk €N.

O controle Sample Data em sistemas com DLMI possui a maioria de suas matrizes seme-
lhantes ao da malha aberta apenas com alteragdes nos parametros H e J; (3.2), responsdveis por

integrar a equacao de salto.

I 0 0
H— - . (3.2)
L0 E,+LE,

As condi¢des gerais para viabilidade e otimizag¢do da norma .7 em sistemas Sample data
DLMI, cuja deducdo foi demonstrada na se¢@o anterior, sdo mostradas a seguir.

A inequacdo (3.3) ¢ a unica que possui um componente diferencial P(¢) dentre essas
condic¢des e portanto a unica DLMI a ser resolvida. Ela consiste meramente no complemento

de schur de (2.58) para adquirir o formato de matriz.

P(t)+FTP(t)+P(t)F G’
G —1I

<0, t €[0,h). (3.3)

Diferente da expressao anterior. O critério (3.4) constitui um problema de implementacao,
dado que H possui ganho de realimentagdo de estados L a ser determinado, gerando um produto

de varidveis dentro da expressao desfazendo a linearidade.
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P,-0, P,>-H'PH. (3.4)

Em (3.5) ocorre o mesmo problema devido a presenca do L dentro do vetor J;. No entanto
para este trabalho assume-se E\, = 0 implicando em ausencia de entradas exdgenas como ruidos

nos sensores que medem os estados.

02 = Ii)r(lg{tr@j PhJC) +tr(JdT Pojd> . (3.3), (3.4)} . (3.5)

Diante das circunstancias apresentada serdo abordadas duas maneiras de extinguir as ndo
linearidades em (3.4) e tornar o problema convexo.

Em ambos os métodos serd necessario recorrer a substituicio P(t) = Q(¢)~'. Felizmente,
para o caso da derivada diferencial de Lyapunov, essa equagdo ja foi resolvida em (2.12). Dada
a similaridade desta, com a condi¢do de Lyapunov que usada atualmente, ao realizar as devidas

substituicdes e aplicar o complemento de Schur. obtém-se (3.6).

Q)+ Q) F" +FQ(t) Q(t)G"
* —1

<0, te[0,h). (3.6)

Substituindo P nas condi¢des de contorno, tem-se:

T

I I
P,~H'PH=1I, . 0, . 1] I, = . (3.7)

X

Para lidar com o termo dentro dos parenteses em (3.7), foi criada uma varidvel auxiliar W

que majora essa expressao.

T

~1 I !
W~ Q . (3.8)
L L

Substituindo (3.8) em (3.7), multiplicando ambos os lados de cada termo por Qy, e apli-

cando o complemento de Schur, obteve se a LMI resultante (3.9).
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o' = LW = Q- QLW 'L Q-0

On Oy (39)
TQ W = 0.
I. Oy

Contudo, ainda resta lidar com a expressdo criada em (3.8). Isso é feito aplicando com-

plemento de Schur seguido de uma transformacdo por congruéncia, conforme (3.10).

-
T w1
_ I |1 L
Wl — 0| | 0= =0
L 1
Qo
- L -
i - ] . (3.10)
w1l W W
W 0 L W 0 L
0 1 b4 0 I Ji
Qo w Qo

Ap6s o desenvolvimento matematico efetuado em (3.10), ainda resta o produto entre W e
L na matriz resultante, cuja solucdo € a criacdo de outra varidvel impondo K = LW. Com isso,

obtém-se todas as condi¢des de desempenho .75 provenientes do primeiro método, apresentadas

em (3.11) e (3.12).

I
Qh Qh w WKT
0] | =0 ~ 0. (3.11)
*x Qo
« W
J— To! Tl _
p3 —Q(.l)flv{/’K{tr@C 0;'.) +1(4f 05" ) : 3.6, GBI} (3.12)

O ganho de realimentacio é entio recuperado impondo L = KW ~!.Contudo, apesar de
ser possivel chegar no valor 6timo do desempenho .74 com esse método, ele tem como desvan-
tagem um maior numero de varidveis e uma condi¢ao de contorno relativamente complexa. O

que justifica a utilizacao preferencial do segundo método, demonstrado a seguir.



39

A partir da condicdo de contorno (3.13), desenvolve-se a expressdo do lado direito que
esta entre as matrizes I.

Xo Vol |1

Po=H PH =1, [1 LT] 1. (3.13)

Apo6s manipulagdes algébricas € possivel chegar na matriz (3.14). Semelhante ao que foi

discuto em (2.57), dentre todos os valores possiveis de L que mantenha a positividade da matriz.

a solu¢do menos restrita é L = —)?0_ 1VOT tornando a diagonal secundaria da matriz igual a zero.

o o T
Xo—VoX v (L+ X7t . . N
o ( 0 o) =0,  Xo—VoXy 'Vl +0-%,1-0=Xo—VoX, 'V,
L+X,'Vy X!
(3.14)
Conclui-se, portanto que (3.15) € o menor valor possivel para a condi¢do de contorno e

que por ventura corresponde ao inverso do primeiro elemento da matriz P’ I
T
P, H PH

= 1 (X0~ Vo5 'V ) 1] (3.15)

-1
— 1, (1xT P(;llx) .

X

Substituindo P(¢) = Q(¢)~! e aplicando complemento de Schur chega-se a expressio final
para a condi¢do de contorno linearizada(3.16). Desse modo, € possivel formar a funcdo objetivo

para o problema de otimizac¢do sujeito as restri¢oes (3.17).

Qo =0, L (Qo—0p)l = 0. (3.16)

p2., = inf {tr (JJQ;UC) n tr(JjQ(;le> . (36). (3.16)} . (3.17)
3.2 Modelo do Pendulo de Furuta

O modelo utilizado para analise e comparacao do método proposto com o controlador
LQR foi o péndulo de Furuta (FURUTA et al., 1992) da WheelTec Technologies, ilustrado na

Figura 4, cujas matrizes no espaco de estados sdo dadas por (3.18) e (3.19).
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e

0 0 1 0 O 0 0
0 0 A A 0 0 B
- 2 w7 (3.18)
o 0 O 0 1| | 0
(04 0 Agp Az 0] | B4
7]
1 00 0|]6
7= (3.19)
0 01 0 |l
(04
Sendo:
KK, (J+mi? m22r mriKK,
Ay = ( ) Axz = g, Ap=——"2,
QeqR Qeq QeqR
(3.20)
mgl (I +mr2) K, (J+m2) mrilK,,
3= "7 > 21 = — (% 41 = .
Qeq QeqR Q“IR

Onde o vetor de estado x = [9 0 « Oc] / representa os angulos e velocidades angulares
do eixo de rotagdo vertical e horizontal do péndulo, respectivamente. J € o momento de inércia
do péndulo, I € 0o momento de inércia da haste, com ambos em fun¢do da massa do péndulo. Q.
¢ a quantidade de energia equivalente, que depende de varios pardmetros, conforme mostrado

nas equacoes (3.21), (3.22) e (3.23).
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1 0,135\ 2
J:—m[<’—) +(O,018)2]. (3.21)
3 2
1 0.135\2 0.135\2
Qeq = 1J +Iml* +Jmr?. (3.23)

Ja os valores utilizados em cada um dos parametros constantes do modelo sdo apresenta-

dos na Tabela 1.

Tabela 1 — Parametros do sistema fisico

Descricao (simbolo) Valor
Comprimento da haste vertical (/) 0,135m
Aceleragdo da gravidade (g) 9,8 m/s?
Resisténcia do motor CC (R) 4,286 Q
Comprimento da haste horizontal 0,156 m

(r)

Coef. de inércia mecanica do motor 00,1797 N-m/A
(Kim)

Coef. da forca eletromotriz - FEM 0,2087 V-s/rad
(Ke)

A partir deste modelo, obt€ém-se a resposta no tempo do controle da planta, onde, no
decorrer da simulacao, é aplicado um degrau no valor da massa da haste do pendulo (), bem
como impulsos continuos e discretos nos canais de perturbacdo exégenas w, € wy do sistema.

Portanto, a estratégia de controle utilizada consiste na aplicag¢do de (3.17) em uma aborda-
gem politdpica, cujos vértices correspondem ao modelo da planta nas massas. permitindo obter
um ganho de realimenta¢do capaz de controlar a planta adequadamente mesmo com a mudancga

da massa, além de reduzir a resposta ao impulso proveniente da otimizagdo da norma .773.

3.3 Modelo do Conversor boost

O conversor boost 3SSC também foi utilizado como modelo com o intuito de comparar a

eficiéncia entre o controlador proposto e o SR-MPC de Alves et al. (2022), utilizando a mesma
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planta adotada no artigo e mostrada na Figura 5.

A
Dll Dzl +
RC()
L T .
R el Roé\ v,
. ]
S ‘1 Co 1~
Ve (O
S] S2
| ~y

Figura 5 — Conversor boost com célula de comutagao de trés estados (ALVES et al., 2022).

Considerando o modelo de espaco de estados em tempo discreto dado por x[k + 1] =
Agx[k]+Bgaulk] e y[k] = Cyx|k] + D4u[k] para aimplementacdo dada pelo benchmark (ALVES et al.,
2022). Ja as matrizes continuas A, B, C e D para o conversor Boost operando em Modo de
Condugdo Continua (CCM) (MIDDLEBROOK; CUK, 1976; REGO et al., 2018) sao definidas

como:

_ RL+(1 _Dcycle)(RCOHRO) (I_Dcycle)Ro

— L L(Rco+R,)
A o (I_Dcycle)Ro . 1 ' (324)
Co (R00+Rn) Co (R01)+R0)
B=|* R;)*Rv . (3.25)
T CoReo T RY)
C= [(1 _Dcycle)(Rca || Ro) ’ RcfoRU] . (3.26)
Reo || R
D=V, “’R, 2. (3.27)

Onde R’ = (1= Diyete)*Ro + Deyete(1 = Deyete) (Reo || Ro) € Reo || Ro = 5.

Os estados do sistema sdo definidos como x = [i;, v.], representando a corrente do indu-
tor (L) e a tensdo do capacitor de saida (C,), respectivamente. A varidvel D, denota o ciclo
de trabalho, u € a entrada de controle e V, € a tensdo de saida a ser controlada. Um esquema

detalhado do conversor Boost e os parametros de entrada adotados podem ser encontrados em
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(BASCOP¢; BARBI, 2000; COSTA et al., 2017). A Tabela 2 apresenta os pardmetros de imple-

mentacio do modelo do conversor boost do benchmark.

Tabela 2 — Parametros do Conversor Boost(ALVES et al., 2022).

Parametros Valores
Tensao de Entrada (V) 26—36 [V]
Tensdo de Saida (V,) 48 V]
Ciclo de Trabalho (D ye) 0,25—-0,46
Frequéncia de chaveamento (f;) 22 [kHZ]
Indutor de Filtro (L) 36 [uH]
Resisténcia Indutiva (Ry) 0 [Q]
Capacitor de saida (C,) 4.400 [uF)
Resisténcia série (R.,) 26,7 [uQ]
Carga (R,) 2,034 —6,06 [Q]
Poténcia de saida 380 — 1.000 [W]
Passo de amostragem 1 [ms]

A Figura 6 mostra o diagrama de blocos da planta em malha fechada sob controle por
amostragem com realimentacdo integral. Este esquema ilustra a estrutura de realimentagdo uti-
lizada na simulagdo, destacando a interacdo entre o modelo do conversor Boost, a acdo integral
sobre o erro de rastreamento e o controlador SD-.5%3 implementado por meio de ganhos fixos

obtidos através da formulacio DLMI.

u(t) 3SSC

m o on

Figura 6 — Diagrama de blocos do conversor Boost com a¢do integral

Onde h, e g, sdo ganhos que atuam sobre o erro de rastreamento e sobre o sinal integral,
respectivamente, Crg é o controlador projetado e (/) é o periodo de amostragem.
Para incorporar a agdo integral no modelo politpico, o sistema é aumentado com as

seguintes matrizes:
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_ A; 0 _ T
i = 9 Bl - |:Bl —hDCii| 9
—hC; g
(3.28)
_ _ E.
Cl == |:Cl Oi| 9 EC =
Al Bi -
F= . Gi=|¢ by (3.29)

Com base na estrutura mostrada na Figura 6, o controlador SD-.7% foi projetado utili-
zando Desigualdades Matriciais Lineares Diferenciais (DLMIs), de acordo com o Teorema 4.3
de (GEROMEL, 2023). O sistema consiste em quatro subsistemas derivados do metodo de
discretizacdo, ZOH equivalente do conversor Boost sob diferentes condicdes de operagao, com
tensoes de entrada V, € {26V,36V } e poténcias de saida P, € {380 W, 1000W }, formando uma
estrutura politopica comutada (ALVES et al., 2022).
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4 RESULTADOS DE SIMULACAO E ANALISE

Este capitulo apresenta uma andlise comparativa entre os controladores SD.7% propostos
para cada uma das plantas e seu respectivo benchmark. Apresentando para cada uma delas, um
comparativo da resposta no tempo dos estados e do sinal de controle, bem como a comparagao
dos indices de desempenho ISE, IAE, ITSE e ITAE para cada um deles. A primeira se¢do
abordard os indices de desempenho que serdo utilizados nas 2 plantas. A segunda sec¢do ird
tratar dos resultados relativos ao controle do pendulo de Furuta e a terceira abordara o controle

do conversor boost.

4.1 Indices de Desempenho

Para que a estimagdo da eficiéncia de um tipo de controle em relacdo a outro ndo fique
alheio a uma andlise qualitativa dos graficos que representam o comportamento do sistema, fo-
ram utilizados os principais indices de desempenho encontrados na literatura, a fim de avaliar
de forma quantitativa o modelo proposto. Sdo eles: a integral do erro absoluto (IAE), a inte-
gral do erro ao quadrado (ISE), a integral do erro absoluto ponderado no tempo (ITAE) e a
integral do erro ao quadrado ponderado no tempo (ITSE), cujas equagdes estdo representadas

respectivamente em (4.1) a (4.4) (ASTROM; HAGGLUND, 2006).

Ly

IAE= [ |e(t)|dt. (4.1)
Ty
iy ’

ISE = e~ (t)dt. (4.2)
To
s

ITAE = [ tle(t)|dt. (4.3)
fo
't

ITSE = [ " te?(1)dt. (4.4)

Iy

Os indices mencionados permitem realizar comparagdes visando observar quais as melho-
res estratégias de controle no que diz respeito a desempenho na resposta ao tempo.
Além destes foi utilizado o indice de variagdo total do sinal de controle (Total Variacion,

TV), com o intuito de mensurar os esforcos de controle dos atuadores na comparacao entre o
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método proposto e seu respectivo benchmark. A representacao deste indice em tempo continuo

esta expressa em (4.5).

du(t)
dt

dr. (4.5)

4.2 Pendulo de Furuta

Utilizando o modelo e proposta abordados na sess@o 3.2. Realiza-se a simulag@o da res-
posta no tempo utilizando as seguintes consideragdes:

Os estados iniciais considerados foram x(0) = [0 00,1745 0], cujo valor 0,1745 rad ~ 10°.
Considerou-se ainda que a massa da haste do pendulo estd sujeita a uma carga de valor igual tal
que m = [m, m] = [0.14, 0.28]. Na primeira metade da simulag@o, o péndulo opera com a massa
natural da haste; na segunda metade, € inserida uma carga de valor igual ao da haste, totalizando
0 dobro da massa do componente da planta.

Acrescenta-se ainda que, no instante ¢ = 2s (metade do processo), € aplicado um impulso
unitrio em w, = wy = 1 com os objetivos de simular o distirbio causado pelo acoplamento da
carga e testar a capacidade de rejei¢ao do disturbio, aperfeicoada pela otimiza¢do da norma .773.

Para as demais condi¢Oes de projeto, adotam-se E = B,, E, =1, E, =0, C,=
1111}, C,=C, D,=D,sendo B, AMatriz B no ponto de operagio em que m = 0,28[Kg].
O tempo de amostragem utilizado foi 2 = 0,02.

O solver usado para a simulag¢do do controlador proposto foi o LMILab (GAHINET et al.,
), mas também pode ser usado o Yalmip/SeDuMi (LOFBERG, 2004) utilizando como solver o
LMILab ou SeDuMi como resolvedores.

Para o critério de otimizagdo do LMILab, considerou-se a tolerancia (TOL =1 - 107 e
nimero maximo de interagdes de 800. O nimero de subamostras para a andlise comparativa ¢
de 32 subamostras. Contudo, analisou-se o resultado para uma sequénciade 1, 2, 4, 8, 16,32 ¢
64 subamostras, sendo as subamostra 1 infactivel no LMILab. A Tabela 3 apresenta a variagdao
das funcdes objetivo em que o termo em X indica que o procedimento foi infactivel.

A Tabela 3 mostra a redug¢do bem sucedida do indice 7% com o aumento de ny em quase
todas as subamostras. A fung¢do objetivo diminui até ny = 32 e obtém o valor de g% =0,7209
para ny = 64, sendo ny = 1 infactivel. O ganho SD-J7; de realimentac@o de estados adotado

foi L =[—45,6319 — 11,5323 98,7651 8,8382].
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Tabela 3 — Variagdo de g% em fung@o de ny.

ng 1 2 4 8 16 32 64
g X 26291 00969 00225 00100 0.0233 0,7209

Para o projeto do controlador LQR discreto, considerou-se o ponto de operagdo com m =
0, 140[Kg| o tempo de amostragem i = 0,02s e as matrizes de ponderagio Q, = diag(50,25,50, 10)
e R, = 1. Com o vetor de ganho LQR dado por:

K, = [—1,6349 —1,7563 26,8000 2,3682]. (4.6)

A implementagdo considerou um modelo discreto, cujas matrizes A e B (3.18) variam
com aproximacao por um Segurador de Ordem Zero (Zero Order Hold) Equivalente de acordo
com o valor de m, ilustrado no terceiro grafico da Figura 7, a cada passo k discreto.

A figura 7 indica que os angulos do péndulo utilizando o LQR tiveram uma estabiliza¢do
inicial mais lenta, comparada ao controlador proposto, além disso, no instante de alteracdao
de massa e aplicagdo de impulso o SD-.5%3 apresentou uma maior capacidade de rejei¢ao de
disturbio e menor tempo de estabilizacio atestando a sua eficiencia.

Jd o sinal de controle u[k] apresentou maior amplitude e variagdo no controlador proposto
durante a estabilizacdo inicial; no entanto, no momento em que a massa variou, obteve-se uma
amplitude muito maior no sinal de controle LQR para se adequar ao ajuste do novo ponto de
operagio.

Esses resultados se refletem nos valores dos indices de desempenho apresentados na Ta-
bela 4, onde o controlador proposto demonstrou menores valores em todos os indices associados
a eficiéncia dos estados da planta, apesar da variacdo do sinal de controle TV ter sido maior no

SD-%, devido o esfor¢o de controle na estabilizagdo inicial do pendulo.

Tabela 4 — Indices de desempenho do exemplo do Pendulo de Furuta.

Controle  TAE ISE ITAE ITSE TV
SD-s7  0,0319 0,0034 0,0069 0,0004 82,8715
LQR 0,3669 0,0478 0,5761 0,0603 60,0596
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Figura 7 — Resposta no tempo Péndulo de Furuta

4.3 Conversor boost
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Com base nas ideias propostas na sessao 3.3. O modelo politopico com ag¢do integral

proposto, usado na simulag@o possui as seguintes caracteristicas:

O integrador foi introduzido por meio de um servomecanismo com (g,4) = (1,5), resul-

tando em um modelo aumentado com trés estados. O problema de otimizacdo foi resolvido

considerando um periodo de amostragem de 7; = 1ms, subdividido em N =5 —n =

210

intervalos de 1 = 0,0002s. A matriz de entrada E foi modelada como a média dos quatro

subsistemas.

A simulag@o mostrou convergéncia apés 600 iteracdes, resultando no indice de desempe-

nho 6timo _#3, =4,1452 x 10°,

O ganho de realimentagéo de estados foi K = [—0,0007 0,0026 0,0059], onde os dois

primeiros coeficientes correspondem a corrente do indutor e a tens@o do capacitor, e o terceiro
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ao estado do integrador. A entrada de controle € implementada com saturacao em umax = 0,5
para simular os limites de um controlador real e estabelecer a mesma condi¢iao que Alves et al.
(2022) usou como referéncia.

A Figura 8 mostra os estados do sistema (corrente do indutor i;, e tensdo do capacitor v¢)
para os 2 controladores, mostrando picos de correntes semelhantes, mas um pouco maiores por

parte do controle proposto, e picos de tensdo menores com o método SD-773.

400 . . .

SD-H2
SR-MPC

[\ @]
S
(e
T
I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

20 Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t(s)

Figura 8 — Corrente no indutor e tensdo no capacitor

A Figura 9 mostra uma andlise comparativa das tensdes de saida obtidas pelo método
proposto e pelo SR-MPC apresentado em (ALVES ez al., 2022). E possivel observar que o
SD-H2, em azul, apresenta uma resposta melhor quando comparado ao SR-MPC, em vermelho,
o que reforca a eficicia do método apresentado em relacdo ao benchmark. Os Graficos 2 e 3
da Figura 9 ilustra os pontos em que ocorre variagdes na tensdo de entrada V, e na poténcia
de carga P, utilizadas para emular perturba¢des do mundo real. Apesar dessas variacdes, 0
controlador SD-.775 manteve um desempenho robusto em todos os cendrios testados.

No quarto gréafico da Figura 9 hd um comparativo do sinal de controle u(k) para os 2

controladores, ja convertido no ciclo de trabalho do acionamento das chaves de comutagcdo
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(Duty Cycle). Como observado, o sinal de controle permanece dentro dos limites impostos e

exibe transi¢des suaves consistentes com a comutagdo do subsistema.
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Figura 9 — Resposta no tempo conversor boost

Esses resultados também se refletem nos indices de desempenho apresentados na Tabela

5, onde o controlador proposto demonstrou valores inferiores em todos os indices, dado que o

SD-% nao sé teve picos de tensao de saida menores como retornou mais rapidamente a tensao

de referencia durante os periodos de variagdo de parametros. Comprovando sua eficiéncia em

comparagdo ao SR-MPC.

Tabela 5 — Indices de desempenho do exemplo do conversor Boost

Controle  IAE ISE ITAE ITSE TV
SD-7#4  0,0977 0,9809 0,0194 0,2102 1.0834
SR-MPC 0,3397 3,9446 0,0580 0,8452 1.1084
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi realizado o controles por realimentagdo de estados de sistemas sampled
data pela otimizacdo do indice 7% utilizando inequacdes Matriciais Lineares Diferenciais. O
método proposto foi aplicado no modelo do pendulo de Furuta, com variagdo de carga e apli-
cacdo de distirbios. Também foi realizado o controle de um conversor Boost utilizando uma
abordagem politépica do modelo proposto, combinado com a aplica¢do de uma agao integral.

Cada uma das plantas controladas teve seu desempenho garantido, apresentando maior
eficiéncia frente a seus respectivos modelos de Benchmark.Onde apresentaram melhores res-
postas no tempo para os seus estados, atestados por meio de analises de graficos e avaliagcdo de
diversos indices de desempenho.

Os resultados obtidos mostraram que a abordagem proposta se estabelece como uma téc-
nica eficiente, capaz de lidar com a dindmica continua dos modelos das plantas e a natureza
discretizada dos sistemas digitais. Apresentando robustez a distdrbios e interferéncias e a capa-
cidade de lidar com incertezas de parametros.

Porém, € necessdrio ressaltar que a abordagem Sample-Data proposta por (GEROMEL,
2023) utilizando o LMILab, requer cuidados de projeto, pois o aumento do numero de suba-
mostras, gera uma elevagdo significativa no numero de LMIs que causam mais dificuldade ao
solver em encontrar solucdes cada vez mais proximas do valor 6timo quando esse limite se
mantém marginalmente proximo. Tal como visto na Tabela 3 onde nao foi possivel obter uma
otimiza¢@o maior do indice para ny = 64.

Para trabalhos futuros, propde-se integrar outras abordagens a esse modelo, como D-

Estabilidade DLMIs, abordagem Fuzzy-DLMIs e sistemas com atraso de transporte.
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