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RESUMO

As equacdes diferenciais sdo equacdes cuja incognita € uma fungcéo que aparece na
equacdo sob a forma das respectivas derivadas, utilizadas na construcdo de
modelos matematicos de fenémenos fisicos, por isso seu estudo € um campo
extenso da matematica pura e aplicada. A modelagem de muitos problemas do
mundo real, utilizando as equacdes diferenciais ordinarias (EDO), é uma ferramenta
importante que tem grande potencial e pode descrever indmeros fendmenos. Desta
forma, este trabalho tem como objetivo apresentar e estudar modelos matematicos
descritos por equacOes diferenciais presentes na area das engenharias. As
engenharias escolhidas foram civil, elétrica e mecéanica por serem 0s cursos de
segundo ciclo ofertados pela Universidade Federal Rural do Semi-Arido campus
Caraubas. Os fendbmenos modelados foram deflexdo de vigas, resfriamento de
blocos ceramicos, circuitos elétricos RC e LRC, suspensdes mecanicas automotivas,
e valvulas de seguranca e alivio de pressdo. A modelagem dos métodos foi feita a
partir das técnicas de resolugdao de EDQO’s, onde ao final de cada modelagem foi
apresentado um problema para cada fenémenao.

Palavras-chave: Modelagem. Equagbes Diferenciais. Engenharia.
Aplicacgdes.



ABSTRACT

Differential equations are equations whose unknown is a function that appears in the
equation in the form of their derivatives, used in the construction of mathematical
models of physical phenomena, so your study is an extensive field of pure
mathematics and applied. The modeling of many real-world problems using ordinary
differential equations (ODE), is an important tool that has great potential and can
describe many phenomenons. In this way, this work aims to present and study
mathematical models described by differential equations present in the area of
engineering. The chosen were civil, electrical engineering and mechanics for being
the second-cycle courses offered by Universidade Federal Rural do Semi-Arido
campus Caraubas. The phenomena were modeled beam deflection, cooling of
ceramic blocks, electric RC circuits and LRC, mechanical, automotive suspensions
and safety valves and pressure relief. The modeling of the method.

Key-words: Modeling. Differential Equations. Engineering. Applications.
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1 INTRODUCAO

No grande processo de desenvolvimento social e tecnoldégico mundial, a
matematica é considerada por muitos, a mée de todas as ciéncias, pois pode ser
usada em diversas areas e com suas inumeras formas de aplicagcdes, sempre foi
uma pega chave, e sempre contribuiu no desenvolvimento de muitos estudos, ela
também esta presente em quase todos 0s momentos das nossas vidas e sem duvida
de vital importancia, pois € utilizada em atividades que envolvem desde um simples
troco na padaria ou no supermercado, a calculos complexos como, por exemplo, na
construcdo de um prédio ou de um moderno aviéo.

As equacOes diferenciais € um exemplo de conteddo matematico que pode
ser aplicado em diversas areas das ciéncias. Sao equacfes cuja incognita € uma
fungdo que aparece na equagdo sob a forma das respectivas derivadas, utilizadas
na construgdo de modelos mateméaticos de fendmenos fisicos, por isso seu estudo é
um campo extenso da matematica pura e aplicada. Suas aplicacdes sao inumeras,
indo desde a medicina a engenharia, onde suas solucbes sdo usadas para projetar
pontes ou automoveis por exemplo.

Segundo Boyce e Diprima (2012) o estudo das equacbes diferencias
comecou durante o século XVII por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz.
Newton, apesar de ter atuado pouco na &rea das equacOes diferenciais
propriamente ditas, teve seu desenvolvimento do calculo como base para as
equacles diferenciais no século seguinte; ja Leibniz descobriu o método de
separacao de variaveis, a reducdo das equacdes homogéneas, e 0 processo de
resolucao das equacdes lineares de primeira ordem.

O estudo das equacbGes diferenciais estd historicamente ligado ao
desenvolvimento da fisica atuando como ferramenta para o calculo das equacdes de
movimento da mecanica newtoniana, ou das equacdes de onda da fisica ondulatéria,
por exemplo.

Atualmente o uso das equacdes diferenciais foi estendido, englobando as
mais diversas areas do conhecimento, desde aplicagbes nas ciéncias naturais,
envolvendo problemas de dindmica populacional e a propagacédo de epidemias, a
aplicacdes na economia, ligada a questdes financeiras, e ao comportamento das

populacdes humanas.
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A extensdo dessas equacOes é de extrema importancia, pois até em sua
forma mais simples elas sdo capazes de representar sistemas Uteis. Com isso, ao
resolver uma equacao diferencial que caracteriza determinado conjunto pode-se
extrair informacdes relevantes sobre os mesmos, e provavelmente, a previsdo de
seu comportamento.

Uma ferramenta significativa no acesso de informacbes sobre o
comportamento geral de varios tipos de sistemas € a modelagem através das
equacoOes diferenciais, pois esta fornece, quase sempre, uma descricdo aproximada
e simplificada do processo real. Deste modo, o desenvolvimento da area de
modelagem de sistemas através de equacdes diferenciais é de suma relevancia para
a compreensao de problemas reais, apresentando aplicacdes em todas as areas, em
particular, nas ciéncias naturais.

Em virtude de sua vasta aplicabilidade, o ensino dessas expressdes e de
carater obrigatério nos cursos de engenharias e tecnologias do nosso pais, onde sua
instrucdo se da através da apresentacdo de métodos de resolucéo de varios tipos de
equacdes diferenciais integraveis.

No curso de ciéncia e tecnologia, bacharelado interdisciplinar para estudantes
de engenharia com formacdo em dois ciclos, oferecido pela Universidade Federal
Rural do Semi-Arido, a disciplina de Equacdes Diferenciais é componente obrigatorio
na estrutura curricular, de modo que seu ensino é feito mediante a apresentacéo de
varias técnicas de solucao de tipos de equacbes diferenciais.

Toda via, além do conhecimento acerca dos métodos de resolucdo de
equacles diferenciais, é de extrema importancia o estudo de suas aplicacbes e
modelagens aos fendmenos fisicos. Deste modo, os contetdos aprendidos em sala
podem ser compreendidos em sua totalidade quando associados a problemas

praticos.
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2 OBJETIVOS

Estdo listados abaixo o objetivo geral desta pesquisa e os objetivos

especificos, de acordo com a sequéncia.

2.1 Objetivo Geral

Em uma esfera global este trabalho procura investigar a existéncia de
aplicacoes das equacOes diferenciais para sistemas de engenharias do campus
Caraubas; como também, validar a importancia das modelagens de equacdes

diferenciais para engenharias.

2.2 Objetivos Especificos

Este trabalho possui os seguintes objetivos especificos:

e Definir os tipos de equacdes diferencias aplicados aos problemas de
engenharia;

¢ Identificar através das modelagens as equacdes diferenciais em problemas
praticos;

e Aproximar os discentes matriculados na disciplina de equacdes diferenciais
as questdes realistas da engenharia, facilitando sua escolha para segundo

ciclo.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Sao apresentados abaixo os conceitos relevantes desse trabalho, com base
nos estudos de diversos autores acerca de modelagem matematica e equacdes

diferenciais.

3.1 Modelagem Matemaética

Para Bassanezi (2002) modelo matemético € um conjunto de simbolos e
relagbes mateméaticas que representam de alguma forma o objeto de estudo. Esse
modelo pode ser considerado uma sintese de reflexdo sobre alguma parte da
realidade, onde seu objetivo é explicar ou entender a situacdo estudada para,
eventualmente poder agir sobre ela e, mesmo as situa¢cdes mais simples fornecem
motiva¢cdes para uma iniciacao cientifica.

A obtencédo de um modelo matematico € dada por meio das seguintes etapas:
experimentacdo, abstracdo, formulacdo do modelo, resolucdo, validacéo,
modificacao e aplicacao.

Na experimentacdo, € realizado o levantamento de dados a partir de
experimentos que por sua vez sdo bastante relevantes na estruturacdo, formulacao
e modificacdes que possam vir a acontecer nos modelos e consequentemente na
sua validagao.

A abstracdo é o estudo onde sao levantadas hipéteses a serem testadas no
modelo, verificando assim as variaveis essenciais para sua evolucao.

Na formulacdo do modelo a linguagem mateméatica é de fato utilizada
substituindo a linguagem usual anteriormente usada para a formulacdo das
hipoteses.

A resolucdo é dada analiticamente ou numericamente, a depender do quao
complexo é o fendbmeno estudado e modelado.

Na validacdo a comparacédo € feita por meio dos resultados obtidos com a
solugdo do modelo com os dados reais experimentais. Nessa etapa e importante
verificar a proximidade dos dados com o que foi estabelecido inicialmente por meio
das hipoteses.

A modificacdo depende da etapa anterior, pois se a proximidade dos dados

nao estad de acordo com o que foi estabelecido inicialmente, entdo novas variaveis
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devem ser inseridas no modelo ou ate mesmo modificando sua lei de formacéao,
iniciando, assim, novamente 0 processo.

A aplicacdo do modelo permite um estudo da situacdo de acordo com as
variaveis selecionadas, permitindo, o entendimento, a tomada de decisdes, e
previsbes, fornecendo ferramentas para criacdo de estratégias de trabalho para
determinar melhoras em diversas situac6es modeladas.

Um modelo matematico pode traduzir fenbmenos que se assemelham a
acontecimentos reais, sendo que o estudo de tais modelos permite que fagamos
previsdes futuras de situa¢cdes que ocorrem no presente. Desta forma, a modelagem
matematica propicia aos alunos oportunidades de questionamentos em inameras
situacdes utilizando conceitos matematicos sem a necessidade de procedimentos

preestabelecidos.

3.2 Conceitos e Defini¢cbes

‘Uma equacao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais
variaveis dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, é

chamada de equacao diferencial (ED)”. (ZILL, 2001, pag. 2).

“Qualquer funcao f definida em um intervalo |, que, quando substituida na
equacao diferencial, reduz a equa¢édo a uma identidade, € chamada de solucéo para

a equacao no intervalo”. (ZILL, 2001, pag. 4).

3.3 Classificacao

As equacdes diferenciais podem ser classificadas de acordo com o tipo, a

ordem e a linearidade.
3.3.1 Classificagéo quanto ao tipo
De acordo com ZIIL (2001) se uma equacdo contém somente derivadas

ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes, com relagdo a uma unica variavel

dependente, ela é uma equacao diferencial ordinaria (EDO), ou seja, tem como
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solucdo uma funcdo de apenas uma varidvel, e pode ser resolvida por apenas
derivada simples.

A equacéo diferencial parcial contém funcdes de mais de uma variavel, com
iIsso, envolve derivadas parciais. Segundo ZIIL (2001) uma equagéo que envolve as
derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes de duas ou mais variaveis

independentes é chamada de equacéo diferencial parcial (EDP).

3.3.2 Classificacao quanto a ordem

A ordem de uma equacéo diferencial € determinada de acordo com a ordem
da derivada mais alta que aparece na equagao.
‘A ordem da derivada de maior ordem em uma equacao diferencial é, por

definicdo, a ordem da equacéao”. (ZILL, 2001, pag. 3).

3.3.3 Classificacao quanto a linearidade

De acordo com Boyce E Diprima (2012) a EDO F(t, y, Y, ..., y") = 0 e dita
linear se F for uma fungéo linear das variaveis y, y/, ..., y", onde, nessa notagéo, y’ se
refere a derivada primeira, y” a derivada segunda, y" a n-ésima derivada de y em
relacdo a variavel independente t. Assim, a EDO linear geral de ordem n é: ag(t)y" +
ai(t)y™ + ... + an(t)y = g(®).

ZIIL (2001) caracterizada as equagédo diferenciais lineares por duas
propriedades:

- A variavel dependente y e todas as suas derivadas sédo do primeiro grau; isto é, a
poténcia de cada termo envolvendo y é 1.

- Cada coeficiente depende apenas da variavel independente t.

3.4 Problema de Valor Inicial (PVI)

3.4.1 PVI em equacdes de primeira ordem

Conforme ZIIL (2001) o problema
y =f(x, y)
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sujeito a y(xo) = Yo € chamado de problema de valor inicial, com isso, nas equacdes
diferenciais ordinarias quando todas as condi¢des iniciais do problema sao
conhecidas no valor inicial da variavel dependente temos um problema de valor
inicial (PVI).

Geometricamente procurasse uma solucdo para a equacao diferencial,
definida em algum intervalo | tal que o gréafico da solugéo passe por um ponto (Xo, Yo)

determinado a priori.

“Teorema 2.1 (Existéncia de uma unica solugdo) Seja R uma regido
retangular no plano xy definida por a<x < b, c <y < d, que contém o ponto
(Xo ;Yo) €m seu interior. Se f(x; y) e df/dy sdo continuas em R, entdo existe
um intervalo | centrado em X, € uma Unica funcéo y(x) definida em | que
satisfaz o problema de valor inicial.” (ZILL, 2001, pag. 40).

Esse teorema nos da condicdes suficientes para garantir existéncia e
unicidade de solucdes, ja que, em geral antes de considerar um problema de valor
inicial deseja-se saber se uma solugdo existe e, quando existe, se € a Unica solugcédo

para o problema.
3.4.2 PVI em equacdes de n-ésima ordem

Para uma equacéo diferencial de n-ésima ordem, o problema

n n-—1

d"y d y
an(x) —+ a,_ 1(x) T+t al(x)—+ ap(x)y = g(x)

y(Xo) = Yo, y’(Xo) = Y0, - Y (%0) = Yo
em que Yo, Yo, .., Yo sdo constantes arbitrarias, e chamado de um problema de
valor inicial. Os valores especificos y(Xo) = Yo, Y'(Xo) = Yo', .., Y"™(X0) = yo™? sdo

chamados de condi¢fes iniciais. Procuramos uma solucdo em algum intervalo |
contendo Xo.
No caso de uma equacao linear de segunda ordem, uma solugédo para o

problema de valor inicial

dzy
a(x) 75+ al(x)—+ ao(x)y = g(x)
sujeito a
y(xo) = yo, ¥'(x0) = ¥
E uma funcdo que satisfaca a equacéo diferencial em | cujo gréafico passa

pelo ponto (Xo, Yo) com inclinacdo igual a yo'.
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“Teorema 4.1 (Existéncia de uma Unica solugdo) Sejam a,(x), am.1(x), ...,
ai(x), ag(x) e g(x) continuas em um intervalo | com a,(x) # 0 para todo x
neste intervalo. Se x = Xy é algum ponto deste intervalo, entdo existe uma
solugao unica y(x) para o problema de valor inicial neste intervalo.” (ZILL,
2001, pag. 143).

Esse teorema nos garanti condi¢cdes suficientes para a existéncia de uma

Unica solucdo para um problema de valor inicial de n-ésima ordem.
3.5 Problema de Valor de Contorno (PVC)

Outro tipo de problema consiste em resolver uma equacao diferencial de
ordem dois ou maior na qual a variavel dependente y ou suas derivadas sao
especificadas em pontos diferentes.

Um problema como
2

a,(x) % + al(x)j—z + ap(x)y = g(x)
sujeito a
y@=Yo e y(b) =y
€ chamado de problema de valor de contorno. Os valores especificados y(a) = yo €
y(b) = y; sdo chamados condi¢gbes de contorno ou de fronteira. Uma soluc&o para o
problema em questdo e uma funcédo que satisfaca a equacao diferencial em algum

intervalo |, contendo a e b, cujo grafico passa pelos pontos (a, yo) e (b, y1).
3.6 Equacdes Diferenciais de Primeira Ordem
3.6.1 Variaveis separaveis

Uma equacéo diferencial da forma

dy_ ()
dx " h(y)

€ chamada separavel ou tem variaveis separaveis.

Essa equacgéao pode ser escrita como

dy
h()——= g(x0)
Se y = f(x) denota uma funcéo para a equacao acima, temos que

h(fQ)f'(x) = g(x)
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logo,

f R(F () f'(x) dx = f g dx +C

Mas dy = f'(x) dx, assim podemos reescrever a equacao anterior

[roray= [geax+c (1)

Deste modo, uma familia a um paradmetro de solucdes, em geral dada

implicitamente, é obtida integrando ambos os lados de h(y) dy = g(x) dx.
3.6.2 Equacdes lineares

Sabendo que a forma geral de uma equacéao diferencial linear de ordem n é
dada por ao(X)y" + a1(x)y"* + ... + an(X)y = g(x), onde a linearidade significa que todos
os coeficientes sédo fungbes somente de x e que y e todas as suas derivadas sao
elevadas a primeira poténcia. Quando n = 1, obtemos uma equacdo linear de
primeira ordem.

Uma equacéo diferencial da forma

d
al(x)d—i:+ ad(x)y = gx)

€ chamada de equacdo linear.
Dividindo a equacédo pelo coeficiente ai(x), temos uma forma mais util desta
equacao

dy p _
Py = f()

Buscamos uma solucdo para esta equacao diferencial em um intervalo | no
qual as funcdes P(x) e f(x) sdo continuas. Usando diferenciais podemos escrevé-la
como

dy + [Py — f()]dx = 0

Equacdes lineares possuem a propriedade através da qual podemos sempre

encontrar uma funcao pu(x) em que
udy + p[PX)y — f(x)]dx = 0
é uma diferencial exata, se
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d
2 P(x) dx
U
Serad uma equacao separavel em que podemos determinar pi(X)

d
Tu = P(x) dx

In|u| = fP(x) dx
assim
u(x) — efP(x)dx
A funcdo p(x) definida anteriormente é um fator integrante para a equacao

linear, onde p(x) # 0 para todo x em |, e & continua e diferenciavel.

Sabendo que
nEdy + px)[P)y — f(x)]dx = 0

u(x) = el P(x) dx
podemos reescrever a equagao anterior
el P axgy 4 of PO AX[p(x)y — f(x)] dx = 0
el P axgy 4 ol PWaxp(x)y dx = el P f(x) dx
com isso, verificamos que
d[efP(x) dxy] = /P dxf(x) dx
Integrando esta equacao, temos

efP(x) dxy — efP(x) de(x) dx + C
y = e—fP(x)dxfefP(x)de(x) dx+Ce—fP(x)dx (2)
Portanto, se uma equacao diferencial linear tiver uma solucéo, ela devera ser

no formato apresentado, e de imediato a formula desenvolvida constitui uma familia

a um parametro de solugdes.
3.7 Equacdes Diferenciais de Segunda Ordem

3.7.1 EquagOes diferenciais de segunda ordem lineares homogéneas com

coeficientes constantes
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Uma equacao linear de primeira ordem dy/dx + ay = 0, em que a e uma
constante, possui a solugcdo exponencial y = c;e® em (-«,). Com isso, é natural
procurar determinar se solugcdes exponenciais existem em (-«,~) para equagdes de
ordem maior.

No caso de equacOes de segunda ordem

ay’+by +cy=0
se tentarmos uma solucdo da formay = e™, entdo y' = me™ e y’ = m?e™, assim a
equacgao acima, torna-se

am?™ + bme™ + ce™ =0
ou
e™(@am?+bm+c)=0

como e™ nunca se anula para valores reais de X, entdo a Unica maneira de fazer
essa funcdo exponencial satisfazer a equacéo diferencial € escolher m de tal forma
que ele seja raiz da equacao quadratica

am?+bm+c=0
essa Ultima equacao é chamada de equacao caracteristica da equacao diferencial. A
partir desta equacdo podemos considerar trés casos, onde as solucdes para a
equacao caracteristica correspondem a um conjunto de solu¢gées em que existem
raizes reais distintas; raizes reais iguais; e raizes complexas conjugadas.

Qualquer conjunto ys, Yo, ...., Ynde n soluc¢des linearmente independentes para
a equacao diferencial linear homogénea de n — ésima ordem em um intervalo | é

chamado de conjunto fundamental de solugdes no intervalo.

O primeiro caso, onde encontramos duas raizes reais e distintas, m; e my,

obtemos duas solucdes

mqx

emzx

Y2 =
Essas fungOes séo linearmente independentes, portanto formam um conjunto

fundamental de modo que a solucéo geral para esse intervalo é

y =ce™* 4+ c,e™2¥ 3)
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O segundo caso, onde encontramos duas raizes reais e iguais, m; = my,
obtemos somente uma solugao exponencial
y1 =em¥

desta primeira solucéo, podemos obter uma segunda solucdo dada por

-b
mqx ea )
y, =e™ f oz X
porém, da forma quadratica, temos que m; = - b/2a, pois a Unica maneira de ter m; =

m, é ter b?- 4ac = 0. Pelo fato de que 2m; = -b/a, a segunda solucao torna-se

il
mqx eax mqx mqx
y, =e™ BZmlxdxzyzzel dx = y, = xe™

e a solucao geral para essa singularidade é

y =ce™* + c,xe™* (4)

O terceiro caso, onde encontramos duas raizes complexas e conjugadas, m;
—a+iBem,=a—iB, emque ae B >0 sdo reais e i* = -1, obtemos duas solucdes
COmMO No primeiro caso

y = ce@+iBx 4 o ola-if)x
no entanto, e preferivel trabalhar-se com funcbes reais em vez de exponenciais
complexas, por isso, utilizando a férmula de Euler
e® = cos 6+ isen 6
em que 6 é qualquer numero real. Obtemos

e'B* = cos fx + isen Bx

e~Bx = cos Bx — isen fx
somando e depois subtraindo essas duas equacoes, respectivamente, temos

etP* 4 e~iBx = 2 cos Bx

elBx — e=BX = 2i sen Bx
Como y =c,e@+Bx 4 ¢ e@iB)x & yma solugdo para a equacdo para
qualquer escolha das constantes c; e ¢y, fazendoc; =c,=1,¢c1 =1 e ¢, = -1, temos
duas solucdes

y, = e(ot+i[3)x + e(a—iB)x



27

c
y, = e@+iBx _ gla=ip)x
mas,
y, = e**(eP* + e~ 1BY) = 2¢%¥¢os Bx
c

y, = e (elP* — ¢ 1B%) = 2ie™sen Bx

logo, a solucao geral para este caso é

y = c,e*¥cos fx + c,e**sen fx (5)

3.7.2 Equacdes diferenciais de segunda ordem lineares ndo-homogéneas

Uma equacgéo linear de segunda ordem do tipo

ay” + by’ +cy = g(x)
em que a, b e ¢ sdo constantes € chamada de equacdo de segunda ordem linear

ndo homogénea, e sua solucdo geral em um intervalo € dada por

Y=Yc+Yp (6)

onde, y. € solucdo para da homogénea associada e y, é solu¢do para a parte ndo
homogénea, de modo que y, pode ser encontrada através do principio da
superposicao, ou por um método conhecido como variagcao dos parametros.

3.7.2.1 Principio da superposi¢éo

“TEOREMA 4.9 (Principio da Superposicdo — Equacfes Nao-homogéneas)

Sejam VYu1, Vo2, ---,» Yok K solucdes particulares para a equagéo diferencial
linear de n-ésima ordem em um intervalo |, correspondendo a k funcdes
distintas gi, 9, ..., Ok- Isto &, suponha que y,; seja uma solucéo particular

para a equagcao diferencial correspondente a,, (x)y™ + a,_;(x)y™ D + ... +
a, ()y' + ag(x)y = gi(x), em que i =1, 2, ..., k. Entdo, y, =y, (x) +
Vp2(x) + -+ ¥, (x).E  uma solugdo particular para a,(x)y™ +

A1 )YV + ot gy ()Y + ap()y = g;(x) = g1 () + g, () + - +
9. (). (ZILL, 2011, pag. 161).

Esse método da superposicdo € Ilimitado a equacdes lineares néao-

homogéneas que tém coeficientes constantes, e em que g(x) € uma constante Kk,
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uma funcéo polinomial, uma funcdo exponencial e”, sen Bx, cos Bx, ou somas e
produtos dessas fungoes.

O conjunto de func¢des que consiste em constantes, polinbmios, exponenciais
e”™, senos, cossenos, tem a notavel propriedade: derivadas de suas somas e
produtos sdo ainda somas e produtos de constantes, polinémios, exponenciais e,
senos, cossenos. Como a combinagao linear das derivadas ay”, + by’, + cy, tem de
ser identicamente igual a g(x), parece razoavel supor entédo que y, tem a mesma
forma que g(x).

Para a solucdo desse principio podem ser considerados dois casos.

No primeiro caso, nenhuma funcdo da suposta solugcdo particular € uma
solucdo para a equacao diferencial associada, como os exemplos especificos de

g(X) mostrados na Tabela 01.

Tabela 01. Tentativas para solugdes particulares.

9(x) Formade y,
1 (qualquer constante) A
SX + 7 Ax+ B
3x% -2 Ax* +Bx + C
X3 —x+1 AX® +Bx*+Cx+D
sen 4x A cos 4x + B sen 4x
COS 4x A cos 4x + B sen 4x
e5x Ae5x
(9x — 2)e> (Ax + B) e
x2e™ (AX? + Bx + C) e
e® sen 4x Ae® cos 4x + Be™ sen 4x
5x° sen 4x (Ax2 +Bx+ C)cosx+ (Dx2 + Ex
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+ F) sen 4x

xe** cos 4x (Ax + B)e® cos 4x + (Cx + D)e**

sem 4x

Fonte: Zill e Cullen (2001).
No segundo caso, uma funcdo na solugéo particular escolhida é também uma

solucéo para a equacéo diferencial homogénea associada.
3.7.2.2 Variacao dos parametros

Considerando a equacdo diferencial linear de segunda ordem nao

homogénea
ay” + by’ + cy = g(x)
podemos escreve-la na forma
y’ + P(x)y’ + Q(x)y = f(x)

dividindo por a. Supondo que P(x), Q(x) e f(x) sdo continuas em algum intervalo I.
Quando P(x) e Q(x) sdo constantes, podemos escrever facilmente y..

Admitindo que y; e y, formem um conjunto fundamental de solu¢cdes em | da

forma homogénea associada, isto €,

y'1+ P(x)y'1 + Q(X)y1=0

y'2 + P(x)y'2 + Q(x)y2 = 0.
Podemos encontrar duas funcdes u; e u, tais que
Yp = Ua(X) ya(X) + Uz(X) y2(X)
Seja uma solucgéo particular para nossa EDO ndo homogénea.
Vemos que a suposicdo para y, € a mesma que Yc = C1y1 + Cay», onde ¢ € C;
foram substituidos pelos parametros variaveis u; e us.
Alem de y, = ui(x) yi(X) + ux(x) y2(x), para simplificar a primeira derivada, e
consequentemente a segunda derivada de yp, iremos impor que
U1 Ya(¥) + Uz(X) y2(x) = 0.
Derivando y,, obtemos
Yo = U1(3) Y2 () + U1 () ya(X) + U2 () Y2(3) + U2(X) Y2 (X)
Yp = U2(X) Y2 (X) + Us(X) Y1 (X)
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logo
Yp = U1 Y1 (9 + Ur () y1 () + U2 () Y2 (%) + U2(x) y2 (X).
Substituindo esses valores na EDO, temos que
U1 (X) Y2 () + Uz () Y2 (%) = ().
Resolvendo um sistema entre
U2(X) ya(X) + Uz2(X) y2(x) = 0.
e

Uz (%) Y1 (%) + U2 (X) 2 (x) = f(x)
a solucéo pode ser expressa em termos de determinantes

w
wy+ —
w
e
W2
u'p + —
2w
em que
y
o ™
Y. Y,

10 Y2
= |f(x) Y,
Y1 0
v, ()

o determinante W é o Wronskiano de y; e y,. Pela independéncia linear de y; e y»

Wy =

em |, sabemos que W(x) # 0 para todo x no intervalo.

3.8 Transformada de Laplace

Se f(t) estiver definida para t = 0, entdo a integral impropria
f ook(s, t) £ (¢) dt
0
€ definida por um limite
fo ook(s, 0 f(O) dt = lim fo bK (s,t) f(t)dt.

se esse limite existe, dizemos que a integral existe ou é convergente; se o limite ndo

existe, dizemos que a integral ndo existe ou é divergente. O limite em questdo
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existirh somente para certos valores da variavel s. A escolha k(s, t) = e™ fornece
uma transformada integral especialmente importante.
Seja uma fungao definida por t = 0, entao a integral
® 8
L) = [ et pdr ©
0
€ chamada de transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja. Quando
a integral impropria converge, o resultado é uma fungéo de s.

Para uma soma de funcdes, podemos escrever

j e St af(t) + Bf(®)]dt = aj e Stf(t)dt + B j e St g(t) dt
0 0 0

quando ambas as integrais convergem. Segue-se entéo que
L{af(O+ B g®)} = aL{f(D}+ B L{g(®)}
L{af(O+ pg®)}= aF(s)+pG(s)
devido essa propriedade L é uma transformada linear.

“Definicao 7.2 (Ordem Exponencial) Dizemos que uma funcdo é de ordem
exponencial se existem c, M >0 e T > 0 tais que [f(t)] < Me~t para todo t > T.” (ZIIL,
2001, pag. 353).

“Teorema 7.1 (Condi¢cdes Suficientes de Existéncia) Seja f(t) uma funcéo
continua por partes no intervalo [0, ) e de ordem exponencial para t > T; entédo, sua
transformada de Laplace existe para todos s > c.” (ZILL, 2001, pag. 354).

A partir das definicbes apresentadas podemos obter as transformadas de
algumas fungdes basicas como mostrado na tabela 02.

Tabela 02. Transformadas de algumas fun¢des basicas.

f(t) L{f(t)} = F(s)
1 1
S
t" n!
Sn+1
em 1
S—a
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sen kt k
s2 + k2
cos kt S
s2 + k2
e sen kt k
(s —a)? + k?
e® cos kt s—a
(s —a)? + k?

Fonte: Zill e Cullen (2001), adaptado.

3.8.1 Transformada inversa

Vimos que F(s) e a funcéo transformada de f(t) pelo operador L{f(t)}, entdo

podemos dizer que f(t) e a transformada inversa de Laplace de F(s) e escrevemos L
' {F(s)}, logo

f(t) = L™ {F(s)} 9)

A transformada de Laplace inversa € uma transformada linear, isto é, para
constantes ae b,
L YaF(s) + bG(s)} = aL Y{F(s)} + bL H{G(s)}
em que F e G sdo as transformadas de algumas funcdes f e g.
Anélogo as transformadas apresentadas na tabela 02, podemos escrever a

transformada inversa de algumas fun¢@es basicas como mostrado na tabela 03.

Tabela 03. Transformadas inversas de algumas fun¢des basicas.

f(t) L)}

: oy
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t" o n!
L ! {Sn+1}
e (-1 { 1 }
S—a
sen kt -1 { k }
2 + k2
cos kt -1 S
{sz + kz}
e® sen kt -1 { k }
(s —a)? + k?
e cos kt

o

Fonte: Zill e Cullen (2001), adaptado.
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4 METODOLOGIA

Este estudo apresenta dados qualitativos, onde serdo investigados e
analisados aspectos que nao podem ser mensurados numericamente, sendo
fundamentada teoricamente em referéncias bibliogréficas de livros, teses, artigos e
dissertacdes; com carater exploratorio devido o levantamento de informacdes acerca
das equacdes diferenciais e suas modelagens aplicadas as engenharias, e
explicativo registrando e analisando essas informacdes por meio da matematica.

Realizou-se a pesquisa no bacharelado interdisciplinar para estudantes de
engenharia com formacdo em dois ciclos da Universidade Federal Rural do Semi-
Arido, campus Caralbas, de modo que foram desenvolvidas modelagens de
equacdes diferencias para as engenharias civil, elétrica e mecanica, existentes na
instituicdo, apresentando sua importancia e aproximando o publico alvo a sua area

de afinidade.
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5 EQUACOES DIFERENCIAIS APLICADA AS ENGENHARIAS

A aplicacdo das equac0Oes diferenciais para criacdo de modelos de estudo de
problemas reais é ferramenta essencial que tem o poder para visualizar e descrever
véarios fendmenos dentro da engenharia e suas técnicas.

Em se tratando da engenharia civil, sua aplicacdo pode analisar desde a
producdo de um simples tijolo até a constru¢cdo de grandes obras como pontes,
edificios, barragens etc.

Na engenharia elétrica, sua aplicabilidade engloba desde conceitos basicos
como corrente elétrica e forca eletromotriz até a analise de circuitos mais complexos
como no caso dos circuitos RLC.

No ramo da engenharia mecéanica, as equagOes diferenciais norteiam o
estudo das vibracfes de sistemas, como maquinas rotativas e até mesmo vibracdes

com grande escala, como terremotos, além de atuar no estudo da termodinamica.

5.1 Equacdes Diferenciais na Engenharia Civil

5.1.1 Deflexdo de viga

Para a execucdo de qualquer edificacdo ou qualquer outro elemento, é
necessario a realizacdo de um estudo das estruturas em si e as partes que a
compdem, essas partes devem ser dimensionadas de acordo com os esforgos que
serdo aplicados e calculados para as condigcbes de uso que as mesmas serao
submetidas.

Neste processo serdo investigadas nas estruturas, as tensdes a qual estaréo
expostas e as propriedades mecéanicas dos materiais que deverdo ser utilizados.
Esse estudo é importante para a viabilidade da execucdo de um projeto resistente,
seguro e duravel, portanto, a determinacéo da deflexdo estatica de uma viga elastica
causada por seu peso ou por uma carga externa, € de fundamental importancia.

Suponhamos que uma viga homogénea tem sec¢des transversais uniformes
ao longo do seu comprimento L, na auséncia de carga na viga, a curva ligando os
centroides de todas as secdes transversais € uma linha reta, denominada eixo de

simetria (Figura 01(a)).
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Se uma carga for aplicada a viga em um plano vertical contendo o eixo de
simetria, entdo, a viga sofre uma distor¢ao e a curva ligando os centroides de todas
as secOes transversais € chamada de curva de deflexdo (Figura 01(b)), que é
representada pelo deslocamento de qualquer ponto no eixo da viga. A curva que

representa o eixo da viga apos da deformacéo é chamada de linha elastica.

Figura 01. Eixo de simetria e curva de deflexdo de uma viga.

Fonte: Zill e Cullen (2001).

Considerando uma viga engastada em sua extremidade esquerda e solta em
sua extremidade direita, como na Figura 02. O extremo esquerdo da viga coincide
com o ponto x = 0, e 0 extremo direito com o ponto x = L. O eixo x coincide com 0
eixo de simetria, e a deflexdo y(x) € medida a partir desse eixo e considerada
positiva se estiver para baixo.

Figura 02. Viga com extremidade esquerda engastada.

Fonte: Zill e Cullen (2001).

Quando a viga € flexionada, ocorre em cada ponto ao longo do eixo uma
deflexéo (V) e uma rotacao (@). O angulo de rotagéo “0” é o angulo entre o eixo x e a
tangente a curva da linha elastica, e pode ser representado por
1 dob

k= ;—&
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a inclinacdo da linha elastica pode ser dada por

dy
tgﬁ—a

logo

d
0 = arctg %

guando o angulo de rotacdo da viga € muito pequeno, ou seja, @ — 0, tg 8 = 8, com
ISSO
do d%y
dx dx?
O momento defletor M(x) em um ponto x ao longo da viga esta relacionado

com a carga por unidade de comprimento w(x) através da equacao

d*M
Tz — )
este momento é proporcional a curvatura k da curva elastica:
M(x) = Elk

em que E e | sdo constantes.
Do célculo, sabemos que a curvatura é dada por

n

_ry
3
[1+()?%)2

3
quando a deflexdo é pequena, a inclinagdoy’ =0 e dai [1 + (y)?]2=1.Se k=y", a

k =

equacao se torna M = Ely”. A segunda derivada desta ultima expressao é

LT
dxz O dxz” dx*
Com isso,
d*M d*y (10)
I —Eld 7 =w(x)

é satisfeita pela deflexdo y(x) da viga.

5.1.2 Aplicacéo

Problema 1: (Zill e Cullen, pag. 406) Uma viga de comprimento L esta fixa em

ambos os extremos (engastada). Veja a figura 03. E as condi¢des y(0) = 0, y(L) = 0,
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y'(0) = 0 e y'(L) = 0. As duas primeiras condi¢des indicam que nao ha deflexao
vertical nas extremidades; as outras duas significam que a linha de deflexdo é
horizontal nos extremos. Encontre a deflexdo da viga quando uma carga constante
Wp esta uniformemente distribuida ao longo de seu comprimento, isto €, quando w(x)

=WwWp, 0 <x<L.

Figura 03. Viga engastada em ambas as extremidades.

Fonte: Zill e Cullen (2001).

Solucgéao

Sabemos que

4

d*y
El— =

aplicando a transformada de Laplace para essa equacao, temos:

EI(s*Y(s) — s3y(0) — s%y'(0) — sy"”(0) — y"'(0)) =—

substituindo as condi¢bes dadas, vemos que:

S*Y(s) = sy"(0) = y"(0) =
Se c1 =y’(0) e c, =y”’(0), entdo:
_a, 2, W
Yo =g+ ElsS

€ consequentemente

o, (2! L (3! wo (4!
v =g G S G e

y() = zx + 6x YTk

Pelas condigdes dadas, y(L) = 0 e y’(L) = 0, a ultima equagdo conduz ao

4-

sistema
1 C2 Wo
- LZ _L3

2 + 6 + 24E1

L*=0



39

C w
aL+ 2124+ —-[3=0

2 6E]
Resolvendo, encontramos c¢; = WoL%/12El e ¢, = -woL/2El. Logo, a deflexdo é

dada por
_wol? 0 wol . w,
YO = g T et T e
y(x) = 0 x2(x — L)%

24E1

5.1.3 Blocos ceramicos

A previsdo de dados, como o tempo que 0s corpos levam para voltar a sua
temperatura ambiente depois de aquecidos, também € um resultado obtido através
de modelos, o que mostra que a andlise do comportamento de incognitas pode ser
realizada, apresentando as tendéncias comportamentais que segue de acordo com
um dado intervalo de tempo.

A determinacao da constante de resfriamento de um material pode ser feita
através da lei de esfriamento de Newton, ja que quando corpos a diferentes
temperaturas estdo em contato havera uma troca de calor, transferindo calor do
corpo mais guente para o corpo mais frio, ao ponto em que se consiga um equilibrio
térmico, ou seja, ambos adquiram a mesma temperatura.

ZILL (2001) afirma “[...] a taxa de esfriamento de um corpo é proporcional a
diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura do meio ambiente.”, isto €, o
equilibrio térmico de um sistema, envolvendo varios corpos, é alcancado quando
ambos atingem a mesma temperatura.

Supondo que T(t) represente a temperatura de um corpo no instante t e que a
temperatura do meio ambiente seja uma constante T,. Se dT/dt representa a taxa de
variacdo da temperatura do corpo, a lei de esfriamento de Newton podera ser
expressa matematicamente por

i—f = k(T — Tp,). (11)
em que k é constante de proporcionalidade. Logo a taxa de resfriamento de um

bloco pode ser dada pela equacao diferencial apresentada.
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O bloco atingira o equilibrio térmico somente no limite em que o tempo tender
ao infinito, entretanto, podemos estipular um valor maximo para a diferenca entre , T

e T, estabelecendo uma quantidade de tempo praticavel e minimizada.
5.1.4 Aplicacdo

Problema 2: Realizado um experimento, construisse uma mini parede
utilizando dois blocos ceramicos unidos e revestidos por argamassa, inseriu-se em
um forno durante 30 minutos, a uma temperatura de 120°C. Dois minutos depois de
retirado do forno, sua temperatura passa para 73°C. Quanto tempo levara para que
sua temperatura chegue a 28°C, se a temperatura do meio ambiente em que foi
colocado for de exatamente 28°C?

Solucéao

Sabemos que

dT—kT T,

de acordo com dados fornecidos na questdo temos que T, =28, T(0) =120 e T(2) =

73, logo:
ar = k(T — 28)
dt
aplicando variaveis separaveis temos,
ar = kdt
T — 28

integrando ambos os lados vemos que,
In|T — 28| = kt + ¢,
T —28 = c,et
T = cyekt +28
Das condic¢@es iniciais dadas, temos que T(0) = 120, logo:
T(0) = c,ek? 428 =120
c, +28 =120
c, =92
portanto,
T = 92e* + 28

sabendo que T(2) = 73 vemos que,
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T(2) = 92e%* +28 =73

92¢2k = 45
45
2% _ 2
¢ T
L1 45
292

Logo, a mini parede construida de blocos ceramicos levara

1ln4—5t
T(t) = 92e2 792" + 28.
5.2 Equacdes Diferenciais na Engenharia Elétrica
5.2.1 Circuito RC

Os circuitos elétricos desempenham um papel importantissimo no nosso dia-
a-dia, pois estao presentes na maioria dos equipamentos do nosso cotidiano, desde
lanternas, aparelhos de CD, computadores, sistemas de transmissao e recepcao de
radio e TV, a o sistema nervoso dos animais e do homem.

Um circuito elétrico fornece um caminho para transferir energia de um local
para outro, e é considerado bastante (til por permitir que essa energia seja
transportada sem partes méveis.

Existem inUmeros tipos de circuitos, desde os mais simples que sdo 0s
circuitos conectados por fios, ate 0s circuitos mais complexos, que Sao impressos
integrados em um chip semicondutor. Todos esses, geralmente, incluem diversas
fontes, resistores e outros elementos, tais como capacitores, transformadores e
motores, interconectados em uma rede.

Em um circuito, quando temos varios elementos ligados em sequéncia e ha
um anico caminho de corrente entre os pontos dizemos que existe uma ligagdo em
série (Figura 04); quando cada um desses componentes oferece um caminho
alternativo para a corrente entre esses pontos, temos uma ligacdo em paralelo

(Figura 05).
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Figura 04. Associacdo em série.

Fonte: Halliday (2012).

Figura 05. Associacdo em paralelo.

|.--I—I‘ i —
.f}—__ J'flglq n'%l“ R J'r
i

Fonte: Halliday (2012).

Nos circuitos em série a corrente permanece a mesma em todo o sistema,
ndo variando vaiando seu valor nas extremidades dos resistores; ja nos circuitos em
paralelo, a corrente e distribuida entre os componentes, no entanto, a tensédo (ddp)
permanece a mesma em todos os dispositivos.

A andlise desse tipo de trajetéria pode ser feita através das Leis de Kirchhoff,
elas regem a associacdo de componentes num circuito. Essas leis estabelecem as
regras as quais devem respeitar as associacdes de componentes.

Na primeira lei, denominada Lei dos NOs, determina-se que a soma das
correntes que saem do né precisa ser igual a soma das que chegam até o mesmo,
resultando Y I, = 0. A segunda lei, denominada Lei das Malhas, diz que a soma
algébrica das tensdes ao longo de uma malha fechada, € nula, portanto > 1}, = 0.

Existem circuitos compostos pela associacdo em série de resistores e
capacitores, a esses circuitos ddo-se o nome de circuito RC. O circuito RC mais
simples (Figura 06) é aquele composto por um capacitor e um resistor. Nesses tipos
de circuitos os capacitores podem ser carregados ou descarregados através do

resistor.
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Figura 06. Circuito RC simples.

——
'y
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wi I
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Fonte: Halliday (2012).
Para o circuito em serie mostrado acima, a segunda lei de Kirchhoff nos da
VR + VC —e=0

sabendo que para um resistor V = Ri, e no capacitor C = g/V, temos
Ri + ! =0
i C q—¢e=

conhecendo a definicdo de corrente elétrica, onde a corrente i e a carga g estdo

relacionados por i = dg/dt, logo:

qu+1 =0
dac ¢l 7

reorganizando, temos a equacdao diferencial que representa um circuito RC em série

dg 1 (12)
RE-I_ Eq = €.

5.2.2 Aplicagdo

Problema 3: (Zill e Cullen, pag. 114) Uma forca eletromotriz (fem) de 200
volts é aplicada a um circuito R-C em série no qual a resisténcia é 1000 ohms e a
capacitancia, 5.10° farad. Encontre a carga q(t) no capacitor se i(0) = 0,4. Determine
a carga quando t — .
Solucéo

De acordo com a questdo temos que V = 200 volts, R = 1000 ohms, e C =
5.10°farad, logo

1000d—q + q = 200
dt  5.107°
dividindo tudo por 1000, temos
dq 200

2 T 29% = 1500
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Utilizando equagdes lineares de primeira ordem podemos calcular o fator
integrante pu(t),
w(e) = el 2004t
w(t) = e200t
Multiplicamos todos os termos da equacéao por u(t)
dq Lo0c 200
_t 200 200t — 200t
ac ¢t e0ae 1000°
isto e,
d 200
— [»200t 1 —
a4 =100
integrando ambos os lados, obtemos

d 200
f_ [€2°0tq] dt = j 2200t g4

200t

dt 1000
200 1
200t _ _ 200t
9=T000200¢ t°€
1
200t , — 200t
9=T000¢ TG
dividindo a equacao por e?"
1 200t
_Tooo® t 4
q eZOOt
1
—__ —-200t
9= 1000 T 1°

Da condicao inicial dada temos que i(0) = 0,4, sabendo que i = dg/dt, logo
q'(0)=0,4.
Derivando a equacédo encontrada, vemos que
q' = —200c,e~200

Aplicando a condicao inicial

q'(0) = —200c¢,e72%00 = 0,4
—200c; = 0,4
0,4
200
Portanto, a carga do capacitor é dada por
1 0,4
~ 1000 ~ 200

C1:

—200t

q
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. s . 1
Assim, passando um longo tempo a carga € igual a g = To05

5.2.3 Circuito LRC

O circuito LRC é outro tipo de circuito bastante estudado, composto pela
associacdo em série de resistores, capacitores e indutores (Figura 07), é chamado
de circuito de segunda ordem ja que qualquer tensdo ou corrente nele pode ser

escrita por uma equacéao diferencial de segunda ordem.

Figura 07. Circuito LRC simples.

Fonte: Revista brasileira de ensino de fisica (2008).

Nestes circuitos a energia total U ndo e constante devido a existéncia da
resisténcia R e diminui ao passar do tempo. Com isso, parte da energia sera
dissipada como energia térmica na resisténcia R.

Pela segunda lei de Kirchhoff, a soma dessas tensfes € igual a tenséo V(t)
impressa no circuito, isto &,

Ve + Ve +V, =V(b)

Se i(t) denota a corrente em um circuito elétrico LRC, entdo e queda de

tensdo através do indutor, resistor e capacitor € igual a Ldi/dt, iR e 1/C.q,

respectivamente.

Ldi+R'+1 =V(t)
ac T clT

mas a carga ((t) no capacitor esta relacionada com a corrente i(t) por i = dg/dt, e
entdo a equacdo anterior torna-se a equacao diferencial linear de segunda ordem

gue representa um circuito LRC em série
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d%q dg 1 (13)
LF-FRE'F Eq = V(t)

5.2.4 Aplicacéo

Problema 4: (Ayres Jr, p 205) Num circuito temos uma indutancia de 0,05
henry, uma resisténcia de 20 ohms, uma capacitancia de 100 microfarads e uma
forca eletromotriz (F.E.M) E = 100 volts. Achar i e q sabendo que g =0e i =0
quandot=0.

Solucéao
Da questao, temos que L = 0,05 henry, R = 20 ohms, C = 100.10° farad e V =

100 volts, portanto

0,059 1 g%, 1 = 100
AT dt * 100.10-617

dividindo a equacéao por 0,05, temos

9 1002 + 200000g = 2000
dt2 dt =

Utilizando equacgdes de segunda ordem lineares ndo homogéneas podemos
reescrever a equacao acima
q" +400q’ + 200000g = 2000
onde q'' + 400q' + 200000q é a parte homogénea da equacéo e 2000 é a parte ndo
homogénea, com isto, sua solucao sera
q=qntqp
Resolvendo a parte homogénea da equacéo, reescrevemo-la em termos da
equacao caracteristica
A% + 4001 + 200000 =0
Vemos que temos uma equacdo do segundo grau, que ao ser resolvida
obtém-se duas raizes complexas
A, = —200 + 400i
A, = —200 — 400i
Portanto, nota-se que a solucdo homogénea desta EDO esta no terceiro caso,
onde

y = c,e*¥cos fx + c,esen fx
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por isso,
qn = c1e”2%%cos 400t + c,e"%%%%sen 400t
Resolvendo a parte ndo-homogénea, temos g(t) = 2000t°, por se tratar de
uma funcéo polinomial, temos que a solu¢ao particular serd
q, = 2000¢t°
calculando as derivadas primeira e segunda, vemos que
qp=0
q'p=0
substituindo na EDO
q" +400q’ + 200000q, = 2000
q"', +400q', + 200000g, = 2000
0+ 400.0 + 200000q, = 2000

2000
T = 200000
Lembrando a solucéo deste EDO e dada por
9= qntqp
detemos de
2000
— —-200t —-200t
q= cie cos 400t + c,e sen 400t + 200000

Derivando a equacédo encontrada vemos que
q = c,(—200e72%%cos 400t — 400e 2%t sen 400t) + c,(—200e72%0sen 400t +
400200t )
Das condi¢des iniciais dadas, dispomos de g(0) = 0 e i(0) = 0O, visto que i =
dg/dt, obtemos q’(0) = 0.

Aplicando as condi¢bes dadas, contemos

2000
q(0) = ¢;e7%2°°%0s 400.0 + c,e72°%sen 400.0 + 200000
2000
‘1= 73200000

e
q'(0) = ¢;(—200e72%9%¢0s 400.0 — 4002299050 400.0) + c,(—200e72%%%¢en 400.0 +
400e72990 c05400.0) = 0
—200c, + 400 ¢, = 0
dividindo a equacéao por -200
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C1_2C2=0

substituindo ¢

2000
200000

_2C2:0

2000
400000

C2:

Entdo a carga q(t) do capacitor seré

2000 2000 2000
9= ~500000¢  cos 400t —Zrrange sen 400t +o0e
e a corrente i(t)
i(t)=q'=

2000
200000

2000
400000

(=200e72%0tcos 400t — 400e 2%t sen 400t) — (—200e~2%0ts5en 400t +

400e~200tt),

5.3 Equacgdes Diferenciais na Engenharia Mecanica

5.3.1 Suspensdes mecanicas automotivas

As suspensdes veiculares existem desde meados do século VIII, com o0 uso
de correntes em alguns sistemas de locomocdo da época. No entanto causavam
desconforto aos passageiros pois os veiculos balancavam muito e eram bastante
ruidosos. Com o passar do tempo e o avanco da tecnologia, surgiram molas de
metal, que quando usadas como suspensao, reduziam significativamente o balancgo
das charretes, mas tornavam o sistema bastante robusto e pesado.

Alguns séculos depois, 0os processos de fabricacdo comecaram a ser mais
desenvolvidos, sendo possivel a realizacédo de projetos automotivos mais resistentes
e leves, tendo como consequéncia novos designs de suspensao.

Nos dias atuais, as suspensdes tem uma atencdo diferenciada, passando a
ser desenvolvidas eletronicamente, corrigindo imperfeicdes na pista mais
rapidamente do que uma suspensao comum, fornecendo assim mais estabilidade e
desempenho.

As molas utilizadas como suspensao podem ter seu movimento descrito por
meio de duas leis empiricas, a segunda lei de Newton sobre o0 movimento e a lei de

Hooke. A primeira delas diz que a resultante das forcas que atuam sobre um
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sistema em movimento é F = m.a, em que m € a massa e a, a aceleracao; ja a lei de
Hooke diz que a forca restauradora de uma mola esticada é proporcional ao
deslocamento s + X, ou seja, a forca restauradora e k(s + x), em que k > 0 é uma
constante, s sendo o deslocamento de uma mola quando uma massa € atada em
sua extremidade e o sistema esta em posi¢cédo de equilibrio, e x € o deslocamento da
massa em relacéo a posicao de equilibrio.

Na auséncia de amortecimento ou outras forcas externas quaisquer que
poderiam estar atuando no sistema, a equacgéo diferencial do movimento vertical do
centro de gravidade é

d?x
mﬁz —kx.

Na mecanica, forcas de amortecimento agindo em um corpo Ssao
consideradas como sendo proporcionais a uma poténcia da velocidade. Em
particular, podemos supor que essa forca seja proporcional a dx/dt. Quando néo ha
outras forgas agindo sobre o sistema, temos

d*x dx

m-— X
dt? dt
em que B € uma constante de amortecimento positiva e o sinal de subtragao indica
que a forca de amortecimento atua em direcdo oposta ao movimento. Dividindo a

equacao pela massa m e reorganizando

tomando w? = k/m e 2A = B/m

d2x+2)\dx+ 2% — 0 (14)
dt? ac VT

5.3.2 Aplicacéo

Problema 5: (Zill e Cullen, pag. 240) Um peso de 0,25 kg é atado a uma mola
com constante de elasticidade igual a 4 N/cm. Supondo que uma forca de
amortecimento igual ao dobro da velocidade instantanea atua no sistema, determine
a equacdo do movimento se o0 peso parte da posi¢cdo de equilibrio com velocidade
de 3 m/s para cima.

Solucéao
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Da questéo temos que m = 0,25 = 1/4 kg e k = 4 kg/m, portanto
1@ = —4x— 2 %
4 dt? dt
multiplicando a equacéo por 4 e reorganizando
d?x dx
T8 +16x=0
Utilizando equacdes de segunda ordem lineares homogéneas podemos
reescrever a equagao acima
x"+8x"+16=0
reescrevendo-a em termos da equacao caracteristica
A2+80+ 16 =0
Vemos que temos uma equacdo do segundo grau, que ao ser resolvida

obtém-se duas raizes reais iguais

AM=—4
A, =—4
Portanto, nota-se que a solucdo homogénea desta EDO esta no segundo
caso, onde
y = ce™* + cyxe™*
por isso,

x(t) = ce™ + cte™
Derivando a equacédo encontrada vemos que
x''= —4cie” + ¢y (e — 4te™?)
Das condicdes iniciais dadas, dispomos de x(0) = 0 e x'(0) = -3. Aplicando-as
vemos que
x(0) =c,e ™0 + ¢,0e7*° =0

C1=0

x'(0) = —4cie™*0 + ¢y (e7*0 — 40e7*0) = -3
—4c;+ ¢, = =3
substituindo c;
—40+ ¢c; = -3
c, = —3

Entdo a equacao do movimento é dada por
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x(t) = —3te™*.
5.3.3 Vélvulas de seguranca e alivio de pressao

As valvulas de seguranca e alivio de pressdo sao consideradas 0s
dispositivos mais importantes instalados na protecao de linhas condutoras de fluidos
sobre pressdo. Essas valvulas garantem que a pressdo de operacdo ndo exceda o
valor limite projetado, ou seja, 0 excesso de pressdo causado por qualquer
transiente hidraulico, a valvula entrara em acdo de modo automatico, eliminando o
excesso de fluido causador do aumento de presséo na linha.

Essas valvulas podem ser do tipo mola que permitem um curso rapido de
elevacao e retorno para a posicao inicial. O conjunto € composto por uma mola na
vertical, sendo que em suas extremidades h&a dois componentes chamados prato de
mola superior e prato de mola inferior e o local onde o fluido “empurra” a mola
chama-se disco de vedacao.

Por se tratar de um sistema envolvendo molas, podemos considerar que

d?x dx

mog= —kx — B It
em que B € uma constante de amortecimento positiva e o sinal de subtragao indica
que a forca de amortecimento atua em direcdo oposta ao movimento. Dividindo a

equacao pela massa m e reorganizando

tomando w? = k/m e 2A = B/m
d?x dx

20 —
P-l- ZAE-FWX—O.

5.3.4 Aplicagdo

Problema 6: (Silva, pag. 48) Considere uma valvula de alivio de pressdo do
tipo mola montada em uma rede hidraulica, sendo diametro de entrada do fluido na
valvula D = 25 mm, didmetro de saida Ds = 50 mm, presséo de trabalho P = 10
kgf/m? . Suponhamos que houve uma avaria na linha e a presséo aumentou fazendo

com que a mola deslocasse no mesmo valor que o diametro de saida, ou seja, X =



52

50 mm, para que aliviasse a pressao e equilibrasse novamente o sistema. Como o
processo requer um retorno rapido da mola, consideraremos ¢ = 1, ou seja, O
movimento e criticamente amortecido. Com esses dados, podemos modelar
matematicamente a oscilacéo criticamente amortecida do sistema, isto e, determinar
a funcédo deslocamento em cada instante de tempo para o retorno da mola em sua
posicao zero.

Solucéao

Analisando o problema temos as condi¢des iniciais x(0) = 50/1000 e x’(0) = 0.

Da fisica sabemos que

b F
A
logo
F=P.A
onde A = d¥/4
(25 mm)?
- 4
F = > kgf = > N
= To00 “9 = 100

e sendo Xp = 50/1000, utilizando a lei de Hooke podemos encontrar a constante
elastica k da mola
F=k.x

|en

=
(e)

0

=
(e)

0
k=1N/m
Através da segunda lei de Newton é possivel encontra a massa m
F=m.a
5

8™
g
(en]

Portanto

d2x+ 28 dx + 196x =0
dt? dt =
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aplicando a transformada de Laplace para essa equacéo, temos:
[s2X(s) — sx(0) — x'(0)] + 28[sX(s) — x(0)] + 196X(s) =0
substituindo as condi¢bes dadas
s2X(s) + 28sX(s) + 196X (s) = %s

145

2 _
X(s)[s* + 28s + 196] T00°

145 S

100" (s% + 28s + 196)

29 S
20 (s + 14)2

X(s) =

X(s) =

29
X(s) = 30 e 1 (—14t + 1)

Portanto a funcdo deslocamento em cada instante de tempo para o retorno da

mola em sua posicao zero é

29
X(s) = 30 e 1 (—14t + 1).
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6 UTILIZACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS NAS ENGENHARIAS

Em razdo da sua fundamental importancia para a area das ciéncias fisicas, a
obrigatoriedade do ensino de equacdes diferenciais nos cursos de engenharias e
tecnologias é atendida pela Universidade Federal Rural do Semi-Arido, campus
Caraubas, ofertando a disciplina de equacbes diferenciais como requisito da
estrutura curricular do bacharelado interdisciplinar para estudantes de engenharia
com formacdo em dois ciclos, onde a partir do quarto periodo de graduagcdo os
alunos adquirem contato com esses principios matematicos.

Se tratando de um curso com formacdo em dois ciclos, o bacharelado
interdisciplinar contempla a disciplina no quarto periodo, onde os alunos em sua

maioria estao destinando-se a engenharia a ser cursada no segundo ciclo.

6.1 Utilizac&do na Engenharia Civil

O curso de engenharia civil da UFERSA campus Caraubas formado por dois
ciclos, permite a formacdo nas areas da construcdo civil, estruturas, geotecnia e
estradas, e saneamento e recursos hidricos, distribuidas em vinte e seis disciplinas,

apresentadas na tabela 04.

Tabela 04. Disciplinas do segundo ciclo da engenharia civil.

Disciplinas

Resisténcia dos Materiais |l

Topografia

Hidraulica

Geologia Aplicada a Engenharia

Materiais de Construcéo |

Mecanica dos Solos |

Eletricidade Basica

Mecéanica das Estruturas |

Materiais de Construcao Il
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Saneamento

Mecanica das Estruturas I

Estradas |

Instalacbes Hidrossanitarias

Mecéanica dos Solos I

Instalacdes Elétricas

Tecnologia das Edificacgoes |

Sistemas de Abastecimento de Agua

Estruturas de Aco

Estruturas de Concreto Armado |

Hidrologia

Estradas Il

Tecnologia das edificacdes Il

Estruturas de Concreto Armado I

Fundacdes e Estruturas de Contencéo

Engenharia dos Transportes

Orcamento, Planejamento e controle de Obras

Fonte: Autoria préopria (2018).

Das disciplinas apresentadas acima, 27% podem utilizar equacdes
diferenciais na resolucao de seus problemas, e 73% nao utilizam, como mostrado no
grafico 01. Dentro dos 27% que utilizam equacdes diferenciais estdo as disciplinas
da area das estruturas, Resisténcia dos Materiais Il, Mecanica das Estruturas |
Mecanica das Estruturas Il, Estruturas de Aco, Estruturas de Concreto Armado | e II,
e Fundacg0es e Estruturas de Contencao.

Dentro dessas disciplinas os métodos mais empregados séo, equagdes
diferenciais de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes, equacdes

diferenciais de segunda ordem ndo-homogéneas e transformadas de Laplace.
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Gréfico 01. Utilizacdo das equac@es diferenciais nas disciplinas da engenharia civil.

Fonte: Autoria propria (2018).

6.2 Utilizac&o na Engenharia Elétrica

O curso de engenharia elétrica da UFERSA campus Caraubas formado por
dois ciclos, permite a formacdo nos ramos da eletrbnica, eletrotécnica,
telecomunicacdes, e controle e automacdo, distribuidas em vinte e quatro

disciplinas, apresentadas na tabela 05.

Tabela 05. Disciplinas do segundo ciclo da engenharia elétrica.

Disciplinas

Circuitos Elétricos |

Materiais Elétricos e Magnéticos

Sistemas Digitais

Teoria Eletromagnética

Circuitos Elétricos Il

Circuitos Eletrbnicos |

Laborat6rio de Circuitos Elétricos

Laboratorio de Sistemas Digitais

Ondas e Linhas

Circuitos Eletronicos Il
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Laboratorio de Circuitos Eletrbnicos

Instalacdes Elétricas

Laboratoério de Instalacbes Elétricas

Principios de Telecomunicacoes

Conversao Eletromecéanica de Energia

Eletronica de Poténcia

Laboratorio de Eletronica de Poténcia

Microprocessadores e Microcontroladores

Laborat6rio de Microprocessadores e Microcontroladores

Andlise de Sistema de Poténcia

Controle Anal6gico

Maguinas Elétricas

Controle Digital

Automacéo e Controle de Processos

Fonte: Autoria propria (2018).

Das disciplinas apresentadas acima, 33% podem utilizar equacdes
diferenciais na resolucéo de seus problemas, e 67% néo utilizam, como mostrado no
grafico 02. Dentro dos 33% que utilizam equacdes diferenciais estdo as disciplinas,
Circuitos Elétricos | e Il, Teoria Eletromagnética, Ondas e Linhas, Principios de
Telecomunicacdes, Conversdo Eletromecéanica de Energia, Controle Analégico e
Controle Digital.

Dentro dessas disciplinas os métodos mais empregados sdo, equacdes
diferenciais de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes, equacoes

diferenciais de segunda ordem ndo-homogéneas e transformadas de Laplace.
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Grafico 02. Utilizacao das equac®es diferenciais nas disciplinas da engenharia elétrica.

Fonte: Autoria propria (2018).

6.3 Utilizag&o na Engenharia Mecénica

O curso de engenharia mecanica da UFERSA campus Caralbas formado por
dois ciclos, permite a formacao em areas como processos mecéanicos de fabricacéo,
sistemas térmicos, e desenvolvimento e fabricacdo de materiais, distribuidas em

vinte e trés disciplinas, apresentadas na tabela 06.

Tabela 06. Disciplinas do segundo ciclo da engenharia mecanica.

Disciplinas

Metrologia

Mecanica Geral Il

Desenho Mecéanico

Termodinamica Aplicada

Mecéanica dos Fluidos

Mecanismos

Fundamentos de Ciéncia dos Materiais

Transferéncia de Calor

Elementos de Maquinas |

Planejamento, Programacéo e Controle da Producao
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Conformacdo Mecanica

Materiais de Constru¢cdo Mecéanica

Motores de combustao

Maquinas de Fluxo

Elementos de Maquinas |l

Manutencao Industrial

Tecnologia Mecanica

Processos Metallrgicos de Fabricacéo

Usinagem

Sistemas Hidropneumaticos

Vibracbes Mecanicas

Refrigeracdo e Ar Condicionado

Resisténcia dos Materiais |l

Fonte: Autoria propria (2018).

Das disciplinas apresentadas acima, 30% podem utilizar equacdes
diferenciais na resolucao de seus problemas, e 70% n&o utilizam, como mostrado no
grafico 03. Dentro dos 30% que utilizam equacdes diferenciais estdo as disciplinas,
Mecanica Geral Il, Mecanica dos Fluidos, Mecanismos, Resisténcia dos Materiais I,
Elementos de Maquinas | e Il, e Vibracdes Mecanicas.

Dentro dessas disciplinas os métodos mais empregados sdo, equacbes
diferenciais de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes, equacdes

diferenciais de segunda ordem ndo-homogéneas e transformadas de Laplace.




Grafico 03. Utilizacdo das equagdes diferenciais nas disciplinas da engenharia mecéanica.

Fonte: Autoria propria (2018).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A engenharia em sua grande maioria tem como suporte tedrico a linguagem e
investigagdo matematica, com isso, sdo de extrema importancia um excelente
embasamento de célculos diferenciais e integrais, além de varios outros recursos
matematicos que sao utilizados para resolver uma pluralidade de problemas.

Por ser uma extensdo do célculo, as equac¢des diferenciais, em todas as
areas das ciéncias exatas € uma poderosa ferramenta para descricdo e modelagem
de muitos fendbmenos, com inumeras formas de aplicacéo.

Com o processo de modelagem matematica pode-se representar sistemas
realistas, onde foram identificadas suas caracteristicas, assim como as leis teoricas
ou empiricas que os regem.

Os sistemas representados fazem parte do conjunto de engenharias
disponiveis na UFERSA campus Caraubas, onde da engenharia civil foram
modelados sistemas de deflexdo de viga e blocos ceramicos, da engenharia elétrica
conjuntos de circuitos elétricos RC e LRC, e da engenharia mecéanica sistemas de
suspensao mecanica e valvulas de seguranca e alivio de presséao.

A aplicacdo das equacdes diferenciais para criacdo do modelo de cada
sistema foi realizada por meio dos métodos de resolugao de EDQO’s, onde pode-se
ressaltar a importancia do seu ensino nos cursos de graduacado, visto que, 0s
modelos descritos através destas, explicam fendmenos reais estudados pelos
profissionais da area.

Neste contexto, enfatizou-se a importancia da utilizacdo das equacodes
diferenciais para modelagem de sistemas de engenharias, permitindo a associacao
de contetdos aprendidos em sala a problemas praticos, desmistificando a ideia de

gue a matematica é desnecessaria.
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