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RESUMO

A mecanica quantica é uma teoria que descreve sistemas fisicos na escala atbémica e su-
batémica. Ela explica trés das quatro interactes fundamentais e tem se mostrado ser
extremamente consistente com os resultados experimentais. Entretanto, em altas escalas
de energias, os efeitos gravitacionais em sistemas microscépicos precisam ser considera-
dos. Nessa perspectiva, é importante estudar a teoria quantica em espagos com curvatura
espacial. Nesta monografia, resolvemos analiticamente a equagao de Schrédinger para a
particula livre para um dado espaco métrico.

Palavras-chave: Espacos Curvos. Equacao Schrodinger. Particula Livre. Espacgo
Métrico. Sistemas Microscépicos.
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ABSTRACT

The quantum mechanics is a theory that describe physical systems in the scale atomic
and subatomic. The theory explain three of the four fundamental interactions has been
shown to be extremely consistent with the experimentals results. Though, in the high
energy scales, gravitational effects in microscopic systems need to be considered. In that
perspective, is important to study a quantum theory in spaces with sptial curvature. In
that monography, we solve the Schrédinger equation for a free particle for a given metric
space.

Keywords: Curved Space. Schrodinger Equation. Free Particle. Metric Space. Micros-
copic Systems.
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1 INTRODUCAO

A teoria quéntica teve sua origem no comego do século XX resultando da incapacidade
da fisica classica em explicar uma série de resultados experimentais observados no final
do século XIX, tais como: a radiagdo emitida por um corpo negro, o efeito fotoelétrico a
estabilidade atomica e os aspectos atomicos (COHEN; DIU; LALOE; 1977).

Diferentemente da fisica cléssica, que lida com fenémenos que estdo em uma escala
macroscopica aos quais é possivel estabelecer uma nogéao intuitiva dos acontecimentos, a
fisica quantica lida com fenémenos na escala atémica e subatémica que fogem completa-
mente a nogao intuitiva. Embora a fisica quéntica faca apenas previsoes probabilisticas,
ela tem se mostrado ser uma teoria extremamente consistente para explicar a natureza
na escala atomica e subatémica.

Existem pelo menos nove formulacoes da mecanica quantica (STYER et al., 2002),
que sao muito diferentes tanto do ponto de vista matematico quanto conceitual, no en-
tanto, essas descrigoes fazem as mesmas previsoes nos mais diversos tipos de fendomenos.
Na descrigao de Schrédinger o estado quantico de um sistema é descrito por uma funcéo
de onda que contém toda a informagao sobre o sistema. Quando se aplica a equagio de
Schrodinger para descrever algum fendmeno assume-se um espago euclidiano de fundo,
que nao possui curvatura. Nesse sentido, é importante estudar a mecanica quantica em

espacos com uma métrica mais geral.

1.1 Problematica

A mecanica quantica é uma teoria muito bem estabelecida, tendo sido corroborada
através de uma variedade enorme de experimentos cientificos. Ela descreve com extrema
precisao trés das quatros interacoes fundamentais (o eletromagnetismo, as forcas fraca
e forte). A quarta interacdo — a gravidade — é descrita pela relatividade geral. Nesse
contexto a gravidade é entendida como sendo o resultado da curvatura do espago-tempo.
Dessa forma, os pilares da fisica sdo a mecanica quantica e a relatividade geral.

Muitos esforgos tém sido feitos no sentido de unificar esses dois pilares e isso pode, a
priore, ser feito por duas vias. A primeira via consiste em formular uma teoria quintica
para descrever a gravidade, entretanto os métodos usuais tém levado a teorias nao renor-

malizdveis (que ndo é possivel eliminar os infinitos que aparecem na teoria) (BARROS,
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2005). A segunda via consiste em inserir efeitos gravitacionais (de curvatura do espaco-
tempo) na prépria descricido quantica, se esta for relativistica, ou sé efeitos de curvatura
espacial se for no contexto da mecanica quantica nao relativistica (ALHAIDARI, 2002).
Nesta monografia investiga-se a segunda via. Para um primeiro momento considera-se
apenas a mecanica quantica nao relativistica, dessa forma, os efeitos que serao considera-
dos sao de curvatura espacial. Portanto, estuda-se a mecanica quantica em espacos curvos
e faz-se algumas aplicages na. escala. microscdpica para verificar os efeitos da curvatura

espacial.

1.2 Objetivo Geral

e Investigar efeitos da curvatura espacial em fenémenos que estdo na escala atomica

e subatomica.

1.3 Objetivos Especificos

e Fazer um estudo da mecanica quantica em espagos curvos.

e Resolver a equagao de Schrédinger em espacos curvos para a particula livre.

1.4 Justificativa

Existe uma série de problemas complexos como a quebra da simetria de Lorentz,
invariancia translacional, existéncia de um comprimento minimo que ndo podem ser en-
tendidos apenas no contexto da mecéanica quantica usual. Além disso, inserir efeitos de
curvatura espacial na descricao quantica constitui um caminho vidvel para a unificacao
dos dois pilares da fisica, citados anteriormente.

Dessa forma, o estudo da mecanica quéntica em espagos curvos pode contribuir para
com o esclarecimento das questdes que ainda nao foram explicadas pela mecanica quantica

usual. Portanto, entendemos que esse estudo é de grande relevancia.
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1.5 Metodologia

Essa pesquisa consiste em uma investigagao de natureza tedrica quantitativa. Descre-
veremos a seguir as principais etapas metodolégicas que serao adotadas.

Em um primeiro momento, sera feito um estudo bibliografico sobre a mecanica quantica
ondulatéria e a generaliza¢do da equagao de Schrodinger para espacos curvos.

Posteriormente, serd considerada uma métrica especifica para resolver a equacio de
Schrodinger em espagos curvos aplicada em determinadas situagoes fisicas, como o caso
da particula livre.

Os principais resultados deste estudo sdo apresentados na forma de equagdes ma-

tematicas.

1.6 Estrutura da Monografia

A presente monografia estd dividida em 4 capitulos cuja organizagao e descrigao é
feita a seguir:

O capitulo 2 traz uma discussao a mecanica quantica em espacos métricos que apre-
senta curvatura.

No capitulo 3 é proposta uma métrica fundamentada no principio cosmoldgico e
resolve-se a equagao de Schrédinger aplicada & particula livre para a métrica proposta.

No capitulo 4 apresenta-se as principais conclusoes obtidas neste trabalho bem como

algumas perspectivas de estudos futuros.



12

2 MECANICA QUANTICA EM
ESPACOS CURVOS

2.1 Espacos Métricos

Em geometria analitica a distancia entre dois pontos infinitamente préximos é repre-
sentada por
ds® = d2® + dy* + d2?, (2.1)

onde o quadrado da distancia ds? de dois pontos infinitamente préximos P=(x, y, z) e
P'=(z +dz, y+dy, z+ dz) é uma forma quadrética das coordenadas relativas. Fazendo,
' = (2,9, 2). (2.2)

Segue que,
d82 = gijdxida:j, (23)

onde g;; é o tensor métrico do espago Euclidiano, que pode ser escrito em termos dos

vetores que formam a base desse espago, como segue

— —

Gij = €i€;-

Os vetores €; sao escritos em termos do vetor posicao 7, isto é,

. or

€ = ow .

Na Eq. (2.3) também esta implicito a convengao da soma de Einstein. Desse modo,

gi; pode ser representado pela seguinte matriz,

O O =
S = O
-0 O

Note que a Eq. (2.3) recupera a Eq. (2.1). Portanto, a Eq. (2.3) representa uma forma
mais geral de se escrever a distancia entre dois pontos. Para um espaco que apresenta
curvatura os coeficientes de g;; sdo fungoes da posicgao.

Por questao de simplicidade, vamos restringir nossa anélise a apenas uma dimensao.
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Neste caso, tem-se que
ds® = g dx'ds’, (2.5)

ou ainda,

ds* = g(x)dz?. (2.6)

2.2 Mecanica Quantica em Espacos Métricos

Na mecanica quantica o espago das funcdes de onda é o espaco de Hilbert, que é

dotado de um peso, ou seja, o espago das funcdes de z definidas em um certo intervalo
a< x <b, tal que

b
/ [o(2))*g(x)d < oo, (2.7)

dotado de um produto interno (ou escalar),

(@lv) = / ¥ (@)(z)V/a(@)d. (2.8)

Da definicao acima, seguem as propriedades

(9lY) = (ol¥)", (2.9)
(DIM1 + Xatha) = A (D)) + A2 (l) (2.10)
(M1 + Xaga|th) = Af (1 |v) + A5 (a]t)) . (2.11)

A partir da defini¢do de produto interno, podemos definir o conceito de norma e de
ortogonalidade de fun¢bes. Duas fungdes ¥(z) e ¢(z) sdo ortogonais se (¢p|1))=0. Por

outro lado, a norma ||¢)(z)||, é definida como

(@) = V{&l¥), (2.12)

que deve ser positiva definida.
Nesse contexto, uma particula bem localizada em torno de um ponto P(x) é descrita

pelo ket |z) , autoket do operador posicio X,
X|z)=z|z). (2.13)

O conjunto Ix) é completo. Assim, o operador identidade pode ser escrito como

1= / V(z)dz |z) (z|. (2.14)
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Demonstracao:
Como ¢*(z) = (P|Y) e Y(x) = (z|v), segue da Eq.(2.14) que
0l) = [ (@) (alv) V5@, (2.15)
(0l) = (01 [ [ 1o} ol v/l@hds] ). (216)
Temos que,
/ (x| |z) v/ g9(z)dx = 1. (2.17)

Equanto que o produto escalar dos autokets do operador posicao sera
(z]2') = g(z)/6(z — ). (2.18)

Agora utilizando a Eq. (2.14),

6@) = @16) = @1 [ [ 10) (el Va@@as] 19}, (219)
- [ (Vi@ @) ) (o) as, (2:20)
6@ = [ (Vo@ @la) ) gto)iz. (221)
Assim, relembrando a propriedade da integral da delta de Dirac, onde
[ e~ a)ae = 5@, 2

se -00< z’ <+00. Podemos concluir que
(@'|z) = g(z)7V/?6(z — ). (2.23)
Dessa forma, um estado fisico abitrario pode ser expandido em termos de |z),

) = / Val@)dz |z) (z]) (2.24)

Considerando que o operador translagio espacial, Tg(dx), atua no estado |z) da se-

guinte forma
Ty(dz) |z) = |z + g(x) 7/ |dz). (2.25)

Das Egs. (2.6) e (2.25) podemos ver que

Tg(ds) |z) = |z + |dz), (2.26)
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0 que mostra que nesse espago € necessario uma translacao de comprimento ds para levar
um estado |z) em um outro estado x + |dz) .

Mostraremos, agora, o cardter nao-aditivo de Tg, isto é,

Tg(dz")Tg(dz") # Tg(dx' + dz"). (2.27)
Segue da Eq. (2.25) que
Tg(dx')Tg(dz") |z) = Tg(dz")|z + g(z)~ 2 |dz"), (2.28)
Tg(dz')Tg(da") |z) = |z + g(z)?dz” + g(x + g(z)Vdz")"?da’) . (2.29)
Por outro lado,
Tg(dz' + dz")|z) = |z + g(z)™?(dz’ + dz")), (2.30)
Tg(dz' + dz") |z) = |z + g(x)™/2dz" + g(x)"%dz’) . (2.31)

Como g(z + g(z)~'/2dz") nao é necessariamente igual a g(x), entdo podemos concluir das
Egs. (2.29) e (2.31) que Tg é, em geral, nao-aditivo.
Outra propriedade que também segue imediatamente da definicao do operador Tg,
Eq. (2.25), é que
dlzlgo Tg(dz) =1 (2.32)

Além disso, das Egs. (2.13) e (2.25), tem-se que
(X, Tyl |z) = g(x)7"?dz |z + g(z)"?dx), (2.33)

onde os colchetes representam o comutator. A Eq.(2.33) pode ser aproximada, com um

erro da segunda ordem em dx, por
[X.Tg]|z) ~ g(z)/dz |z) = g(X)™"/?dX |z). (2.34)

Agora, supondo que o momento generalizado P, é o gerador de translacéo, ou seja,

considerando que

—iP,dX
h 7

obtemos das Egs. (2.33) e (2.34), a nova relagao de comutacio entre os operadores posicio

Ty(dx) =1 — (2.35)

e momento

[X, P,] = ihg(X)™V/2. (2.36)

Na sequéncia, é possivel obter a expressdo de P, no espaco das posicoes

@lBl) = ~ihg(@) ™2 (afy) . (2.37)
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Segue da Eq. (2.23) que Ny
Tg(8) ) = ) — 4= [4), (2.38)

onde ds =4/g(x) dx é muito pequeno.
Utilizando as Egs. (2.6) e (2.14), podemos reescrever a Eq. (2.26) na forma

[asTot@n) 1) o) = 19y - 2 ), (2.39)

onde ds’=4/g(2’) dx’.

Agora, se utilizarmos a propriedade expressa na Eq. (2.26), a Eq. (2.39) torna-se

[ a1+ 62) gy = 1) — T2, (2.40)
[ 510y @ = balu) = ) - L2y (241)
Por outro lado, se utilizarmos a seguinte relacio aproximada
(&'~ bul) = (a/|4) — b5 o (&l0), (2.42)
na Eq. (2.41), obteremos
[ 512y (@) — o5 @iy ) = 19) — L2 ). (2.43)

Por fim, se aplicarmos (x| dos dois lados da Eq. (2.43) e utilizarmos as Eqs. (2.14) e

(2.18) podemos concluir

[ a5 @l £ @) = £ @Bl (2.44)
[ 5@ -2 ) = 5 IR, (2.45)

+ @IPy ) = i (aly), (2.46)
* (@lBlY) = ~ihg(@) - (aly). (247

Portanto, segue da Eq. (2.37) que, no espago das posicoes o operador P, é escrito como,

Pg = —ihDg, (2.48)
onde,
Dg = g(a) /-2 (2.49)
= I L
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O operador momento P, é Hermitiano no espago de Hilbert com um peso, definido pelas
Egs. (2.7) e (2.8).

(GIP,I) = (9] / Vo@)dz [z) x| P, (2.50)
- [ V@ (w)( ek )) 251)
(BIP, Iy = / doy (a) 4 (z). (2.52)

Portanto P, atua no espaco de Hilbert com um peso da mesma forma que P =-ih%
atua no espaco de Hilbert.

Agora, a integragdo por partes na Eq. (2.50) e supondo que ¢*(z)i(x) assume o
mesmo valor nos limites de integragao (zero, por exemplo, se a integracao for de —oo a +

00), obtemos

h d
@IPI) = =% [ dovio)2"(@), (253)
= [ Vo ain (o), (254)
[fvg(m )dzy* (x)(—lh\/—d o(z ))} (2.55)
(G| FlY) = (Y| Pyle)” (2.56)
No espago das posigoes, a Equagdo de Schrédinger dependente do tempo é dada por
0
tho (2l¥(t)) = (z[Hgly(D)) , (2.57)
e considerando que
Hg = sz V(X,t 2.58
9= %‘F ( ) )7 ( : )
finalmente temos
12w, t) = 3 D2V(z,t) + V(z,t)¥(z, ¢ 2.59
i (@, 1) = —(5)DRU(z, ) + V (2, 1)Uz, 1) (2:59)

Supondo que o potencial V seja independente do tempo, V = V(x), podemos buscar

por solucdes da Eq. (2.59) na forma
U(z,t) = yP(x)T(1). (2.60)

Substituindo a Eq. (2.60) na Eq. (2.59),
h d 1
th e h

To& £) = —%EDEQMQ:) +V(z). (2.61)
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O lado esquerdo da Eq. (2.61) sé depende do tempo, enquanto que o lado direito s6
depende da posigao, assim, para que essa equacdo seja verdadeira, é necessario que os

dois lados da mesma sejam constantes, ou seja,

%T(t) = %T(t) =T(t) = exp( - %—t), (2.62)
© 2
~5--Dgb(a) + V(a)(z) = E(a), (2:63)
ou ainda,

L i[ L d o
2m \/g(z) dz V(z) dz

onde a constante de separagao E é a energia da particula. Note que quando glz) =1a

+V(2)p(z) = Ev(x). (2.64)

mecanica quantica tradicional é recuperada.
Para um espago curvo tridimensional a equagdo de Schrodinger dependente do tempo

pode ser escrita como,

o,  —K/om N Y IR
iha ¥ = /7 [ax(f ) %(\@g 5;‘1’)4-5;(\/59 ‘a—z‘l’) +V(z,y,2,1)¥,
(2.65)

onde ¥ = ¥(z,y, z,t) e g é o determinante da métrica.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

3.1 Especificando a Métrica

Para que possamos investigar melhor a equagio de Schrodinger em espagos curvos
vamos primeiramente especificar a métrica. A motivacao da escolha da métrica vem da
cosmologia.

Em cosmologia, a suposigao bésica de que o conteddo energético do universo se dis-
tribui de modo homogéneo e isotrépico em grandes escalas implica que a distancia entre

dois pontos do espago-tempo é descrita pelo elemento de linha de Friedmann-Robertson-

Walker, isto é,
dr?
1— kr?

onde o fator de escala a(t) é uma funcéo apenas do tempo e k é o parametro de curvatura,

ds® = dit* — a?(t) [ +7r2do* + rzsin20d¢2] , (3.1)

podendo assumir os valores k = 0, k = 1 e k = —1 o que representa universos planos,
fechados e abertos, respectivamente.

No contexto da mecanica quantica o tempo é tratado como sendo um parametro,
neste caso, o elemento de distancia anterior se reduz para

dr?
1—kr?

ds? = a2(t)[ +r2dg? 4 r2sm20d¢.2] . (3.2)
Em nosso estudo, consideramos apenas espacos nio expansionistas e unidimensionais.

Dessa forma, a Eq. (3.2) se reduz para

dz?

ds? = 2%
5 1—kz?’

(3.3)

onde a coordenada radial r foi substituida pela coordenada x. Agora, comparando a
equagao acima com a Eq. (2.5), vem que

1

(3.4)
Substituindo a equagéo anterior na Eq.(2.64), vem que

(1 -k L [(1 - m)w;ﬂ(z)} + V@@ = 2@, @)

que ¢ a equagao de Schrodinger independente do tempo em espacos curvos para uma
métrica do tipo dada pela Eq. (3.4).
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3.2 Particula Livre

Para que possamos fazer agora algumas aplicacoes da equacao de Schrodinger inde-
pendente do tempo em espacos curvos, vamos considerar o caso mais simples que & o de
uma particula livre.

Fazendo entao V' = 0, na Eq. (3.5), vem que

PY(x)  kx  dy(z)  2mE  ¢P(a)
dz? (1—kz?) dz R? (1 — kz?)

=0. (3.6)

Para que possamos resolver a equagdo acima, vamos fazer a seguinte mudanca de
variavel, isto é,

1
T = \/—Esen(\/gu). (3.7)

Dessa forma,
u=Vk sen"'(Vkz), (3.8)
du 1
dr cos(Vku)’
@) _dudb) i) 1 ()

(3.9)

= = 3.10
dx dz du dx cos(Vku) du (3.10)
d%/,(x) du (d@b(x)) y(x) 1 d 1 dy(u) (3.11)
dz? dz? cos(Vku) du cos(Vku) du [’ )
Substituindo os resultados acima na Eq. (3.6), vem que
d*(u) dy(u) 1 dyw)
+ VEtan(Vku)——2 — VEsen(Vku U 3.12
e (Vi = (V) e s S+ T b =0, (312)
Ap6s alguns procedimentos algébricos pode-se mostrar que,
&cY(u) 2mE
T2 + = Y(u) =0. (3.13)
A equagao acima apresenta solugao conhecida, que pode ser escrita como
Y(u) = Ae*™ 4 Be i, (3.14)
onde,
2mE
c=—— (3.15)

e A e B sao constantes arbitrarias.

Agora, retornando a varidvel x, vem que
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Y() = Aeik™ PeinT (VRn) 4 pmick™! 2sin™(Vie), (3.16)

Assumindo que a particula desloca-se na diregao crescente de x, a equacio anterior se

reduz para

P(z) = Agick™/Psin™! (Vi) (3.17)

que é a autofuncao da particula livre em um espago curvo cuja métrica é dada pela
Eq. (3.4). Tomando agora o limite k => 0 obtem-se a solucdo usual para a equagio de

Schrédinger com um espago plano como pano de fundo.

P(z) = Ae™™. (3.18)
Por outro lado, a solugdo geral, isto é, para a equagio de Schrodinger dependente do
tempo pode ser escrita como

\I/((E, t) — Aei[ck’l/zs'in_l(\/l;z)—w ] (319)

Que mostra que a particula livre pode ser descrita por uma onda plana em um espaco

curvo. Na varidvel u tem-se exatamente a solu¢ao do tipo onda plana, isto é,

U(u,t) = Ae'evb, (3.20)
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4 CONCLUSOES E
PERSPECTIVAS FUTURAS

Fizemos a formulacao unidimensional da mecénica quantica em espacos curvos. Vimos
que operador de translagdo ndo é aditivo, como na mecanica quantica usual e que o
operador momento depende da escolha da métrica.

Utilizando uma métrica motivada pelo principio cosmoldgico, resolvemos a equacao
de Schrodinger para a particula livre e encontramos solucoes analiticas.

Como perspectiva de estudos futuros pretende-se fazer outras aplicacdes da equagio

de Schrodinger para situagdes envolvendo potenciais dependentes da posicdo.
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