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Resumo: Os dispositivos eletronicos que nos rodeiam sdo constituidos por inimeros circuitos eletronicos, que
operam de acordo com a algebra booleana. Ela, por sua vez, ¢ composta por postulados, identidades e
propriedades que podem ser utilizados para a simplificacdo destes circuitos e, além deste, ha a simplificagdo
através do mapa de Karnaugh, que ¢ um método de mapeamento visual. Através da expressao de um circuito
légica combinacional realizou-se uma comparagdo entre esses métodos de simplificagdo. Com isso, foi
percebido que a simplificagdo traz beneficios para o setor da eletronica, independentemente do método
utilizado, e que o mapa Karnaugh ¢ um método mais pratico, simples e rapido quando comparado com a algebra
booleana.
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1. INTRODUCAO

Em 1854, um matematico britdnico chamado George Boole apresentou, através de sua obra intitulada como An
Investigation of the Laws of Thought [1], um sistema matematico de analise logica que ficou conhecido como
Algebra de Boole. Ele ¢ considerado uma figura importante da logica principalmente por ter iniciado a l6gica
moderna [2]. A algebra de Boole utiliza-se de simbolos e operadores para descrever o modo como se toma decisdes
a partir de condi¢des verdadeiras e falsas, podendo ser representado pelo sistema binario, que ficou conhecido
como logica booleana. Boole estabeleceu regras que corresponderiam ao processamento de informagao na mente
humana. Para Boole, o raciocinio era composto de operagdes: associagdo de coisas simples para a formacao de
algo mais complexo ou desmembramento de algo complexo em coisas simples. As operagdes realizadas pelo
pensamento seriam equivalentes aos conceitos relacionados pelas operagdes logicas OR (OU), NOT (NAO) e
AND (E), descrevendo o relacionamento das entradas (circunstancias) e das saidas (decisdes) dos circuitos logicos
[3]. Hoje, mecanismos de buscas populares em todo mundo utilizam-se da ferramenta chamada busca booleana
que, através da combinagdo de informagdes presentes nos documentos por meio dos operadores ldgicas, tornam a
busca mais detalhada e/ou restrita [4].

Essa teoria ndo possuia nenhuma utilidade pratica até que em 1938, quase um século depois, o matematico e
engenheiro eletricista estadunidense Claude Elwood Shannon percebeu a semelhanga entre logica booleana ¢ a
logica dos circuitos e publicou um trabalho intitulado como Symbolic Analysis of Relay and Switching [5] tomando
como base as teorias da algebra de Boole para solucionar problemas de circuitos. Isso transformou radicalmente a
abordagem logica de circuitos operados por relés ¢ foram estendidas a componentes eletronicos como valvulas
termoidnicas, aos transistores e até a um componente mais moderno conhecido como circuito integrado [6]. Os
circuitos digitais executam fung¢des booleanas por meio de portas logicas e muitas dessas fun¢des admitem
simplificagdo que podem ser feitas basicamente por dois métodos: o primeiro € a aplicagdo de postulados,
identidades e propriedades da algebra de Boole e o segundo ¢ o método do mapa de Karnaugh, desenvolvido por
Maurice Karnaugh, que permite a simplificacdo de fungdes booleanas de forma mais simples [7]. A depender do
numero de varidveis, o primeiro método se torna mais tedioso e cansativo ficando mais suscetivel a erros e nao
garantindo o menor circuito ¢ uma ferramenta relativamente simples como mapa de Karnaugh pode ser bem mais
util [8, 9]. A partir da algebra de Boole também foi desenvolvida uma ferramenta pedagogica chamada Jogos de
Boole, visando o desenvolvimento da capacidade de raciocinio logico através de historias construidas a partir de
estruturas logico-matematicas, na forma de enigmas ou problemas resolvidos com jogos de cartas [10].

A algebra de Boole estd presente em projetos de sistemas de seguranca residencial, empresarial e
automobilistico, caixas eletronicos de banco, sistema de iluminag@o publica, portas automatizadas associadas a
sensores, dentre outros, todos por meio da utilizacdo de portas logicas [11, 12]. Com o advento de novas
tecnologias e a produgdo de aparelhos ultrafinos como televisdes, smartphones e afins foi observada a necessidade
de obter otimizacdo, sendo possivel através da simplificagdo, em projetos de circuitos digitais por meio da
minimiza¢ao da quantidade de portas l6gicas que, além da diminui¢@o de espago ocupado, ha redug¢do do consumo
de energia, bem como a aplicagdo da metodologia troubleshooting [3]. Essa metodologia estabelece procedimentos
que permitem a identificagdo e solugdo de falhas seguindo um passo a passo ou um fluxograma nao necessitando




um conhecimento técnico especifico [13, 14]. Dessa forma, objetiva-se apresentar os conceitos que envolvem a
algebra de Boole, explanar os métodos de simplificagcdo e compara-los realizando a simplificacdo de uma funcao
logica.

2. A ALGEBRA BOOLEANA

O filho de um sapateiro, George Boole, nasceu em Lincoln, Inglaterra, no ano de 1815. Autodidata, traduziu
poemas do latim para o inglés com apenas catorze anos, sua base de matematica foi dada pelo seu pai. Aos
dezesseis anos comegou a dar aula em escolas primarias para ajudar na renda da familia, aos vinte anos abriu uma
escola para lecionar matematica. Em 1849 se tornou professor de matematica da Queen’s College (atualmente
University College Cork) na Irlanda. Produziu os mais variados trabalhos matematicos, mas ficou conhecido pelo
seu trabalho de 1854 [1] que fundamentou o que ficaria conhecida como algebra booleana.

Na dalgebra booleana as constantes e varidveis admitem apenas dois valores distintos, 0 ou 1. Eles ndo
representam numeros de forma efetiva, mas sim um estado conhecido como nivel 16gico. Na ldgica digital também
sdo utilizados outros termos alternativos para designar esses niveis 16gicos, como mostrado na tabela a seguir.

Tabela 1. Nomenclaturas dos niveis
1ogicos. (Adaptado de Tocci)

Nivel Logico 0 Nivel Logico 1
Baixo Alto
Falso Verdadeiro

Nao Sim
Desligado Ligado
Aberto Fechado

Sentengas matematicas compostas por variaveis booleanas sdo chamadas de expressdes booleanas. A algebra
booleana possui trés postulados, sdo eles: postulado da complementacdo, postulado da adigdo e postulado da
multiplicacdo. Esses postulados fundamentam, respectivamente, as trés operagdes logicas basicas: NOT (NAO),
OR (OU) e AND (E). Para explorar esse contetido sera utilizado como base o trabalho de Idoeta e Capuano [15].

Uma ferramenta consideravel que auxiliara no entendimento deste contetido ¢ a chamada Tabela Verdade, que
¢ um mapa onde coloca-se todas as situagdes possiveis no que tange os niveis logicos da(s) variaveis de entrada e
os seus respectivos resultados de saida, representado pela letra S. Um exemplo de tabela verdade pode ser visto na
figura a seguir.

Saida

Entradas l
S
1
0
1

- O = O |e

0
Figura 1. Exemplo de tabela verdade. (Adaptado de Tocci)

N =N=1 - =

2.1. Funcdes légicas

Antes, ¢ necessario esclarecer que a eletronica digital se divide basicamente em dois campos de estudo: logica
combinacional e logica sequencial. Na logica combinacional, a saida depende apenas dos valores atuais de entrada
e, por isso, constituem uma classe basica. Ja na logica sequencial, a saida ndo s6 depende dos valores de entrada,
mas também de informag¢des armazenadas anteriormente em uma memoria. Sera explorada, a seguir, a logica
combinacional, pois constitui uma parte fundamental deste trabalho.

2.1.1. Fungao NOT

A funcdo NOT ¢ a que inverte ou complementa o estado da varidvel de entrada: se o nivel logico de entrada
estiver 0, o nivel l6gico de saida S serd 1, e se o nivel 16gico de entrada estiver em 1, o nivel ldgico de saida S sera
0. A funcdo algébrica que representa essa operacgdo ¢ dada por:

S=A (1)

A tabela verdade da fungio NOT (NAO) pode ser vista a seguir:




Tabela 2. Tabela verdade:
funcdo NOT. (Autoria Prépria)

A S=A
0 1
1 0

A porta NOT ¢ um circuito que executa a fungdo NOT e ¢ representado como na figura:
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Figura 2. Representacdo porta NOT. (Autoria Prépria)
2.1.2. Funcao OR
A fungdo OR terd uma saida de nivel logico 0 se, e somente se, todas as varidveis de entradas estiverem em
nivel l6gico 0 e uma saida com nivel 16gico 1 se pelo menos uma das variaveis de entrada comportar o nivel logico
1. A representagdo dessa operagdo, para duas variaveis de entrada, ¢ dada pela seguinte fungao logica:
S=A+B 2)

onde a operagdo € lida como “S = A ou B” e sua tabela verdade pode ser vista na tabela a seguir.

Tabela 3. Tabela verdade:
funcdo OR. (Autoria Prépria)

A B S=A+B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

A porta OR executa a fun¢do que recebe o mesmo nome. Ela ¢ representada, na pratica, pela seguinte figura:

A
S

B
Figura 3. Representacdo porta OR. (Autoria Propria)

2.1.3. Fungdao AND

Ja a funcdo AND executa a multiplicacdo do nivel 16gico de duas ou mais variaveis de entrada. Neste caso o
nivel logico de saida s6 sera 1 se, e somente se, todas as variaveis de entrada comportarem o nivel logico 1, caso
contrario o nivel logico de saida sera 0. A representacdo algébrica para esta operagdo, com duas variaveis, ¢ dada
por:

S=A-B 3)
que ¢ lida como “S = A e B”. A tabela verdade para esta fung@o pode ser vista a seguir.

Tabela 4. Tabela verdade:
funcdo AND. (Autoria Propria)

A B S=A'B
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1




A porta AND ¢ representada pelo simbolo da figura a seguir:

A—

S
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Figura 4. Representagéo porta AND. (Autoria Propria)
2.1.4. Fun¢ao NOR

Essa funcdo é composta pelas fungdes OR e NOT, isto €, a fungdo OR invertida. Sua representagcdo pode ser
vista a seguir:

S=(A+B) 4)
A tabela verdade da funcdo NOR pode ser visto na tabela:

Tabela 5. Tabela verdade:
fung¢do NOR. (Autoria Propria)

A B S=(@A+B)
1

el el K= K =]
— o= |O
S| o | O

A representacdo simbdlica da funcdo ¢ vista da figura.

A

B
Figura 5. Representacao porta NOR. (Autoria Propria)

2.1.5. Fungao NAND

A fung¢@o NAND nada mais é que a composi¢do das fungdes AND e NOT, ou seja, ¢ a inversdo da fungdo
AND. Ela ¢ representada algebricamente pela equagao:

S=(A"B) (5)
A tabela verdade desta fungfo pode ser visto a seguir.

Tabela 6. Tabela verdade:
funcdo NAND. (Autoria Propria)

A B S=(A"B)
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

A fungdo NAND ¢ representada graficamente como visto na figura.

A_

S

B_

Figura 6. Representacdo porta NAND. (Autoria Propria)




2.2. Postulados da algebra de Boole

A combinagdo das portas logicas supracitas formam circuitos 1l6gicos. Como ja citado, os circuitos logicos
admitem, muitas vezes, simplificagdes. Para isto é necessario um estudo dos postulados, identidades e propriedades
da algebra de Boole. Vale destacar que ¢é na algebra de Boole estdo todos os fundamentos da eletronica digital.

2.2.1. Postulado da Complementagao
Este postulado expde as regras de complementagdo na algebra Booleana:
1SeA=0->A=1
2SeA=1-A=0

Através deste postulado, pode-se estabelecer uma identidade:

Tabela 7. Identidade do postulado da complementacdo. (Autoria Propria)

Identidade Possibilidades Observagao
A=0oA=15A=0 Nota-se g}le, ao efe.tuar a ope.ra(;ao.em
T=a uma variavel anteriormente invertida,
- — = o resultado sempre sera igual ao valor
A=1-A=0-A=1

inicial da variavel.

Se A = 1, entfio tem-se que A = 0 ¢, por conseguinte, se A =0 - A=1.0 mesmo acontece se A = 0, logo
A =1 e, por consequéncia,se A=1 - A = 0.

Chama-se de A o complemento de A. Esta barra sobre a letra que representa a variavel significa a inversio
desta e se 1¢, para a variavel A, “A barrado/barra” ou “Nio A”. Esse postulado reflete a fungio logica NOT (NAO).

2.2.2. Postulado de Adicao

Postulado que dita as regras de adigio no &mbito da Algebra Booleana.

10+0=0
20+1=1
3)14+0=1
21+1=1

Pode-se, através do postulado de adigdo, estabelecer mais algumas identidades algébricas, sdo elas:

Tabela 8. Identidades do postulado da adi¢@o. (Autoria Prdpria)

Identidade Possibilidades Observagado

A=05040=0 Nota-se que, 1r.1c’1ependentemente
A+0=A do valor da variavel, o resultado
A=1-14+0=1 L .
sempre sera igual a varidvel A.
A=0—>041=1 Nota-se que, 19(}ependentemente
A+1=1 do valor da variavel, o resultado
A=1-1+1=1 L
sempre serd igual a 1.
A=0—>040=0 Nota-se que, 19(}ependentemente
A+A=A do valor da variavel, o resultado
A=1-14+1=1 . .
sempre sera igual a variavel A.
Nota-se que, independentemente
do valor da variavel, o resultado
sempre serd igual a 1.

= A=0-A=1-0+1=1
A=1-A=0-14+0=1

A porta logica que executa este postulado ¢ o da fungao OR (OU).
2.2.3. Postulado da Multiplicagdo

Ja este postulado refere-se as regras da multiplicagdo na algebra de Boole:

1°0-0=0
20-1=0
3)1-0=0
41-1=1

E, através do postulado da multiplicagdo, pode-se estabelecer mais identidades, sdo elas:




Tabela 9. Identidades do postulado da multiplicacdo. (Autoria Propria)
Identidade Possibilidades Observagdo
A=0-50-0=0 Nota-se que, 1n.d’ependentemente
A-0=0 do valor da variavel, o resultado

A=1-1-0=0 L
sempre serd igual a 0.
A=050-1=0 Nota-se que, 1n.c!ependentemente
A-1=A do valor da variavel, o resultado
A=1-1-1=1 L .
sempre serd igual a varidvel A.
A=050-0=0 Nota-se que, 1n'c!ependentemente
A-A=A do valor da variavel, o resultado
A=1-1-1=1 - <
sempre serd igual a variavel A.
Nota-se que, independentemente
do valor da variavel, o resultado
sempre serd igual a 0.

A=0-A=1-0-1=0
A=1-K=0-1-0=0

O postulado da multiplicacdo ¢ executado pela fungdo logica AND (E).
2.3. Propriedades

Adiante, sera mostrado as principais propriedades algébricas, elas sdo importantes para a realizagdo do
manuseio e da simplificagdo de expressdes booleanas. Essas propriedades que serdo utilizadas na algebra de Boole,
sdo as mesmas da matematica tradicional, sdo elas:

a) Propriedade Comutativa — Adi¢do: A+ B=B + A
Multiplicagdo: A-B=B-A
b) Propriedade Associativa — Adi¢do: A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C
Multiplica¢do: A- (B-C)=(A-B)-C=A-B-C
¢) Propriedade Distributiva - A-(B+C)=A-B+A-C

A propriedade distributiva pode ser facilmente verificada utilizando uma tabela verdade, desde que seja

analisada todas as possibilidades, como visto na tabela a seguir:

Tabela 10. Tabela verdade: propriedade
distributiva. (Autoria Prépria)

A B C |S=A-(B+C) | S=A-B+A-C
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

2.4. Teoremas de De Morgan
O matematico e logico britanico Augustus De Morgan, desenvolveu teoremas muito uteis na simplificacdo das
expressdes booleanas que sdo bastantes empregados na pratica, inclusive no desenvolvimento de circuitos digitais.
Com esses teoremas ¢ possivel converter operacdes logicas OR em operagdes 16gicas AND e vice versa.
2.4.1. Primeiro Teorema
O complemento do produto ¢ igual a soma dos complementos:
(A‘B)=A+B 6)

A prova deste teorema pode ser vista na tabela verdade a seguir.




Tabela 11. Tabela verdade: primeiro teorema de
De Morgan. (Autoria Propria)

S=(A"B) S=

+B

==

- O = O |W
O = =

Nota-se a igualdade em ambas as saidas S para todas as possibilidades. O teorema pode ser estendido para mais
de duas variaveis.

2.4.2. Segundo Teorema
O complemento da soma ¢ igual ao produto dos complementos:
(A+B)=A‘B (7N
A prova desta igualdade pode ser vista na seguinte tabela verdade.

Tabela 12. Tabela verdade: segundo teorema de
De Morgan. (Autoria Propria)

A B S=A-B S=(A+B)
0 0 1 1
0 1 0 0
1 0 0 0
11 0 0

Nota-se, novamente, que o nivel légico das saidas ¢ igual em todas as possiblidades. Esta também pode ser
estendido para mais de duas variaveis.

2.5. Identidades Aucxiliares

Ha mais trés identidades muito uteis para a realizagdo de simplificagdo de expressdes booleanas. Estas
identidades e suas provas podem ser vistas na seguinte tabela.

Tabela 13. Identidades auxiliares e suas provas. (Autoria Propria)
Identidade Prova
A+A-B
= A(1 + B) — evidenciar o A no primeiro termo
=A-1-identidade1+B =1
~A+AB=A
(A+B)-(A+0)
=A-A+A-C+A-B+ B-C - propriedade distributiva
=A+A-C+A-B+B-C—identidade A-A=A
(A+B)-(A+0)=A+B-C|_,. (1 + B+ C) + B C - Propriedade distributiva
=A'1+B-C—identidadesl +X=1e¢A-1=A
~(A+B)-(A+C)=A+B-C

A+A-B=A

A+A-B=(A+A"B) - identidade X = X

=[A- m] — 2° teorema de De Morgan

= [K (A+ E)] — 1° teorema de De Morgan apenas no paréntese
A+AB=A+B = [A- A+ A-B| - propriedade distributiva

= (A" B) - identidade A- A = 0

= (A + B) - 1° teorema de De Morgan

~A+AB=A+B




3. MAPA DE KARNAUGH

Maurice Karnaugh nasceu em Nova lorque no ano de 1924, estudou matematica, ciéncia da computagéo e
engenharia de telecomunicagdes obtendo o seu titulo de doutor nesta area. Trabalhou na Bell Labs, empresa que
desenvolveu o transistor de silicio, de 1952 a 1966 e la desenvolveu o método conhecido como mapa de Karnaugh
que sera trabalhado nesta se¢do. Desde 1975 ¢ membro do Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE)
por contribuir acerca do uso de métodos numéricos em telecomunicagdes.

O método do mapa de Karnaugh ¢ utilizado para simplificar uma equagdo légica ou para transformar uma
tabela verdade num circuito légico correspondente, de uma forma mais simples. O mapa de Karnaugh, assim como
a tabela verdade, ¢ preenchido com 0 e 1 podendo ser utilizado para qualquer numero de variaveis de entrada, mas
sua utilidade pratica se limita a cinco ou seis vaidveis. Recomenda-se, a partir de cinco variaveis, a utilizacao de
softwares para soluciona-los [3]. Serdo trabalhados os mapas para duas, trés e quatro variaveis e eles podem ser
vistos (vazios), respectivamente, na figura a seguir.

@ B| B © ~
i L € .
_ B
A A
O J— B
B ] ; A —
A B
A D D D
C C C

Figura 7. Mapa de Karnaugh: (a) duas variaveis, (b) trés variaveis, (c) quatro variaveis. (Autoria Propria)
3.1. Para duas variaveis

Com duas variaveis existem quatro possibilidades, estas sao distribuidos no diagrama na forma como ¢ visto
na figura a seguir.

B B
Caso A B Caso 0 | Caso 1
0 —~ |0 o0 Alo o]0 1
1 N 0 1 A B|A B
Caso2 | Caso 3
2 | =10 Al1 o1 1
3 — 1 1 A B|A B

Figura 8. Estrutura do mapa de Karnaugh: duas variaveis. (Autoria Propria)

Apos entender o posicionamento dos valores da tabela verdade no mapa de Karnaugh, pode-se introduzir a
simplificagdo através deste método. O objetivo ¢ agrupar as regides onde a saida S ¢ igual a 1, de modo que seja o
menor nimero possivel de agrupamentos e as regides ndo agrupadas serdo consideradas isoladamente. Esses
agrupamentos formardo um produto (fungdo AND) e esses agrupamentos serdo somados (fungdo OR) formando
uma fungdo légica combinacional. Vale ressaltar, que no mapa, os lados extremos se comunicam podendo ser
agrupados, como sera visto adiante. Para um mapa de duas variaveis, os agrupamentos possiveis sao:

a) Quadra: conjunto de quatro regides onde S ¢ igual a 1, é o agrupamento méaximo em um mapa de
Karnaugh de duas variaveis, todos os casos possuem o S igual a 1. A simplificacdo obtida sera S = 1. A
ilustragdo dessa situacdo pode ser vista na figura a seguir:

B| B
Alll | 1]
A : i —Quadra: S =1
Al 1]

Figura 9. Mapa de Karnaugh duas variaveis: quadra. (Idoeta e Capuano)




b) Pares: conjunto de duas regides onde S ¢ igual a 1, possui lado em comum, ou seja, vizinhos. Exemplo
de pares agrupados na vertical e horizontal, duas entre 4 possibilidades, sdo vistos na figura adiante:

B | B B
Al o] o0 A|l1i] 0
T |
AlTTTl| >Pans=a AllL] 0
L>Par:S:§

Figura 10. Mapa de Karnaugh duas variaveis: pares. (Adaptado Idoeta e Capuano)

c) Isolados: regides, sem vizinhanga, onde S ¢ igual a 1 e ndo ha possibilidade dos agrupamentos
supracitados. Essa situagdo pode ser vista na figura:

B | B
Al 0 |{1)|] — AB _ _
— ~ S S=AB+AB
Alli| 0 — AB

Figura 11. Mapa de Karnaugh duas variaveis: isolado. (Adaptado de Idoeta e Capuano)
3.2. Para trés variaveis

Com trés varidveis existem oito possibilidades, estas sdo distribuidos no diagrama da seguinte forma como
mostra a figura.

B B

Caso A B C Caso 0 Caso 1 Caso 3 Cazo 2
0 0 0 0 —
1 0 0 1 Al0O 0 0]0 0 1 1 1 1 0
2 0 1 0 A BC|ABTC|ABTC|ABTEC
3 0 1 1 Caso 4 Caso 5 Caso7 | Caso6
4 | 0 0
5 | 0 1 All 00(1 0 1|1 1 1(1 1 0
6 1 1 0 A BClaABC|laBOC|ABSTE
7 1 1 1 C C C

Figura 12. Estrutura do mapa de Karnaugh: trés variaveis. (Idoeta e Capuano)

Para trés variaveis os agrupamentos possiveis sdo:
a) Oitava: agrupamento maximo para o mapa com trés variaveis, aqui todos valem 1. Esse agrupamento
pode ser visto na figura:

B B
AllT |1 [1]1 _
: H — Oitava: S =1
Al | 1] 1] 1
C C C

Figura 13. Mapa de Karnaugh trés variaveis: oitava. (Idoeta e Capuano)

b) Quadras: como acontece no duas variaveis, este ¢ o agrupamento de quatro regides, onde S ¢ igual a 1.
Algumas quadras possiveis no mapa de trés variaveis podem ser vistas na figura a seguir:
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Figura 14. Mapa de Karnaugh trés varidveis: quadra. (Adaptado de Idoeta e Capuano)

c) Pares: Este também funciona como no mapa de duas variaveis, agrupamento de duas regides onde S ¢é
igual a 1. Dois pares, entre dose pares possiveis no mapa de trés variaveis, podem ser vistos na figura:

B B
Al O :l___ﬂ 0 | — Par: AC _ _
e e g I . S=AC+ AC
Al 1| 0] 0|l _| —Par: AC
C B C

Figura 15. Mapa de Karnaugh trés varidveis: pares. (Autoria Propria)

d) Isolados: Mais um que funciona da mesma forma que no mapa de duas variaveis, sdo as regides que S ¢
igual a 1, mas ndo possuem vizinhanga. Um exemplo no mapa de trés variaveis pode ser visto na figura
adiante:

B B
Alolo| o]|| —ABC o
S i S = ABC + ABC
Alo]o|mD| o] —aBC
C C C

Figura 16. Mapa de Karnaugh trés varidveis: isolado. (Adaptado de Idoeta e Capuano)
3.3. Para quatro variaveis

Com quatro variaveis existem dezesseis possibilidades, estas sdo distribuidos no diagrama na forma como ¢
visto na figura a seguir.

Caso | A B C D

0 0 0 0 0

1 o o 0o 1 = &

2 0 0 1 0 Caso 0 Caso 1 Caso 3 Caso 2

3 o 0 1 1 0 00 O0|0O0O0OT1/001 1|00 1 0|B

4 0 1 0 0 - |ABCD/ABCD/ABCD|IABCTD

5 0 1 0 1 A Caso 4 Caso 5 Caso 7 Caso 6

6 0 1 1 0 01 00{010 1011 1(0 1 1 0
A BCD|ABCD|ABC CD|ABCD

J g 1 1 ! Caso 12 Caso 13 Caso 15 Caso 14 B

8 1 0 0 0 1100|171 01111 1|1 1 1 0

9 1 0 0 1 AABCﬁABEDABCDABCD

10 1 0 1 0 Caso 8 Caso 9 Caszo 11 Caso 10

11 1 0 1 1 1 000|1 0D01|10¢CT1{1 01 0|B

12 | 1 0 0 AE_EﬁAEEDAECDAﬁ_Cﬁ

131 1 0 1 D D D

14 1 1 1 0

15 1 1 1 1

Figura 17. Estrutura do mapa de Karnaugh: quatro variaveis. (Idoeta e Capuano)
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A simplificacdo no mapa para quatro varidveis segue o mesmo processo do mapa de trés variaveis, nesse caso
o principal agrupamento sera o oitavado. Um mapa de quatro varidveis com oitava, quadra e par, respectivamente,
pode ser visto na figura.

par
C c »
-t 1 3 | =
a 0 :1 |l:__l} B Ortava: D
0| 1o = o
—— B Quadra: AC »>S =D+ AC + ABC
'L n|o —
AH —H— — Par: ABC
1Bl ujo|B
AD| D D
quadra
oitava

Figura 18. Mapa de Karnaugh quatro variaveis: oitava, quadra e par. (Adaptado de Idoeta e Capuano)
4. METODOLOGIA

Objetiva-se demonstrar a simplificacdo de uma funcdo logica através dos métodos tradicionais da algebra de
Boole utilizando seus postulados, identidades e propriedades e, também, realizar a simplificagdo pelo método do
mapa de Karnaugh. Por fim, os resultados obtidos por cada método serdo comparados levando em consideracao a
facilidade para a realizagdo da simplifica¢do e consequentemente verificar que o método do mapa de Karnaugh ¢
mais rapido como visto em [7, 15], além de provar os beneficios da simplificacdo dentro da eletronica digital. O
desenvolvimento desse trabalho contara com o auxilio do software livre chamado Logisim, ele possibilita a
simulagdo de circuitos logicos através de uma interface grafica [16]. A funcdo 16gica S a ser trabalhada sera a
seguinte:

S=[(B+CD+D+AC)(A+B+C)+B(C+ABC+ AC)](A + B) (8)
A tabela verdade desta fungao logica, obtida através do software Logisim, pode ser vista na tabela a seguir

Tabela 14. Tabela verdade:
funcdo S. (Autoria préopria)
B C D S

e e e e R e e e == == S == S e B e B o B e B e R (e
el e R e R e B R L B e B e B e A -
= R =R e B s B e N e N = i )
_ O = O = O = O = O = O = O = O
e e e e e T e == I s T = S = S = S = W e B« S« B«

Na eletronica digital, a simula¢do do circuito combinacional que executa essa funcdo 16gica, através do
software Logisim, pode ser observado na seguinte imagem:
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“[ijals 850>
A B C D
[@] [0] [¢] [e]
—{>0-
>o—y
=D
= D—e
>0+
>0

Figura 19. Circuito que executa a funcédo logica S. (Autoria Propria)

5. ANALISE E RESULTADOS
5.1. Simplificacio através da algebra de Boole

Dada a funcdo logica (8), aplicam-se o primeiro e o segundo teorema de De Morgan:

[B+CD+D+AC)+ (A+B+C) B+ (C+ABC+AC)]|(A+B) )

Agora utiliza-se da propriedade associativa para reorganizar e aplica-se a identidade da complementagéo A=
A, ficando com:

[B+CD+D+AC+A+B+C)(B+C+ABC+ AC)|(A + B) (10)
Novamente, aplica-se o segundo teorema de De Morgan no termo destacado, obtendo:
[(B+CD + D + AC + ABC)(B + C + ABC + AC)](A + B) (11)
Utiliza-se no termo destacado, mais uma vez, a identidade da complementagao:

[(B+CD+ D+ AC+ ABC)(B + C + ABC + AC)](A + B) (12)

Neste momento ¢ possivel utilizar a identidade auxiliar A + AB = A nos termos destacados:

(B+KBC+CE+E+AC>(B+KBC+C+AC>(A+B) (13)
B D B C

Ficando apenas com:

(B+D+AC)(B+C)(A+B) (14)

Agora pode-se utilizar mais uma identidade auxiliar (A + B)(A + C) = A + BC, ficando com:
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(B+ D + AC)(B + AQ) (15)
Utiliza-se, novamente, a propriedade distributiva:
BB + BD + ABC + ABC + ACD + AACC (16)
Neste momento pode-se aplicar duas identidades: A + A = A e AA = A. Obtém-se:

B + BD + ABC + ACD + AC (17
————— ——

A partir da identidade auxiliar A + AB = A, aplicada nos termos destacados, tem-se:

B + ABC + AC (18)

E ¢ possivel utiliza-la novamente, nos termos destacados, obtendo a seguinte expressao logica simplificada que
chamaremos de S,:

S, =B+ AC (19)
5.2. Simplifica¢iio através do mapa de Karnaugh
Com o conhecimento do método de simplificagdo do mapa de Karnaugh mostrado em 2.9 ¢ possivel gerar o

um desses mapas para a funcdo S a partir da sua tabela verdade presente na Tabela 14. A funcdo logica S possui
quatro variaveis de entrada, entdo sera um mapa com dezesseis casos e ele pode ser visto na figura.

C C
|ojlo|l 0] o0|B
A

1111

B
1111
A —
oo 1|1|B
D| D |D

Figura 20. Mapa de Karnaugh da expressao S. (Autoria Propria)

Também com os conhecimentos da se¢do 2.9 ¢ facilmente percebido que ha a possiblidades de duas formas de
agrupamento, das quatro possiveis para um mapa de quatro variaveis, sdo elas: oitava e quadra. O agrupamento
pode ser visto na figura.

C C
~|ojo0] 0| O0|B
A= :
1] 1: Oitava: B
! e ©
i '_1__l__ll___1j: Quadra: AC
00|l | 1B

D D D

Figura 21. Simplificagdo através do Mapa de Karnaugh: expressao S. (Autoria Propria)
Agora ¢ possivel somar as expressdes dos agrupamentos e entdo obter a fungdo logica simplificada S;:

S; = B+ AC (20)
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5.3. Resultados

Primeiramente, ¢ possivel perceber que, pelos dois métodos de simplificacdo, as expressoes simplificadas (19)
e (20) sdo iguais. Ao fazer uma tabela verdade para a fungdo logica simplificada obtida e comparar os niveis logico
de saidas das duas fungdes, percebe-se que clas s@o equivalentes. Isso pode ser observado na tabela verdade
comparativa a seguir.

Tabela 15. Tabela verdade
comparativa. (Autoria Propria)

A B C D S S, =53
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 o0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0o 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1

E a simulagdo do circuito que executa a fungao logica reduzida, através do software Logisim, ¢ visto na imagem
a seguir

» Logisim: simplificado de circuito

Arquivo Editar Projeto Simular Janela Ajuda

&]al® e >D D>
C D

é@@@

©)s

Figura 22. Circuito que executa a fungdo logica S; e S3. (Autoria Propria)

O circuito combinacional ndo simplificado possui um total de dezoito portas ldgicas: seis portas NOT, sete
portas AND, duas portas OR e trés portas NOR. O circuito combinacional simplificado possui apenas duas portas:
uma porta AND e uma porta OR.

6. CONCLUSOES

No artigo, foi proposto uma comparacao entre os métodos de simplificagdo para expressdes booleanas e, por
consequéncia, apresentar alguma vantagem da sua realizagdo no ambito da eletronica digital. Se fez necessario,
antes de qualquer coisa, a apresentagdo da algebra de Boole, as fungdes e portas logicas que derivam dela, como
utiliza-la para reduzir expressoes logicas além da apresentagdo do método de simplificac@o utilizando o mapa de
Karnaugh.

O método do mapa de Karnaugh, por ser uma técnica de mapeamento visual, muitas das vezes pode ser feita
de cabeca com um pouco de pratica, a depender do niimero de variaveis. Além disso, o mapa de Karnaugh mostra
muito mais da expressdo por ser a representacdo em matriz para a tabela verdade. J4 a utilizagdo da algebra
booleana requer todo o conhecimento dos seus postulados e identidades, caso contrario o caminho até a expressao
simplificada final podera ser bem mais longo e, em algumas situa¢des, nem chegando na melhor simplificacio
possivel.
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No que tange a simplificacdo de circuitos 16gicos, demonstrou-se que deve ser considerada independentemente
do método a ser utilizado. O resultado obtido foi o mesmo para ambos os métodos e, nesse caso, houve a reducao
de dezoito portas logicas para duas portas logicas mantendo-se a saida equivalente, sendo considerado bastante
satisfatorio para a eletronica digital por ser espacialmente mais compacto e tendo o consumo de energia reduzido,
visto que cada porta logica deve ser alimentada.

Ja em relacdo a utilizacdo dos métodos de simplificagdo, foi possivel perceber que o mapa de Karnaugh obteve
vantagem na simplificacdo da expressdo logica proposta. No quesito agilidade o método de simplificagdo
tradicional da algebra de Boole necessitou um total de dez etapas sendo que, em algumas destas, foram necessarios
o uso de mais de um postulado, identidade ou propriedade, ja 0 método do mapa de Karnaugh, necessitou apenas
trés etapas: produgdo do mapa a partir da tabela verdade, realizacdo de agrupamentos e, por fim, a soma desses
agrupamentos formando a expressao final.
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