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RESUMO

A andlise estrutural tem como objetivo prever e estudar comportamentos de elementos
estruturais submetidos determinadas acdes ou combinages desta. Tal estudo pode ser feito de
forma analitica, experimental e numérica. O estudo analitico pode ser realizado a partir do
conhecimento fisicos e matematicos adquiridos durante a formacao da engenharia estrutural; o
estudo experimental baseia-se no ensaio em laboratério de um modelo representativo do
elemento estrutural, j& estabelecidas no campo técnico correspondente a estrutura em anélise; a
modelagem numérica é baseada no método dos elementos finitos o qual tem o intuido de
realizar analises que seriam complexas para resolver por outros meios de forma rapida e segura.
De forma geral uma coluna é um elemento delgado submetido a um esforco axial de compresséo
e 0 esforco maximo que a coluna pode suportar antes de sofrer flambagem é denominado de
carga critica. Nesse trabalho foram realizados estudos analiticos e numéricos para determinacao
da carga critica em colunas com duas condic¢Bes de apoio: engastadas nas duas extremidades e
engastada na base e livre na extremidade. Foram variados, paras essas condi¢des, 0 materiail
(aco) e as sec¢des transversais (retangulares e circulares). Com o estudo tentou-se verificar quais
caracteristicas afetariam de forma direta na quantificacdo da carga critica. Na segunda parte do
estudo foi desenvolvido um modelo numérico no software SAP2000 para determinar o valor
das cargas criticas nas mesmas colunas citadas anteriormente. Diante dos dados obtidos de
forma analitica, foi possivel determinar que a carga critica depende de variaveis, como o
comprimento da coluna, material, geometria da secdo transversal e condi¢des de contorno. Com
os resultados obtidos foi possivel compreender como cada parametro influencia na carga critica.
O modelo numeérico desenvolvido nesse trabalho apresentou valores para a carga critica muito
proximos aos que foram obtidos de forma analitica, demonstrando que o método utilizado para
construcdo do mesmo foi adequado para essa situagéo.

Palavras-chave: Carga critica. Colunas. Flambagem.
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1 INTRODUCAO

Segundo a NBR 6118 (2014), a analise estrutural tem como objetivo determinar o
comportamento devido algumas agOes em que a estrutura pode ser submetida.
Verificando o estado limite e de ultimo servico. A analise estrutural permite estabelecer
esforcos internos, deformacdes tensdes e deslocamento em uma parte ou na estrutura
como um todo. A analise estrutural é uma etapa de grande importancia num projeto
estrutural e é dever do projetista garantir sua seguranca e estética. Essas analises podem
ser analiticas, utilizando-se de principios fisicos e matematicos conhecidos; de modo
experimental ou de forma numérica com o auxilio de softwares. No ambito da engenharia
civil, os principais tipos de estruturas séo colunas, vigas, porticos, grelhas entres outras.
Neste trabalho, o objeto de estudo sdo as colunas.

Para (HIBBELER, 2018) coluna é um elemento delgado, cuja sec¢do transversal é
relativamente pequena em comparagdo ao comprimento. Se esse tipo de estrutura estiver
submetido a um esforco de compresséo axial ela tendera a sofrer uma deflexéo lateral;
esse comportamento é denominado flambagem. A carga de compressdo maxima que uma
coluna suporta antes que venha a sofrer flambagem é chamada de carga critica.

De acordo com (MARTHA, 2020) o pioneiro no estudo da flambagem de barras
submetida a um carregamento concéntrico de compressao foi o matematico Leonard
Euler, em meados do século XVIII. Euler descobriu que a estabilidade de colunas
submetidas a esforgos axiais de compressdo depende da relacdo entre a propriedade da
secdo transversal e do comprimento da coluna.

Oque determinara se a coluna vai se manter estavel ou se tornara estavel, quando
submetida a uma carga axial € capacidade que a mesma pode resistir da flexdo. Sendo
assim para quantificar a carga critica aplicasse a equacdo da linha eléstica, uma vez que
essa equacao relaciona o momento interno da coluna e sua forma defletida (HIBBLER,
2018).

Com o passar dos anos, 0s usos de programas computacionais para auxiliar nas
tarefas do dia a dia vém se tornado uma pratica mais comum. no Ramo da anélise
estrutural ndo € diferente. Atualmente o mercado conta coma uma grande variedade de
softwares baseados no método dos elementos finitos (MEF), que fornecem uma anélise

estrutural de forma rapida, interativa e segura.
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1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

Obter a carga critica concéntrica que atua em uma coluna pelo método analitico e

numeérico, este ultimo através do software SAP2000.

1.1.2 Objetivos especificos

e Obter a carga critica para colunas fixas na base e livre na extremidade e
fixas nas duas extremidades;

e Verificar a interferéncia na carga critica considerando dos tipos de se¢Ges
transversais diferentes, retangulares e circulares;

e Desenvolver os modelos numéricos de analise utilizando o SAP2000;

e Comparar os resultados das cargas criticas obtidas analiticamente e

numericamente.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 elementos submetidos a carga de compressao — flambagem

Uma vez que esteja submetida a determinas cargas, elementos estruturais podem
apresentar determinadas falhas, dependendo do material utilizado em sua construcédo, do
tipo da estrutura, das condicdes de apoio dentre outros fatores. Se a estrutura for esbelta
ou seja, apresentar uma se¢éo transversal pequena em relagcdo ao seu comprimento, estiver
submetida a uma compressdo axial, a mesma ira apresentar uma instabilidade que se
denomina flambagem. E importante salientar que a flambagem ndo esta limitada apenas
a colunas (GERE e GOODNO, 2017).

2.2 Conceito de flambagem

Segundo (HIBBELER, 2018) coluna é um elemento estrutural comprido e delgado
e que ndo deve apenas satisfazer os requisitos de resisténcia a deflexdo, sendo necessario
também que seja estavel. Caso uma coluna esteja submetida a um determinado
carregamento axial de compressdo, sua estabilidade sera perturbada e o fendbmeno que
ocorrera na estrutura denominasse flambagem.

A flambagem é fenébmeno que ocorre em elementos estruturais que estdo

submetidos a uma compressao, como é possivel observar na Figura 1.

Figura 1 - Flambagem de uma coluna devido a um carregamento axial de compresséo P.

e

ﬁ—_ A

(a) (b)

Fonte: (GERE e GOODNO, 2017)
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Na Figura 1 a), o sistema da barra se encontra em equilibrio mesmo diante da carga
de compressao P, entretanto se a carga P for intensa o suficiente ocorrera uma perturbacéo
no equilibrio que pode ser observado na Figura 1 b), esse deslocamento lateral ocorrido
é o0 que entendesse por flambagem.

A carga maxima de compressdo P, que barra pode suportar antes que venha sofrer
flambagem é chamada de carga critica Py, qualquer carregamento adicional fara com que

a barra sofra flambagem (HIBBELER, 2018).

2.3 Instabilidade em barras sob compressdo

Para compreender o fendmeno da instabilidade, deve-se considerar um sistema de duas

barras rigidas conectadas por pinos, com peso desprezivel como demostrado na Figura 2.

Figura 2 - Mecanismo de barras comprimidas.

|~
=1
I~

k
A SAPANR ey

1

(a) (b) (c)

Fonte: (HIBBELLER,2018)

A principio as barras estdo retas e a mola ndo apresenta nenhum esforgo axial.
Entretanto, diante de uma pequena alteragdo na carga P ocorrer uma perturbagéo no
equilibrio no pino do ponto A, como € possivel observar no diagrama de corpo livre na
Figura 2 c); a mola produz uma forca de restauracdo F = kA ; Essa forca reage as
componentes horizontais Px = P tg 0, que empurram a barra ainda mais para fora da
posicdo de equilibrio. Considerando que 6 é relativamente pequeno, A = 6(L/2) e tg
6 =0, a forca de restauracdo sera F = k 6(L/2), e a for¢a perturbadora 2Py = 2P6.

Se a forca restauradora for maior que a forga perturbadora, isto €, se k6(L/2) >

2P0, os 6 se anulam e concluisse que P sera:

k spep s .
P < TL equilibrio estavel
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O equilibrio sera considerado estavel se a forca restaurada desenvolvida pela mola for
intensa o suficiente para retornar as barras para configuragdo original, porem se k6(L/2)

< 2P0, tem-Se:
kL vl e B
P> ” equilibrio instavel

O equilibrio é instavel quando a forca perturbadora € intensa o suficiente para
impedir que as barras voltem para a sua configuracao original, por fim tem a situacdo em
que kO(L/2) = 2P6.

KL N
P, = ” equilibrio neutro

Nessa situacdo é onde tem-se a carga critica (Pcr) que sera independente do
deslocamento 6. Nesse ponto qualquer pequena perturbacdo nao fara com que a barra se
afaste mais do equilibrio, nem que retorne a sua posicao inicial, em vez disso a barra se

mantera na posicao defletida.
2.4  Determinacdo da carga critica (Pcr)

Um dos pioneiros no estudo da flambagem, em barras submetidas a um
carregamento concéntrico de compressao foi 0 matematico suico Leonard Euler (1704 —
1783). O modelo de Euler parte das seguintes hipo6teses: que a coluna é ideal e apoiada
por pinos (Figura 3); essa coluna é considerada perfeitamente reta, homogénea e que a
carga de compressao (P) é aplicada no centro de gravidade (CG) da secdo transversal, se
comporta de forma eldstico linear e que a flambagem sempre ocorrera em torno do menor
momento de inércia (QUEIROZ, 2020).
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Figura 3 — Coluna ideal apoiada por pinos

Fonte: (HIBBELLER,2018)

Para determinar a carga critica, de Euler partiu do principio da equacgéo da linha

elastica, que relaciona o0 momento interno da coluna com a sua forma defletida.

EI dz_v =M 1)
dx?
O produto El, (mddulo de elasticidade vezes momento de inércia) é a rigidez a
flexdo da coluna, (esse produto é considerado constante), M é o momento interno da barra.
Ao seccionar-se a barra da Figura 3, na altura de L/2 e analisando a barra de baixo
pra cima (Figura 4), tem-se um momento interno positivo no sentido anti-horario.

Figura 4 - Coluna defletida

,,,,,,

Fonte: (HIBBLER, 2018)
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Utilizando as equacdes de equilibrio pra fazer o somatério de momento na

extremidade inferior, tem-se que 0 momento interno M sera dado por:
M=-P*v 2

Subsistindo a Equacéo (2) na Equacéo (1), tem-se o seguinte caso:

d?v P
PP (E) v=>0 (3)

A Equagdo 3 trata-se de uma equacdo diferencial de segunda ordem com
coeficientes constantes. Usando os métodos convencionais para resolucGes de equacgdes

diferencias tem-se a seguinte solucéo geral para equacao:

v = (; sin ﬂx + C, cos ﬂx 4)
El EIl

Para determinar as constantes de integracao, utiliza-se das condic¢des de contorno

das duas extremidades coluna, que sdo elas:

e v =0 quandox = 0;

e v=0quandox=1L;

Aplicando a primeira condi¢do de contorno na equacao 4 conclui-se que Cz2 = 0,

quando é aplicado a segunda condi¢é@o de contorno na equacgéo, tem-se 0 seguinte caso:

P
C; sin \/; 0

A equacdo 5 é satisfeita se C1 = 0, entretendo isso assumiria que a coluna néo
sofreria deslocamento lateral, ou seja, independente da carga de compressdo aplicada a

coluna ndo iria sofrer flambagem. Outra possivel solucdo é:
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: LA (6)
sin EIL 0

Para que a condicdo da equacdo 6 seja satisfeita é necessario que:

P
\[;L =nmn (7

Onde n é um ndmero inteiro,n =1,2,3,4, ...

A Equacdo 7 pode ser reescrita da seguinte forma:

3 n?m?El
P = 12 (8)

A menor carga P serd obtida quando n = 1, logo a formula da carga critica seré:

m?El
Py = 12 (9)

A Equacdo 9 é conhecida na literatura como a Carga Critica de Euler. Esta é a
equacao de flambagem para uma coluna delgada longa apoiada por pinos.
Onde:

or = carga critica que a coluna suporta antes de sofrer flambagem;
E = mddulo de elasticidade do material;
| = menor momento de inércia da secéo transversal;

L = comprimento da coluna apoiada por pinos nas duas extremidades;

A partir da Equacéo 9, é possivel verificar que a carga de critica esta diretamente
relacionada as propriedades fisicas e geométricas do material. Entretanto é importante
salientar que a Equacéo 9 foi desenvolvida para uma coluna apoiada por pino em ambas
extremidades. Em colunas com diferentes tipos de apoios (Figura 5) deve-se ser levado

em consideracdo o fator do comprimento efetivo.
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Figura 5 - Colunas para diferentes tipos de apoios. (a) Apoiada por pinos. (b) Engastada
numa extremidade e com pino em outra. (c) Engastada e (d) Engastada e livre na outra

extremidade.
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Fonte: (MARTHA, 2020)
O comprimento efetivo Le é a distancia sem apoios dos pontos da coluna que
possui momento nulo, conforme podemos observar na Figura 5, 0 comprimento efetivo

esta relacionado ao tipo de apoio barra, cada apoio possui um coeficiente adimensional K

denominado fator de comprimento efetivo, definido por:

Le =KL (10)
Logo a Equacéo 9 pode ser reescrita da seguinte forma:
_ m’El
cr = @ (11)
Ou ainda:
2El
(12)

P = ——
cr (KL)Z
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Desde que as propriedades mecanicas e geométricas da coluna sejam conhecidas, a
Equacdo 12 pode ser utilizada de forma genérica para determinar o valor da carga critica

para os diferentes tipos de apoios que a coluna pode ser submetida.

2.5 Analise de estruturas

Quando se projeta uma estrutura é necessario levar em consideracdo certas
incertezas em relagcdo aos materiais e aos carregamentos. Tais como um possivel material
heterogéneo, tensdes residuais, alteragdes/modificagdes na geometria, cargas ocasionadas
devido a vibra¢6es ou impacto, e corrosdo (HIBBELER, 2010).

Segundo (MARTHA, 2020), analise estrutural é a etapa do projeto, na qual realiza-
se a idealizacdo do comportamento da estrutura. Tal comportamento pode ser expressado
por diversos parametros, como as tensoes, deformacbes e deslocamentos no qual a
estrutura pode ser submetida. De modo geral, a analise de estruturas tem como objetivo
determinar os esforgos internos e externos, e compreender como sera 0 comportamento
da estrutura que esta sendo projetada.

Atualmente a analise estrutural esté dividida em quatro niveis de abstracdo (Figura
6). O primeiro nivel se refere a representacdo da estrutura real na qual pretende-se fazer
a analise; o segundo nivel é modelo estrutural, esse € o0 modelo analitico utilizado para

representar matematicamente a estrutura em analise.

Figura 6 - Niveis de abstracdo

Estr
strutura Modelo Modelo Modelq
Real T Estrutural T Discreto T Computacional
Idealizacao do Discretizagao Implementagao
comportamento em parametros computacional

Fonte: (MARTHA, 2020)

O terceiro nivel € o modelo discreto. Segundo (SAMPAIQO, 2017) nesse nivel de
abstracdo o comportamento analitico do modelo estrutural € substituido por um
comportamento discreto, onde as solucGes analiticas continuas sdo representadas pelos
valores discretos dos parametros adotados. O processo de mudanca do modelo

matematico para o modelo discreto é chamado de discretizacéo.
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Nesse trabalho sé utilizaremos os estudos analiticos e numéricos, portanto ndo serao

abordadas as teorias que envolvem estudos experimentais.
2.5.1 Estudos analiticos

O estudo analitico é uma das etapas mais importante da analise estrutural. Trata-
se da idealizacdo de um modelo matematico baseado em uma situacdo real, como pode

ser visto no esquema apresentado na Figura 7.

Figura 7: Passos principais na analise de uma estrutura.

PROBLEMA REAL
Estrutura a ser analisada

MODELO PARA ANALISE
Representacio da estrutura para
que possa ser analisada

4 EQ. DE EQUILIBRIO Equilibrio das forgas: TForgas = 0; |
APLICAVEIS AO MODELO YFyv=0-R.+ R. —gq.L =0
Relagdes matematicas - N
conhecidas do estudo da Equilibrio das momentos: E\lomentos= 0;
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EQUILIBRIO EEREES
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Fonte: (MONTEIRO, 2017)

Conforme ilustrado na Figura 7, partindo do modelo real da estrutura é feito a
idealizacdo do comportamento da estrutura, obtendo assim um modelo para anélise. Para
resolugdo de tais modelos faz-se o uso de teorias fisicas e matematicas, a partir desse
principio € possivel utilizar as equac@es de equilibrio para determinar as reacGes externas
do elemento em analise.

(MARTHA, 2020) reitera que na concepgdo do modelo estrutural realiza-se uma
idealizacdo de como se dard o comportamento da estrutura real. Para tal idealizacdo é

feita uma série de hipdteses simplificadoras. Estas sdo baseadas em teorias fisicas e
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estudos experimentais, essas hipoteses podem ser em relacdo a geometria, condi¢des de
contorno, comportamento dos matérias e sobre o tipo de carregamento que no qual a

estrutura serd submetida.

2.5.2 Estudos numéricos

Um estudo experimental nem sempre é uma opcao viavel tratando-se da analise
de estruturas e algumas vezes fazer estudo analitico pode ser bastante complexo em
determinados casos. Sendo assim a modelagem numérica € uma solugdo para muitas
situacOes. Esta analise trata-se de uma simulagdo computacional do comportamento de
uma estrutura, sendo baseada no método dos elementos finitos (MEF).

O MEF trata-se de um método aproximado de calculos de sistemas continuos,
nesse método a estrutura é dividida em um numero satisfatério de elementos, que se
conectam por meio dos pontos discretos, que sdao denominados de nés. A montagem do
elemento constituinte do modelo matematico tem seu comportamento representado por
um numero finito de pardmetros, os quais na andlise de estruturas sdo deslocamentos
nodais (FILHO, 2018).

2.5.3 Modelagem numeérica via softwares computacionais

Segundo (MARTHA, 2020), os computadores vém sendo utilizados na analise de
estruturas desde de 1960. Entretendo, nessa época, 0 uso de computadores para esses fins
estava delimitados somente as universidades. Somente entre os anos de 1980 e 1990, apés
a criacdo de programas graficos interativos, a analise de estruturas veio a ganhar
popularidade.

Na atualidade hd uma grande busca na obtencdo de resultados da analise de
estruturas de forma rapida, segura, eficaz e econémica. Sendo assim, o mercado
disponibiliza de inumeros softwares exclusivos para modelagem numérica, esses sao
softwares com interfaces graficas 3D, que fazem uso do MEF para solucdo do modelo

matematico.

2.5.4 Pesquisas para determinacao da carga critica via modelagem numérica
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Foi realizada a leitura de diversos trabalhos que utilizavam a modelagem numeérica
de estruturas, com énfase principal na modelagem numeérica de colunas. Esses trabalhos
serviram como base para conhecimento acerca de temas como a modelagem numérica, a
analise de colunas por meio método dos elementos finitos. Essa leitura foi de suma
importancia para o desenvolvimento do método numeérico utilizado nesse trabalho para a

modelagem numeérica.

25.4.1 Morales (2017)

A autora desenvolveu um trabalho que teve por finalidade a determinacéo da carga
critica de painéis estruturais reforcados com conectores longitudinais e afirmou que os
painéis que possuem conetores longitudinais sdo em sua maioria estruturas de ago, dado
ao fato que sdo estruturas de facil fabricagdo e possuem uma vasta aplicacdo, desde a
construcdo de edificacGes a industria automobilistica até a industria aeronautica.

Segundo a autora painéis estruturais reforcados com conectores longitudinais, sdo
pré-moldados em fabricas, o que 0s tornam uma alternativa para a construgdo, ja que sua
producdo se dar de forma réapida, é possivel ter um melhor controle de qualidade,
produzem uma quantidade menor de residuos e tem um menor tempo de construcéo.

Os modelos utilizados na pesquisa se tratavam de duas chapas com espessuras de
6mm, comprimento de 3000mm e 1000mm de largura, dois e trés conectores lisos com
espessura de 2mm, comprimento de 3000mm, e altura de 120mm. Para determinar o valor
da carga critica foi realizado um calculo analitico, e desenvolveu dois modelos numéricos,
sendo um no SAP2000 e o outro modelo que foi criado por KZAM(2016).

Para a modelagem numérica no modelo de (KZAN, 2016), a autora considerou
uma placa delgada sob compresséo uniforme e simplesmente apoiada em suas duas
extremidades, para gerar uma instabilidade local na placa ela liberou os apoios na direcédo
em que a forca estava aplicada, e restringiu nos demais eixos. J& no modelo desenvolvido
no SAP2000, as tensdes aplicadas nas bordas das placas foram transformadas para cargas
pontuais em cada n6 do elemento.

Por fim os valores obtidos pelos trés métodos apresentaram erros relativamente
baixos, o erro entre o analitico — SAP2000 teve uma variacao entre 0,05% a 1,53%, ja
entre 0 modelo de (KZAM, 2016) — SAP2000 apresentou uma variacdo de 0,15% a
1,33%.
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2.5.4.2 Monteiro (2017)

A autora realizou um trabalho para analisar a capacidade resistente de painéis light
steel frame (LSF) com foco na modelagem numérica. Seu trabalho teve como principal
objetivo avaliar o desempenho estrutural de painéis LSF, para isso foi desenvolvido uma
modelagem numérica no software SAP2000®. Com o objetivo de validar o modelo
numérico desenvolvido, a autora comparou os resultados obtidos com outros resultados
analiticos e experimentais.

Segundo a autora, o sistema LSF tem sua estrutura formada por perfis de aco
formado a frio, sendo essas trelicas, vigas segundarias e de piso. Ela ressalta que o
objetivo principal é dividir as cargas da edificacdo, transformando em varios elementos
estruturais, onde cada um desses elementos vai distribuir as cargas uniformemente para
fundacéo.

Um modelos numérico em uma plataforma computacional, é constituido em trés
etapas devem ser seguidas para solucionar o problema, sendo elas o Pré -Processamento;
nessa fase e feita a escolha dos elementos finitos que serdo utilizado, definicdo das
propriedades mecanicas dos matérias, delimitacdo das condi¢des de contorno e a criagao
da geometria, a proxima fase € o processamento, onde o mesmo é feito de forma estatico
linear e por fim o Pds-processamento, onde é obtido os resultados e feita a comparacao
com os resultados analiticos e experimentais.

Para a criacdo do modelo no SAP2000® os montantes foram criados a partir do
elemento Frame, que é disponibilizado na biblioteca do préprio software, nesse tipo de
geometria é considera deformacdes axiais, de flexdo, de tor¢do e de cisalhamento no
calculo dos deslocamentos e pode ser utilizada para modelar barras de estruturas planas
Ou espaciais.

Quando esses montantes tiveram sua flambagem analisada pela autora, foi-se
obtido um erro de 0,25%, nos valores da carga critica apresentada pelo SAP2000® em
relacdo a obtida de forma analitica, que por sua vez foi calculada utilizando a férmula de

Euler.
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2.5.4.3 Gomes (2019)

Nesse trabalho foi analisada a influéncia da temperatura na carga critica de
flambagem fazendo uso do método dos elementos finitos, para fazer essa analise o autor
utilizou o software Ansys®.

O autor ressaltou que a deflexao lateral ocorre em elementos esbeltos que estdo, e
também que a carga maxima de compressao que tal elemento suportara é determinada
pela formula de Euler. Por vez 0 modulo de elasticidade foi definido como a méxima
tensdo que o material pode suportar antes de vim a sofrer uma deformagéo permanente, o
autor também afirma que o modulo de elasticidade pode variar de acordo com a
temperatura na qual ele é submetido,

Para esse estudo autor analisou um elemento circular com 32cm de comprimento
e didmetro de 3,2cm. Como material foi utilizado o agco A-36. As condigOes de contorno
foram definidas como engastada na base e livre no topo. Como variavel foi utilizado 5
temperaturas distintas, essa variacdo de temperatura ocasionou em 5 valores diferentes
para 0 modo de elasticidade.

Apo6s analise numérica, foram comparados os resultados numéricos com 0s
resultados obtidos de forma analitica. A variacdo da carga critica foi de 1,34% a 2,99%.
Como essa variacdo foi menor que 3%, o autor considerou a malha adotada adequada, e

concluiu as expectativas do seu artigo foram compridas pelo software.
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3 METODOLOGIA DA PESQUISA
3.1 Caracterizacao das colunas utilizadas
3.1.1 Condigdes de apoios

Foram utilizadas duas condicdes de apoios nesse trabalho: coluna engastada nas
duas extremidades (C1) e coluna engastada em uma extremidade e livre na outra (C2).
Optou-se por esses tipos de apoios por serem bastante utilizados em desenvolvimento de
modelos de projetos.

3.1.2 Tipo de material

Foram construidos modelos analiticos e numéricos utilizando como material 0 aco

estrutural, as propriedades mecanicas desse material podem ser observadas na tabela 1.

Tabela 1: Propriedades mecanicas do material utilizado na pesquisa.

] » Modulo de
Den5|dade Coef|'0|ente de elasticidade E(GPa)
p(kg/m3) Poisson v

Aco A-36 7,85 0,32 200

Material

Fonte: Autoria Prépria

3.1.3 Secgles transversais

Como objeto de anélise nesse trabalho foi utilizado dois modelos de colunas, com
sec¢des transversais distintas, uma com secéo transversal retangular (SR), outra com secao
transversal circular (SC). Os detalhes dessas se¢des sdo apresentados nas Figuras 8 e 9.
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Figura 8 - Tipos de secdes transversais retangulares (SR) utilizadas.
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Fonte: Autoria propria

Figura 9 - Tipos de secdes transversais circulares (SC) utilizadas.
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Fonte: autoria prépria

3.1.4 Comprimento (L)

O comprimento L da coluna variou 4,5m a 6,5m, sendo portanto utilizado cinco

comprimentos de colunas.

3.2 Determinacédo da carga critica (Pcr) — método analitico

A carga critica P¢r nas colunas em estudo, foram determinada de acordo com a
equacdo 12, considerando o carregamento concéntrico.

A Figural0 mostra parte da planilha elaborada para quantificar o valor da P¢r para
as secdes transversais retangulares do SR. Na Figura 11 é mostrada parte da planilha para
quantificar a P¢r para as se¢Oes transversais circulares do SR.

Nessas planilhas foram inseridos os valores do mddulo de elasticidade E, fator de

comprimento efetivo K, e comprimento L, com diferencial que na planilha dindmica SR
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é fornecido os valores de altura H e base B da se¢do, enquanto na planilha dinamica SC
é fornecido o valor do diametro D.

Figura 10 - Parte da planilha para obtenc&o da carga critica para SR

Pcr = 3,7376E+07

Fonte: Autoria prépria

Figura 11- Parte da planilha para obtencéo da carga critica para SC

Pcr = 5,7334E+04

Fonte: Autoria prépria

3.3 Determinacao da carga critica (Pcr) — método numérico

O modelo numérico foi desenvolvido no software SAP2000 versdo 23, 0 mesmo
€ um programa para analise estrutural linear e ndo-linear por meio do método dos
elementos finitos. O elemento utilizado na modelagem foi do tipo Frame, (Figura 12) que
se encontra disponivel na prépria biblioteca do software.

Foi escolhido elemento tipo frame (barra) pois esse elemento permite a simulagao

da instabilidade por flex&o, o elemento barra faz essa simulagdo com 6 graus de liberdade.
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Figura 12 - Elemento frame utilizado na elaboracdo do modelo numérico

SR SC

Fonte: Autoria propria

Foi desenvolvido um modelo adaptado de (MONTEIRO, 2017), primeiro é
aplicado as restricdes movimento para cada condicdo de contorno, na C1 os movimentos
e rotacOes sdo bloqueados em todas as direcbes na base (Figura 13.1), na extremidade
superior da base 0 movimento e rotagdo sdo liberados no eixo Z (Figura 13.2). Na C2
barra fica livre na extremidade superior e tem 0s movimentos e rotacdes bloqueados na

parte inferior.

Figura 13 - C1 SAP2000

Clase

Fonte: Autoria propria
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Figura 14 - C2 SAP2000

1) 2)

Fonte: Autoria propria

A malha foi determinada dividindo a barra em quatro partes iguais. Para realizar
a andlise da flambagem, o software discretiza caba barra em 6 elementos. Sendo assim,

cada coluna ficou com 24 elementos Figura 15.

Figura 15 - Elemento frame discretizado

a) b)

Fonte: Autoria propria
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 Resultados analiticos

A seguir serdo apresentados os resultados referentes a carga critica obtida
analiticamente. Os valores foram obtidos calculando-se as médias das cargas criticas
obtidas analiticamente nesse trabalho. As tabelas geradoras desses graficos, assim como
as tabelas com o valor exato da carga critica em cada coluna analisada, encontram-se em
ANEXOS.

Nos Gréaficos 1 e 2 sdo apresentados os valores Pcr para as secfes transversais
retangulares (SR), com variagdo dos comprimentos das colunas e para as condic¢des de

apoio C1 e C2, respectivamente.

Grafico 1: Valores médios de Pcr para os cinco comprimentos de colunas (Coluna com

condicéo de apoio C1).
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Fonte: Autoria propria

Grafico 2: Valores médios de Pcr para os cinco comprimentos de colunas (Coluna com

condicéo de apoio C2).
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Fonte: Autoria propria

Com base nos valores apresentados nos Gréaficos 1 e 2, é possivel observar que
conforme o comprimento (L) aumenta, independentemente do material que a coluna é
confeccionada (A¢o ou Madeira), o valor da carga critica (Per) vai gradativamente
tornando-se menor. Sendo assim € possivel concluir que a P em uma coluna é
inversamente proporcional ao seu comprimento.

No Grafico 2, é possivel notar 0 mesmo comportamento no valor da carga critica
que foi apresentado no Gréafico 1, quanto maior for o comprimento da coluna menor sera
valor da carga critica, porém, no Grafico 2, vé-se que mesmo com comprimentos iguais,
o valor da P¢r € consideravelmente menor em comparacao aos valores exibidos no Grafico
1.Esse fato pode ter ocorrido devido a mudanca na condigdo de contorno.

Os Gréficos 3 e 4, também mostram o comportamento da carga critica em relacéo a
variacdo do comprimento da coluna, porém agora sdo apresentados os resultados obtidos
para colunas de secdes transversais circulares (SC) e condi¢bes de contorno C1 e C2,

respectivamente.

Grafico 3: Valores médios de Pcr para os cinco comprimentos de colunas (Coluna com

condicéo de apoio C1).
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Fonte: Autoria propria

De acordo com os dados apresentados no Gréfico 3, observa-se que o tipo de secéo
transversal € um parametro que influencia na carga critica. Percebe-se que mesmo diante
da mesma condigédo de contorno e comprimento que as colunas apresentadas no Grafico
1, os valores da carga crtica apresentados no Gréfico 3 sdo consideravelmete menores,
sendo assim é possivel afirmar que a carga critica estd realcionada a propriedade

geometrica da secdo trsnversal.
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Grafico 4: Valores médios de Pcr para os cinco comprimentos de colunas (Coluna com

condicgéo de apoio C2).
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Fonte: Autoria propria

No Grafico 4 é possivel notar novamente a influéncia da condi¢cdo de contorno na
carga critica, sabe-se que cada tipo de condicdo de contorno possui um fator de
comprimento efetivo (k), que é definido de acordo com a quantidade de restricGes
impostas as extremidades da coluna, entdo, é possivel chegar a conclusdo que P é

inversamente proporcional a k.
4.2 Comparagao entre os resultados analiticos e numeéricos

Na Tabela 2 é apresentado os valores das cargas criticas obtidas de forma analitica
e numérica, para as colunas com sec@es transversais retangulares e engastada nas duas
extremidades (C1).

Tabela 2 - Valores das cargas criticas obtidas de forma analitica e numérica, para colunas

com seg0es transversais retangulares e engastada nas duas extremidades — Aco.

L(m) ANALITICO (KN)  SAP2000 (KN) ERRO RELATIVO (%)
4,5 77.982,0743 77.266,0730 0,92
5 63.165,4802 62.770,8602 0,62
55 52.028,7623 52.000,4066 0,05
6 43.864,9084 43.774,0753 0,21
6,5 37.376,0238 37.351,3260 0,07

Fonte: Autoria prdpria
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O modelo criado para a analise das se¢des transversais retangulares de 20cm x
30cm e condicgdo de contorno C1, apresentou erros relativos baixos quando comparado
aos valores da carga critica obtidos analiticamente.

Na Tabela 3 é apresentado os valores das cargas criticas obtidas de forma analitica

e numérica, para colunas com se¢Oes transversais retangulares e engastada e livre (C2).

Tabela 3 - Valores das cargas criticas obtidas de forma analitica e numérica, para colunas

com secOes transversais retangulares e engastada e livre — Aco.

L(m)  ANALITICO (KN)  SAP2000 (KN) ERRO RELATIVO (%)

4,5 4.873,8796 4.867,9479 0,12
5 3.947,8425 3.942,9742 0,12
55 3.262,6797 3.260,0550 0,08
6 2.741,5573 2.739,7185 0,07
6,5 2.336,0014 2.334,6775 0,06

Fonte: Autoria prépria

Os erros relativos encontrados na comparacao da segunda condicdo de contorno
também foram baixos, sendo assim o modelo criado no SAP2000 para determinacdo da
carga critica em colunas com se¢Ges retangulares e impostos a C1 e C2, foi bem sucedido.

Nas Tabelas 4 é apresentado os valores das cargas criticas, obtidos para as se¢des

transversais circulares (SC), para a condicdo de apoio (C1).

Tabela 4 -Valores das cargas criticas obtidas de forma analitica e numérica, para colunas

com secOes transversais circulares e engastada nas duas extremidades — Ago.

L(m) ANALITICO (KN)  SAP2000 (KN)  ERRO RELATIVO (%)

4,5 30.623,3489 30.491,7831 0,43
5 24.805,0261 24.753,6565 0,21
55 20.500,0216 20.491,4912 0,04
6 17.225,7126 17.140,2742 0,50
6,5 14.677,5302 14.704,3717 0,18

Fonte: Autoria propria

Para as secdes circulares com diametro de 20cm e condigéo de contorno (C1),
foram encontrados erros muito baixos. A Tabela 5 mostra os dados obtidos com

comparagéo para segunda condicéo de contorno (C2).
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Tabela 5 - Valores das cargas criticas obtidas de forma analitica e numérica, para colunas

com secOes transversais circulares e engastada e livre — Aco.

L(m) ANALITICO (KN)  SAP2000 (KN) ERRO RELATIVO (%)

4,5 1.913,9681 1.912,3433 0,08
5 1.550,3141 1.549,2576 0,07
55 1.281,2513 1.280,5368 0,06
6 1.076,6070 1.076,1081 0,05
6,5 917,3456 916,9879 0,04

Fonte: Autoria propria

Novamente 0s erros obtidos na comparacao entre os valores da carga critica obtida
pelo modelo desenvolvido no SAP2000 e os valores analiticos, foram relativamente
pequenos.

As Figuras 15 e 16 mostram o modelo numérico apds a analise de uma secao
transversal retangular e outra secdo transversal circular respectivamente, com condicao
de contorno engastada nas duas extremidades. Em a) tem-se a deformacéo lateral
(flambagem) da coluna, em b) tem-se a mesma deformacao, porém em uma perspectiva
3D, em c) tem-se a escala em mm da deformacdo, essa escala esta detalhada em cores, 0

que ajuda a entender onde havera a maior deformacéo na peca.

Figura 16 - SR - C1 SAP2000

, -OOEH
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Fonte: Autoria propria
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Figura 17 - SC - C1 SAP2000
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Fonte: Autoria propria

As Figuras 17 e 18, mostram as deformadas para a segunda condicao de contorno,

engastado na base e livre na extremidade.

Figura 18 - SR - C2 SAP2000
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Fonte: Autoria propria
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Figura 19- SC - C2 SAP2000
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Fonte: Autoria propria

Pode-se observar que a deformacdo em cada condicé@o de contorno da coluna foi
semelhante ao que se € proposto na literatura, ao se estudar a carga critica de modo
analitico, trabalhamos com comprimento efetivo da barra L, onde o mesmo é um produto
entre 0 comprimento real L e um fator de comprimento efetivo K que é determinado de
acordo com condicdo de contorno em analise, ja no modelo numérico é fornecido somente
o valor do comprimento da coluna, o préprio software faz o calculo de forma automatica

de acordo com delimitagGes impostas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo analitico da carga critica, nas colunas submetidas a um carregamento
concéntrico de compressao indicou, quais parametros influenciam de forma direta no
valor da carga critica, foi possivel observar o comportamento desse valor para diferentes
situacoes.

Com base nos dados obtidos pode-se concluir que flambagem em colunas esta
relacionada as suas vinculagfes, 0 que quer dizer que quanto mais 0s movimentos nas
extremidades forem restritos mais dificil serd de ocorrer flambagem na coluna.

A flambagem também esta relacionada as propriedades geométricas da coluna,
comprimento e se¢do transversal, de acordo com o comprimento vai aumentando a carga
necessaria pra provar flambagem vai diminuindo, enquanto que para secéo transversal o
valor da carga critica tende a diminuir conforme a area da se¢do também diminui.

Outro fator que pode ser observado nesse trabalho, e que influencia de forma
significativa na facilidade em que barra vai sofrer flambem € a propriedade mecanica do
material, mesmo diante, mas mesmas condi¢des de contorno e propriedades geomeétricas,
matérias mais rigidos tendem a resistir mais ao fenémeno da flambagem.

O modelo numérico desenvolvido no SAP2000, apresentou baixa variacdo nos
valores da carga critica mesmo para condi¢des diversas, quando comparado ao obtidos de
forma analitica, o que mostra que os elementos e métodos de analise foram aplicados de

forma correta, deixando assim o modelo satisfatério.
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APENDICE A

DADOS ANALITCOS
Pcr (kN) para colunas retangulares biengastada

L(m) Aco SR a) Aco SR b) AcoSRc) Aco SRd) Madeira: Madeira Madeira Madeira

SR a) SR b) SR ¢) SR d)
45m 77.982,074 32898687 9.747,7592 12184699 5107,8258 2.154,8640 6384782 79,8097

5m 63.1635,480 26.6467,936 7.8956850 9869606  4.137,3399 17454398  517,1673 64,6459
55m 52.0228,762 22.02?3,088 65253595 8156699  3.419,2884 14425122 4274110 53,4263

6m 43.863;1,908 18.505,511 54831146 6853893  2.873,1520 12121110  359,1440 44,8930

4 8
6,5m 37.376, 15.768, 4.672,0 584,00 24481 1.032,8 306,01 38,252
0238 0100 030 03 295 046 62 0

Pcr( kN) para colunas retangulares engastada livre

L(m) AcoSRa) Aco SR b) Aco SR Aco SR Madeira  Madeira Madeira Madeira
C) d) SR a) SR b) SR ¢) SR d)
45  4.873,8796 2.056,1679 609,2350 76,1543  319,2391 134,6790 39,9048 4,9881
m

5m  3.947,8425  1.665,4960 493,4803 61,6850 258,5836 109,0899 32,3229 4,0403

55  3.262,6797 1.376,4430 407,8349 50,9793  213,7055 90,1570 26,7132 3,3391
m

6m 27415573  1.156,5944  342,9460 42,8368 1795720 75,7569 22,4465 2,8058

6,5 2.336,0014 985,5006 292,0002 36,5000 153,0080 64,5503 19,1260 2,3908
m

Pcr (kN) para para colunas circulares biengastada

L(m) AcoSRa) AcoSRb) A¢oSRc) AcoSR Madeira Madeira Madeira SR~ Madeira
d) SR a) SR b) C) SR d)
45m 30.623,3489 9.684,4633 1.913,9681 119,6230 2.005,8385 634,6598 125,3665 7,8353

5m | 24.805,0261 7.848,4653 1.550,3141 96,8946 1.624,7292 514,0745 101,5456 6,3466
55m 20.500,0216 6.486,3350 1.281,2514 80,0782 1.342,7514  424,8549 83,9222 5,2451
6m | 17.225,7126 5.450,3231 1.076,6070 67,2879 1.128,2842  356,9962 70,5178 4,4074
6,5m 14.677,5302 4.644,0623 917,3464 57,3341  961,3782 304,1861 60,0861 3,7554

Pcr (kN) para para colunas circulares biengastada

L(m) AcoA-36 A¢0A-36 AcoA-36 AcoA-36 Madeira  Madeira  Madeira  Madeira
M1 a) M1 b) M1 c) M1 d) M1 a) M1 b) M1 c) M1 d)
45 19139681 6055915  119,6230 7,4764 125,3649 39,6662 7,8353 0,4897

5m 1.550,3141 490,5291 96,8946 6,0559 101,5456 32,1297 6,3466 0,3966
55  1.281,2513  405,3959 80,0782 5,0049 83,9220 = 26,5534 5,2451 0,3278

6m | 1.076,6070 340,6452 67,2879 4,2055 70,5178 22,3123 4,4074 0,2755
6,5 917,3456  290,2589 57,3341 3,5834 60,0861 19,0116 3,7554 0,2347
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APENDICE B
TABELAS BASE PARA OS GRAFICOS DA SECAO 4.1

Para G1

4,5M SM 5,5M 6M 6,oM
ACO ‘ 21.323,2234 17.271,8110 14.274,2240 11.994,3132 10.220,0065
MADEIRA ‘ 1.396,6711 1.131,3036 934,9616 785,6275 669,4104

Para G2

4 5M 5M 5,5M 6M 6,5M
ACO 1.332,7015 1.079,4882 892,1390 749,7702 638,7504
MADEIRA 87,2919 70,7064 58,4351 49,1017 41,8382
Para G3

4,5M SM 5,5M 6M 6,5M
ACO \ 5.799,2157 4.699,3897 3.883,7932 3.263,4651 2.780,7044
MADEIRA‘ 380,0132  307,8100  254,3886  213,7570  182,1361

Para G4

4,5M sM 5,5M 6M 6,5M
ACO 362,6072  293,7119  242,7371 203,9666  173,7965
MADEIRA | 23,7508 19,2381 15,8993 13,3598 11,3835




APENDICE C

COLUNA DE ACO EGASTADO - ENGASTADO

CARGA CRTICA PARA SECAQO 20CM X 30CM |

L (M) | ANALITICO SAP2000 ERRO
(KN) (KN)  RELATIVO
(%)
45 | 77.982,0743 77.266,0730 0,92
5 | 63.1654802 62.770,8602 0,62
55 | 52.028,7623 52.000,4066 0,05
6 | 43.864,9084 43.774,0753 0,21
6,5 | 37.376,0238 37.351,3260 0,07
CARGA CRTICA PARA SECAO 15CM X 30CM |
L (M) | ANALITICO SAP2000 ERRO
(KN) (KN)  RELATIVO
(%)
45 | 32.898,6876 32.830,5565 0,21
5 | 26.647,9369 26.641,0329 0,03
55 | 22.023,0884 22.046,9778 0,11
6 | 18.5055118 18.544,5343 0,21
6,5 | 15.768,0100 15.813,8427 0,29
CARGA CRTICA PARA SECAO 10CM X 30CM |
L (M) | ANALITICO SAP2000 ERRO
(KN) (KN)  RELATIVO
(%)
45 | 9.747,7592  9.779,3532 0,32
5 7.895,6850  7.927,6814 0,41
55 | 6.5253595  6.555,7234 0,47
6 5.483,1146  5.511,1368 0,51
65 | 4.672,0030 4.697,5440 0,55
CARGA CRTICA PARA SEGAO 5CM X 30CM |
L (M) | ANALITICO  SAP2000 ERRO
(KN) (KN) RELATIVO
(%)
45 | 1.2184699  1.226,3281 0,64
5 986,9606  993,5268 0,67
5,5 8156699  821,2195 0,68
6 685,3893  690,1311 0,69
6,5 584,0003  588,0928 0,70




APENCICE D

COLUNA DE MADEIRA ENGASTADO - ENGATDO

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 20CM X 30CM

L(M)

4,5
5
5,5
6
6,5

ANALITICO

(KN)
5.107,8258
4.137,3399
3.419,2884
2.873,1520
2.448,1295

SAP2000
(KN)
5.061,5757
4.112,7727
3.406,9050
2.867,8240
2.446,9645

ERRO
RELATIVO(%)
0,91
0,59
0,36
0,19
0,05

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 15CM X 30CM

L
(M)
4,5
5
55
6
6.5

ANALITICO

(KN)
2.154,8640
1.745,4398
1.442,5122
1.212,1110
1.032,8046

SAP2000
(KN)
2.150,8679
1.745,2945
1.444,2870
1.214,8155
1.035,9146

ERRO
RELATIVO(%)
0,19
0,01
0,12
0,22
0,30

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 10CM X 30CM

L
(M)
4,5
5
55
6
6.5

ANALITICO

(KN)
638,4782
517,1673
427,4110
359,1440
306,0162

SAP2000
(KN)
640,6095
519,3038
429,4277
360,9991
307,7034

ERRO
RELATIVO(%)
0,33
0,41
0,47
0,52
0,55

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 10CM X 30CM

L
(M)
4,5
5
55
6
6,5

ANALITICO

(KN)
79,8097
64,6459
53,4263
44,8930
38,2520

SAP2000
(KN)
80,3264
65,0773
53,7907
45,2040
38,5205

ERRO
RELATIVO(%)
0,65
0,67
0,68
0,69
0,70



APENDICE E

PARA COLUNA DE ACO EGATADO - LIVRE

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 20CM X 30CM

L(M) | ANALITICO  SAP2000 (KN) ERRO
(KN) RELATIVO (%)
45 4.873,8796 4.867,9479 0,12
5 3.947,8425 3.942,9742 0,12
55 3.262,6797 3.260,0550 0,08
6 2.741,5573 2.739,7185 0,07
6,5 2.336,0014 2.334,6775 0,06

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 15CM X 30CM
SAP2000 (KN)

L (M)

4,5
5
83
6
6,5

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 10CM X 30CM
SAP2000 (KN)

L (M)

4,5
5
5,5
6
6,5

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 5CM X 30CM
SAP2000 (KN)

L (M)

4,5
5
9,0
6
6,5

ANALITICO
(KN)
2.056,1679
1.665,4960
1.376,4430
1.156,5944
985,5006

ANALITICO
(KN)
609,2350
493,4803
407,8349
342,9460
292,0002

ANALITICO
(KN)
76,1543
61,6850
50,9793
42,8368
36,5000

2.054,7889
1.664,6014
1.375,8396
1.156,1744
985,2004

609,0643
493,3713
407,7629
342,6446
291,9660

76,1509
61,6813
50,9784
42,8363
36,4998

ERRO

RELATIVO(%)

0,07
0,05
0,04
0,04
0,03

ERRO

RELATIVO(%)

0,03
0,02
0,02
0,09
0,01

ERRO

RELATIVO(%)

0,0045
0,0059
0,0018
0,0011
0,0004



APENDICE F

PARA COLUNA DE MADEIRA ENGASTDA - LIVRE

CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAQO 20CM X 30CM

L(M) | ANALITICO  SAP2000 (KN) ERRO
(KN) RELATIVO(%)
45 319,2391 318,8536 0,12
5 258,5836 258,3323 0,10
55 213,7055 213,5350 0,08
6 179,5720 179,4525 0,07
6,5 153,0080 152,9220 0,06
CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 15CM X 30CM
L (M) | ANALITICO  SAP2000 (KN) ERRO
(KN) RELATIVO(%)
45 134,6790 134,5894 0,07
5 109,0899 109,0318 0,05
55 90,1570 90,1178 0,04
6 75,7569 75,7296 0,04
6,5 64,5503 64,5308 0,03
CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 10CM X 30CM
L (M) | ANALITICO  SAP2000 (KN) ERRO
(KN) RELATIVO(%)
45 39,9048 39,8938 0,03
5 32,3229 32,3159 0,02
55 26,7132 26,7085 0,02
6 22,4465 22,4433 0,01
6,5 19,1260 19,1238 0,01
CARGA CRTICA (PCR) PARA SECAO 5CM X 30CM
L (M) | ANALITICO  SAP2000 (KN) ERRO
(KN) RELATIVO(%)
45 4,9881 4,9878 0,01
5 4,0403 4,0402 0,00
55 3,3391 3,3390 0,00
6 2,8058 2,8057 0,00
6,5 2,3908 2,3907 0,00




