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RESUMO

O presente trabalho aborda os objetivos de revisar os conceitos de integrais duplas, integrais
duplas em coordenadas polares e cartesianas para aplicar os conceitos a fim de determinar os
volumes de formas ndo triviais e demonstrar sua aplicabilidade no célculo do volume de
piscinas. Justifica-se pela necessidade de solug¢des para o calculo de volume de piscinas com
formatos irregulares. Metodologicamente, o estudo ¢ feito de forma teorica e pratica, com o
auxilio do Software Geogebra para modelar a geometria da piscina na obtencdo das fungdes
necessarias para o calculo. Conclui-se que o uso de integrais duplas ¢ uma ferramenta eficiente
para o calculo de volumes de formas complexas.

Palavras-chave: integrais duplas; volume; piscinas; matematica.



ABSTRACT

The present work addresses the objectives of reviewing the concepts of double integrals, double
integrals in polar and Cartesian coordinates to apply the concepts in order to determine the
volumes of non-trivial shapes and demonstrate their applicability in the calculation of the
volume of swimming pools. It is justified by the need for solutions for calculating the volume
of irregularly shaped pools. Methodologically, the study is done in a theoretical and practical
way, with the help of the Geogebra Software to model its geometry in obtaining the necessary
functions for the calculation. It is concluded that the use of double integrals is an efficient tool
for the calculation of volumes of complex shapes.

Keywords: double integrals; volume; swimming pools; mathematics.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Piscina forma COmMPIeXa........ccccveeiiiieiiiieiiieeieeeee et 11
Figura 2 - Soma de RICMANTN. ........cooiiiiiiiie et e e e 13
Figura 3 - Sub-Retangulos 1e2180 R. .....cccoioiiiieiiieceeceeeeee e e 14
Figura 4 - Representacao da coluna do sub-retangulo.............cceccvveeiiiienciieccieeeie e 14
Figura 5 - Regido D contida em R.........oooiiiiiiiiiiiiieee e 16
Figura 6 - Re@iA0 D. ...oooiiiiiiiii e 16
Figura 7 - Exemplo Integrais Tipo L ......cccoooiiriiiiiiiniiieeeeee e 17
Figura 8 - Exemplo Integrais Tipo IL........ccooiiiiiiiiiiiiiieieceee et e 18
Figura 9 - D com uma 1regido tipo L. .....cooiiiiiiiieiie e e 18
Figura 10 - Regi@o R. ...oooooi et 20
Figura 11 - Divisdo de R em sub-retdngulos polares. ..........c.coccueviieniiiiiieniiiienieeceee e 21
Figura 12 - Grafico Relagdo coordenadas polares e coordenadas cartesianas. ............c.......... 21
Figura 13 - Grafico Relagdo dA e rdrd0. ..........coouiiiiiiiiiieeeeee e 22
Figura 14 - Grafico semi-plano SUPETIOT. .........cccveerireiiierieeieenieeiteeneeereeseneereeseeeseessneeseens 23
Figura 15 - Grafico do SOIAO. .....ccueiiiiiiiiieieeieeee e 27
Figura 16 - Representacdo da piscina dividida em dois vOIUMES..........cccceveeevierierieneeniennnene 30
Figura 17 - Reta para calculo da fung@o. ..........ccceeiiiiiiiiiiiiiiecee e 30
Figura 18 - Piscina a ser estudada. ..........cocooriiiiiiiiiiie e 34
Figura 19 - Medicdo do comprimento da PISCING. .....cecueeruieeiiieniieriiienieeieeniie e siee e 35
Figura 20 - Medicao da Largura da piSCINQ. .........cecueeiuieriiieiieiieeieesie ettt 35
Figura 21 - Medi¢ao da Profundidade da piscina. ........c..cccevieniiiiiiniiiniinienicneeicccecee 36
Figura 22 - Regido D a ser calculada...........cooooiiiiiiiiiiiiiiieeceee e 37
Figura 23 - Regido D1 a ser calculada..........c..ooiiiiiiiiiiiecceceeeee 37
Figura 24 - Regido D2 a ser calculada..........c..ooiiiiiiiiiniiiieeeeeeee 38
Figura 25 - Representacdo do trapézio a ser calculado. .........cocceeviiiiiiiiiiniiiniinieiceee 41
Figura 26 - Representacao da distancia "d"..........ccceeiiiiiiiniiniiiececeeece e 42
Figura 27 - Representacdo do valor de A. ........cooiiiiiiiniiiiiicieiceeeeceseee e 43
Figura 28 - Valores do trapézio apds ser modelado. ...........coceeveiviiniiniiiiniinenninicnecenn 43
Figura 29 - Corte Transversal dos Degraus. ..........cccceceeviriiiriiiiiiiinieniecienecneeeeeee e 44
Figura 30 - Representacdo da divisdo de reas na piSCINa.......ccuevvueerierieenieeniieenieeieeniesaeens 45

Figura 31 - Dados Reais aplicados para calculo de area. ..........ccceeeeuveeeciieencieeniieeiee e 45



SUMARIO

1 INTRODUGCAQ ..uueeeerrererererenesesesesesesesesesesesesssesssssesssesesssssssesssssssssssssessssssssssssssssssssssssssses 11
2 INTEGRAIS DUPLAS......ceveteeteetesressessessessessesssssssssssessessessessesssssesssssssssessessessessessessssseses 12
2.1 REVISAO INTEGRAL DEFINIDA ......cooooiuiimieeieeeeeeeeeeee oo, 12
2.2 INTEGRAL DUPLA E VOLUME .........oooiiiiiiieoeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 13
2.3 INTEGRAL DUPLA SOBRE REGIOES GERAIS .........c.cooviivimirieeeerereseeseeeenenenn. 15
3 INTEGRAIS DUPLAS EM COORDENADAS POLARES. ........oovevtestereesresresnessnsessenees 19
4 CALCULO DE VOLUME DE PISCINAS .....cevcevterresressessessssssssssssssessessessessessesssssssasses 29
5 ANALISE DE RESULTADOS ......cuovveueereennssssssssssessessessessesssssssssssssessessessessessessesssssssesses 46
6 CONSIDERACOES FINAIS 49

REFERENCIAS ...eevveeeeeeeveveneseseessesssssssssssssnsasssssssssssssssessssssssssssssssnssssssssssssnssssssssnsssssssssnns 50




11

1 INTRODUCAO

O célculo de volumes desempenha um papel crucial nas areas de engenharia e
arquitetura, especialmente na execucao de projetos de piscinas. Conhecer o volume de uma
piscina € essencial ndo apenas para garantir maior precisao e confiabilidade no projeto, mas
também para calcular de forma eficiente os recursos necessarios, como a quantidade de dgua
e os produtos quimicos para manutengao.

Atualmente, engenheiros civis e arquitetos enfrentam o desafio constante de inovar
em seus projetos para atender as crescentes demandas dos clientes. Um exemplo disso € a
adocdo de formas geométricas complexas, que fogem do padrdo retangular ou circular
comumente utilizado em piscinas. Esses projetos mais elaborados requerem métodos
avangados para o calculo do volume, uma vez que a matematica basica nao ¢ suficiente para

lidar com tais geometrias.

Figura 1 - Piscina forma complexa.

Fonte: Google Imagens.

Segundo Leithold (1994), uma das aplicacdes das integrais duplas ¢ o calculo do
volume de uma regido R2 de uma figura qualquer no espaco. Nesse contexto, o uso de
integrais duplas se mostra eficiente para calcular volumes de formas complexas, onde
métodos tradicionais falham.

O objetivo geral deste trabalho ¢ determinar, por meio de integrais duplas, o volume
de piscinas com formatos ndo triviais, utilizando o software Geogebra como ferramenta de

apoio. Para isso, foram estabelecidos os seguintes objetivos especificos: calcular volumes
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via integrais duplas em coordenadas cartesianas; definir e comparar coordenadas polares
com cartesianas; e aplicar coordenadas polares para o célculo do volume de piscinas.

A metodologia empregada inclui uma revisdo bibliografica e a modelagem
matematica. Inicialmente, seré realizada uma revisao da literatura sobre integrais duplas e
coordenadas polares, seguida de uma demonstragdo do conceito de volume. Em seguida,
sera estudado o caso de uma piscina localizada na cidade de Caraubas-RN, cujos dados
serdo utilizados para a modelagem no software Geogebra, permitindo o calculo do volume
por meio de integrais duplas.

No capitulo 2, sera apresentada uma revisao sobre integrais definidas, que fornecera
a base para o estudo das integrais duplas e sua aplicacao no calculo de volumes. O capitulo
3 focara na comparagao entre integrais duplas em coordenadas cartesianas e polares. Ja o
capitulo 4 trard a aplicagdo pratica do calculo de volumes de piscinas, utilizando como

exemplo uma piscina residencial real.

2 INTEGRAIS DUPLAS

O conceito de integrais duplas advém do conceito de integrais definidas, onde esse
conceito ¢ utilizado para o calculo ndo s6 de volumes, mas também de massas, centroides de

regides mais gerais (STEWART, 2013).

2.1 REVISAO INTEGRAL DEFINIDA

Segundo Craizer e Tavares (2002, p. 59) “A integral dupla ¢ a soma de infinitésimos,
cada parcela sendo a multiplicagdo do valor da fun¢do de um ponto da regido de integragdo pela
area de uma regido infinitesimal em torno desse ponto”. Sendo assim, vamos ver como ¢ feito

esse procedimento.
. . : : b .
Inicialmente iremos entender a integral definida fa f(x)dx de uma fungdo f —

R continua definida no intervalo [a,b] no conjunto R dos numeros reais onde f(x) > 0 em todo
x € R.Dividindo o intervalo [a,b] em subintervalos n adotando n-1 pontos, onde X, Xo, .... ,
Xp-1€stdo entre o intervalo a ¢ b com a condi¢do onde a < X; <X, <.... < X1 <b, considerando
que a = Xo e b = X;, para um melhor entendimento.

O conjunto de P = {X, X», ...., Xu-1, Xn} € denominado de parti¢cao do intervalo [a,b].
A necessidade dessa particao P € para que P divida o intervalo [a,b] em n subintervalos, logo

obtém-se [ X1, X2], ..., [Xn-1, Xn].
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Apos a divisdo entre P e o intervalo [a,b] e obter o primeiro subintervalo [Xi, X2] no
qual serd o primeiro, € 0 [Xu-1, Xn] serd o ultimo que sera denominado de k-ésimo de P. Onde
definiremos para qualquer k entre 0 < k < n um Gx dentro do intervalo [Xk-1, Xk], logo assim

teremos a soma de Riemann:

5= 16
k=1

Observando que A, = Xk - Xk-1 sera o comprimento k-ésimo do subintervalo. Se ||P|| ¢

anorma da parti¢do maior do Axy , entdo:

[ reoax = Y Gt
a K=1

Figura 2 - Soma de Riemann.

- p N

0 0‘5 1 1.5 K 25

Fonte: Autoria Propria.

2.2 INTEGRAL DUPLA E VOLUME

Apos rever o conceito de integral definida, podemos seguir a mesma linha de raciocinio
para definir as integrais duplas de forma geométrica calculando o volume de um solido

(STEWART, 2013).
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Figura 3 - Sub-Retangulos regido R.

AyIJ’,'fl ________ - O

N

Fonte: Stewart (2013).

Considerando uma funcao f(x,y) de duas variaveis, para determinar o volume do solido
acima de um retdngulo R, ¢ necessario, inicialmente, dividir esse retangulo em varios
subintervalos de mesmo comprimento. Ao tracar retas paralelas aos eixos coordenados,
formam-se sub-retdngulos R;; = [x;_q,%;] X [yj_l,yj] ={(y) | xi.1 S x < x5, Vj-1 <
y =< yj}. A éarea de cada sub-retangulo ¢ dada por AA = AxAy.

Posteriormente vamos arbitrar o que ¢ conhecido por ponto de amostragem sendo eles

Xij € yij de um sub-retangulo, assim teremos algo com um formato de coluna como ilustrado

abaixo:

Figura 4 - Representagdo da coluna do sub-retangulo.

LG, ¥5)

Fonte: Stewart (2013).
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Diante disso podemos calcular o volume dessa coluna através da multiplicacao da sua

base Rjj e sua altura f(xij,yij) logo temos:
f(xij,yi)AA

Com essas informagdes, para obter o volume total do s6lido, podemos realizar o

somatorio das contribui¢des de todos os sub-retangulos, de forma que:

V= izn:f(xu,yij)AA.

i=1j=1

Logo, por defini¢do se existir o limite, a integral dupla de f do retdingulo R é:

f f(x,y)dA = izf(xij'Yij)AA.
i=1

n
R Jj=1

Segundo Avila (2006), considerando que a fungio f(x,y) seja positiva, em determinados
pontos e negativos em outros, a integral sera formada por duas partes, onde havera dois volumes
a serem calculados, sendo um da parte positiva e outro da parte negativa. Logo, o volume a ser

calculado para f(x) > 0 sera:

V= U f(x,y)dA.

2.3 INTEGRAL DUPLA SOBRE REGIOES GERAIS

As integrais duplas permitem ndo apenas integrar uma funcao f sobre um retangulo, mas
também sobre uma regido D, limitada e contida em R, o que nos possibilita definir uma fungao

F com dominio em R (STEWART, 2013)

F(x,y) = {f(X'Y); se (xy) estd em D

0, se f(x,y) estd em R mas em D
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Figura 5 - Regido D contida em R.

Fonte: Autoria Propria.

Figura 6 - Regido D.

0 2 4 6 8 10 12 14

Fonte: Autoria Propria.

Logo define-se que a integral dupla de f em D, quando F for integravel em R, por:

I pf (e, y)dA = [[(F(x,y)dA

Onde F ¢ dada de acordo com as condi¢des mostradas acima. O volume do sélido estara abaixo
da curva de f quando f(x,y) = 0, logo para que [J pf (x,¥)dA exista, a If =F (x,y)dA também
precisa existir. Sendo assim, nas integrais duplas irdo ter dois tipos, sendo eles, tipo I e o tipo
II (STEWART, 2013).

Integrais do tipo I serdo reconhecidas a partir da visualizagdo do grafico e a identificacdo

da regido formada entre duas fung¢des continuas, onde:
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D={(xy)a<x<bgi(x) <y < g,(x)}

Lembrando que g1 e g2 no intervalo [a,b] sdo continuas.

Figura 7 - Exemplo Integrais Tipo 1.

YA
_ Y=9:(x)
D

| |

| |

| Y=g (x) I

I >
0 a p X

Fonte: Stewart (2013).

Logo para o célculo de integrais do tipo I temos a seguinte férmula:

|| ree.yaa- j b I " e y)dyd

g1(x)

Integrais do tipo II também serdo reconhecidas a partir da visualizagdo do grafico e a

identificacao da regido formada, onde:

D={xylc<sy<dhmh@)<x<h(}

Lembrando que h; e h; no intervalo [c,d] s3o continuas.
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Figura 8 - Exemplo Integrais Tipo II.

y A

=Y

Fonte: Stewart (2013).

Logo para o célculo de integrais do tipo II temos a seguinte formula:

[| ryaa= | ' | 7 e yyddy.
| .

h1(¥)

Exemplo 2.3.1: Determine o volume do sélido que esté abaixo do paraboloide Z = x? + y%e
acima da regiio D do plano xy limitada pela reta y = 2x e pela pardbola y = x?,
(STEWART,2013, p. 889).

Figura 9 - D com uma regiao tipo I.

Fonte: Autoria propria.

Soluc¢édo: Observando o grafico pode se retirar a seguinte informagao, que ¢ uma integral dupla

de tipo I, pois de acordo com Stewart (2013), integrais do tipo I serdo reconhecidas a partir da



19

visualizacdo do grafico e a identificagdo da regido formada entre duas fun¢des continuas em x,

onde:

D={xylasx<bgi(x)Sy<=<g,(x)}
Logo observando o grafico da Figura 9 tem-se:
D={(xy0<x<2x*<y<2x}

Partindo disso para o calculo do volume do s6lido segundo Stewart (2013), integrais do tipo I

tem a seguinte formula:

— || reuyraa- f b | " e y)dyds.

g1(x)

Sendo assim o volume de Z = x2 + y? acima de D ser4 calculado da seguinte forma:

2

2 p2x
V= f (x%2 + y?)dA = f f (x? + y?)dydx
D 0 Jx

Integrando em relagdo a y temos:
31Y=2x 233
X
jlxy+— dx—J K - 2x + )> < -x2+(3)>ldx

Integrando em relagdo a x e aplicando os limites de integragdo, temos:

2
2 x® 14x3 x7  x 7x* 216 .

=f (———x4+—) dx = [————+—] = — unidade de volume.
0 3 3 21 5 6 g 35

3 INTEGRAIS DUPLAS EM COORDENADAS POLARES

Digamos que temos que calcular a integral dupla [/ =f (x,y)dA onde a regido R esta

demonstrada na figura abaixo, observando bem conclui-se que resolver em coordenadas
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retangulares torna-se a resolugdo mais complexa, sendo assim, utiliza-se das coordenadas

polares para concluir o que se pede.

Figura 10 - Regido R.

X2+y2=4

-2 -1 0 1 2

X2 + yz =1
Fonte: Autoria Propria.

A regido da Figura 10 onde, R = {(r,0):1 <r < 2,0 < 0 < m} é um caso especial de

um retangulo polar, onde a defini¢do para uma regido de retangulo polar ¢ dada por:
R={(r60)a<r<ba<6<p}

Sendo assim, para o calculo o intervalo [a,b] é dividido em subintervalos de larguras

iguais , denominado de m, logo:

_ -0
-9

Ar

O mesmo raciocinio se aplica ao intervalo [a, ] que também sera dividido em

subintervalos de larguras iguais, denominados de n, sendo assim:

_B-o

n

460

Dessa forma, o retingulo polar R ¢ dividido em sub-retangulos polares Rjj, conforme

ilustrado Figura 11. Assim, temos:
Rij = {(r, 0):ri_, <r<rm, 9j—1 <0< 9].}

Para um melhor entendimento denominamos o centro do sub-retangulo:
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" ri_1+ri

i :T

gfk:w
J 2

Figura 11 - Divisdo de R em sub-retangulos polares.

Fonte: Stewart (2013).

Também sera necessario realizar a transformagao de coordenadas cartesianas para
coordenadas polares. Para isso, primeiro vamos relacionar coordenadas polares e

coordenadas cartesianas, observe a Figura 12.

Figura 12 - Grafico Relagdo coordenadas polares e coordenadas cartesianas.

YA
P(r,0) =P(x, y)
/‘/,u
) p
19 u .
0 X X

Fonte: Stewart (2013).

Observando a Figura 12 pode-se observar que se tem um tridngulo retangulo, logo para

relaciona-los utilizamos o cosf e o senf logo vamos ter a seguinte relagao:
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x y
cosf =— ; senf ==
T T

Ty
T

Multiplicando “r”” nos dois lados da igualdade tem-se:

x =rcosf; y =rsenb

Por fim, ¢ necessario transformar dxdy para rdrd6, o que pode ser feito observando a

area diferencial dA. Como mostrado na Figura 13, dA corresponde a rdrd6.

Figura 13 - Grafico Relagdo dA e rdrdf.

dA
(19)// 2
- ~ \dl
F
o /r/ rdé
-~
/4//
= >

Fonte: Stewart (2013).

Para uma melhor compreensdo do que foi citado acima vamos ver como ¢ feito na
préatica analisando o exercicio abaixo.
Exemplo 3.1: Calcule [f R (3x + 4y?)dA, onde R ¢ a regido do semiplano superior limitada
pelos circulos x? + y? = 1 e x? + y? = 4, (STEWART, 2013, p.897).
Solucgio: Primeiramente tenta-se resolver por coordenadas cartesianas plotando o grafico das

fungdes onde teremos uma f(x) = V1 —x? e g(x) = V4 — x2.
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Figura 14 - Grafico semi-plano superior.

056 1 15 2

Fonte: Autoria Propria.

Observa-se na Figura 14 que se tem como limites de integragdo 1< x < 2 e
V1—x%2 <y <vV4—x2
Entdo desta forma podemos aplicar na equagao para o calculo da area da regido R, logo

tem-se:

2 Va—x?
f f (3x + 4y?)dydx
1 JV1-x2

Resolvendo em relagdo a y:

i =
(Bx + 4y?)dy = [Sxy + —y3]
j\/l—xz 3 Vi-x2

 [ox (A=) +5 (5=) —3x (VT=7) -3 (V=)
Agora integrando em relagdo a x:
[ [o+ (=) + 4 (=) 30 (T=77) = 4 (VT

Observa-se que em coordenadas cartesianas a resolucdo do exercicio se torna bem mais

trabalhoso, nesse caso ¢ aconselhado buscar uma solucao através de coordenadas polares.
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Segundo Stewart (2013), coordenadas polares de um ponto qualquer podem ser
relacionadas diretamente com coordenadas retangulares através das equagdes 72 = x? + y2,

x =rcosf,y = rsenf e por fim e que dA = rdrd@, sendo assim utiliza-se a formula:

ffRf(x, y)dA = .[j Lbf(rcose,ysene) rdrd@

Observando a Figura 14 consegue-se extrair os seguintes dados:
{My=0;1< 22+ y? < 4}

De acordo com Stewart (2013), em casos especiais de um retangulo polar onde R =

{(r,@)|la<r<ba<f<f}ltem-sequel <r<2e¢0<6 <m,logo:

T 2
ff(3x+4y2)dA = f f [3rcos8 + 4(rsenB)?] rdrd8
s 0o J1
Multiplicando o “r”:
T 2
J j [3r%c0sO + 4r(rsenB)?] drdo
0o J1
Resolvendo o quadrado e aplicando as multiplicagdes necessarias:
T 2
J J [3r%cos6 + 4r3sen?6] drdo
0o J1
Resolvendo em relacao a r:
2 X 3r3 4rt 12
f [3r2cosO + 4r3sen?0]dr TcosH +Tsen 0 1
1

2
2
j [3r2cos0 + 4r3sen?0]dr = [r3cosf + r*sen?0] 1
1

Aplicando os limites de integracdo, temos que:
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2
f [3r2cosBO + 4r3sen?0]dr = [23cos8 + 2*sen?0 — 13cosH — 1*sen?0]
1
2
f [3r2cosO + 4r3sen?6]dr = [8cosO + 16sen?8 — cosf — sen?0]
1

2
f [372cos8 + 4r3sen®0]dr = [7cosO + 15sen?6]
1

Ap0s obter-se o resultado da integral em relagdo a r resolve-se a segunda integral em

relagdoa @ :
s
j [7cosO + 15senf]do
0

Antes de partir para a integracdo de fato aplica-se uma identidade trigonométrica para

facilitar o calculo onde, sen?6 = %(1 — c0s20) logo, tem se:

jn [7cos€ + 15 G) 1- cosZQ)] do
0

Aplicando as multiplicagdes necessarias:

T 15 15
f [70050 + (—) — (—) 60520] dae
0 2 2

Observa-se que se pode aplicar a propriedade de diferenga das integrais, também
conhecida como linearidade, afirma que a integral de uma diferenca de fungdes € igual a
diferenc¢a das integrais de cada funcdo. Para integrais simples, essa propriedade ¢ expressa da

seguinte forma:

[ - gendx = [ reodx - [ gtds

Sendo assim, pode-se aplicar esse conceito no nosso exercicio, logo tem-se:
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; 15 (15
f [7C0$9 + (7)] doe — f 7C0$29 do
0 0

Logo integrando o segundo termo da diferenca das integrais:

15
f (7 60520) de

o o . d
Para resolve-la utiliza uma substitui¢ao de varidvel onde u = 26 ¢ Tu = d#@, logo:

%Sf cos(w)du = 1755371219 (1)

Resolvendo a outra parte da diferenga da integral:
15 15
f [7c050 + <7>] df = 7senf + 79 (2)

Agora (1) e (2) e aplica-se os limites de integracao:

7sinf + <12—5 9) - (%senZH)]g = [7sen(n) + (12—57T> - <% sen(Zn))] = 17571

Observa-se que nesse caso a aplicacdo de integrais por coordenadas polares facilitou a
resolucdo do exercicio em questao.

Vamos aplicar o que foi demonstrado nesse topico para o célculo de volume de um
solido.

Exemplo 3.2: Calcule o volume do sélido acima do plano xy delimitado por z = 4 — 2x2 —
2

2y“.

Solucio: Inicialmente considera-se z = 0ey = 0;

0 =4 —2x% —2(0)2
x =2
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Agora considerando z = 0 e x = 0;

0=14-2(x)%-2y?
y=v2

Utilizando o mesmo raciocinio para x = 0 e y = 0, temos;

z=4-2(0)%-2(0)2
z=4,

Com base nessas informacgdes foi plotado o grafico do sélido na Figura 15 onde

f(x,y) =4 — 2x? — 2y? e R é aregido do plano xy delimitada por x* + y? = 2, logo;

Figura 15 - Grafico do sélido.

Fonte: Autoria propria.

V= ff(él — 2x?% — 2y?)dxdy.
R

Para a solugdao do volume desse sélido, utiliza coordenadas polares, pois sabe-se que a
regido R é de forma circular, onde os limites de integragdo serdio 0 < 6 < 2me 0 < r <2,
Sendo assim, aplica-se os dados obtidos através da andlise do grafico da Figura 15 na

construcao da equagdo para o calculo do volume do sélido.
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Entdo j4 aplicando as coordenadas polares onde x = rcosf,y = rsenf e dA = rdrd6

tem-se;

V= ff(él — 2x% = 2y?)dxdy
R

2T \/f
V= f f [4 — 2(rcos8)? — 2(rsenB)?] rdrd6
o Jo

Resolvendo os quadrados e colocando 272 em evidéncia:

2w 2
V= f j [4 — 2r2cos?%6 — 2r?sen?0] rdrd6
o Jo

2 V2
V= f j [4 — 272%(cos?6 + senB)] rdrd6
o Jo
Sabe que por identidade trigonométrica que cos? + sin? = 1, logo:
21 V2
V= f f [4 — 2r?] rdrd®
o Jo
Multiplicando r em todos e resolvendo a integral em relagdo ar:
21 V2
V= f f [4r — 2r3] drdO
o Jo
2T 4.,,.2 27,.4- \/E
v=[|(5) - ()| g @8
0 2 4 0

Aplicando os limites de integrag¢do sabendo que o segundo termo ird zerar tem-se:

- [ _zwff‘] o

21
V=J 2de
0

Resolvendo a integral:
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2m
V =[26] 0= 2+ 2w = 4w unidades de volume.

Observa-se que, integrais duplas em coordenadas polares sdo bem aplicaveis para o

calculo de volumes de s6lidos com caracteristicas circulares.

4 CALCULO DE VOLUME DE PISCINAS

O célculo do volume na matematica ¢ uma aplicacdo essencial, principalmente na area
da engenharia e arquitetura. Quando se trata de projetar e construir piscinas, ¢ importante que
o calculo do volume seja preciso. Nao apenas para garantir que a piscina tenha a capacidade
desejada, mas também para estimar a quantidade de materiais necessarios, como agua e
produtos quimicos para manutenc¢do. Além disso, o calculo do volume ¢ essencial para garantir
a seguranga estrutural e o conforto dos usuarios.

Neste contexto, as integrais duplas se apresentam como uma ferramenta de grande valia
para a resolug¢do de problemas de volume em formas complexas. Ao integrar sobre uma area
definida, € possivel determinar o volume total de uma piscina, independentemente de seu
formato. Este método € particularmente til para piscinas com formas irregulares, onde métodos
de calculo simples ndo seriam precisos ou aplicaveis. A seguir, apresentaremos um exemplo
pratico do célculo do volume de uma piscina utilizando integrais duplas, demonstrando passo

a passo a aplicacdo desta técnica matematica.

Exemplo 4.1: Uma piscina circular tem didmetro de 10 metros. A profundidade ¢ constante ao
longo das retas de leste a oeste e cresce linearmente de 1 metro na extremidade sul para 2 metros

na extremidade norte. Encontre o volume de agua da piscina, (STEWART,2013, p. 900).
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Figura 16 - Representag@o da piscina dividida em dois volumes.

/-—_7 o
\______; ]

2m

10m
Fonte: Software GeoGebra (2024).

Solu¢ao 1: Para iniciar a resolugao desse problema, ¢ necessario determinar a fungao a ser
integrada. O enunciado indica que a profundidade cresce linearmente, variando de 1 metro na
extremidade sul para 2 metros na extremidade norte. Considerando que o didmetro da secdo ¢
de 10 metros, adotamos o ponto (0,0) como centro do grafico, resultando em um raio de 5
metros. Assim, temos os seguintes pontos:

e Para a extremidade norte, a profundidade de 1 metro corresponde ao ponto (5,1).

e Para a extremidade sul, a profundidade de 2 metros corresponde ao ponto (—5,2)

Figura 17 - Reta para calculo da fungao.

2_

(5, 1)

6 4 2 0 2 4 6

Fonte: Autoria Propria.
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A partir do grafico podemos determinar a equacdo da reta onde sabe-se que tem sua
formagao da seguinte forma:

z=ax+b (1)

Partindo desse principio vamos substituir os pontos (-5,2) e (5,1) na equagao 1 para
encontrar a equacao da reta:
S5a+b=1 (2)
—5a+b=2 3)

Somando as equagoes 2 e 3 para encontrar o valor de b:

Substituindo o valor de b na equacgao 2:

3
5a+§=1 (x 2)

10a+3 =2
10a =2 -3
10a = -1
4 -1
10
Logo com os valores de a e b substituindo na equacao (1) tem-se a equacgdo da reta que

representa a profundidade da piscina:

_—x+3
=702

Sabendo que a piscina tem o formato circular com diametro de 10 m, o raio sera 5, dessa
forma, os limites de integracio sdo definidos pela equacdo x? + y? = 52 | resultando em 0 <
r <5e¢0 < 6 < 2r. Entdo com todos os dados obtidos ja se pode calcular o volume da piscina

em questdo.
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Onde sabe-se que x = rcosf e dA = rdrd@. Aplicando os limites de integragao:

fz”fs(—rcose N 3) irdo
—|rdr

o Jo 10 2

Fazendo a multiplicagdo de r em todos os termos:

J‘Z"J‘5 —r26059+3r irdo
o Jo\T10 2 )"

Integrando em relagdo a r:

J‘Z" I—r3c050 N 3r2r 1
o |30 4|,
2nl/—53c0s8 3(5)? —03cosf® 3(0%)
f + - t d6
. 30 4 30 4

J‘Z" (—1256059 N 75) 1
. 30 4

Integrando em relagdo a 0 e aplicando os limites de integragdo:

[—12556719 75071°"

=730 T2,
_|{—125sen2n N 75(2m) —125sen0 N 75(0)
B 30 4 30 4

Observa-se que o segundo termo ird para 0 e que sen2m = 0, logo:

_75(2m)
4
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No entanto, ao analisar mais detalhadamente, ¢ possivel resolver essa questdo de uma
forma mais simples, dividindo o problema em dois volumes e, em seguida, somando-os para

obter o volume total.

Solucdo 2: Entdo inicialmente pode-se calcular Vi e V2 como mostrado na figura 16 pela
formula do calculo do volume de um cilindro que é V = nr2h, onder =5, hy = 1e h, = 1,

onde V, sera dividido por 2 por se tratar da metade de um cilindro.

V—V+V2
=V +

m5% -1
2
251

V =25 —_—
T+ >

V=mn5%-(1)+

=250 (1+3)

V= 28 3_757‘[ 3
= 257 7= m>.

Como pode ser observado nem todo caso sera vantajoso aplicar o método de integrais
duplas para o célculo do volume de piscinas, pois havera maneiras mais praticas a depender do
seu formato.

Vamos agora apresentar um outro exemplo de uma piscina real, que fica localizada na
Rua Maria Nazaré de Melo, n® 225, no bairro Sebastiao Maltez, na cidade de Caraubas-RN. A
residéncia estd localizada préximo ao Hospital Regional Doutor Aguinaldo Pereira da Silva, A
piscina estudada tem um formato retangular, com as quinas arredondadas, uma profundidade
constante e trés degraus que acompanham esse design, o que proporciona um design moderno
e favorece a circulagao de agua. Suas dimensdes e peculiaridades geométricas serao analisadas

com base na metodologia de integrais duplas para o calculo do volume, conforme o tema central

do trabalho.
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Figura 18 - Piscina a ser estudada.

Fonte: Autoria Propria.

Inicialmente, foram coletadas as dimensdes da piscina em estudo, visando obter dados
precisos para a modelagem. Essas informagdes sdo essenciais para a criagdo de uma
representacado fiel no software Geogebra, que auxiliard tanto na analise geométrica quanto nos
calculos necessarios para o desenvolvimento do projeto.

A medicao do comprimento da piscina foi realizada com o auxilio de uma trena métrica.
A trena foi estendida de uma extremidade a outra ao longo da borda, seguindo o contorno
arredondado das quinas. Com o apoio do orientador do trabalho professor Antonival, que
segurou a trena em uma das extremidades, ela foi esticada até a extremidade oposta, conforme
ilustrado na Figura 19. Todo o processo foi feito com cuidado, garantindo que a trena
permanecesse nivelada e esticada, a fim de evitar erros de medi¢do. O comprimento registrado

foi de 8,20 metros.
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Figura 19 - Medi¢do do comprimento da piscina.

Fonte: Autoria Propria.

Em seguida, realizou-se a medigdo da largura da piscina, utilizando o mesmo método
empregado para o comprimento. O orientador estendeu cuidadosamente a trena de uma
extremidade a outra, garantindo que ela permanecesse totalmente tensionada para evitar erros

de medicdo. Conforme ilustrado na Figura 20, a largura registrada foi de 3,70 metros.

Figura 20 - Medicao da Largura da piscina.

Fonte: Autoria Propria.

Por fim, a profundidade foi medida com o auxilio de uma vara, ja que o uso exclusivo
da trena métrica ndo garantiria precisdo, devido ao fato de a piscina estar cheia no momento da
medi¢do. A vara permitiu realizar a aferi¢do diretamente na dgua, evitando erros que poderiam
ocorrer com o uso apenas da trena, como flutuagdo ou distor¢do visual. A vara foi inserida na
lateral da piscina até tocar o fundo, conforme mostrado na Figura 21. Apds a remogao da vara,

a profundidade foi medida com a trena, resultando em um valor de 1,35 metros.
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A piscina tem uma profundidade total de 1,35 metros. O primeiro degrau estd a 1 metro
de profundidade, o segundo degrau possui uma profundidade de 0,70 metros e o terceiro degrau
esta a 0,35 metros de profundidade. Essas medidas foram obtidas através de medigdes diretas

no local, garantindo precisdo nas alturas dos degraus em relacao a profundidade total da piscina.

Figura 21 - Medigdo da Profundidade da piscina.

Fonte: Autoria Propria.

Se observar a Figura 18 nota-se que as quinas da piscina sdo arredondadas logo vamos
aplicar integrais duplas para conhecer a drea onde essa parte arredondada ocupa na piscina,

vamos nomear essa area de Ap = [f dA onde:

to= = [faa- [[

Onde D estd limitado em D; = {(x,y) ER% x> +y?  <4ex—y >0} e D, ={(x,y) €
R%(x—1*+y?<1ex—7y =0} como mostra a figura 22 e de acordo com o Stewart

(2013) em coordenadas polares dA = rdrd®.
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Figura 22 - Regido D a ser calculada.

/Lﬂ 02 04 06 08 1 12 14 16 18 ‘z

Fonte: Autoria Propria.

Em seguida, ¢ necessario definir os limites de integracdo para a regiao Di. A partir da

analise da Figura 23.

Figura 23 - Regido D1 a ser calculada.

05

Fonte: Autoria Propria.
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. . ~ . Vs .
Podemos observar que os limites sdo os seguintes 0 <r <2e0 <0 < - sendo assim:

2
f rdrd@
0

Também tem que definir os limites de integracdo para o D>, a Figura 24 mostra que os

||
O i

. . . ~ ~ V3 . . . .
limites de integracdo sao 0 <r<ke0 <6 < 7 onde teremos que definir o limite superior

der:

Figura 24 - Regido D2 a ser calculada.

0.5

Fonte: Autoria Propria.

Entao tem-se:

k
f rdrd0
0

||
Ot —— 3

Entdo para determinar o limite superior “k” de D> utiliza-se a equagdo da circunferéncia

(x — 1)? + y? = 1. Vale relembrar que, para coordenadas polares x = rcos6 e y = rsen8, logo:

(x—1D2+y?2=1
(rcosd — 1)? + (rsenf)? =1
r2cos? 0 — 2rcosf + 1 + r?sen?6 =1

r2cos? 6@ — 2rcosf + r?sen’9 =1—-1
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72 cos? 0 — 2rcosf + r?sen?d = 0 (+ 1)
7 cos? 6 — 2cosO + rsen?6 = 0

7 (cos? 8 + sen?6) = 2cosH

Onde pode se observar que cos? 8 + sen?6 = 1, logo:

(1) = 2cosO

r = 2cos0

Entdo determina-se o limite superior para D> onde temos que:

T
4 2cos0

D, = f j rdrdf
0 0
Logo, ap6s determinar esse limite superior podemos calcular a area de D onde:

to=fJan= [ aa- [[ o

Vs
4

13

2 2cos6

AD=ﬂdA=jerrd9—ff rdrdf
D 00 0 0

Resolvendo o primeiro termo da diferenga:

P2
D1=Jfrd7'd9
00
Zrzz
0 21,
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Resolvendo o segundo termo da diferenca:

-P|=l

2cos6

D, f f rdrdf
0 0

22C059

r

Dz=flzl chosZHdH
0

Utilizando substitui¢io trigonométrica que 2 cos? 8 = 1 + c0s26 temos:

13

j‘ 14 29 do = 4 [senZB]% o N 1
€os 7 I R
0
Realizando a subtracao:
% % cos6

o= ffaa= [ fraran- [ rira

T T 1 mT—2 )
AD=ffdA=§‘(z+z>= ;™
D

Ap = 0,29 m2.

Ap0s encontrar a area do setor arredondado Ap € necessario encontrar a area que
compoe o restante do degrau da piscina, especificamente a se¢do reta. Ao examinar o degrau
de forma mais detalhada, percebemos que ele ¢ constituido por uma parte reta central, cujas
extremidades sdo suavemente arredondadas. Essa configura¢do resulta em uma forma que
combina a linearidade da secdo reta com a suavidade das curvas nas extremidades, exigindo
uma analise cuidadosa para calcular com precisao a area total. Esse arredondamento ocorre nas
intersecOes entre a reta que define a parte reta do degrau e o arco de um circulo azul, que
descreve as curvas nas extremidades. A inten¢do aqui € calcular a area do degrau, que pode ser
modelada como um trapézio como demostrado na Figura 25 na area vermelha, considerando o

efeito das quinas arredondadas em suas bordas.
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Figura 25 - Representacdo do trapézio a ser calculado.

Trapézio

Fonte: Autoria Propria.

Para determinar a érea total do degrau, ¢ necessario definir as dimensdes do trapézio,
incluindo suas bases e altura. Além disso, deve-se levar em conta como a curva circular afeta o
formato das quinas e, consequentemente, a area total.

Como o degrau tem quinas arredondadas, modelamos essas quinas como parte de um circulo,
cuja equagao é:

(x—1)?%+y2=1

A transicdo entre a parte reta e a arredondada do degrau ocorre exatamente nos pontos
de interse¢do entre essa reta e o circulo. A parte reta do degrau segue uma linha inclinada em

um angulo de 45°, ou seja, a equacdo dessa linha é:

y=x(1)

Para calcular onde a parte reta do degrau (a reta y = x) encontra a parte arredondada (o

circulo), substituimos (1) na equagao do circulo:

(x—1)2+x2=1
x*—2x+1D+x*=1
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2x>=2x+1=1
2x2 —2x =0
x(x—1)=0

Portanto, as solugdes sdo x =0 e x = 1, correspondendo aos pontos (0,0) e (1,1). Esses
sdo os pontos de intersecao entre a reta e o circulo. Geometricamente, isso indica onde a parte
reta do degrau termina e a parte arredondada comeca.

Agora vamos calcular a distancia “d”, que representa a distancia do inicio até o fim da

parte arredondada das quinas, representada na Figura 26:

Figura 26 - Representagdo da distancia "d".

45°

Fonte: Autoria Propria.

Calcula-se da seguinte forma:

cos45° = g
2
V2 d
2 2
d= 2

Entretanto, a altura da parte arredondada do degrau ¢ a diferenca entre V2 e a

coordenada y = 1, onde A = A, ou seja:

A=4,=V2-1=041
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Figura 27 - Representacdo do valor de A.

A

14

12 A,y

08

0.6

04

0.2

02 04 06 08 1 12 14 186 18 P

Fonte: Autoria Propria.

Apods encontrar a altura podemos modelar o trapézio para encontrar a sua area “A”

através da equacao abaixo:

_(B+b)-h
t— 2

Onde B ¢ a base maior, b é a base menor ¢ h ¢ a altura.:

Figura 28 - Valores do trapézio apods ser modelado.

Aﬂ 0.90 0.41

0.41 0.41
/ 2

Fonte: Autoria propria.

Entdo para a drea do trapézio que representa a parte do degrau vamos ter:

(1,724 0,90) - 0,41
.=
2
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A, = 0,53 m?

Agora pode-se encontrar o valor total da area do degrau onde a area do degrau sera a

soma da area do trapézio com a area do setor arredondado.

Area do degrau = A, + 2 - A(D)
Area do degrau = 0,53 + 2+ 0,29

Area do degrau = 1,11 m?
Em seguida para ter o volume de cada degrau da piscina vamos multiplicar sua area por

cada profundidade respectivamente, onde o degrau 1 estd a 1 metro de profundidade, degrau 2

a 0,70 metros ¢ o terceiro estd a 0,35 metros de profundidade, conforme a Figura 29.

Figura 29 - Corte Transversal dos Degraus.

08

a6

04 .V.2
a2
Vs

a 0.2 04 0.6 08 1 12 14 18 18 2 r 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42 44

Fonte: Autoria prépria.

vV, =111-1=111m3
V, =1,11-0,70 = 0,77 m?
Vs =1,11-0,35 = 0,38 m3

Agora vamos fazer o volume da piscina sem levar em consideragdo os degraus tendo
como base o exercicio do Stewart (2007) onde ele demonstra como calcular a area de uma

piscina deste formato, observe a Figura 30:
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Figura 30 - Representagdo da divisdo de areas na piscina

Fonte: Autoria Propria.

Na Figura 30, pode-se observar que o formato ¢ semelhante ao da piscina a ser analisada
neste trabalho. Para calcular as areas dessas se¢des, a abordagem consiste em dividir a piscina
em formas geométricas conhecidas, facilitando a obtengao dos valores individuais de suas areas.
Em seguida, somamos essas areas para determinar a area total da piscina. O exercicio de Stewart

(2007) fornece a seguinte formula para o calculo da area total da piscina:

Ay = LW + 2L +2W + 1 - 12

Aplicando nossos dados coletados da piscina a ser estudada temos:

Figura 31 - Dados Reais aplicados para calculo de area.

Fonte: Autoria Propria.

Entdo aplicando os dados que foram obtidos na equacao As que foi apresentada, vamos

obter a seguinte area total:
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Ag = LW + 2L+ 2W + 1 - 12
As = (1,70 6,90) + (2 - 6,90) + (2 1,70) + 7 - 12
As = 32,07 m?

Para obter o volume da piscina, multiplicamos a area total pela profundidade. E
importante ressaltar que, para calcular o volume da piscina sem considerar os degraus, podemos
utilizar a profundidade total ja calculada, que ¢ de 1,35 metros. Assim, ao multiplicar a area

total da superficie da piscina pela profundidade, obtemos o volume total disponivel:

V, = A, - 1,35
V, = 32,07-1,35
V, = 43,29 m3

Entdo por fim para obter o volume real da piscina (V,) subtrai o volume dos degraus pelo
volume V(S):
Vp =V = (VN1 + V2 +V3)
Vp = 43,29 - (1,11 + 0,77 + 0,38)
Vp = 41,03 m3

5 ANALISE DE RESULTADOS

O exemplo 2.3.1 marca o ponto inicial para a compreensao da aplicagao de integrais
duplas no célculo do volume de sélidos. Através da Figura 9, pode-se identificar que a
regido em questdo ¢ do Tipo I. Uma vez identificada a regido, € possivel utilizar a formula

fornecida por (Stewart, 2013), que define o volume como:

v = || reyda= f b I " ey

g1(x)

Seguindo esta formula e realizando os calculos necessarios, obteve-se um volume
216 . . . A . . .
de v unidades de volume. Esse resultado evidencia a eficiéncia das integrais duplas como

uma ferramenta poderosa para o calculo de volumes em geometrias complexas,
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demonstrando sua aplicabilidade pratica e precisdo matematica.

No capitulo 3 deste trabalho, onde s3o abordadas integrais duplas em coordenadas
polares, o exemplo 3.1 solicita o calculo do volume de uma regido R, limitada pelos circulos
x%2 4+ y% =1ex?+ y? = 4. Inicialmente, tenta-se resolver o problema utilizando integrais
duplas em coordenadas cartesianas, mas logo percebe-se que essa abordagem seria mais
trabalhosa para obter o resultado. Diante disso, opta-se por uma abordagem mais adequada,
utilizando integrais duplas em coordenadas polares.

Essa escolha se justifica porque regides com setores circulares, como no caso deste

exercicio, sdo mais facilmente resolvidas com coordenadas polares. Aplicando as técnicas
. 157 . . .
estudadas na literatura, chegou-se ao resultado de -~ Conclui-se que, embora as integrais

duplas sejam uma ferramenta extremamente eficaz para o célculo de volumes, ¢ essencial
identificar corretamente as caracteristicas do problema e selecionar a abordagem mais
pratica para alcangar o resultado desejado de maneira eficiente.

No capitulo, o que foi estudado na literatura sobre o calculo de volumes com integrais
duplas ¢ efetivamente aplicado. No exemplo 4.1, o objetivo ¢ calcular o volume de agua
necessario para encher uma piscina com formato circular e profundidade variavel. Para esse
tipo de formato, onde a profundidade ndo ¢ constante, opta-se por utilizar integrais duplas em
coordenadas polares.

A solucdo comega pela definicdo da fun¢do que modela a profundidade da piscina,
a qual, pode ser observada a partir da figura 16, onde podemos expressar essa profundidade

por meio da seguinte funcdo:

—x 3

zZ=——+
10 2
Sabendo que o diametro da piscina ¢ de 10 metros, o raio sera de 5 metros. Os
limites de integragdo para essa configuracao sdo 0 < r < 5e 0 < 6 < 2m, correspondendo

a geometria circular.
, . 751
Com esses dados, o célculo da integral dupla resultou em um volume de —~ m3. No

entanto, como mencionado anteriormente, ¢ importante avaliar qual método € mais pratico
para o problema. Nesse caso, existe uma abordagem alternativa mais simples: dividir a

piscina em dois cilindros e calcular seus volumes utilizando a féormula bésica V; = 7 - 52 -

1 , r
1,eV,=m-52%- p onde essse método também resulta no mesmo volume.
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Portanto, conclui-se que, para formas geométricas bem definidas como a dessa
piscina, o uso de formulas geométricas tradicionais pode ser mais eficiente. As integrais
duplas sao uma ferramenta poderosa, mas a escolha do método deve sempre levar em conta
a praticidade e a simplicidade do problema em questao.

Ainda no capitulo 4, o método de calculo foi aplicado a uma piscina real, conforme
mostrado na figura 17. Essa piscina ndo segue um formato tradicional, sendo retangular,
com quinas arredondadas e trés degraus que acompanham esse design. Apds a coleta de
dados em campo, a piscina foi modelada no software GeoGebra.

A estratégia adotada foi dividir a piscina em duas partes principais. A primeira
divisdo envolveu separar o degrau em duas regides: uma parte com sec¢ao circular (quinas
arredondadas) e outra com formato trapezoidal. Apos encontrar as areas dessas duas regioes,
elas foram somadas para obter a 4rea total do degrau.

A parte trapezoidal foi resolvida de forma simples, utilizando matematica basica,
conforme ilustrado na Figura 27. Essa figura permitiu identificar a intersecao das duas
funcdes que descrevem a transi¢do entre o setor circular e a parte reta do degrau. A partir
dessa interse¢ao, foi possivel calcular os parametros do trapézio e determinar sua area com
precisao que foi de 0,53 m?.

Posteriormente, foi calculada a 4rea do setor circular das quinas arredondadas,
representada pela regido D na figura 22. Utilizando integrais duplas em coordenadas
polares, foi possivel definir as fungdes necessarias para o calculo. Houve certa dificuldade
inicial em determinar o limite superior das func¢des, mas, apds a devida manipulacio
matematica, esse limite foi encontrado com sucesso.

Com os limites de integracdo devidamente estabelecidos e apos realizar todos os
calculos, o valor da area da regido D foi obtido 0,29 m?, com isso a soma das duas areas foi
o resultado da area total do degrau de 1,11 m?. Para calcular o volume total dos degraus, a
area de cada um foi multiplicada pela sua respectiva profundidade. Dessa forma, foi possivel
obter o volume total dos trés degraus de maneira precisa, considerando as variagdes de
profundidade entre eles com o valor de 2,26 m®.

A segunda etapa consistiu em calcular o volume total da piscina, desconsiderando
os degraus. Para isso, foi realizada uma divisdo da piscina em diferentes partes geométricas,
conforme mostrado na figura 30. Utilizou-se uma férmula apresentada no exercicio de
Stewart (2007), que, apos ser devidamente aplicada, resultou no valor de volume de 43,29
m?. Esse método facilitou o célculo ao segmentar a piscina em formas mais simples,

garantindo um resultado preciso.
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Por fim, para calcular o volume real da piscina, foi realizada a subtracdo entre o
volume total da piscina sem os degraus e o volume correspondente aos degraus. Dessa
forma, obteve-se o volume exato da piscina estudada de 41,03 m?.

Conclui-se que o valor obtido esta dentro dos padrdes esperados, conforme indicado
por pesquisas realizadas. Foi possivel verificar que o resultado atende aos parametros
estabelecidos, e que a combinacdo da andlise da situacdo aplicada com o uso de integrais
duplas para o calculo do volume, juntamente com o software GeoGebra, demonstrou ser de

grande confiabilidade.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresenta uma contribui¢do relevante para o uso de integrais duplas na
engenharia e arquitetura, com énfase no céalculo de volumes de piscinas com formas ndo
triviais. Através de uma abordagem matematica rigorosa e do uso do software GeoGebra, o
autor demonstrou a aplicabilidade pratica das integrais duplas para resolver problemas que,
de outra maneira, seriam extremamente complexos.

Para futuros leitores, especialmente aqueles envolvidos com projetos geométricos
ou que desejam aprimorar seus conhecimentos em matematica aplicada, este trabalho
representa uma fonte valiosa. O trabalho ilustra de maneira clara e didatica como a
matematica pode ser aplicada para solucionar desafios concretos em design e engenharia,
provando que as integrais duplas ndo sdo apenas ferramentas tedricas, mas poderosas
ferramentas praticas.

Se vocé busca aprofundar seu conhecimento em célculos geométricos complexos ou
encontrar uma aplicacdo pratica de integrais duplas, este trabalho ¢ uma leitura
indispensavel. Ele ndo apenas oferece solugdes matematicas robustas, mas também uma
abordagem pratica e aplicavel aos desafios cotidianos enfrentados por engenheiros e

arquitetos.
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