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RESUMO

Um experimento classico presente nos laboratoérios de Fisica é o estudo do rolamento
de esferas em uma rampa, onde se analisa 0 seu alcance ao cair no chao.
Geralmente, a curva utilizada é uma cicloide e o &ngulo de saida € bem pequeno.
Inspirado neste experimento, este trabalho apresenta um estudo experimental e
tedrico do movimento de uma esfera em rampas de quatro geometrias distintas: reta,
pardbola, hipérbole e cicloide, as quais induziram a esfera a um movimento de
langcamento obliquo (angulo de saida ndo nulo). E importante destacar que todas as
rampas foram construidas de maneira artesanal, utilizando materiais de baixo custo,
conferindo alta reprodutibilidade ao aparato experimental. A metodologia experimental
empregou a técnica de video analise (Tracker), a qual foi fundamental para o
rastreamento da trajetoria, permitindo a determinacédo precisa da velocidade e do
angulo de saida das esferas. O alcance horizontal foi medido por dois métodos: pela
video andlise e por um método tradicional de registro (papel e carbono). A analise
tedrica confrontou o modelo de rolamento com a conservacdo de energia e a
cinematica do lancamento obliquo. Observou-se uma discrepancia sistematica entre
os dados experimentais e o modelo tedrico ideal e, para corrigir esta divergéncia,
introduziu-se um Fator de Perda na conservacao de energia, definido como a razao
entre a energia mecanica ao sair da rampa e a energia potencial gravitacional inicial.
Este fator, determinado empiricamente através dos dados da video analise, foi
incorporado ao modelo tedrico. Os resultados demonstraram que a inclusdo do Fator
de Perda no célculo do alcance obteve uma concordancia notavelmente alta com os
dados medidos em todas as geometrias de rampa. Conclui-se que a inclusado deste
fator € essencial para a descricdo precisa do movimento de rolamento e langamento,
especialmente em sistemas que envolvem multiplas transformacgdes energéticas e
atrito. Este estudo valida a aplicacdo combinada da video andlise e do modelo de
rolamento corrigido como uma ferramenta eficaz para o ensino e a pesquisa em fisica

experimental.

Palavras-chave: rolamento, lancamento obliquo, fator de perda, video andlise,

rampas artesanais.



ABSTRACT

A classic experiment in physics laboratories is the study of spheres rolling down a
ramp, analyzing their range upon impact. Generally, the curve used is a cycloid, and
the launch angle is quite small. Inspired by this experiment, this work presents an
experimental and theoretical study of the motion of a sphere on ramps with four distinct
geometries: straight line, parabola, hyperbola, and cycloid, which induced the sphere
to an oblique launch motion (non-zero launch angle). It is important to highlight that all
ramps were handcrafted using low-cost materials, ensuring high reproducibility of the
experimental apparatus. The experimental methodology employed the video analysis
technique (Tracker), which was fundamental for tracking the trajectory, allowing for the
precise determination of the spheres’ velocity and launch angle. The horizontal range
was measured by two methods: video analysis and a traditional recording method
(paper and carbon). The theoretical analysis compared the rolling model with the
conservation of energy and the kinematics of oblique launch. A systematic discrepancy
was observed between the experimental data and the ideal theoretical model. To
correct this divergence, a Loss Factor was introduced into the energy conservation,
defined as the ratio between the mechanical energy upon exiting the ramp and the
initial gravitational potential energy. This factor, empirically determined through video
analysis data, was incorporated into the theoretical model. The results demonstrated
that the inclusion of the Loss Factor in the range calculation achieved a remarkably
high agreement with the measured data for all ramp geometries. It is concluded that
the inclusion of this factor is essential for the accurate description of rolling and
launching motion, especially in systems involving multiple energy transformations and
friction. This study validates the combined application of video analysis and the
corrected rolling model as an effective tool for teaching and research in experimental

physics.

Keywords: rolling; oblique launch; loss factor; video analysis; ramp crafts.
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1 INTRODUCAO

Ao perguntarmos qual seria 0 caminho mais rapido entre dois pontos situados
em niveis diferentes, a resposta intuitiva costuma ser a reta, sustentada pela ideia de
que o trajeto mais curto implica 0 menor tempo. Entretanto, ha situacées em que um
caminho mais longo resulta em um tempo de descida menor, como ocorre no classico
problema da braquistécrona, proposto por Johann Bernoulli em 1696 (Tagliolatto,
2015). Esse problema evidencia que a geometria da trajetéria pode alterar
significativamente o comportamento de um corpo sob agéo exclusiva da gravidade.

Considerando essa discussdo, surge uma questdo motivadora para este
trabalho: de que maneira diferentes geometrias de rampa influenciam o angulo de
saida da esfera e, por consequéncia, seu alcance horizontal? Embora a cicloide seja
teoricamente o caminho de menor tempo, ela costuma produzir um angulo de saida
pequeno, enguanto trajetérias mais simples, como a reta, apresentam angulos
maiores — mas nem sempre maior alcance, ja que a velocidade de saida também
depende do perfil da trajetéria.

Inspirado em experimentos classicos em laboratdrio de fisica que investigam o
rolamento de esferas em rampas (Jesus e Barros, 2015), nos quais se observa que
as esferas normalmente deixam a superficie com um angulo reduzido, este trabalho
propde a construcdo de quatro rampas com perfis distintos, cicloidal, reta, parabdlica
e hiperbdlica, todas confeccionadas com materiais de baixo custo. A intencdo é
analisar, na pratica, como cada geometria afeta a dindmica da esfera, especialmente
no que diz respeito ao angulo de saida e ao alcance horizontal apds o
desprendimento.

O tema apresenta significativa relevancia académica, tanto pela complexidade
conceitual quanto pela dificuldade de assimilacdo no ensino tradicional. A partir da
construgdo e andlise experimental de quatro tipos de trajetérias — cicloide, reta,
pardbola e hipérbole — este estudo busca aproximar teoria e pratica, favorecendo
uma aprendizagem significativa por meio da experimentacao (Almeida; Passos; Silva,
2010).

Além da relevancia cientifica, o estudo também possui um carater social e
educacional importante: ao empregar materiais simples e recursos acessiveis, como
video andlise e materiais reciclaveis, demonstra-se que experimentos significativos

podem ser realizados mesmo em instituicbes com infraestrutura limitada (Vaz e Pinto,
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2006). Tal abordagem contribui para um ensino mais inclusivo e democratico,
favorecendo a vivéncia préatica e o desenvolvimento da curiosidade cientifica no
ambiente escolar.

Dessa forma, o objetivo geral deste trabalho é investigar como a geometria da
rampa influencia o angulo de saida e o alcance horizontal de uma esfera em
movimento. Para isso, apresenta-se inicialmente uma breve contextualizacao histérica
e conceitual do problema da braquistécrona, destacando a relevancia da cicloide
como trajetoria de tempo minimo. Em seguida, realiza-se um experimento de baixo
custo empregando quatro perfis distintos de rampa, permitindo comparar, de maneira
guantitativa, como diferentes geometrias afetam o movimento de um corpo em
rolamento.

E como objetivo especifico os seguintes pontos: Contextualizar historicamente
e conceitualmente o problema da braquistocrona e sua relevancia para a fisica e a
matematica, por meio de pesquisa bibliografica em fontes académicas; Construir
quatro rampas (cicloide, hipérbole, parabola e reta) com materiais de baixo custo, que
possibilitem a realizagdo de experimentos escolares acessiveis; Interpretar e
comparar os dados experimentais obtidos com os modelos tedricos, analisando o
tempo de descida e o alcance horizontal em cada trajetoria; Promover a aprendizagem
significativa por meio da experimentacao, articulando teoria e pratica no contexto do

ensino de fisica.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Rampacicloide
2.1.1 Historia da Braquistocrona

A braquistécrona, apesar de se tratar de um problema antigo, do final do século
XVII, ainda mantém uma grande relevancia em diversas areas da ciéncia e
engenharia. Este problema foi proposto em 1696, por Johann Bernoulli (1667 — 1748),
aos matematicos mais marcantes da histéria que viveram na mesma época de
Bernoulli, como Isaac Newton (1643 — 1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716),
Guillaume de I'Hopital (1661 — 1704) dentre outros (Bustillos e Sassine, 2009).

O desafio proposto por Johann Bernoulli foi publicado pela revista Acta
Eruditorum de Leipzeig, e apresenta-se traduzido do latim por Tagliolatto (2015), como

podemos acompanhar na citagéo a seguir:

Dados dois pontos A e B em um plano vertical, fazer corresponder a uma
particula mével M a trajetéria AMB pela qual a particula, descendo sobre o
seu préprio peso, passa do ponto A para o ponto B no espago de tempo mais
curto (Tagliolatto, 2015, p.19).

7

Portanto, esse é o problema da braquistécrona, palavra de origem Grega,
brachisto = mais curto e chronos = tempo, ou seja, o tempo mais curto. Porém, é
sabido que esse problema ja foi citado anteriormente, antes mesmo de ser proposto

por Johann Bernoulli (Bustillos e Sassine, 2009).
Este problema ja era cogitado pelos gedbmetras anteriormente, um exemplo
deste fato é que em 1630, isto &, data anterior a proposta de Johan Bernoulli,
Galileu Galilei deu a resposta errada, supondo que a resposta era um arco de
circulo, demonstrando que até os génios erram (Bustillos e Sassine, 2009, p.
18).

Bustillos e Sassine (2009) nos mostra que o problema da braquistocrona é tao
significante que esta presente na matematica desde séculos atras e até os dias atuais,
e € de suma importancia para areas das ciéncias exatas.

Os autores anteriormente citados afirmam que diante o desafio de Johann,
tiveram-se varias respostas diferentes, varios gebmetras chegaram ao mesmo
resultado por diferentes caminhos matematicamente validos, mostrando a
universalidade das leis naturais. Entre estas solu¢cfes destacam-se as dos seguintes
gebmetras: Isaac Newton, Gottfried W. Leibniz, G.F.A. L'Hospital, E.W. von

Tschirnhaus e pelo proprio irméo, Jakob Bernoulli (1655 — 1705).
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Cada gedbmetra que se prop6s a resolucdo do problema da braquistécrona
contribuiu com uma resposta Unica. Mas, vale destacar que a resposta de Newton
teve uma peculiaridade. Sua sobrinha relatou que o mesmo recebeu o desafio no final
da tarde e entrou no seu quarto, saindo apenas quando conseguiu a resposta correta,
as 4:00 da manha. O mais curioso € quando Newton envia sua resposta assinada
como “Autor Anbénimo”, mas quando Johann Bernoulli leu a solugdo, descobriu
rapidamente o autor e cita a famosa frase: - “pelas pegadas se reconhece a fera”
(Bustillos e Sassine, 2009).

Todavia, por mais que tenham tomado caminhos diferentes, ambos chegaram
a mesma resposta: que o caminho mais rapido entre dois pontos em um plano vertical,

onde atua apenas a forca da gravidade, € a curva cicloide.

2.1.2 Histoéria da Cicloide

De acordo com Bustillos e Sassine (2009), os primeiros matematicos a
estudarem a cicloide foram Nicholas Cusa (1401-1464) e o te6logo e matematico
francés Charles Bouvelles (1471 — 1553), o primeiro era padre e se interessava muito
por geometria, logica, filosofia e astronomia. Ainda segundo os autores supracitados,
Cusa, era filho de um pescador pobre, mas rapidamente subiu na hierarquia da igreja,
chegando ao cargo de governador de Roma em 1448.

Apesar dos mesmos serem considerados os pioneiros do estudo da cicloide,
pode-se dizer que os estudos de Cusa e Bouvelles néo se tratava da cicloide em si,
tendo em vista que, Bouvelles referéncia a cicloide em seu estudo publicado em Paris
de 1501, mas de forma indireta, pois o verdadeiro foco do estudo era o problema da
quadratura do circulo (Hermes e Pereira, 2013).

Apenas posteriormente, com outras mentes brilhantes da histéria da
matematica, é que tivemos estudos mais detalhados sobre essa curva, dentre estes
temos: Giles Person de Roberval (1602-1675), Blaise Pascal (1623-1662), Evangelista
Torricelli (1608-1647), um discipulo de Galileu Galilei (1564-1642), e o proprio Galileu
também estudou, sendo inclusive o primeiro a denomina-la de cicloide em 1599
(Barros, 2016).

A curva cicloide pode ser formada fixando-se um ponto P na borda de um
circulo com raio r. Considerando inicialmente que o ponto P esteja na origem dos eixos

do plano cartesiano xy, e que o circulo role, sem deslizar, no sentido positivo do eixo
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X, a curva descrita pelo ponto P durante a rolagem € denominada cicloide, como pode
ser visto na Figura 1.

Figura 1 - Formacgao da cicloide a partir da rolagem de um circulo

vh

Fonte: Barros (2016, p. 34)
2.1.3 Formas de obtencao da cicloide

Para a deducdo das equacdes paramétricas da cicloide, consideremos um
circulo rolando sobre o eixo positivo de x. Considere também que o circulo inicie sua
rolagem na origem no plano cartesiano. E por fim, considere um ponto P fixo
denominado P(x,y), posicionado na origem dos eixos. Como pode ser visto na Figura
2.

Figura 2 - Rolagem do circulo gerador da cicloide

Fonte: Barros (2016, p. 34)
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Chamemos o arco de circunferéncia PT de S, logo temos que S pode ser

expresso comao:

S
a= -
r
S=ar (1)

Logo, pela imagem também percebe-se que podemos escrever as coordenadas do
ponto P até a origem, podem ser escritas como:

QC=rcosa (2)
PQ=rsina (3)

Portanto, as equacdes paramétricas da cicloide séo:
P(x)=S—PQ (4)

P(y)=r-QC (5)
Substituindo as equacdes 2 e 3 nas equacgodes 4 e 5 respectivamente, teremos:

P(x) = r(a — sina) (6)
P(x) = r(a — sina) (7)

Ou seja, as equacdes paramétricas da cicloide sdo dadas por:

{x=r(a—sina) % €R

y = r(1 — cosa)

Com isso, quando temos uma variacdo em «a de 0 a 2w, forma-se o primeiro arco da

cicloide.

2.2 Dinamica narampa e langcamento obliquo

O lancamento obliquo esta intrinsecamente presente no cotidiano, desde o
simples ato de arremessar uma bolinha de papel em um cesto até a observacéo de
uma partida de basquete, em que a trajetoria da bola é essencial para a dinamica do
jogo. Além disso, compreender esse fenbmeno é de grande importancia para areas
da engenharia, pois 0 movimento obliquo esta diretamente relacionado a balistica, ao
lancamento de misseis, ao envio de foguetes e a diversas aplicagbes tecnoldgicas

fundamentais para a sociedade (Freire et al., 2016).
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Diante disso, nesta secdo sera analisada a trajetéria obliqua da esfera,
considerando as variaveis relevantes desde sua saida da rampa (ponto 1 da Figura 3)
até o instante em que atinge o solo (ponto 3 da Figura 3). Essa abordagem permite
compreender de forma mais completa como o angulo e a velocidade de saida
influenciam o movimento subsequente e, especialmente, o alcance horizontal.

Figura 3 - Trajetoria da esfera na rampa evidenciando os pontos que serao
calculados a energia mecanica

Pomo 1

hm

Fonte: Autoria propria (2025)

A energia mecénica do ponto 1 é dada pela equacao 8:
E, = mgh (8)
Porém, na descida da esfera devemos considerar tanto o movimento de
translacdo do centro de massa como 0 movimento de rotacdo do resto do corpo.
Sabemos que a energia cinética de uma roda que esta rolando suavemente é dada
pela equacéo 9:
1 1

K=-lw? + = mp? 9
Sl +2mv (9)

Em que ‘I' € o momento de inercia da esfera em relagéo ao centro de massa e
(3 7 . . , 2 .
m’ é a massa. O momento de inércia de uma esfera é [ = Emrz, e a velocidade

angular é w = v/r. Substituindo na equacéo 9, obtém-se a equacao 10:
K= lmvz (10)
10
A energia mecéanica no ponto 2 é expressa como:

7
E, = mgh,, + Emv2 (11)
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Experimentalmente, a energia mecanica no ponto 2 pode ser menor que do que
no ponto 1 em decorréncia da dissipacao de energia por conta do atrito, deslizamento
e da resisténcia do ar. Dessa forma, vamos definir uma variavel f,, tal que;
j— E2
B

Note que quando f, € 1, significa que as energias do ponto 1 e 2 sdo as mesmas.

fo (12)

Substituindo as equacgfes 8 e 11 na equacao 12, e isolando v, obtém-se a equagéo
13:

v = g(fyh — h) (13)

Ao sair da rampa, a esfera realiza um movimento em 2-D sem dissipagao de
energia. Além disso, ela ndo alcancara a velocidade terminal com as dimensdes e
massa utilizada neste trabalho. A esfera ird sair com um angulo 6, e o alcance da
componente horizontal da esfera ao sair da rampa é fornecido pela seguinte equacao
15.

A= xy+vcosbt, (14)

Em que v € o médulo da velocidade, dada pela equagéo 13 e t, € o tempo de
queda da esfera. Para obter ¢,, usa-se a equacdo da coordenada vertical da posigao

versus t considerando a aceleracéo constante e y=0. Assim,

1
0= hm—vsinth—Egth (15)

E importante destacar o sinal negativo da velocidade, e que sera considerado
0 positivo para baixo, como pode ser observado na Figura 4.

Figura 4 - Consideracgao do angulo 6

) 6 —

-
) o+

Fonte: Autoria propria (2025)
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Resolvendo a equacéao do 2° grau (equacao 15), considerando a parte positiva,

obtém-se a equacéo 16, que corresponde ao tempo de queda.

B —vsin@ ++/vZsen26 + 2ghy, (16)

g
Agora, Substituindo a equacdo 16 na equacao 14, e considerando x, = 0,

t

q

obtém-se

—p25j Z senZ
4= v?sin @ cos @ + v cos 0 /vZsen2 0 + 2ghy, (17)

g
Substituindo a equacédo 13 na 17, fazendo algumas manipulacdes obtém-se o

alcance com dependéncia da variavel f,, isto €,

2h,,

10
= (hfy = hun)

Note que quando f, = 1, obtém-se o alcance sem dissipac¢éo de energia, neste caso,

10
Acp = 7(hfp —hy)cosB| —sinf + \/sinz 0 + (18)

a equacao (18) se reduz para

2hm

10
= (h = hy)

Para a equacao da trajetoria, considera-se que a particula no instante t esta na

10
Agp = 7(h — hp)cosB| —sin6 + \/sinz 0+ (29)

posicdo x e y. O tempo t da particula, neste caso, t = x/(vcos6), e substituindo na

funcao horaria de y, obtém-se:

2

gx
y = hm—tanex—m (20)

Substituindo 13 em 20, obtém-se
7 x2
20 (fyh — hyy)cos? 6

= h,, — tanf x — 21
y

Que é a equacdo da trajetdria dependente de f,,.
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2.3 Video Analise e o Tracker
2.3.1 Uso da Video-analise no Ensino da Fisica

Normalmente, os conteldos vistos nas aulas de fisica sdo abordados de forma
abstrata, resultando em um alto grau de desinteresse dos estudantes. No sentido de
melhorar essa realidade a tecnologia pode ser utilizada como ferramenta para facilitar
a compreensdo desses conteudos por meio de simulacbes, animacdes e
experimentacdes, tornando-se uma excelente ferramenta no ensino da fisica (Leit&o;
Teixeira; Rocha, 2015).

Vale destacar que o uso de tecnologias nestas aulas ndo garante um bom
aprendizado dos alunos, tdo pouco, de que haja interesse dos mesmos pela tematica,
por isto, € importante o uso consciente e didatico, para que se consiga tirar o melhor
proveito destas ferramentas, como citou D’Ambrosio (2003) apud Leitdo; Teixeira;
Rocha, (2015).

Um importante instrumento tecnolégico usado para o ensino da fisica é a video
analise, que consiste no rastreamento de um objeto em movimento. Através de uma
sequéncia de imagens obtidas em tempos sucessivos, pode-se coletar dados

numericos ou graficos (Bordin; Franca; Junior, 2022).

Para maior compreensao, trazemos a seguinte citacao:

A video-analise para fins educacionais consiste em fazer uma tomada de
video de um fendbmeno ou experimento e depois executar uma analise
minuciosa sobre este video através de ferramentas que relacionem o
fendbmeno que se quer estudar com grandezas (observaveis) da Fisica e suas
quantificacdes. Através da analise do video é possivel estudar grandezas da
Mecénica como posi¢do, velocidade, aceleracdo e energia de um corpo.
(Leitdo; Texeira; Rocha, 2015, p. 21)

Assim, vemos 0 quao importante e relevante € a video analise, pois permite ao
docente aproximar conceitos teoricos trabalhados em sala de aula em algo mais
concreto, permitindo ao aluno visualizar na préatica aquilo que antes era apenas
abstrato. Ademais, por se tratar de uma técnica de baixo custo e de facil manuseio,
pode ser empregada em diferentes ambientes educacionais sem necessitar de
grandes investimentos.

Por isso, escolhemos trabalhar com a técnica de video analise no presente
estudo. Para tanto, utilizamos o aplicativo Tracker para estudar e analisar o problema

da braquistocrona, com quatro de trajetorias: reta, cicloide parabola e hipérbole.
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2.3.2 Software Tracker

O Tracker € um importante software gratuito de video analise, sendo
mencionado pela primeira vez em 2008, por Doug Brown, no trabalho intitulado “Video
Analysis and Modeling in Physics Education”. No Brasil o Tracker & tido como
referéncia quando se trata de analise de video, como mostrado por Bordin; Franca;
Junior, (2022):

No contexto brasileiro, em uma pesquisa realizada em dezembro de 2021, no

",

sitio desta RBEF, utilizando os termos de busca “Tracker”, “video-analise”,
“videoanalise” e “video analise”, obtém-se 27 artigos, o que evidencia a
importancia deste programa (o Tracker).

Este software analisa videos, quadro a quadro, permitindo o estudo de diversos
tipos de movimentos e possibilitando aos alunos acompanharem a evolucdo das
grandezas fisicas em tempo real, com a captura, manipulacdo de dados e a
construcdo de graficos, fundamental para consolidar o entendimento dos alunos nas
aulas praticas. (Bezerra Jr et al., 2012)

Ainda segundo os autores acima citados, uma grande vantagem na utilizacéo
deste, é a sua simplificacdo nos procedimentos em comparacao a outros softwares,
pois 0 mesmo elimina automaticamente varios passos intermediarios que o usuario é
obrigado a realizar nos demais software, por exemplo, o Tracker fornece os valores
de distancia automaticamente a partir de um padr&o conhecido, que pode ser uma
escala graduada colocada no plano de fundo da filmagem, como também identifica
automaticamente a quantidade de FPS (fotos por segundo) do video, permitindo a
filmagem em cameras digitais diversas.

Portanto, é evidente que o uso do Tracker € muito promissor. Sua versatilidade
possibilita aos professores tornarem as aulas de fisica mais dinamicas, despertando

um maior interesse dos alunos pelos contetudos abordados.
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3 MATERIAIS E METODOS

Os conteudo da fisica e da matematica detém um certo grau de abstracao,
dessa forma, a experimentacédo é tida como uma preciosa ferramenta para facilitar a
compreensao Manacorda (2001) apud (Batista; Fusinato; Blini, 2009).

Este trabalho utiliza quatro rampas de geometrias variaveis para analisar o
alcance de uma esfera medido de maneira tradicional, com um carbono e papel, e
obtido com o Tracker através da técnica de video andlise. A partir da evolucéo
temporal das coordenadas x e y, obtém-se algumas variaveis relevantes para analise
das trajetdrias que a esfera faz ao sair da rampa.

Na préoxima subsecdo serad apresentada a metodologia de construcdo da
rampa, e na seguinte, um pequeno tutorial para a gravagao e obtencdo dos dados
com o Tracker.

3.1 Construcdo das rampas

Este trabalho se utiliza de quatro rampas de geometrias distintas, cicloide, reta,
parabola e hipérbole. Para a construcao das rampas foi escolhido a altura maxima da
rampa medida a partir da mesa, e a partir das equacdes da cicloide (equacdes 6 e 7),
obteve-se o comprimento horizontal. Essas dimens@es foram utilizadas nas outras trés
rampas. Com o auxilio de uma planilha eletrénica foram obtidas as coordenadas da
rampa de acordo com a geometria desejada. A altura maxima foi de 24 cm, e o
comprimento, 47 cm. As figuras 5, 6, 7 e 8 mostram para cada tipo de rampas
utilizadas as curvas na etapa de planejamento.

Figura 5 - Dimensdes das Rampas: a) Cicloide; b) Reta; c¢) Pardbola; d) Hipérbole
a) b)

Altura : 24 cm
Altura : 24 cm

Comprimento: 47 cm

Comprimento: 47 cm
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Altura : 24 cm \ ;28 i

—

Comprimento: 47 cm Comprimento: 47 cm

Fonte: Autoria prépria (2025)

Para a montagem das rampas, foram utilizados materiais de baixo custo ou
provenientes de reciclagem. A estrutura base do experimento foi composta por uma
placa de madeira com dimensdes de 74 x 63 cm, acompanhada de um suporte
adicional também em madeira, medindo 24 x 41 cm, destinado a sustentar os
diferentes perfis de rampa. A construcdo das rampas propriamente ditas foi realizada
utilizando MDF.

Na etapa de fabricacdo, empregaram-se ferramentas simples e acessiveis, tais
como régua, lapis, serra, martelo, pregos, cola instantanea e lixa para acabamento.
Esses materiais permitiram a confec¢éo de rampas mantendo o custo total reduzido e

reforcando o carater acessivel da proposta.

Figura 6 - llustracdo dos materiais utilizados

Fonte: Arquivo pessoal (2025)
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Figura 7 - llustracédo das etapas de construcdo das rampas

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

Figura 8 - llustracdo das etapas de construgcdo das rampas

Fonte: Arquivo pessoal (2025)
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Figura 9 - Vista lateral do aparato experimental finalizado com os quatro tipos de

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

Figura 10 - Vista frontal do mesmo aparato da figura anterior

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

cada rampa foi construida com 47 cm entre os pontos de lancamento e de
chegada das esferas.
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3.2 Obtencéo de dados com o tracker

Neste trabalho, utilizamos o software Tracker para obter as coordenadas x e y
da esfera no instante em que ela deixa a rampa. Como o0 movimento ocorre de forma
muito rapida em videos gravados em velocidade normal, os experimentos foram
registrados em camera lenta, permitindo uma analise mais precisa quadro a quadro e,
consequentemente, uma melhor extracdo dos dados experimentais. Para a obtencao
do tempo real, o tempo fornecido pelo Tracker foi dividido por 4. Além disso, foi
necessaria a utilizacdo de uma medida conhecida para a calibracéo espacial do video,
sendo adotada a altura da mesa na regido onde a esfera deixa a rampa.

Para iniciar a obtencdo de dados com o software € necessario primeiro importar
o0 video, apds o carregamento escolhe-se a origem do eixo. No experimento deste
trabalho, foi escolhido o primeiro ponto como sendo a altura que a esfera sai da rampa
como pode ser visto na figura 14 a) e b). O eixo esta na cor rosa e o “bastado de
calibracao”, na cor azul. J& as coordenadas obtidas quando o usuario digita o valor da
medida na unidade fisica correta. Essa funcéo esta disponivel nos botdes de acesso
rapido, ou na aba Trajetéria — Novo — Ferramentas de Calibracdo — Bastdo de

Calibracao.
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Figura 11 - llustracao da area de trabalho do Tracker
a) quando a esfera sai da rampa b) e quando tocar no chao
a b

Fonte: Autoria prépria (2025)

As coordenadas da esfera sao obtidas com a fungdo “ponto de massa”. Essa
funcdo esta disponivel nos botbes de acesso rapido, ou na aba Trajetéria — Novo —
Ponto de Massa. Com a janela “Trajetéria Automatica”, conforme mostrado na figura
15, o wusuario clica em cima da trajetéria da esfera com o0s botdes:
“SHIFT+CTRL+CLIQUE”. ApGs esse passo, aparecerd um modelo, e dependendo da
resolucdo, os pontos podem ser obtidos de maneira automética. Quando o modelo
nao ficar bom, recomenda-se obter os dados de maneira manual, ou fazer um novo

modelo para obter de maneira automética.



28

Figura 12 - Janela “Trajetoria automatica” da funcédo ponto de massa

3 Trajetéria Automatica: massa A posicio .

& Pesquisar | Pesguisar Proximo |

Quadro 164: Modelo ; Correspondéncia ;

Modelo: Taxa de Evolugao EU%E Tether S%E Auto Marcagdo AE

Pesquisar: [ ] Coordenada X apenas Olhar & Frente [ ] Autoskip

Alvo: Track| <» massah |v| Ponto

Quadro 164 (quadro chave): Este quadro chave define o modelo e alvo mostrados.
Cligue no botdo Pesquisar para procurar por correspondéncia para o modelo.

Vocé deve arrastar o alvo, modelo ou drea de pesquisa, para mover ou redimensionar.
Passe o mouse sobre o5 controles acima para saber mais sobre as configuragies e
ajustes.

| Ajuda || Mostrar Quadro Chave || Deletar || Fechar |

Fonte: Autoria propria (2025)

Na lateral direita, aparece uma janela onde é possivel ver as coordenadas e as
variaveis obtidas, como pode ser visto na figura 16. Além disso, pode visualizado
gréaficos entre outras variaveis relevantes para uma analise rapida.

O Tracker tem uma ferramenta de analise disponivel na aba “Janela”
“Ferramentas de Dados”. Caso o usuario queira fazer a analise de dados em outro
software, por exemplo, numa planilha eletrbnica, na parte referente aos dados,
escolhe-se o separador dos dados, recomenda-se, “ESPACO” (figura 17 a)), e depois
seleciona todos os dados e copia os dados com “PRECISAO TOTAL” (figura 17 b)).
Em particular no Excel da Microsoft, em colar, escolha “Usar assistente de importacéo
de texto”, € a melhor forma de obter os dados formatado. Outra opg&o € procurar a

aba Arquivo — Exportar — Arquivo de dados, para obter o arquivo com os dados.
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Figura 13 - Janela lateral direita onde o usuario pode visualizar as coordenadas
obtidas, bem como os graficos dessas coordenadas em funcdo do tempo.

massa A (t, X)
-0 F .
—-02} =
E
= =03 .
0,4} .
-0,5 I I 1 I I
] 0z 0.4 0,6 08 1.0 1,2
tis)
massa A (t, y)
06 - .
E 04t .
==
020 .
1 1 1 1 1
] 02 0.4 0,6 0.8 1.0 1.2
tis)
L T T T
[ Dados~ | < massaA|w -
tis) xim) ¥ (m) V. (mis) 'u'y (mis)
-0,000 -4, 336E-4] 0,747 -
0,033 -1,745E-2 0,736 -0.471 -0,274)
0,067 -3,185E-2 0,728 -0,438 -0,262
0,100 -4 667E-2 0,719 -0,419 -0,301
0,133 -5,977E-2 0,708 -0,419 -0,346
0,167 -7 461E-2 0,696 -0,428 -0,362
0,200 -8,833E-2 0,684 -0,353 -0,281
0,233 -9,817E-2 0,677 -0,436 -0,357
0,267 -0,117 0,660 -0,491 -0,432
0,300 -0,131 0,648 -0,413 -0,393|=
na =N 14R n R34 -N 373 N 428

Fonte: Autoria propria (2025)

Figura 14 - Janela auxiliares com os passos para copiar os dados.
a) Definir delimitador, e b) Copiar os dados com preciséo total.

a

b

el nanc | n Tanl n aanl

Go To Step 2

-0,000] -4336..]  0.747]

T o—
5540|GoToStep1

isd i selecionados » - e : i
Precisdo total Copie os dados Preciséo total Copie os dados selecionados b |_-!
Como formatado Numbers b -
i B Como formatado Numbers L
Definir Delimitador b| ' Aba b Definir Delimitador ¥ | Text Columns pL
™ Include Headers #® Espaco B ¥ Include Headers A L
_. . B : | Copiar Imagem -l
0,7 & Ponto e virgula i H Snapshot B
0.2 < Virgula L 0, : E
0, 0, Definir... -l
0.4 Adicionar... i 0, Analisar... E
0, L R -
0. Imprimir... i o/ ImPrimr... | -
04 o 0| Ajuda... | -
0 ‘Uluda--- | | | B 0, oma] =z R L T

Pl i il ki il el A oman rcacl BELGL

i

Fonte: Autoria propria (2025)
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1 Parametros cinéticos do movimento obliquo

Nesta secao serdo apresentados o alcance e 0s parametros cinéticos obtidos através
da trajetdria e da evolucéo temporal das coordenadas x e y com os dados obtidos com
o Tracker. A figura 18 mostra a evolucdo temporal de X, e na figura 19, a evolucao
temporal de y. Para a construcéo dos dados foram feitas médias das coordenadas no

mesmo instante de tempo t das quatro curvas analisadas

Figura 15 - Deslocamento horizontal (x) em funcdo do tempo para as quatro rampas

0,5 |®Reta
® Hipérbole
® Parabola

® Cicloide

Deslocamento horizontal (m)

-0,7

Tempo (s)

Fonte: Autoria propria (2025)



31

Figura 16 - Deslocamento vertical (y) em funcdo do tempo para os quatro tipos

rampas
0,8
o0 ® Reta
0,7 .’,!.'.u“"o. -
’ 0... ..' .0.'. ® Hipérbole
® ° ]
06 %, "3:"0.. ® Parabola
’ °
= %, 38338%,. ® Cicloide
0,5
8 % 2o, %o
= ° ®se, %
Lo4 % o0, %
=) ° *%e °
c0,3 ° 0%e %
@ % . e
£ ° o %
®0,2 [ ] 0@ ®
&) ° e® o
i) ® o, o
@o0.1 o *%¢ %%
o ° e® ©
0 hd e
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45
Tempo (S)

Fonte: Autoria propria (2025)

Comparando os dados com a previsao teérica, equacéo 14, e fazendo
uma regressao linear de x versus t, obtém-se o valor da componente da velocidade
horizontal ao sair da rampa, v,,, € seu respectivo erro padrdo. De maneira similar
comparando os dados com a previsédo teorica, equacédo 15, e fazendo uma regressao
quadratica de y versus t, obtém-se y,, vy, e g, € Sseus respectivos erros padrdes. Alem
disso, ao resolver a equacéo obtida com a regresséo, obtém-se o tempo de queda, t,.
Usando o valor de t; e v,,, Obtém-se a estimativa do alcance Atr obtido com o

Tracker.
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Figura 17 - Deslocamento vertical (y) em funcéo do deslocamento horizontal (x).

® Retas

€ @ Hipérbole
N—r

‘_3 ® Parabola
5 e Cicloide
>

o

o
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I

O
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-0,7 -0,6 -0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0

Deslocamento Horizontal (m)

Fonte: Autoria propria (2025)

A Figura 20 mostra as trajetérias que a esfera faz ao sair dos diferentes tipos
de rampas. Comparando os dados da equacdo 20, e fazendo uma regressao
quadratica, obtém-se atanf e seu respectivo erro padrdo. A partir do valor da
tangente, obtém-se 0 angulo de saida 8 e seu respectivo erro padréo.

A Tabela 1 resume os dados obtidos com a regresséao a partir dos dados das

figuras 15, 16 e 17.
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Tabela 1 - Dados obtidos a partir da regresséo dos dados das figuras 15, 16 e 17

Reta Hipérbole Parabola Cicloide
tq(s) 0,312 0,378 0,416 0,3891
Aty (s) 0,004 0,002 0,005 0,0006
Arg(cm) -49 -55,1 -59,4 -62
AA7g(cm) 1 0,4 0,4 2
yo(cm) 74,8 74,8 74,9 74,8
Ayo(cm) 0,2 0,1 0,3 0,2
Vor(cm) -1,58 -1,452 1,533 1,49
AV, (cm) 0,01 0,002 0,001 0,01
Vo, (cm) -0,81 -0,1 0,02 0,28
Avgy(cm) 0,04 0,01 0,03 0,03
Vo(cm) 1,78 1,455 1,533 1,52
Avy(cm) 0,02 0,002 0,001 0,01
0(graus) 24 3 -1 -4
AB(graus) 2 1 1 1
g(m/s?) 10,2 9,89 10 9,8
Ag(m/s?) 0,3 0,06 0,2 0,1

Fonte: Autoria propria (2025)

Como pode ser visto na tabela 1 a diferenca do alcance horizontal observado
na Figura 16, esta diretamente ligado a variacdo da velocidade de saida (v,) do
angulo de saida (6 ) de cada rampa, e consequentemente do ¢,. O angulo 6 influéncia
define a direcdo do vetor velocidade no ponto de transicdo entre a rampa e 0
movimento obliquo, sendo, portanto, fundamental para a andlise do alcance da esfera.

Note que a reta, geometria associada ao maior angulo de saida, apresentou o
menor alcance, indicando uma relacdo inversamente proporcional entre o angulo de
lancamento e a distancia percorrida. Outra observacédo é que os valores de yo nos
quatro ajustes coincidiram com o valor medido. Era esperado que o alcance da cicloide
fosse mais longa, porém ao gravar os langamentos foi observado que video ndo pegou
a esfera batendo no carbono, como pode ser visto na Figura 18, influenciando nos

resultados.
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Figura 18 - Trajetéria da Cicloide em que ndo aparece a esfera tocando o solo
- ! i

] |
1

Fonte: Autoria prépria (2025)

4.2 Alcance usando papel e carbono

O experimento foi realizado de maneira tradicional usando carbono e papel. O
conjunto de medic¢des visa ndo apenas a determinacéo precisa das posic¢oes finais da
esfera, mas, fundamentalmente, o estabelecimento de uma base estatistica robusta
gue viabilize a comparacdo quantitativa entre os resultados tedricos e os valores
obtidos. Esse tratamento experimental é essencial para determinar de que forma a
geometria e a inclinagdo de cada rampa influenciam diretamente o alcance maximo
horizontal e o tempo de descida da esfera até tocar o solo. A Tabela 2 - Langamentos
para 0 0s quatro tipos de rampas utilizando a esfera de vidro relne os valores
registrados das coordenadas que esfera tocou no chéo para os quatro tipos de rampas
analisadas: reta, hipérbole, parabola e cicloide. Para cada geometria de rampa foram
feitos 15 lancamentos, e os cinco primeiros lancamentos foram especificamente
gravados e submetidos a video-analise utilizando o software Tracker. Para cada
lancamento, foram obtidas as posi¢cdes da componente X e da componente Y ao longo
da trajetdria, permitindo comparar o comportamento da esfera em diferentes perfis

geométricos e avaliar como cada curva influencia a dinamica do movimento da esfera
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Tabela 2 - Lancamentos para o 0s quatro tipos de rampas utilizando a esfera de

vidro

L RTRTGS Reta Hipérbole Parabola Cicloide
x(cm) y(cm) x(cm) y(cm) x(cm) y(cm) x(cm) y(cm)

1 47 2 58 1 585 1,7 66,3 21
2 479 13 577 19 608 16 66,7 19
3 51,5 2 56,3 1 61,1 23 639 19
4 485 1.1 57 25 61,3 29 651 15
5 50 1 57,8 1 625 15 684 28
6 519 15 54 16 603 13 657 19
7 523 1,8 58,6 3 59,4 1 59 1
8 52,7 0,7 56,2 0,7 60 1 61,1 0,9
9 525 2,2 564 23 611 23 66,7 22
10 53,7 25 559 2 615 21 668 28
11 54,3 2 549 1,7 61,6 19 674 26
12 548 45 56,7 31 618 2 68,3 2,6
13 56 2 58,7 13 618 11 656 1,5
14 525 18 593 14 621 13 693 138

15 52,9 1 56,5 1,9 61 2,6
Fonte: Autoria propria (2025)

Os resultados experimentais, descritos na Tabela 2, detalham as
coordenadas de impacto X (horizontal) e Y (vertical) obtidas a partir de 15

lancamentos para cada uma das quatro geometrias de rampas analisadas.

Este conjunto de medi¢des visa ndo apenas a determinacéo precisa das
posicdes finais da esfera, mas, fundamentalmente, o estabelecimento de uma
base estatistica robusta que viabilize a comparacdo quantitativa entre os
resultados tedricos e os valores praticos obtidos. Esse tratamento € essencial
para determinar de que forma a geometria e a inclinacdo de cada rampa
influenciam diretamente o alcance maximo horizontal e o tempo de descida da

esfera até tocar o solo.

A Tabela 3 apresenta a média dos alcances experimentais, Ag, 0 erro
padrdo e o alcance obtido com o Tracker mostrado na se¢édo anterior, para

efeito de comparacao.
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Tabela 3 - Estatistica do alcance dos dados da Tabela 2 e o alcance obtido com o
Tracker, apresentado na secao anterior.

Reta Hipérbole Parabola Cicloide
Ag(cm) 51,9 56,9 61 65,7
AAg(cm) 0,7 0,4 0,3 0,8
Intervalo de confianca
15 0,9 0,6 1,7
(95%)

Arg(cm) 49 55,1 59,4 62
AAgrg(cm) 1 0,4 0,4 2

Fonte: Autoria propria (2025)
A partir dos dados da Tabela 3, verifica-se que apesar de Atr ndo estarem no
intervalo de confianca dos Ag, os dados estdo préximos, com excecdao da Cicloide,

como ja explicado anteriormente.

4.3 Fator de perda

Durante os langamentos observou-se uma grande discrepancia entre o alcance
tedrico e o alcance experimental. Essa diferenca foi esclarecida por meio da analise
realizada no Tracker, que evidenciou a existéncia de um fator de perda de energia ao
longo da descida da esfera. Usando parte dos dados da Tabela 1 e Tabela 4 na

equacéao 19, obtém-se os valores da Tabela 5.

Tabela 4 - Altura maxima (h), altura da rampa (hr) e altura da mesa (hm).

Parametros da rampa

h(cm) 98,8
hr(cm) 24
hm(cm) 74,8

Fonte: Autoria propria (2025)
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Tabela 5 - Alcances obtidos através da teoria (AsF), com o Tracker (Atr), €

experimental (Ag).

Reta Hipérbole Parabola Cicloide
Agp(s) 53,9 69,7 72,2 73,9
Arg(cm) 49 55,1 59,4 62
Agp(cm) 51,9 56,9 61 65,7

Fonte: Autoria propria (2025)

Na Tabela 5, nota-se uma discrepancia entre os valores da hipérbole, parabola
e cicloide. Uma explicacdo é que as curvas podem possuir um angulo maior que o
critico, e a esfera pode ter sofrido um deslizamento, fazendo com que a energia fosse
dissipada.

Analisando as energias no inicio da rampa e no final com os dados da
velocidade obtidas através da regressao e dos dados obtidos com o Tracker, obtém-
se o fp, como pode ser visto na Tabela 6.

Tabela 6 - Fator de perda obtidos com auxilio dos dados da Tabela 1

Reta Hipérbole Parébola Cicloide
fo 0,988 0,913 0,93 0,927
Afp 0,005 0,004 0,002 0,005

Fonte: Autoria prépria (2025)

Esse fator explica a reducdo do alcance real em comparacdo ao previsto
teoricamente, e a identificacdo desse fator € de grande importancia para a
compreensao dos resultados obtidos neste trabalho, como pode ser visto na tabela 7.

Tabela 7 - Resumo os alcances obtidos para o alcance teérico (Asr), com o Tracker
(Atr), € experimental (Ag)

Reta Hipérbole Pardbola Cicloide
Agr(s) 53,9 69,7 72,2 73,9
Acp(s) 52,8 56,2 60,8 61,4
Argp(cm) 49 55,1 59,4 62
Agp(cm) 51,9 56,9 61 65,7

Fonte: Autoria prépria (2025)
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A partir dos dados apresentados na Tabela 3, observa-se que ao adicionar o
fator de perda ao alcance tedrico dado pela equacdo 19, ocorreu uma melhora
significativa na correspondéncia entre os valores obtidos, principalmente na hipérbole
e parabola. Entretanto, para a cicloide, mesmo apos a inclusdo desse fator, os valores
ainda se mantiveram distantes em relacao aos demais, que ja era esperado, como foi
comentado antes.

Sem o conhecimento dessa perda de energia, a comparacdo direta entre
valores tedricos e experimentais poderia levar a interpretacdes equivocadas ou até
mesmo a suspeita de erros de montagem. Ao quantificar essa perda, torna-se possivel
ajustar os modelos tedricos, corrigir previsdes e avaliar de maneira mais realista o
comportamento da esfera. Além disso, esse resultado reforca a necessidade de
considerar efeitos ndo ideais nos experimentos, aproximando a analise tedrica do que

efetivamente ocorre no mundo fisico.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo desenvolvido permitiu analisar, de forma quantitativa e comparativa,
o comportamento dindmico de uma esfera lancada a partir de quatro geometrias
distintas de rampa. Inspirado no experimento que mede o alcance de uma esfera que
sai de uma rampa, com angulo muito pequeno, e analisa os efeitos do rolamento, a
pergunta que este trabalho buscou responder é como a forma da rampa e o angulo
de saida influenciam o alcance da esfera.

Usando a abordagem tradicional de medir o alcance medido com carbono e
papel, e as tecnologias, através da técnica de video andlise foram obtidos parametros
relevantes que auxiliou a discussao desse trabalho.

Os resultados mostraram que rampas com menores angulos de langamento,
como a cicloide e a hipérbole, geraram maiores alcances horizontais, enquanto
rampas com angulos mais elevados, como a reta, resultam nos menores
deslocamentos e tempo de quedas. Assim, ficou evidente que o angulo de saida
exerce papel decisivo no alcance final, complementando a influéncia direta da
geometria na distribuicdo da energia cinética da esfera.

Outro ponto essencial evidenciado pelo experimento foi a presenca de um fator
de perda de energia ao longo da trajetoria da esfera. A incorporacdo desse fator,
obtido com o auxilio dos dados da regressao, nos céalculos tedricos permitiu corrigir de
maneira satisfatoria a discrepancia inicialmente observada entre os valores previstos
e 0s resultados experimentais. Esse ajuste mostrou-se particularmente eficaz
principalmente as rampas hipérbole e parabola, cujos valores corrigidos apresentaram
forte concordancia com o comportamento real da esfera.

No caso especifico da cicloide, as diferencas entre o alcance experimental e 0
alcance tedrico corrigido permaneceram mais acentuadas. Contudo, essa
discrepancia ndo decorre do modelo aplicado, mas sim de limitagdes no registro do
experimento: a camera ndo captou o instante exato em que a esfera tocou o solo, o
gue comprometeu a precisao da video-analise. Dessa forma, os valores apresentados
para a cicloide devem ser interpretados como aproximacdes consistentes,
considerando as restricdes instrumentais identificadas.

De modo geral, os resultados mostraram que tanto a geometria da rampa
guanto o angulo de saida influenciam de forma decisiva a trajetéria, a velocidade e o

alcance horizontal da esfera. Apesar dos avancos alcancados, o estudo apresenta
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como principal lacuna a limitacdo na captura dos registros experimentais, sobretudo
nas situacdes em que o instante de impacto da esfera com o solo ndo péde ser
registrado com a precisdo necessaria, como ocorreu na rampa cicloidal. Diante disso,
trabalhos futuros podem empregar sistemas de captura de movimento com maior taxa
de quadros, sensores embarcados na propria esfera para medir aceleracdo em tempo
real e modelos que considerem efeitos adicionais, como atrito variavel, rugosidade da
superficie.

Por fim, conclui-se que os objetivos propostos foram plenamente alcancados.
O trabalho permitiu compreender, com clareza, o efeito da forma da rampa sobre o
movimento da esfera, validar experimentalmente os modelos tedricos, apos a devida
correcao pelas perdas energéticas, e reconhecer as limitagdes inerentes ao processo
de coleta de dados. Os resultados apresentados servem como base sélida para
investigacdes futuras envolvendo movimentos em pistas curvas, analise energética e

modelagem avancada de sistemas dinamicos.
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