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Resumo

O presente trabalho tem como o principal objetivo a aplicacdo e comparacao dos
métodos de resolugcéo de equacdes diferenciais de segunda ordem, em problemas de
circuitos elétricos RLC em série. O trabalho a seguir € de carater bibliografico. Foram
utilizados como fonte de pesquisa as bibliografias usadas no curso de Equagdes
Diferenciais e alguns trabalhos de conclusées de curso de alguns autores, como
complementagdo. Antes da abordagem do tema principal foi feito uma revisdo dos
conceitos introdutérios e pré-requisitos sobre o tema do estudo. Este trabalho tem
como motivacao a criacao de conteudo sobre o tema de muita importancia na area da
Engenharia e que sirva de material para estudos.

Palavras-Chave: Equacgdes diferenciais lineares de segunda ordem. Transformada
de Laplace. Circuitos elétrico RLC em série.



Abstract

The main objective of the present work is the application and comparison of methods
for solving second order differential equations in series RLC electrical circuit problems.
The work below is bibliographical in nature. Bibliographies used in the Differential
Equations course and some course works by some authors were used as a source of
research, as a complement. Before approaching the main topic, a review of the
introductory concepts and prerequisites on the study topic is carried out. This work is
motivated by the creation of content on the topic of great importance in the field of
Engineering and which serves as material for studies.

Keywords: Second order linear differential equations. Laplace transforms. Serial RLC
electrical circuits.
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1. INTRODUCAO

O surgimento dos estudos das equacdes diferenciais e suas técnicas datam
do periodo do aparecimento do Célculo Diferencial e Integral, por volta do século XVII,
envolvendo grandes personalidades histéricas e cientificas como Issac Newton,
Gottfried Leibniz, dentre outros. Embora as primeiras aplicagdes tenham sido no
campo da fisica, com o passar do tempo, as equacdes diferenciais vém sendo
aplicadas em inUmeros problemas nas mais variadas areas da ciéncia. Em particular,
as equacgobes diferenciais de 2° ordem sao usadas para resolver inumeros fendmenos
matematicos, fisicos e de engenharia. Na engenharia elétrica, essas equacgdes tém
importancia significativa para resolver problemas de circuitos RLC em série.

A modelagem matematica do circuito RLC além de importante para os estudos
matematicos, voltam aparecer nos estudos de circuitos elétricos sendo base para toda
a graduacao na area elétrica.

As aplicagcbes de equacdes diferenciais lineares sao extremamente
importantes para a resolugao de circuitos elétricos, que tenham armazenadores de
energia (como um capacitor “C” ou um indutor “L”) e um elemento dissipador de
energia (resistor “R”).

Os circuitos lineares com elementos armazenadores de energia, as
equacoes representativas que relacionam a saida a entrada podem ser
expressas como equacdes diferenciais lineares, porque a relacao entre os
elementos é tal que os termos em equacgdes de lago e de nds sao derivados,
integrais ou multiplos de incégnitas e fontes varidveis. Os circuitos de
segunda ordem contém dois elementos armazenadores de energia e tém

equagoes representativas que sao equacgdes diferenciais de segunda ordem.
(Johnson, Hilburn e Johnson, 1994, p. 202).

Boyce e DiPrima (2010) falam que um exemplo de ocorréncia de equacoes
diferenciais lineares com coeficientes constantes € sua utilizagdo como modelo do
fluxo de corrente elétrica no circuito simples (modelados por circuitos com 1 capacitor,
1 indutor e 1 resistor). A corrente i, medida em ampéres, é uma funcao do tempo t. A
tensdo aplicada E(t) (em volts) é uma funcao do tempo dada. Uma outra quantidade
fisica & a carga do capacitor que é a carga total g (em coulombs) no instante t. A

relagédo entre a carga q e a corrente i é
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dq

=21 (1.1)

i

O fluxo de tensé@o no circuito € enunciado pela segunda lei de Kirchhoff, a
saber: Que em um circuito fechado, a tensao aplicada € igual a soma dos decaimentos
de tensao no resto do circuito. Entdo, a tensao aplicada ao circuito RLC em série sera
a soma da tensdo do resistor, do capacitor e do indutor, que séo:

l. A queda de tenséo no resistor € v; = Ri.

[I. A queda de tensado no capacitor é v, = %q.

[ll. A queda de tensado no indutor é v; = lZ—i.

v +v;+v.=E(t)

Sendo a equacao do circuito elétrico RLC em série demonstrada da seguinte maneira:

di 1
S L Rit—-qg= 1.2
L——+Ri+2q=E() (1.2)

Assim, o objetivo desse trabalho é experimentar os diversos métodos de
resolucdo de EDQO’s de segunda ordem em problemas envolvendo os circuitos RLC
em série. Para isso, no Capitulo 2, apresentaremos diversos métodos de resolucao
de equacdes diferenciais lineares de segunda ordem homogénea e nao-homogénea,
as equaclbes diferenciais lineares com coeficientes constantes, o método de
coeficientes a determinar, as variagbes de parametros, o método de Euler-Cauchy, a
transformada de Laplace e sua inversa. No Capitulo 3, foi explicado do funcionamento
dos circuitos RLC em série e onde, também, testamos a aplicabilidade desses
métodos nas resolugdes de problemas envolvendo circuitos elétricos RLC. Por fim, no
Capitulo 4, concluimos tentando identificar quais os métodos que sdao mais facilmente
aplicados, obtendo as solugdes mais rapidamente.
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2. TEOREMAS E METODOS MATEMATICOS

Nesta secdo, apresentaremos os conceitos basicos para o entendimento dos
resultados subsequentes deste texto. Como nossas principais referéncias,
consideramos os livios de Zill-Cullen (2001), Boyce-DiPrima (2010), Cavalcante
(2011) e o trabalho de Santos (2019)

2.1. EQUACOES DIFERENCIAIS

Definicao: Uma Equacao Diferencial € uma equagdo que contém derivada ou
diferencial de uma ou mais variaveis dependentes em relagdo a uma ou mais variaveis

independentes.

2.1.1. CLASSIFICACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS
As Equagoes Diferenciais sao classificadas de acordo com o tipo, a ordem e

a linearidade. Elas serao definidas no decorrer deste capitulo.
Classificacao pelo Tipo
Quanto ao seu tipo as ED’s podem ser classificadas de duas maneiras, séo

elas: Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) e Equacgéao Diferencial Parcial (EDP).

e Equacao Diferencial Ordinaria (EDO): se uma equagdo contém
somente derivadas ordindrias de uma ou mais variaveis dependentes,
com relagdo a uma unica variavel dependente, ela € chamada de EDO.
De modo geral, escrevemos uma equacao diferencial ordinaria de
ordem n da seguinte forma

FO,py,y' 9™ = g(x).
A seguir temos EDO’s de 12 e 22 ordens, respectivamente.
y'-y=1
y'+y' +y=0

e Equacao Diferencial Parcial (EDP): uma equacdo que envolve as
derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes de duas ou

mais variaveis independentes é chamada de EDP.
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A seguir temos EDP’s de 12 e 22 ordens, respectivamente.

au_ ov
dy 0y

0*u _ 0%u ) ou
ax2  0Ot2 ot
Classificacao da Ordem

A ordem de uma equacao diferencial é determinada pela ordem da maior
derivada encontrada na equacéo.

Exemplo: As equagdes diferenciais

y'-y=1
y'=y' +y=0
yIII _ yl + y — O
sao, respectivamente, EDO de 12 ordem, EDO de 32 ordem e EDO de 32 ordem.

Classificacao da Linearidade

Quanto a linearidade, as Equacbes Diferenciais podem ser classificadas em
linear e ndo linear. Uma equagéo diferencial é chamada de linear quando pode ser
escrita na forma

n n—1

d"y "’y dy
() 20+ A1 () o o an(0) o+ ag()y = g ().

Observe que as equacgbes diferenciais sdo caracterizadas por duas
propriedades:

i. A variavel dependente y e todas as suas derivadas sdo monémios
do primeiro grau, isto €, a poténcia de cada termo envolvendo y é
1.

ii. Cada funcgao coeficiente depende apenas da variavel independente

X.
Assim, se algum desses requisitos nao for satisfeito, a EDO é dita ndo-linear.

Note que as equacgdes
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xdy+ydx =0
yy' +2y —1—x%=

d3y (dy 4
dx3

2 a) +y:0

sao equacdes diferenciais ordinarias de primeira, segunda e terceira ordens,

respectivamente. No entanto,

12} 4 d3y dy4
yy"'+2y'—1—-x2=0 exﬁ—z(a) +y=0

sdo equacglOes diferenciais ordinarias ndo-lineares de segunda e terceira ordens,

respectivamente.

2.2. EQUACOES DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

Comecgamos apresentando o conceito de equacodes diferenciais de 2° ordem,
que serao o ponto de partida das nossas aplicagdes. Como podemos ver na literatura,
uma unica equacgao desse tipo pode servir como modelo matematico para inumeros

fendbmenos.

2.2.1. EQUACOES LINEARES

Definicao: Chama-se de Equagéo Diferencial Linear de 22 ordem uma equagao com

a forma

y'+ )y + gy =1(x) (2.1)

onde f(x) e g(x) sdo chamados de coeficientes da EDO de 22 ordem.

DENDENCIA LINEAR E INDEPENDENCIA LINEAR

Definicao: Dizemos que um conjunto de fungoes f; (x), f2(x), ..., fn(x) é linearmente
dependente em um intervalo / se existem constantes cy, c, . ¢, ndo todas nulas, tais

que
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cifi(x) + c2fa(0) + o+ cpfp(x) =0

para todo x no intervalo.

Definicao: Dizemos que um conjunto de fungées f; (x), f2(x), ..., fn(x) é linearmente

independente em um intervalo / se ele ndo é linearmente dependente no intervalo.

Em outras palavras, um conjunto de fung¢des € linearmente independente em

um intervalo se as unicas constantes para as quais

c1f1(x) + c2f2(x) + -+ cpfa(x) =0

Para todo x no intervalo, sdo ¢; = ¢, = ¢, = 0.

WRONSKIANO
O seguinte teorema proporciona condigéao suficiente para a independéncia
linear de n fungdes em um intervalo. Supomos que cada fungéo seja diferenciavel

pelo menos n — 1 vezes.
Teorema: Critério para Independéncia Linear de Funcdes

Suponha que f;(x), f2(x), ..., fn(x) sejam diferenciaveis pelo menos n — 1 vezes. Se

o determinante

fl fz fn

fll fIZ fln

(n-1)  (n-1) ,(n-1)
f; 2

1 n

For diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo /, entao as fungdes

fi(x), f2(x), ..., fn(x) seréo linearmente independentes no intervalo.
O determinante do teorema precedente € denotado por

W(f1(x), f(%), oo, fr ()

E é chamado o Wronskiano das funcoes.
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2.2.2. EQUACOES HOMOGENEAS

Uma equacéo diferencial de 22 ordem da forma,

d*y dy
az(x)w+ al(x)a+ ag(x)y=0 (2.2)

ou, simplesmente

y'+ f(x)y +gx)y =0

é chamada de homogénea, enquanto,
2

d
@ () 5 + 000 2+ ap(0y = 1) 23

ou

Y+ )y + gy = 1(x)
com [(x) nao identicamente zero, é chamada de ndo-homogénea.

2.1.3 SOLUGCOES PARA AS EQUAGCOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 22
ORDEM

Definicao: Uma funcdo de y = s(x) € assim identificada de solucdo da equacgao
diferencial linear de 22 ordem se em um intervalo aberto I de existéncia, a funcéo s(x)

for definida e for duas vezes derivavel ao longo do intervalo e que satisfagam a EDO.
A seguir, apresentamos o primeiro método de resolugao desse texto.

(PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO - EQUACAO LINEAR HOMOGENEA
DE 22 ORDEM):
No teorema a seguir, mostramos que a combinacao, ou superposicao, de duas
ou mais solugcbes para uma equacao diferencial linear homogénea é também uma

solucéo.
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Teorema: Sejam y,,y,, ..., Vi solucdes para a equacgao diferencial linear de n-ésima

ordem homogénea (2.2) em um intervalo /. Entdo, a combinacao linear
y = C1y1(x) + C2y2(x) + -+ + Cryr(x), (2.4)

em que os (;,i =1,2,..,k, sdo constantes arbitrarias, € também uma solugédo no

intervalo.

Demonstragao: Provaremos o caso n = k = 2. Sejam y;(x) e y,(x) solugdes para,
a()y" + a (x)y" + ap(x)y = 0.

Se definirmos y = C;y,(x) + C,y,(x), entdo,
a; ()[Cry1" + Cy3 1+ a1 (0)[Cry1 + Coyz] + ag () [Crys + Coys]
= Cilaz (0)yi + a1 (x)y1 + ag(x)y1] + Czlaz(X)y3 + a1 (x)y;
+a;(x)y,]
=C;-0+C,-0=0.

(PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO - EQUACAO LINEAR NAO-
HOMOGENEA DE 22 ORDEM):
Para a definicdo de solugao geral para uma equagéo linear ndo-homogénea,

qualquer fungéo y,, independente de parametros, que satisfaga (2.3) € chamada de

solucao particular para a equacao.

Teorema: Sejam y,, y,, ..., ¥n Solucbes para a equacéao diferencial linear homogénea
de n-ésima (2.2) em um intervalo / e seja y, qualquer solugao para a equagéo nao-

homogénea (2.3) no mesmo intervalo. Entéo,
y = C1y1(x) + Coy2(x) + - + Gy (%) + yp (%)

é também uma solucao para a equacado nao-homogénea no intervalo, para quaisquer

constantes C;, Cs, ..., Cy.

Teorema: Sejam y, uma dada solugédo para a equagédo diferencial linear n&o-
homogénea de n-ésima ordem (2.3) em um intervalo | e sejam {y;,y,, ..., ¥,} um

conjunto fundamental de solugdes para a equagdo homogénea associada (2.2) no
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intervalo /. Entdo, para qualquer solucao Y(x) de (2.3) em [, podemos encontrar

constantes Cy, C,, ..., C,, tais que
Y =Gy (x) + Gy, (x) + -+ Gy (x) + y, ().

Demonstragao: Provamos o caso n = 2. Suponha que Y e y,, sejam ambas solugbes

para,
a(x)y" + a;(x)y" + as(x)y = g(x).

Se definirmos uma fungéo u por u(x) = Y (x) — y,(x), entéo,

a;(Du" + a; (U = a, [V =y + a1 ()[Y' = yp] + ag()[Y — yp]
+ ay(x)u
= a, ()Y + a; ()Y + ag(x)Y — [a; () yy + a1 (x)yy

+ ao(x)yp]
=g(x)—gx) =0
portanto, pode-se escrever,
ulx) = Gy (x) + Gy, (x)
Y) —yp(x) = Cyi(x) + Gya(x)
Y(x) = Ciyi(x) + Gya(x) + yp ().

Chegamos a ultima definicao desta secao.

Definicao (Solugéo Geral - Equagbes ndo-homogéneas): Seja y, uma dada solugéo
para a equacao diferencial linear ndo-homogénea de n-ésima ordem (2.3) em um

intervalo / e seja
Y(x) = Ciy1(x) + Gy (x) + -+ + Cuyn ()

a solucao geral para a equacao homogénea associada (2.2) no intervalo. A solucao
geral para a equacao nao-homogénea no interior no intervalo € definida por

y = Cy1(x) + Gy, (x) + -+ + Cuyn(x) + yp(x) =y.(x) + yp(x)-
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2.3. EQUACOES LINEARES HOMOGENEAS COM COEFICIENTES
CONSTANTES

~ . . . d 7
A equacgéo linear de primeira ordem £+ ay = 0, em que a & uma constante,

possui a solugdo exponencial y = C;e™** em (—oo, ). Portanto, é natural procurar
determinar se solugdes exponenciais existem em (—oo,00) para equagdes de ordem

maior como
Ay + a1y + o+ ayy’ +ay +agy =0, (2.5)

em que os qa;,i =0,1,..,n sdo constantes. O fator surpreendente é que todas as
solugdes para (2.5) sao fungdes exponenciais, ou constituidas a partir de funcdes
exponenciais.
Para melhor entendimento, consideraremos o caso especial da equacgao de
segunda ordem
ay" +by'+cy =0. (2.6)
A seguir, faremos uma breve apresentagao dos métodos de solucao para as equacgdes
com em (2.6). Para maiores detalhes, consultar as referéncias citadas no inicio deste

capitulo.

2.3.1. EQUAGCAO AUXILIAR (OU CARACTERISTICA)

Se tentarmos uma solugdo da forma y = e™*, entdo y' = me™* e y"' = m?e™~,

assim a equacao (2.6) torna-se,

am?e™ + bme™ + ce™ =0
ou

e™ (am? + bm +c) = 0.

Como e™ nunca se anula para valores reais de x, entdo a Unica maneira de
fazer essa fungdo exponencial satisfazer a equacgao diferencial é escolher m de tal

forma que ele seja raiz da equagéo quadratica
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am? +bm+c = 0. (2.7)

Essa Uultima equacdo € chamada de equacao auxiliar ou equacao
caracteristica da equacéao diferencial (2.6). Considerando trés casos, a saber: as
solugdes para a equagéao auxiliar correspondem a raizes reais distintas, raizes reais

iguais e raizes complexas conjugadas.

2.2.2 CASO I: RAIZES REAIS DISTINTAS

Com a hipétese de que a equacgao auxiliar (2.7) possui raizes reais distintas m,
e m,, encontra-se duas solucoes
miXx

y,=e e y, =em*

Para f;(x) = e™*, f,(x)e™2*, m; # m,,

emlx emzx

W (em®, emax = = (my = m)e(™+ T 2 0

mye™* m,e™2*
para todo valor real de x. Logo f; e f, sao linearmente independentes em qualquer
intervalo do eixo x.
Essas funcdes sao linearmente independentes em (—oo, ) e, portanto, formam
um conjunto fundamental. Segue-se que a solugéo geral para (2.6) nesse intervalo é
y = C;e™* 4 (C,e™2*, (2.8)

2.2.3 CASO lI: RAIZES REAIS IGUAIS

Quando m; = m,, obtemos somente uma solugdo exponencial y; = e™¥,

Porém, segue-se que uma segunda solugéo é

e_(g)x
y2 = emle eZmlx dx. (29)

Da forma quadratica, temos m; = —b/2a, pois a Unica maneira de ter m; = m, € ter

b? — 4ac = 0. Em vista do fato de que 2m; = —b/a. Assim, (2.9) torna-se
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emlx

= eM1¥ dx = e™* [ dx = xe™*,
2 e2mix

A solucéo geral para (2.6) é, entao,

y = Ce™* + Cyxe™X, (2.10)

2.2.4 CASO lll: RAiZES COMPLEXAS CONJUGADAS

Se m; e m, sdo complexas conjugadas, entdo podemos escrever

m=a+if e my=a-—if

em que a e > 0 sdo reais e i? = —1. Formalmente, nao ha diferenca entre este caso

e o Caso 1, em que

y = Cle(a+iﬁ)x + Cze(a—iﬁ)x_

Porém, na pratica, é mais facil trabalhar com fungbes reais em vez de

exponenciais complexas. Por isso, pode ser usada a férmula de Euler:!

e® = cosO +isenb,
em que 6 é qualquer numero real. Segue-se desta férmula que

e'P* = cosPx + isenfx e e F* = cosfx — isenfx, (2.11)

'Leonhard Euler (1707-1783) Um homem com uma memoria prodigiosa € um poder de
concentracao fenomenal, Euler teve interesses universais; foi teélogo, fisico, astrénomo, linguista,
psicologo, conhecedor dos classicos e, principalmente matematico. Euler foi considerado um
verdadeiro génio do século. Em matematica, fez contribuicbes permanentes para a algebra,
trigonometria, geometria analitica, calculo, céalculo das variagdes, equagbes diferenciais, variavel
complexa, teoria dos nimeros e topologia. Sua produgdo matematica parece nao ter sido afetada pelos
13 filhos ou pela cegueira que o acometeu em seus 17 Ultimos anos de vida. Euler escreveu mais de
700 trabalhos e 32 livros sobre matematica e foi responsavel pela introdu¢do de muitos simbolos, (tais
como e, m ei =+/—1) e notagdes que ainda s&o usadas (como f(x),Z,sinx e cos x). Euler nasceu em
Basiléia, Suica, em 15 de abril de 1707 e morreu de derrame cerebral em Sao Petersburgo em 18 de
setembro de 1783, quando trabalhava na corte da imperatriz russa Catarina, a Grande.
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em que usamos cos(—fx) = cosfx e sin(—fx) = —sinBx. Nota-se que somando

depois subtraindo as duas equagdes em (2.11), obtemos, respectivamente,
elBX 4 e7Bx = 2cospx e  e* —e ¥ = 2senpx.

Como y = Ce@+iB)x 4 ¢, e(@iB)x & yma solugdo para (2.6) para qualquer
escolha das constantes C; e C,, fazendo ¢, =C, =1e C; = 1,C, = —1, tem-se, nesta

ordem, duas solugdes:

y, = e(a+iﬁ)x + e(a—iﬁ)x ey, = e(a+iﬁ)x _ e(a—iﬁ)x

Mas,

y, = e (ehx 4 e7X) = 20%% cos fx

y, = e (¥ — ¢71hx) = 2ie% sen Px.

Os dois ultimos resultados mostram que as fungdes e®* cos fx € e** sin Bx s&o
solucdes pra (2.6), dai pode-se concluir que as duas fungdes formam um conjunto
fundamental de solugdes para a equacgao diferencial em (—o0, ). Pelo principio de

superposicao, a solugao geral é

y = Cie** cos fx + C,e* sen fx

= e*(Cy cos fx + C, sen fBx). (2.12)

Exemplo: A seguir, um exemplo de equacbes lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes.
y'+y' +2y=0
m*+m+2=0
Com as raizesdem; =2em, = —1.
y(x) = Cie? + Ce™
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2.4. COEFICIENTES INDETERMINADOS — ABORDAGEM POR
SUPERPOSICAO

Para obter uma solugdo geral para uma equagédo diferencial linear nao-

homogénea tem que fazer duas coisas:

I.  Encontrar a funcao complementar y.,.

Il. Encontrar qualquer solugéo particular y, da equagdo ndo-homogénea.

Uma solugao complementar é a solugdo da EDO homogénea associada a EDO
nao-homogénea. Uma solugdo particular é qualquer fungdo, independente de
parametros, que satisfaz a equacao diferencial identicamente. A solugédo geral para

uma equagio nao-homogénea em um intervalo &, entéo, y = y. + y,.

Assim como feito na sec¢do anterior, nos fixaremos em EDO’s de segunda

ordem, ou seja, equagdes ndo-homogéneas da forma

ay" + by +cy = g(x) (2.13)

em que a, b e ¢ sao constantes. Embora o método dos coeficientes indeterminados
nao se limite a equacdes de segunda ordem, ele se limita a equacgdes lineares nao-

homogéneas:

e que tem coeficientes constantes, e
e em que g(x) € uma constante k, uma funcdo polinomial, uma funcao

exponencial e**, senfix, cosfx, ou somas e produtos dessas funcgodes.

Nota: Para ser preciso, g(x) = k (constante) € uma funcao polinomial. Vamos enfatizar,

usando a redundancia, “fungao constante, polinomial, ...”

O que segue sao exemplos de tipos de fungdes aplicadas g(x) que séo

apropriadas para essa discussao:
glx) = 25

gx) = x?2-10x
gx) = 13x—6+ 14e™**
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glx) = sen6x —7xcos9x
gx) = e*cosx— (2x2—1)e™},

ou seja, g(x) € uma combinacgao linear de fungées do tipo:
k (constante), x™, x"e%*, x"e%* cosfx e x"e%sen Bx,

em que n € um inteiro ndo negativo e a € B sdo numeros reais. O método dos
coeficientes indeterminados néo se aplica a equacoes diferenciais da forma (2.13) em

que, por exemplo,
g =Inx, glx) ==, glx) = tgx, glx) = sen" x.

O conjunto de funcdes que consiste em constantes, polinbmios, exponenciais
e, senos, cossenos, tem a seguinte propriedade: derivadas de suas somas e
produtos sdo ainda somas e produtos de constantes, polinbmios, exponenciais e®*,

senos e cossenos. Como a combinagéo linear das derivadas ay,’ + by, + cy, tem de

ser idéntico a g(x), entdo supdem que y, tem a mesma forma que g(x).

Na tabela abaixo, apresentaremos alguns exemplos especificos de g(x) em
(2.13) juntamente com a forma correspondente da solucao particular. Evidentemente,
tomando por garantia que nenhuma fungao da suposta solugao particular y, faga parte

da funcdo complementar y,.

Tabela 1: Algumas solugbes particulares.

g(x) Forma de y,
(qualquer constante) A
3x+6 Ax + B
2x% — 4 Ax*+Bx +c
x3—x+2 Ax3 +Bx?+Cx+D
sen 5x A cos5x + B sen 5x
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cos 5x A cos5x + B sen 5x
6% Aeb*
(8x — 3)e** (Ax + B)e**
x%e3x (Ax? + Bx + C)e3*
e?*sen 3x Ae?* cos3x + Be?* sen 3x
4x? sen 3x (Ax? + Bx + C) cos 3x + (Dx? + Ex + F)sen 3x
xe** cos 3x (Ax + B)e** cos 3x (Cx + D)e**sen 3x

Fonte: Zill e Cullen (2001), adaptado.

Se g(x) consiste na soma de m termos listados na tabela, entdo a suposicao
para uma solugdo particular y, consiste na soma das formas escolhidas
Vpyr Ypys -+ Ypr» OU SEJA,

Yp =Yp, tVp, Tt Vp,

e Caso ll: Uma funcdo na solugéo particular escolhida € também uma solucéo
para a equacao diferencial homogénea associada.

Supondo novamente que g(x) consiste de m termos do tipo dado na tabela e

supondo que a suposicao usual para uma solucao particular seja,

Yp =Yp, tVp, Tt Yy

em que 0s y,,i=12,..,m, sdao as formas de solugoes particulares tentadas
correspondentes a esses termos. Sob circunstancias apresentadas no Caso I,
formulando a seguinte regra geral:

Se algumas y,. contém termos que duplicam termos em y., entdo, y, tem de
ser multiplicada por x™, em que n € o menor inteiro positivo que elimina essa

duplicagéo.



30

Exemplo: Uma equacéo linear de segunda ordem por coeficientes a determinar

y'—y' =2y =3x+4

m —-m-2=0
As raizes da equacao caracteristica homogénea sdom; =2 e m, = —1

ynp = Cie?* + Cre™

Yp =Ax+ B
V=4
Yp =0

—A—2(Ax+B)=3x+4
—2Ax—A—-2B=3x+4

. 3 5
Ilgualando os coeficientes semelhantes encontramos os valores de A = —;eB=—-

3 5
Yp=T3% 7y
yg_yh+yp

2.5. VARIACAO DE PARAMETROS

Nesta secado, revisaremos um método de solugdo de EDO’s lineares de
segunda ordem em que os coeficientes ndo necessariamente sdo constantes. Aqui,
escreveremos a solugé@o geral como y =y, + y,, onde y, € uma solugéo particular,
procedimento semelhante ao que estudamos na secao anterior. Nesse método, as
fungbes g(x) de (2.13) assumem formas mais abrangentes do que as vistas na segéo

anterior. Esse método pode ser aplicado a EDO’s de ordem maior que dois.

Retomemos uma equacao diferencial linear de segunda ordem
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a;(0)y" + a; ()Y + ag(x)y = g(x) (2.14)

cuja forma padréo é
y'+ Py +Q(x)y = f(x), (2.15)
ao dividirmos (2.14) por a,(x). Aqui, vamos supor que P(x), Q(x) e f(x) sao continuas

em algum intervalo /. Como sabemos, quando P(x) e Q(x) sédo constantes, ndo temos

nenhuma dificuldade em escrever y..

Suponhamos que y; e y, formem um conjunto fundamental de solu¢des em /

da forma homogénea associada (2.15), isto é, que

yi +P)y; +Q(x)y1 =0 ey +Px)y;+Q(x)y, = 0.

Agora, pode-se encontrar duas fungées u, e u, tais que,

Vp = u1 (0)y1(x) + up(x)y2 (x)

seja uma solugéo particular para (2.15). Nota-se que a suposi¢éo para y, € a mesma
que y. = C,y; + C,y,, mas substituindo por C; e C, pelos “paradmetros variaveis” u, e
u,. Como se quer determinar duas funcdes desconhecidas, a razao diz que se precisa
de duas equagdes. Uma dessas equagdes resulta da substituicao y, = u;y; + uzy, na

equacao diferencial dada (2.15). A outra equacgéo que impde &
yiui' +yuy’ =0 (2.16)
essa equacao é uma suposicao que se fez para simplificar a primeira derivada e,

consequentemente, a segunda derivada de y,,. Usando a regra do produto para derivar

Yp, Obtemos

Yp = WY1 + Y1y + Yoy = Wiy + Uy, + YUy + YU, (2.17)
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assim
Yp = WY1 + Uzys.
Continuando, encontra-se
Yo =wiyi Y1y + Yy + v
substituindo esses resultados em (2.15), tem

Yo + Py, + Qyy +uiyy + yiui + Uy, + youy + Pusy; + Puyy, + Quiys + Qupy,
=uy[y; + Py; + Qy1l + uzly; + Py, + Qy2] + yiui + youp = f(x).

Em outras palavras, u; e u, tém de ser fungcées que também satisfacam a

condicao
yiug + yaup = f(x). (2.18)

As equagbes (2.16) e (2.18) constituem um sistema linear de equagbes para

determinar as derivadas u;’ e u,’. Pela regra de Cramer, a solugao para

{ yiug + youp; =0
yi'ug +y'uy = f(x)

pode ser expressa em termos de determinantes, a saber,
uy=— e u;=—, (2.19)
em que

Y1 0
B ' f(x)|

) e W2:

|y1 J’2,|' 0 ¥ (2.20)

! W: ’
v Ve 7))y,
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o determinante W é o de y, e y,. Pela independéncia linear de y, e y, em [, sabemos
de W(x) # 0 para todo x no intervalo.
Quando Calculados as integrais indefinidas u'; e u’', ndo necessita inserir

constantes, pois

Y=Yty =0Cy1+06y,+ (us + a)ys + (uy + by)y;
= (Cy+ay; + (C2 + by, +uyys + Uy,
= Ci1y1 + Gy, + uyy; + uzy,.

Exemplo: Uma equacéo linear de segunda ordem por variacao de parametro

yll_y/_2y=e3x

m—-m-2=0
As raizes da equacdao caracteristica homogénea sdom; =2 em, = —1

yn = Cie** + Cre™

Vp = V12 +ve7F

{ v,'e?* +v,'e™* =0
v,'2e?* —p,’e™™ = 3%

Usando substituicao do sistema achamos

e

[N

X

v
3

) e4x
)

Integrando v, e v,’

2 =Jv1'dx

X
vy = ?dx
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171:?
12 =fv2’dx
e4x
= | ——d
v, f 3 dx
e4x
v
e* 5 e4x
— x -x
W=z e
e3x
iy
Yg=Ynt W

3x

Yg=C1e** + Ce™ + e

2.6. A TRANSFORMADA DE LAPLACE

O método da Transformada de Laplace € muito conveniente para encontramos
a solugéao para certos tipos de problemas de valor inicial, além de aplicagdes em
sistemas fisicos tais como um sistema massa-mola ou um circuito elétrico em série.
Em célculo, aprendemos que a derivagao e integragdo de uma determinada funcao,
transforma uma fungéo em outra. Por exemplo, a funcdo f (x) = x* é transformada
em uma fung¢ao cubica, em uma familia de polinémios de grau 5 e em uma constante

por meio das operacdes de derivacdo, integracao indefinida e integracao definida:

5

ix4=4x3 fx4dx=i+c fx4dx=625

dx ’ 5 ’ '
0

Essas trés operacdes possuem a propriedade de linearidade, isso quer
dizer que para quaisquer constantes a e 3, temos

d _d d
)+ BgD)] = a—f)+B—g(x)

[lare + pgenar = a | reodc+ g [ geoax
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b b b
f [af(o) + fg(0)]dx = a f F)dx + B f 9(x)dx (2.25)

desde que existam as derivadas e integrais.
No caso em que f(x,y) é uma funcédo de duas variaveis, entdo uma integral

definida de f em relagdo a uma das variaveis, define uma funcéo na outra variavel.

Na integral ff 2xy?dx = 3y?, y foi considerada como constante durante o processo

de integragcdo. De maneira analoga, uma integral definida por f:K(s, t)f(t)de,

transforma uma funcéo f(t) em uma funcao de variavel s.

2.6.1. DEFINICAO BASICA

Se f(t) estiver definida parat > 0, entdo a integral imprépria

f “K(s,0) F(o)dt
0

é definida por um limite de integrais em intervalos finitos, assim sendo,

o)

b
f K(s,Df(0) dt = Jim f K(s,O)f(t) dt.
0

0

Se esse limite existe, dizemos que a integral existe ou é convergente; se o limite
nao existe, fala-se que a integral ndo existe ou € divergente. O limite em questao
existirda somente para certos valores da varidvel s. A escolha k(s,t) = e~5t fornece

uma transformada integral especialmente importante.

Definicao: Seja f uma fungao definida para t > 0. A integral

o)

L{f(©)} = J e Stf(t)dt (2.26)
0
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é chamada de a Transformada de Laplace? de f, desde que a integral acima convirja.

Quando a integral impropria (2.26) converge, o resultado é uma funcao de s. E,
portanto, € utilizadas letras mindsculas para denotar a fungéo a ser transformada e a
letra maiuscula correspondente serve para denotar sua transformada de Laplace. Por

exemplo,

LW} = F(s), L{g®}=G(s),  L{h(®)} = H(s).

2.6.2. PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Para que possa ter alguma sustentacdo no embasamento teérico, €
necessario sempre estudar algumas propriedades basicas das Transformada de
Laplace.

e LINEARIDADE

Teorema: Sejam c; e c, constantes quaisquer e F,(s) e F,(s) as transformadas de

Laplace de f;(t) e f,(t), respectivamente, entao

Lic; fi(0) + c2f2(0)} = i L{fi(®) + . L{f2(B)}
c1F1(s) + ¢ F,(s).

Demonstracao: Feita em (2.27).

o PRIMEIRA PROPRIEDADE DE TRANSLAGCAO OU DE DESLOCAMENTO

Teorema: Se a é um numero real e L{f(t)} = F(s), entao

L{eYf(t)} = F(s — a).

20 Desenvolvimento da Transformada de Laplace deve-se a muitos nomes além do préprio Laplace.
Embora Laplace tenha usado a transformada da integral (2.26) em seu trabalho sobre a teoria das
probabilidades, é mais provavel que a integral tenha sido descoberta por Euler (1707-1783), um
matematico mais prolifico da historia. Historicamente, o desenvolvimento dos métodos de
transformagao comecga com a busca por solu¢des de certos modelos de equacgdes diferenciais na forma
de integrais reais definidas, e esta busca comega com Euler (Zill e Cullen, 2001).
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o SEGUNDA PROPRIEDADE DE TRANSLACAO OU DE DESLOCAMENTO

Teorema: Se a for uma constante positiva, L{f(t)} = F(s) e

_(ft—a), t>a
g(t)_{ 0, t<a

entdao L{g(t)} = e *F(s).
e PROPRIEDADE DE MUDANCA DE ESCALA
Teorema: Se a € um numero real e L{f(t)} = F(s), entao
cifay = (3
f(at)} = ZF ()

o DERIVADA DE TRANSFORMADAS (MULTIPLICACAO POR t™)
Teorema: Seja n um numero inteiro positivo ndo nulo e L{f (t)} = F(s), entao

n

d
Lt f O} = D o5 Fs).

e TRANSFORMADA DE LAPLACE DE UMA DERIVADA DE ORDEM n

Teorema: Seja L{f (t)} = F(s). Suponha que f(t), f'(t), f"(t), -, f*1(¢t) sdo todas
continuas em [0, +o0] e de ordem exponencial e que f™(t) seja continua por partes

em [0, +x], entdo
LM} = S"F(s) = "7 (0) = s"72(0) =+ = f77(0).

e TRANSFORMADA DE INTEGRAIS

Teorema: Se L{f(t)} = F(s), entao

L t d —1F
{ jo F@w) u}—; ®).
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o INTEGRAL DA TRANSFORMADA DE LAPLACE (DIVISAO POR T)

Teorema: Se L{f(t)} = F(s), entdo

L{@} = fooF(u)du

t

f®

caso lim — exista.
t-0t t

Prova: Temos que a demonstracao desse teorema decorre da definicdo e da
possibilidade de inversdo das ordens de integragao, assim

LmF(u)du = LOO Uome—utf(t)dtl du = fom ILwe_utf(t)dul dt
= fomf(t) Uswe‘”fdul dt

_e_st-

dt

= fooe‘“ @ dt
0 L |

o FUNCOES PERIODICAS

Definicao: Dizemos que uma fungéo real f é periddica se vier a existir um nimero
real T maior que 0 de forma que f(t +T) = f(t) para todo ou qualquer que seja x
pertencente ao dominio de f.
i.  Chamamos T de periodo da fungaof (t);
i. Os graficos das fungbes peridédicas se repetem a cada intervalo de
comprimento |T|.
Teorema: Seja f(t) uma fungéo periddica de periodo T maior que O talque f(t +T) =

f(t), continua por partes e de ordem exponencial, entdo

1 T
L) = =g | et (@t
0
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« CONVOLUCAO

Antes de enunciarmos o teorema da transformada de Laplace de um
Convolucgéao de fungdes iremos definir e citar suas propriedades.
Definicao: Sejam f(t) e g(t) duas fun¢des continuas por partes. Entéo, a Convolugdo

das fungoes f(t) e g(t) é denotada e definida para todo t maior ou igual 0 como sendo

(F* g)() = f £(0) gt — D)dr.
0

Propriedades da convolucao:
l. f*g)@®) =g+ (Propriedade Comutativa)

I (F*(g1+92))®) = (f * g)@) + (f * g2)(©) (Propriedade
Distributiva)

M. ((Fxg)*v)@®) =(f*(g*v)®) (Propriedade Associativa)
V. (f*=0)(t) = (0= f)(t) (Propriedade do Elemento Neutro)

Teorema: Sejam f(t) e g(t) duas fungdes continuas por partes e de ordem

exponencial em [0, oo], entdo

LIS+ ) (O} = LIF(O}L{g (D)} = F(s)G(s).

Prova: Decorre da definicao de transformada de Laplace e do produto de Convolugéao
que

[oe) t (o] t
L{(f * 9)(D)} = j eU f(r)g(t—r)dr]dt= f j estF (1) g(t — Ddr dt.
0 0

Logo,
[ % — ! ,—sSt d d — —st d d .
{(} g)(t)} _ j;) j;) e ) (I)g(t I) tdt = j;) ] (I)L e g(t T—) tdt

Realizando a mudancga de variavel com u = t — 7, temos

o

LU(f * 9)(©)} = j F@ j e=5C+0 g (1) dudr = f eSTf (v)dr f et g(w)du
0 0 0 0
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= LU (O}L{g()}

= F(s)G(s).

Tabela 2: Transformadas de algumas funcbes béasicas

f(® L{f(t)} = F(s)
1
1 Z
S
1
‘ 52
n!
tn Sn+1
pat 1
s—a
k
sen kt
s2 + k2
S
cos kt 21 k2
senh kt k
SZ — k2
S
cosh kt R

Fonte: Zill e Cullen (2001), adaptado.

2.6.3. TRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA

Aqui, trabalharemos com o caminho inverso da Transformada de Laplace, ou
seja, dada uma fungao F (s), tentaremos encontrar uma funcéo f(t) cuja transformada
de Laplace seja F(s). Dizemos entdo que f(t) é a Transformada de Laplace inversa

de F(s) e escrevemos

f© =LHF ()}
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e L1, UMA TRANSFORMADA LINEAR

A transformada de Laplace inversa é uma transformada linear; isto €, para

constantes a e S5,

L7 HaF(s) + BG(s)} = aL ™ {F(s)} + BLTHG ()},

em que F e G sao as transformadas de algumas funcbes f e g.

A transformada de Laplace inversa de uma funcao F(s) pode ndo ser Unica.
Isso ndo é tao ruim quanto parece. Se f; e f, sdo continuas por partes em [0, ©) e de
ordem exponencial, entdo, se L{f;(t)} = L{f,(t)}, pode-se mostrar que f; € f, sédo
essencialmente iguais; isto é, elas podem ser diferentes somente nos pontos de
descontinuidade.

o FRACOES PARCIAIS

O uso de fragdes parciais € muito importante para encontrar a transformada de

Laplace inversa. Por exemplo os casos basicos dessa teoria, os denominadores de

1
(s—1)(s+2)(s+4)

. s+1
(i) F(s) = i)

35-2
s3(s2+4)

() F(s) = (iii) F(s) =

contém, respectivamente, somente fatores lineares distintos, fatores lineares

repetidos e um fator quadratico irredutivel.®

Teorema (Comportamento de F(s) quando s — «): Seja f(t) continua por partes

em [0, ) e de ordem exponencial para t > T; entao
lim L7{f ()} = 0.
S—>00

2.6.4. PROPRIEDADES DAS TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

3Irredutivel significa que o fator quadratico ndo possui raizes reais.
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Em seguida sera apresentado algumas propriedades das transformadas

inversas de Laplace.

Teorema (Primeira propriedade de translacdao ou deslocamento): Seja a um

nimero real e L~H{F(s)} = f(t), entdo
L7Y(F(s —a)} = e®f(t).

Teorema (Segunda propriedade de translacao ou deslocamento): Seja a um

nimero real e L~H{F(s)} = f(t), entdo

ft—a),t>a

Lo R ()} = { 0, t<a

Teorema (Propriedade de mudanca de escala): Seja a um numero real e
L7HF(s)} = f(t), entao

L)} = £ (7)

Teorema (Propriedade da transformada inversa de Laplace de derivadas): Seja

n um nimero real ndo nulo e L™{F(s)} = f(t), entdo
dn
LHENE) = £ F O] = Core .

Teorema (Propriedade da transformada inversa de Laplace de integrais): Se
L7HF(s)} = f(t), entao

Lt {Joof(u)du} = @

t
Teorema (Multiplicacdo por s™): Se L7 1{F(s)} = f(t) e f(0) = 0, entdo

L7HsF(9)} = f'(D.
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Teorema (Divisao por s): Se L7{F(s)} = f(t) e f(0) = 0, entdo
O
Teorema (Convolucgédo): Se L™ H{F(s)} = f(t) e L7H{G(s)} = g(t), entdo
L7HF(s)G(s)} = j fg(t —wdu = f(t) * g(@).
0

Tabela 3: Algumas transformadas inversas

F(s) L7HF(s)} = f(t)
1
_ 1
S
1
5—2 t
n!
Sn+1 tn
1 eat
S—a
k
T sen kt
S
S
m cos kt
szz senh kt
S —
S
m cosh kt

Fonte: ZILL e CULLEN (2001), adaptado.

Exemplo: Uma equacéo linear de segunda ordem por transformada de Laplace

ff®=f'®-2f®)=0
f0) =1
f'(0)=0



L{F" (O} — L{t"(0} — 2L{f(D} = L{0}
s?F(s) —sf(0) — f'(0) — [sF(s) — f(0)] — 2F(s) = 0
[s2—s—2]F(s)=s—1

s—1
s2—s—2
1 s—1
L {52—5—2}
s—1 _ A B
(s—2)(s+1)_s—2+s+1

F _ A 4 B
(s)_s—Z s+1

F(s) =

Usando produtos notaveis e fragdes parciais encontramos que A =

F0) =3 +3653)

CETIESRLIRS

s—2 3 s+1
eZL’ ze—t

t) =—

f©) =5+

S

eB

winN

44
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3. MODELAGEM DE CIRCUITOS RLC

A secédo a seguir tera como base de sustentagdo sendo retirados dos livros de
Matos e Zill e Cullen (2001) e Segundo Johnson, Hilburn e Johnson (1994) os
conceitos, proposigdes e teoremas abordados. E usando o livro Boyce, DiPrima (2010)
como livro auxiliar e o trabalho de BEZERRA (2017).

O circuito RLC, apresentado pela figura logo abaixo, possui dois elementos
armazenadores de energia como o indutor (L) e o capacitor (C), um elemento de
dissipacao resistor (R) e uma fonte de energia (E) em volts, a qual pode ser um
gerador ou uma bateria, onde todos esses elementos estao conectados em série.

O resistor tem a fungcédo de impedir o fluxo de corrente ou, melhor dizendo, o
fluxo de carga elétrica e € dada em Ohms Q. Ja o indutor tem a fungé@o de armazenar
energia em forma de um campo magnéticos e medido em Henrys H. E, por fim, o
capacitor tera a fungédo de armazenar energia em forma de campo elétrico e € medido

em Farads F.

Figura 1: Circuito RLC.

Fonte: Autoria propria.

Pela segunda lei de Kirchoff (lei das malhas), a somatoéria das quedas de
voltagem em uma malha de um circuito elétrico, qualquer que seja, é igual a voltagem
fornecida pela fonte no circuito apresentado,

vy +vg+ve=E(L)
que € dado por uma EDO de primeira ordem. As quedas de tensdes (voltagem)

ocasionadas pelo capacitor, o indutor e o resistor sdo, respectivamente v, = % v, =

di . - ~
Ld—; e vz = Ri. Substituindo os valores das tensdes, temos
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di 1
; - _ 3.1
Ldt-I-Rl-I-Cq E(t) (3.1)

No entanto, a carga elétrica q(t) (dado em Coulomb) e armazenada no
capacitor esta relacionada com a corrente elétrica da malha i(t) (dado em Ampeéres)
da forma que a corrente é dada pela variagao da carga elétrica pela variagao do tempo

d?q

i = dq/dt, entao, se derivar a corrente teremos Z—i =— Dai, a equacéo (3.1) se

transforma na equacéo diferencial linear de segunda ordem

d?q dg 1
YR+ Zg=E 3.2
L dt? at ¢ O (3.2)

Caso a corrente inicial da malha i, e a carga inicial contida no capacitor q,

sejam dados, temos o seguinte PVI

1
Lq" + Rq’ tra= E(t)
Q(O) =(qo € q’(O) =

O PVI obtida acima modela, assim, a forma de obtermos a corrente do circuito

RLC em série em fungao do tempo ao deriva-la, ficando assim.

1
Li" +RI' + =i =E(t).

3.1. EXEMPLOS DOS METODOS DE EDO DE SEGUNDA ORDEM NA
APLICAGAO DE CIRCUITOS RLC

Agora, apresentaremos 0s exemplos de varios métodos das equacodes
diferenciais de segunda ordem na aplicacao dos circuitos elétricos de RLC.
O primeiro exemplo a seguir serd uma questdo que usard o método de

equacoes lineares homogéneas com coeficientes constantes.

EXEMPLO 3.1: Considere um circuito elétrico em série apresentando as
seguintes caracteristicas: uma indutdnciade L = 1 H (henrys), umaresisténciade R =
1 Q (ohms), uma capacitancia de € = 0,4 F (farads) e que a tensdo (voltagem) no
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instante t seja nula E(t) = 0. Sabendo que a carga seja q = 1 C (couloms) e a corrente
elétrica i seja nula, durante o instante t = 0. Entao, pede-se: a) A carga elétrica geral
para o circuito no instante t; b) A corrente elétrica geral para o circuito no instante t.

a) Solucao: Pela equacao modelo, temos

P L SR
a2 TR tca=E®

pelos valores dados na questao para o resistor, indutor e o capacitor e as condi¢oes
iniciais para a carga e a corrente formando ent&o, o seguinte PVI:
d’¢ dq 1
1—+1—+—
dt? * dt * 0,4
g =1ei=2 . i=¢q0)=0

q=20

A EDO homogénea de 22 ordem acima, possui a seguinte equacgao

caracteristica m? + m + 2,5 = 0, cujas raizes sdo complexas e conjugadas, a saber,
1 3. 1 3. . , ~
my=—-+-iem;=—-—"L Pelo que vimos no Capitulo 2, a solugdo geral para a
carga elétrica no instante t €
e 3 3
qqe(t) =e2 [B1 cos (E t) + B,sen (E t>]
Como nos foram fornecidas as condi¢6es iniciais da carga da corrente, podemos

encontrar os valores de B, € B, respondendo a um sistema linear. Inicialmente,

encontremos a expressao da corrente no instante t. Note que

1 3 3
qqe(t) =e2 [31 cos (E t) + B,sen (E t)]

'(t) = i,(t) -3t [ 3 B (3 t) + 3 B (3 t)] L [B (3 t) +B (3 t)]
= = 2 —_— — — —_ —_— 2 — —
dg ig e > Bisen (5 > Bacos (5 5e 1cos (5 25€n |5

Das condigdes iniciais

{ q(0) =1
q'(0) =i(0) =0

obtemos
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Blzl
1 3 .
_EBI+§BZ =O

Cujasolucado éB, =1eB, = § Portanto, a carga para o instante t dessa questéao é
N 3 1 3
qqe(t) =e2 [cos (Et) +§sen (Et)] C.

b) Solucao: Ja encontramos a expressao da corrente elétrica geral, i, (t), quando

calculamos a derivada primeira da carga elétrica geral q,(t), logo,
0= s () S ()] -5 s (o) n 30
= 2 —_— — — — _ = 2 - -
ig(t) =e > Bisen (- > Bacos (5 € 10| 2sen ()|
Dos valores de B, e B, obtidos no item anterior, temos que a solu¢ao geral da corrente

no instante t é dada por
() _1 [ 3 (3 t) N 1 (3 t)] 1 _1, [ (3 t) N 1 (3 t)} 2
= 27 | —= — — — —_— 2 — — —
lg e > sen ) > coS ) > e Ccos ) 3 sen > .

No exemplo a seguir, serd usado o método dos coeficientes indeterminados.

EXEMPLO 3.2: Um determinado circuito elétrico simples em série apresenta os
valores do resistor R = 3 Q (ohms), do indutor L = 1 H (henrys), do capacitor C = 0,5 F
(farads) e a tenséo fornecida ao circuito durante o instante t seja de E(t) = sen (5t).
Entao, calcule: a) As expressdes da carga elétrica geral e da corrente elétrica geral
do circuito no instante t; b) A solugao da carga geral e da corrente geral sabendo que

inicialmente que a carga é de g = 2 C (coulombs) e a corrente € de i = 1 A (amperes).

a) Solucao: Pela modelagem geral da EDO de 22 ordem e pelos valores dados para
o resistor, indutor, de tenséo e do capacitor, temos a seguinte EDO de 22 ordem linear

nao-homogénea
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Note que a EDO homogénea de segunda ordem associada possui a seguinte equagao

caracteristica m? + 3m + 2 = 0, cujas raizes serdo, respectivamente, m; = -1 em, =

—2. Dai, a solugdo complementar para a carga elétrica da fungéo no instante t é
q.(t) = D;e"t + D,e %,

Tendo a solugdo homogénea associada da carga elétrica, calculemos agora a
solugéo particular para a EDO nao-homogénea usando o método dos coeficientes

indeterminados. Como a fungdo de entrada de E(t) da EDO é trigonométrica,

sabemos que sua solugéo particular g, € da forma
qp = A cos(5t) + B sen (5t),
cuja derivada primeira é
q'y = —5A sen (5t) + 5B cos(5t)
e a derivada segunda é
q"', = —25A cos(5t) — 25B sen (5t).

Em seguida, substituindo as derivadas primeira e segunda de g, na EDO,

encontramos

—25A cos(5t) — 25B sen (5t) + 3[—5A sen (5t) + 5B cos(5t)]
+ 2[A cos(5t) + B sen (5t)] = sen(5t).

Manipulando, encontramos a seguinte equacao
(=234 4+ 15B) cos(5t) + (—15A — 23B)sen (5t) = sen (5t)
que nos fornece o seguinte sistema de equacdes

{—15A —23B=1
—23A+15B =0
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Donde obtemos A = —% e B= —%. Sendo assim, a solugéo particular equacao
sera
= 5t 23 5t
qp = TTa cos(5t) 71 sen (5t).

Em posse das solugbes complementar e particular para a carga elétrica do

circuito, achamos a expressao geral da carga no instante t, dada por

15 23
— — -t -2t _ -
qg(t) = qc+qp = Die™" + Dye T cos(5t) oz Sen (5¢) C.

A expresséo para a corrente elétrica geral i, (t) € obtida ao derivarmos a carga

Ly . . , . d ~
elétrica geral q,(t), isto &, iy (t) = d—‘z e, entao,

,(t) = —Djet —2D,e™%t + 75 (5t) 115 (5t) A
ig(t) = 1€ ,€ 754sen 754cos .

b) Solucao: Sabendo dos valores iniciais da carga elétrica e da corrente, podemos
achar a solucéao da carga elétrica geral e da corrente elétrica geral através do PVI,

achando os valores de D; e D,. Sabemos que

{q(O) =2 (3.3)
i(0)=1

e que

15 23
qy(t) = Dye~t + Dye™?t — — cos(5t) — — sen (5t)

754 754
ig(t) = —Die " —2Dye % + Esen (5t) — 1—15cos(5t). 3.4)
? - ' 2 754 754

Aplicando (3.3) em (3.4), obtemos o seguinte sistema linear
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D 4 p, = 1523
1T T2T 754
D, + 2D, = 869
! 27 754
Cuja solugédo é D, = Be D, = — 29, Substituindo os valores de D, e D, nas equacgdes

26 13

gerais da carga elétrica e da corrente elétrica, as suas solugdes gerais, no instante t,

séo dadas, respectivamente, por

N 185 . 46, 15 o, 23 S ¢
16(8) =55 ¢ 3¢ ~75g oSO ~ 75y sen (5
e
135 92 75 115
. _ _ -t __p,—2t - -
ig(t) = T e +13e +754sen (5t) 754cos(St) A.
O exemplo a seguir sera resolvido por o método de variagdes de parametros.

EXEMPLO 3.3: Um circuito elétrico RLC simples em série com um resistor de R =

2 Q um capacitor de € = 1 F e indutor de L = 1 H e uma tenséo elétrica no instante t
de E(t) =e'. Utilizando o método de variagcdo de parametros, calcule: a) As
expressoes da carga elétrica geral e da corrente elétrica geral do circuito no instante
t. b) A solucdo da carga geral e da corrente geral sabendo que inicialmente que a

cargaédeg=3Ceacorrenteédei=1A.

a) Solucao: Moldando a equacéao do circuito RLC
1
Lq" + Rq' + Eq = E(t),

temos
q" +2q +q=et.

Primeiramente, solucionemos a EDO homogénea de segunda ordem associada, cuja

equacao caracteristica € m? + 2m + 1 = 0. Veja que as raizes séo, respectivamente,
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m; = —1 e m, = —1. Logo, a solugcdo complementar para a carga elétrica da funcao

no instante t é
qC = Ale_t + Azte_t .

Se q, e g, sao solugdes LI da equacdao homogénea associada, segue que q; =
et e g, =te"t. O nosso objetivo é encontrar uma solucdo geral para a EDO
analisando as funcbes g, e g,. Para isso, usaremos o método da variacao de
parametros. Basicamente, esse método nos ajuda a encontrar uma solucao particular
usando a combinagao q, = u,q; + u,q,. Para que as duas solugoes q; e g, dessa
EDO seja linearmente independente, é necessario que a determinante entre g, € g, €

suas respectivas derivadas

a1 CI2|

W= |q'1 q',

seja diferente de zero. Como sabemos, esse determinante recebe o nome de

wronskiano. Nesse exemplo, temos

—t —t
e te _

W = . - | =e 2t
—e —te " +e

Como W # 0, para todo t, as solucdes g, e g, sao linearmente independentes. Sendo

assim, resolvamos o seguinte sistema

{ ue t+ute t =0
—u'e”t+u,(—te t+e ) =eb

Usando a regra de Cramer, encontramos u'; = —te?t e u', = e?t. Agora, aplicando a

integral, encontramos

u = f—tez’:dt

B 2te?t — g2t
B 4
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u, = ertdt

Q
N | N
. 4

Logo, a solucéao particular € dada por

2t
-t -t
= e " +—te
dp l 5

—2te?t + %t
4

(—2tet +e*) tet

4 2
—2tet 4+ et 4+ 2tet
4

Q

com as solugbes complementar e particular podemos, entdo, encontrar a solugéo

geral da carga elétrica

t

e
qs(t) = qc+qp = Aje™t + Ate™ + T C.

A corrente elétrica pode ser encontrada derivando a solugéo geral acima, ja que

. d
i =, Portanto,
dt

t
e
ig(t) = —Aje "+ Ae (1 —-t) + 7 A.

b) Solucao: Com os valores iniciais da carga e da corrente dadas inicialmente pela
questdo e com as equagdes gerais da carga e da corrente no instante t encontradas
anteriormente, podem ser encontrados os valores de A4, e A,, a0 usarmos

{CIO=3
i0:1.

Se
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et
qg(t) = Ale_t + Azte_t + -

4
et
lg(t) - _Ale_t + Aze_t(l - t) + I
segue que
L _u
174
A+ A, = 5
1 2 — 4

11 7 s
Donde encontramos A, = e A, = Substituindo as constantes A4; e A4, nas

equacoes da caga elétrica e da corrente elétrica no instante ¢, obtemos

11, 7 e
qg(t) =—Fe*+ste"+—C

4 2 4
e
() = 1 ‘t+7 “t1 t)+etA
() = —ZreT e 4
O ultimo exemplo sera resolvido usando a Transformada de Laplace.
EXEMPLO 3.4: Seja um circuito elétrico RLC em série com um resistor de R =

10 Q, um capacitor de € = 0,04 F, um indutor de L =1 H e uma tensao elétrica no
instante t de E(t) = 50. Sabendo que, inicialmente, a carga q e a corrente i sdo nulas,
calcule carga elétrica e a corrente elétrica do circuito no instante t.
Solucao: Segundo o modelo do circuito RLC, obtemos

q"" +10q’ + 25q = 50.

Aplicando a Transformada de Laplace, segue que

£{q""} + 10£{q'} + 25L{q} = 50L{1}.
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Sabendo que a Transformada de Laplace da derivada segunda de q(t) €
s2Q(s) — sq(0) — q'(0), e a derivada primeira é sQ(s) — sq(0), podemos reescrever a

equagao acima como
s2Q(s) —sq(0) — q'(0) + 10[sQ(s) — 5q(0)]+25 Q(s) = 50%-

Uma vez que os valores da carga do capacitor e da corrente sdo nulos em t =

0, ou seja, q(0) = 0 e q'(0) = 0, segue que

s2Q(s) + 10sQ(s)+25Q(s) = 50l

(s?+10s +25)Q(s) = —

50
s(s? + 10s + 25)

Decompondo a equagdo acima em fracdes parciais, e usando conhecimento

Q(s) =

de produtos notaveis, encontramos

50 _A+ B N C
s(s+5)2 s (s+5) (s+5)2

donde vemos que
50 = A(s + 5)* + Bs(s + 5) + Cs.
Agora, iremos atribuir valores a s convenientes para encontrar A,B e C:
e 5s=0
25A =50

A=2

50=A4(1+5)2+B(1+5)+C
6B + C = —22
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50=A(-1+52—-B(-1+5)—C
4B + C = —18.

Resolvendo o sistema linear das duas ultimas equagdes encontradas,

{6B+C= —22
4B + C = —-18

concluimos que A=2, B=-2 e C =-10. A equacédo de Q(s) com os valores

descobertos ficara

2 2 10
=5 Grn Groe

Aplicando a transformada inversa em cada uma dessas parcelas, passando o

dominio do s para o dominio do tempo t, temos

=26 a0 ) o i)

Portanto, a solu¢do da carga elétrica em relacdo ao tempo t €

q(t) = 2(1) — 2e7>t — 10te™ ¢
ou
q(t) = —2e >t —10te >t + 2 C.

A corrente elétrica sera a derivada da solucao da carga elétrica em relacéo a t.

Desse modo, o resultado da corrente é

i(t) = 10e7°t — 10(e~ >t — 5te ™) A.
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4. CONCLUSAO

Ao analisar os métodos apresentados neste trabalho e aplica-los aos
exemplos de circuitos elétricos RLC em série, pudemos constatar que o método da
Transformada de Laplace precisa de poucos passos para encontrar os resultados.
Apesar de o método de variagdo de parametros servir basicamente para encontrar
uma solugéo particular e ter vantagens em relagdo ao método dos coeficientes a
determinar, ela se mostrou extremamente longa para a sua resolugédo em relacao aos

outros métodos, principalmente, comparada com a Transformada de Laplace.

O método dos coeficientes indeterminados nao apresentou muita dificuldade
na resolucédo da EDO, mas dependendo da equacao podera se tornar extremamente
longa e complexa para a obtengao de suas solug¢des particulares, sendo recomendado
0 uso de outros métodos como Laplace. Além de possuir limitagdes quanto as fung¢des

E(t), 0 que n&o acontece com a Transformada de Laplace.

O método de equacgdes lineares homogéneas com coeficientes constantes &
a forma mais simples de se resolver algumas EDQO’s provenientes de circuitos RLC,
mas nao deve ser comparado com os outros métodos, ja que esse método de aplica

apenas quando E(t) = 0 em todo t.

Portanto, diante dessa pequena amostragem, somada a experiéncia obtida
durante a disciplina de Equagdes Diferenciais, concluimos que o método mais
eficiente para resolver EDO’s que surgem a partir da modelagem de circuitos RLC em
série € a Transformada de Laplace, por isso, Boyce e DiPrima (2010) falam

exatamente isso.

Muitos problemas praticos de engenharia envolvem sistemas
mecéanicos ou elétricos sob agao de forgas descontinuas ou de impulsos. Os
métodos de equacdes lineares de segunda ordem sao, muitas vezes,
complicados de se usar tais problemas. Um outro método que é
particularmente adequado para esses problemas, embora possa ser usado
mais geralmente, baseia-se na transformada de Laplace. (Boyce e DiPrima,
2010, p. 165).

Além de fazer uma breve comparacdao dos métodos esse trabalho cumpre
com a principal funcao de um trabalho bibliografico, criar material sobre os temas

abordados, trazendo mais material de suporte para estudo na area.
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