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Resumo: Variados problemas da engenharia podem ter seus comportamentos descritos por equacoes
diferenciais ordinarias, todavia nem sempre estas séo faceis de resolver de maneira analitica, assim, os métodos
numeéricos sao caminhos alternativos para encontrar solugdes aproximadas do problema em algumas situacdes.
Dentre os métodos numéricos para resolucao de equagdes diferenciais, os métodos de Euler e Heun sdo simples
e acessiveis, cuja implementagdo computacional pode ser realizada via programagao de alto nivel em softwares
de algebra computacional. Além disso, existem softwares que contemplam estes métodos em sua base de
aplicaces e que podem ser usados a partir apenas da informacao dos dados iniciais do problema. Este artigo
faz uso destes métodos numéricos adaptados a uma EDO de segunda ordem de um circuito RLC em série
natural e de um software especifico para este problema, com o objetivo de validar a eficiéncia de cada método
estudado, considerando a qualidade da solugdo obtida pelo algoritmo e software, por meio da eficiéncia com
base na média dos erros absolutos. Através da analise comparativa, foi possivel verificar que os métodos
estudados obtiveram resultados competitivos em relacdo ao software e também em relagéo a solucdo analitica
da equacdo diferencial.
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. INTRODUCAO

Na engenharia ha, pelo menos, trés maneiras de se solucionar problemas, sendo estas: método numérico,
experimental e analitico. O método numérico é uma das formas de solucionar problemas complexos por meio
de estratégias numérico-computacionais, utilizando-se de estruturas de simples entendimento e ainda com a
possibilidade de implementagdo computacional, através do desenvolvimento de algoritmos adaptados ao
problema [4]. J& o método experimental, consiste em determinar um objeto de estudo realizando experimentos,
laboratoriais, por exemplo, a fim de observar como as variaveis do problema influenciam no objeto de estudo.

H4& ainda o calculo integral e diferencial que introduziu um grande avango tecnol6gico em problemas
matematicos, onde o uso de equacdes diferenciais em problemas e modelos de engenharia elétrica é
fundamental para descrevé-los, dentre estes, encontra-se o circuito elétrico RLC. Em um circuito elétrico do
tipo RLC temos os componentes elétricos: Resistor (R), Indutor (L) e Capacitor (C), este tipo de circuito
também conhecido como circuitos elétricos de 2° ordem. As aplica¢Oes deste tipo de circuito, sdo na area de
telecomunicacdes, podem ser aplicados para: filtros passivos e ativos, amplificador de frequéncia, receptores
de radio, aparelho de televisdo e sistema de comunicagdo no geral [5].

Porém os métodos analiticos para resolucéo de problemas desta tipologia nem sempre séo de facil aplicacéo,
ja que podem ter resolugdo muito complexa em casos especificos. Dessa forma, o célculo numérico pode
contornar o problema encontrando uma solucdo de forma mais fluida e rapida. Para a resolugdo de equacgdes
diferenciais via métodos numéricos podemos citar os de Euler, Heun e Runge-Kutta [3].

Este trabalho tem como objetivo analisar a eficiéncia do método numérico de Euler na solugdo de equacdes
diferenciais de circuitos RLC quando comparado ao método numérico de Heun, solugdo analitica da Equacéao
diferencial ordinaria (EDO) do circuito RLC série e solu¢do de EDO obtida através de software especifico [11].

2. FUNDAMENTACAO TEORICA
Nesta se¢do, serdo apresentados conceitos tedricos que fundamentam o objetivo deste trabalho, sendo eles:

EquacBes Diferenciais Ordinarias, Problema de Valor Inicial (PVI), circuitos RLC série e os métodos
numeéricos derivados da expansdo em série de Taylor, que sdo os métodos Euler e Heun.

2.1. Equacdes Diferenciais

Para um melhor entendimento deste trabalho, o leitor deve estar familiarizado com os conceitos de calculo
diferencial e integral e também de equacGes diferenciais, cujo escopo foge do contetdo deste estudo. Para




visualizar estes temas, sugerimos [1,2].
Contudo, para melhorar o entendimento do assunto que sera abordado neste trabalho, iremos apresentar alguns
conceitos que irdo embasar certos aspectos relacionados as equagdes diferenciais.

Definigdo 2.1: Uma equagdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis
dependentes em relagdo a uma ou mais varidveis independentes é chamada de equagéo diferencial (ED).

As equagdes diferenciais possuem trés maneiras de serem classificadas: Primeiramente, pelo tipo: ordinaria e
parcial. A ordinaria possui apenas uma variavel independente, onde ha derivadas em relacdo a esta. Ja a parcial
apresenta derivadas para duas ou mais variaveis independentes. Em segundo lugar, as equacgdes diferencias pode
ser classificada pela sua linearidade, com relacdo a esta a equacdo diferencial ordinaria (EDO) tem formato geral:

a (x)ﬂ+a (x)ﬁ+---+a (x)d—y+a )y =gkx) (01)
n dx™ n-1 dx"1 1 dx 0

Uma EDO linear é quando satisfaz duas caracteristicas: cada coeficiente e 0 g(x) sé dependem da variavel
independente x. J& a variavel dependente y, e suas derivadas sdo de primeiro grau. Importante salientar que os
valores de g(x) da Equacdo (1) pode qualificar a equacdo como homogénea no caso do valor de g(x) ser igual zero
é conhecida como heterogénea no caso de g(x) ser diferente de zero.

E por fim a classificagdo por ordem, onde ha dois casos bastantes utilizados que séo as equages diferencias
de primeira e segunda ordem, porém visando a finalidade deste trabalho a de segunda ordem € bastante especial,
onde esta pode ser visualizada a partir da Equacéo (2). E ndo tdo menos importante a de primeira ordem na Equacéao
®3) 2

0, (0) T3 + a1 () = + ag(0)y = g(x) (02)

0, (0) Z+ ay(¥)y = g(x) (03)

Onde: a,, a;, a, Sa0 termos cujos sdo valores constante ou ndo e g(x) é o resultado, onde este pode ser igual
ou diferente de zero.
Neste trabalho ter4 como abordagem principal equagdes diferenciais homogénea de segunda ordem e linear.

2.1.1. Problema de Valor Inicial (PVI)

Para solucionar uma ED, ha diversas maneiras, porém para os casos de EDO especialmente o Problema de
Valor Inicial € um dos mais utilizados para encontrar uma funcdo caracteristica da familia de solugdes, onde ir&
determinar uma funcgdo y(x) que ird satisfazer as solucdes determinadas e as derivadas impostas dada por uma certa
condigdo inicial xo que representara o caso especifico analisado. O problema de valor inicial de uma equagdo de
enésima ordem apresentara condigdes iniciais conforma a Equagdo (4).

y(xo) =yo, ¥ (X0) = Vi s Y Ko) = Vs (04)

Para x,, Yo, Yo', -,y 1, estes possuem valores conhecidos. Contudo, 0 PVI so ira ter uma Gnica solugio
quando respeitar o seguinte teorema [1]:

Definicao 2.2: Sejam az2(.x), ai(.x), ao(r) e g(x) continuas no intervalo | e seja @(x) # 0 para todo x nesse
intervalo. Se .r= . for um ponto qualquer desse intervalo, entdo existe uma Unica solugéo j(.x) do problema de
valor inicial nesse intervalo.

Onde x,, y,, S80 valores reais conhecidos.
2.1.2. Problema de Valor de Contorno (PVC)

Assim como o PVI, o Problema de Valor de Contorno (PVC), consiste em uma formulagdo para solucionar
problemas de equacdes diferenciais que possuem condices iniciais. O PVC, pode conter solucdo Unica, infinitas
ou nenhuma solu¢do [1]. Um exemplo de um caso em que se pode utilizar este método é em EDO de segunda

ordem.
Dessa maneira, em uma EDO de segunda de ordem tem as seguintes condic@es iniciais:

y(x0) = yo, ¥'(x0) =o' (05)

2.2. Métodos Numéricos




2.2.1. Expansao em Série de Taylor

Os métodos numeéricos aqui abordados para resolugdo de equagdes diferenciais fazem uso da Expansdo em
Série de Taylor, desenvolvidas pelo matematico Brook Taylor, que podem ser descritas, de acordo com [3] como:

Definicao 2.3: A série de Taylor fornece um meio para prever o valor da fungdo em um ponto em termos do
valor da funcéo e suas derivadas em um outro ponto. Em particular, o teorema afirma que qualquer funcdo suave
pode ser aproximada por um polindmio.

O termo de uma funcéo constante (Aproximacao de ordem zero) sera perfeitamente definido por meio da série
de Taylor como:

f(xiv) = f(x) (06)

No caso de fungBes que ndo sejam constantes, a Equacédo (06) ndo é a melhor forma de aproximacéo, sendo
assim, o polindmio de Taylor para uma andlise numérica com melhor acuracia e representacdo de fungdes em
termos de poténcia pode ser visualizado pela Equagédo (07). Por meio desta expansao, sera possivel estudar os
métodos de Euler e Heun que s&o oriundos da série de Taylor.

y(x + h) =yx)+y' (x)h+ %y”(x)h2 + -+ %ym(x)hm +p(h™) (07)

Onde: h o tamanho de passo;
m a ordem da expresséo;
p(hm) representa o resto da expressao de ordem m+1.

2.2.2. Método Numérico de Euler

O meétodo numeérico de Euler, também conhecido como Euler-Cauchy ou ponto de inclinagdo [3]. Este método
foi desenvolvido pelo matematico Leonhard Euler, e tem como objetivo encontrar uma solugao para uma equacgao
diferencial de forma simplificada, onde a solucdo aproximada é obtida a partir de um valor inicial ou condicéo
inicial para um dado intervalo [a,b]. Esse método ainda pode ser nomeado como método da tangente, ja que utiliza
a equacdo da tangente como artificio de célculo.

A partir de uma EDO como a da Equacéo (03), 0 método ird retornar aproximacdes de pontos em x e ndo
valores de funcdo de y, estes pontos x deverdo estar igualmente espagados onde o conjunto pode ser chamado de
pontos de malha. De acordo com [3], a primeira derivada (y = f(x) em xi) fornece uma estimativa direta da
inclinagdo em xi. Assim, a determinada projecéo aproximada de um ponto xi+1 emy é feita advindo desta inclinagéo
como é mostrado na Figura (1).
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Figura 1. Gréfico destacando o valor previsto pelo método de Euler e o valor real da fungdo analitica. [3]

Para se obter a aproximacao de um ponto qualquer x; e um valor desconhecido da funcao y(xi), é utilizada a
equacdo da reta tangente representada, de forma geral, pela Equacdo (6) considerando um tamanho de passo h =

b%a onde n € um ndmero inteiro positivo. Desta forma, a funcéo de iteracdo do método de Euler é descrita na
Equacéo (08):

Yisr = ¥i + hf(x, y0) (08)

2.2.3. Método Numérico de Heun




O método numérico de Heun, também conhecido como por método de Euler melhorado, apresenta uma
diferente forma de solucionar os problemas com o objetivo de ser mais preciso. Para que este método venha obter
uma melhor preciséo este utiliza o artificio de ndo utilizar apenas uma derivada, mas sim duas derivacGes, sendo
uma no ponto inicial e outra no ponto final do intervalo, desse modo, a nova curva de inclinagdo sera representada
pela média das duas derivagBes, consequentemente a nova adaptacdo da estratégia de resolugdo do método
numeérico Heun sera descrita conforme a equagao (09).

fxpy) + f(xH,l.y?H)
2

Yit1 = Vit h (09)

Este método numeérico, € do tipo preditor-corretor, ou seja, ele depende da variavel final do método de Euler e
com isso a partir da estratégia do mecanismo formulado, corrige a resposta final para um valor com maior preciséo.
A Figura (2) ilustra graficamente um passo do método de Heun.
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Figura 2. Gréfico das funcdes do método de Heun (1) e a fungdo real da fungéo analitica (2). [3]
2.3. Circuitos RLC

Os circuitos RLC sdo circuitos elétricos de segunda ordem, também conhecidos como circuitos ressonantes,
compostos por elementos passivos como resistor (R), indutor (L) e capacitor (C), podem ser conectados em serie
ou em paralelo, como demonstra na Figura (3) e (4). O resistor limita a passagem da corrente no circuito quando
associado com uma fonte de tensdo presente no circuito, ou seja, pode controlar a intensidade maxima da corrente
dependendo do valor da resisténcia, assim como dissipar energia em forma de calor pelo processo chamado Efeito
Joule, e tem como unidade 0 Ohm (£2). O indutor € um elemento cujo principio de funcionamento é advindo dos
campos magnéticos onde armazena energia € a corrente varia de acordo com o tempo de forma exponencial, o
mesmo possui unidade de medida o Henry (H). O capacitor ird armazenar a energia que é fornecida pelo sistema
em forma de campo elétrico e, posteriormente, ir4 retornar, esta energia armazenada tem como unidade a Farad
(F).

Esse tipo de circuito além de ser classificado pela associacdo dos elementos, série e paralelo, ainda pode ter
dois tipos bésicos de sinais de entrada (natural, 0 V; e ao degrau, fonte CC constante). A classificacdo de um
circuito RLC natural ocorre quando ndo ha a presenca de uma ou mais fontes de tensdo e/ou corrente, ja a um
degrau é quando hé a presenca de alguma fonte.
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Figura 3. Configuracdo de Resposta Natural para um circuito RLC: (a) Série e (b) Paralelo. [5]
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Figura 4. Configuracdo de Resposta a um Degrau para um circuito RLC: (a) Série e (b) Paralelo. [5]
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Para uma fonte de corrente alternada o resultado que o circuito RLC guia a corrente e tensdo no sistema é que
esses parametros irdo oscilar de forma dependente da frequéncia que esta ligada fundamentalmente com os
elementos indutivos e capacitivos, pois a impedancia desses componentes ird mudar de acordo com a variagdo da
frequéncia. Como qualquer outro tipo de sistema elétrico existem perdas por dissipacdo de energia e a amplitude
ira diminuir até que desaparega em circuitos do tipo natural, para o circuito do tipo a um degrau a amplitude do
sinal ira estabilizar até o valor de tensdo da fonte, a forma como isso ocorre é chamado de tipo de resposta do
circuito. Existem basicamente 3 formas distintas de respostas: Superamortecida, criticamente amortecida e sub-
amortecida. Os tipos de amortecimento podem ser melhor visualizados na Figura (7) na se¢do 2.3.1. onde estes
serdo melhor abordados.

Devido a classificagdo natural e a um degrau para os circuitos e de acordo o amortecimento esses sistemas
terdo equacdes de respostas distintas e consequentemente, coeficientes das equacdes como demonstra a Tabela 1.
O coeficiente X para um circuito do tipo natural ndo existe nas equacoes e coeficientes.

Tabela 1. Equacdes e coeficientes de acordo o tipo de amortecimento do circuito RLC, adaptado. [5]

Coeficientes das

Amortecimento Equacdes de resposta N
Equacdes

X(0) = X;+ Ay + 4y

Superamortecido X() = Xp + Ajesrt + Aye’et
dx ' ’

= (0) = 4151 + 425

X(0) = X;+ B3
Subamortecido | X(t) = Xy + (B coswgt + By sinwgt)e™* .
=Z(0) = —aB) +w,B)

- X(0) = X;+ D3
Criticamente

= ! —at 1 _—at
Amortecido X(t) = Xy + Dite™™ + Dye

dx ’ ’
0= Di—aD,

Entre as aplicacBes mais comuns deste tipo de circuito estdo: amplificadores, antenas e filtros como pode ser
visualizado na Figura (5) e (6). Outras aplicacdes e esquemas de seus respectivos circuitos sdo mencionados em

8].
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Figura 5. Esquematico de um amplificador [8]
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Figura 6. Esquematico de um filtro passa-baixa [8]




2.3.1. Tipos de Resposta de um Circuito RLC

Segundo [5], ha trés tipos de respostas (oscilagdes). Inicialmente, antes de definir qual o tipo de resposta, ha a
relagéo entre o circuito RLC e equacéo diferencial ordinaria homogénea (homogénea, ja que o é do tipo natural)
dada pela Equacéo 10, todo o raciocinio para encontrar esta relagdo pode ser visualizada em [1] e [5].

d?v 1 dv v
Nestes circuitos, ha dois pardmetros de frequéncias a serem analisadas: a de Neper e a de ressonancia. As duas
podem ser calculadas por meio das Equagdes (11) e (12), respectivamente, ja a equagdo auxiliar é definida pela
Equacdo (13).

_R
a= (11)
== (12)
Wo = 7z
Ls® +Rs+==0 (13)
C

Por meio da Equagdo (13), pode-se concluir que as suas raizes sdo:
51‘2 = —a i az - WOZ (14)

Atraveés da Equacdo 13 (Equacdo auxiliar), é possivel analisar por meio do valor do resistor (R) qual o seré o valor
de \/a? — wy? (Este serd chamado de 6 para facilitar a anélise), analisando as probabilidades, temos que:

e superamortecido, se & > 0;

e criticamente amortecido, se & = 0;

e subamortecido, 6 <0

E quando R =0, temos que o circuito ndo h& nenhuma forma de amortecimento e a resposta sera uma harménica
simples, os tipos de amortecimento podem ser visualizados através da Figura (7).
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Figura 7. Tipos de amortecimento para um circuito RLC. [6]

3. METODOLOGIA

Com o objetivo de verificar a eficiéncia do método numérico de Euler na solucdo de equacGes diferenciais de
circuitos RLC, quando comparado ao método numérico de Heun, solucdo analitica da Equacdo diferencial
ordinaria (EDO) do circuito RLC série e solucdo de EDO obtida através de software especifico [11], por meio de
trés problemas distintos, sendo que, cada problema é um tipo de amortecimento diferente. As simulacGes dos
métodos numéricos foram realizadas em um notebook com o sistema operacional Windows 11 edicdo Home Single
Language em sua versdo 21H2, as especificacGes de hardware sdo: Processador AMD Ryzen 5 — 3500U com
grafico integrado VEGA 8, 12 GB de memoéria RAM e armazenamento (Memoria ROM) de 128 GB via SSD




NVME da marca Kingspec e 1TB de HDD da marca Western Digital Blue, ja o software de simulagdo dos métodos
numéricos € GNU Octave em sua verséo 7.2.0 instalado no SSD.

Nas simulacfes dos problemas utilizou-se do intervalo de tempo em segundos [0,1] e comparados com a
solugdo analitica, foi realizada a analise da influéncia do passo (h) quanto a aproximagcao da solugdo numérica e
ainda como critério avaliativo da eficicia dos métodos foram utilizadas a média de erro absoluto descrita na
Equacdo (15), e o absoluto méximo, assim como uma andlise gréfica, o resultado da solugdo analitica é
representado por SA e do método a ser analisado por 1. Ja o para o software especifico [11], para cada respectivo
problema, foi simulada a resolucéo de cada respectiva EDO do problema e extraido os dados da tabela de erro,
cujo erro global seria o equivalente do erro absoluto.

Erro Absoluto (Eabs) = |SA — | (15)

O erro absoluto foi calculado ponto a ponto do respectivo intervalo, por exemplo, para o tamanho de passo

igual a 0,1, ou seja, 10 subintervalos, assim sera calculado 10 erros absolutos e assim sucessivamente para 0s
outros tamanhos de passo.

A sequir, estdo representados os algoritmos que foram utilizados na simulagdo numérica.
Método de Euler

Entrada
f) (variavel com o inicio do intervalo em x)
. (variavel com o fim do intervalo em x)
"_) (variavel com o valor inicial de i)
dio (variavel com o valor inicial de u)
h (variavel com o tamanho do passo)
X (vetor com os valores de x)
du (vetor duplo com os valores da solugdo de i e u)
g 4 (fungéE) na va,ri.ével x e y, da equacéo diferencial)
iy (solucéo analltlca_gio proble_zma)
(vetor com as variaveis de i)
uy (vetor com as variaveis de u)
n (nimero de subintervalos)
n < (b-a)/h;

Xx < vetor|a: h: b]
iy « zeros (1,n);
iy « io;

uy < zeros (1,n);
uy < dio;

Paraide 2: 1 até (b-a)/h faca

iy(i) « iy(i-1)+h*uy(i-1)

uy(i) « uy(i-1) + h *dU(uy(i-1),iy(i-1));
Fim para
GeraGraficoAnalitico y «SA(X)
GeraGraficoNumerico x, iy




Para o método de Heun sdo mantidas as variaveis citadas pelo de Euler e sdo adicionadas as seguintes variaveis.
Método de Heun

Entrada
E (varidvel com o inicio do intervalo em x)
. (variavel com o fim do intervalo em x)
1(_) (variavel com o valor inicial de i)
(1]'1110 (variavel com o valor inicial de u)
< (variavel com o tamanho do passo)
qU (vetor com os valores de x)

(vetor duplo com os valores da solugdo de i e u)
sz (fungéP na va,ri.ével x e y, da equacdo diferencial)
iy (solucéo analltlca_qo problgma)
ay (vetor com as variaveis de i)

(vetor com as variaveis de u)

n (nimero de subintervalos)

k1 (valor da primeira inclinacdo de cada iteragdo

k2 (valor da segunda inclinacdo de cada iteracdo
n « (b-a)/h;

x « vetor[a: h: b]
uy< zeros (2,n+1);
uy(;,1) < [i0, di0];
Para i de 2: 1 até n+1 faca
k1 = f(x(i-1),yu(:i-1));
k2 = f(x(i-1)+h, yu(;,i-1)+h*k1);
yu(:,i) =yu(,i-1) + h/2 * (k14+k2);
Fim para
GeraGraficoAnalitico y <SA(X)
GeraGraficoNumerico x, uy(1,:)

Cada problema ir4 abordar um caso de oscilagdo amortecida que foram demonstradas neste trabalho.

Para solucionar os problemas, é necessario realizar uma reducdo de ordem, ou seja, reescrever a EDO de
segunda ordem em funcgéo de outra EDO de primeira ordem, para isto, considera-se o seguinte PVI para uma EDO
de segunda ordem homogénea:

y'+ay' +by =0
y,(xo) = Yo (16)
y'(%) =n

Para a e b constantes quaisquer, € possivel fazer a redugdo de ordem:
u=yeu =y @an
Assim, reescrevendo a Equacao 16 juntamente com seu respectivo PVI, temos que:

u'+au+by =0
y(xo ) = Yo (18)
u(x) =y

Baseando-se na Equacdo (10) e definindo o valor da indutincia sendo 25 Henry (H) foi calculado uma
capacitancia de 625 pF e com isso variando apenas o valor da resisténcia (R) para obter diferentes tipos de
oscilagBes nos circuitos.

Problema 01: Circuito superamortecido. A equacdo diferencial e seu respectivo PVI sdo dados por:
I" + 201" + 641 = 0; R =800

1(0) = 0 (19)
') =1




Reduzindo a ordem da equagdo, temos:

u' + 20u + 641 = 0
1(0) = 0 (20)
u(0) =1

A solucdo analitica do respectivo problema é dada por:

I(t) = %e““ - %e‘“t (21)

Problema 02: Circuito subamortecido. A equacéo diferencial e seu respectivo PV séo dados por:

I" + 101" + 641 = 0;R = 160Q
1(0) = 0 (22)
I'o) =1

Reduzindo a ordem da equacédo, temos:

u' + 10u + 641 = 0
1(0) =0 (23)
u(0) =1

A solucéo analitica do respectivo problema é dada por:

It =e sen(v/39)) (24)
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Problema 03: Circuito com amortecimento critico. A equagdo diferencial e seu respectivo PVI sdo dados por:

1" + 161" + 641 = 0;R = 100Q
1(0) = 0 (25)
r'o) =1

Reduzindo a ordem da equacé&o, temos:

u’ + 16u + 641 = 0
100) = 0 (26)
u(0) =1

A solucgdo analitica do respectivo problema é dada por:
1(t) = te 8 (27)
4. RESULTADOS

Nesta secdo, serdo abordados os comentarios dos resultados obtidos dos métodos numéricos implementados
computacionalmente e através do software [11] para cada problema. De modo geral, 0 método numérico de Heun
computacional e o calculado pelo Wolfram obteve sempre erros absolutos menores que o de Euler, assim como
esperado ja que este método é uma melhoria do método de Euler. O Wolfram para os 3 problemas, no tamanho de
passo h = 0,0001 nédo se estimou valores dos erros, devido ao nimero de subintervalos (10000), seria necessario
efetuar o pagamento de uma mensalidade para obter os devidos dados.

4.1. Problema 1

Resultados obtidos a partir da execugdo dos métodos numéricos nos algoritmos e via software Wolfram [11]
estdo apresentados na Tabela 2 e na Figura 8 na qual apresenta graficos somente para o Wolfram [11] com h
(passo) = 0.1, ja que com os outros tamanhos de passo, graficamente, assemelham-se com os graficos dos métodos
numeéricos obtidos pelo algoritmo representados pelos indices (a) e (b).

Tabela 2. Resultados por tamanho de passo para o problema 1. (Autoria prépria)
Erro Absoluto Médio
h Euler Heun Wolfram Euler Wolfram Heun




0,1 0.012588 0.013205 0.0166862 0.01125
0,01 5.1642 x 10+ 2.4181 x 1073 4.83715x 1074 2.12318 x 107>
0,001 5.0262 x 1075 2.1886 x 1077 4.6913 x 1075 1.81661 x 1077
0,0001 5.0126 x 10 2.1674 x 107° N3o estima N3o estima
Erro Absoluto Maximo
h Euler Heun Wolfram Euler Wolfram Heun
0,1 0.060965 0.039035 0.0609647 0.0390353
0,01 2.3132x 1072 1.4339 x 10~* 2.3132x 1072 1.40645 x 10™*
0,001 2.1566 x 10~ 1.2808 x 107° 2.14089 x 10~* 1.25705 x 107°
0,0001 2.1417 x 1075 1.2667 x 1078 Néo estima N3o estima

Conforme observado na Tabela 2 e nos graficos da Figura 8, todos os métodos utilizados foram eficazes na
aproximacgdo da solucéo analitica, j& que o maior erro absoluto foi 0,016%, importante salientar que, os menores
erros absolutos de modo geral, foram dos métodos numéricos aplicados pelos algoritmos, todavia, o software [11]
deixou de apresentar dados consistentes, apenas para um tamanho de passo (h = 0.0001) como ja mencionado
anteriormente. Um ponto importante, é o grafico método de Heun computacional no h = 0,1, onde o gréfico se
apresentou com um valor constante em relagdo ao eixo da corrente, isso ocorreu devido ao método de Heun estimar
a inclinacdo por meio da derivada no ponto inicial e outra no ponto final onde o resultado dessas foi zero, j& o
Wolfram estimou um grafico, porém este ndo é o comportamento esperado, acredita-se que o Wolfram estima
graficamente de maneira distinta dos métodos computacionais.

e
r T T T 5| heon

g82

sz

@ | o (b)

© - (d)
Figura 8. Graficos para cada método numérico (a) Euler, (b) Heun) do Problema 01 com a curva solucéo analitica
em azul. Gréficos do Wolfram Euler (c) e Heun (d) de cada método numérico.

4.2. Problema 2

Resultados obtidos a partir da execugdo dos métodos numéricos nos algoritmos e via software Wolfram [11]
estdo apresentados na Tabela 3 e na Figura 9, na qual apresenta graficos somente para o Wolfram [11] com h
(passo) = 0.1, ja que com os outros tamanhos de passo, graficamente, assemelham-se com os graficos dos métodos
numeéricos obtidos pelo algoritmo representados pelos indices (a) e (b).

Tabela 3. Resultados por tamanho de passo para o problema 2. (Autoria propria)
Erro Absoluto Médio

h Euler Heun Wolfram Euler Wolfram Heun
0,1 0.024335 4.0423 x 1073 0.0235581 5.48779x 1073
0,01 1.2620 x 1073 3.7438 x 107° 1.29418 x 1073 3.64115x 10~°

0,001 1.2088 x 10~* 3.6477x 1077 1.20684 x 10™* 3.68779x 1077
0,0001 1.2038 x 1073 3.6377x107° N3o estima N3o estima
Erro Absoluto Maximo

h Euler Heun Wolfram Euler Wolfram Heun

0,1 0.051291 0.012884 0.051291 0.012884
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0,01 3.0683 x 1073 1.0414 x 10~* 2.99954 x 1073 1.03913 x 107*
0,001 2.9295 x 104 1.0058 x 10~° 2.87152 x 1074 1.00086 x 10~°
0,0001 2.9162 x 1073 1.0022 x 108 N3o estima N4o estima

A partir dos dados obtidos, os métodos de Euler e Heun apresentaram dificuldade em estimar uma
representacdo grafica com o passo de 0,1 ja que a curva obtida demonstra um erro absoluto alto (0,024%
aproximadamente) em relacdo a solugdo analitica e quando comparados ao restante dos erros. Quando todos 0s
métodos sdo comparados, os aplicados via software especifico possui uma certa equivaléncia, ja que os dados de
erro demonstrados sdo aproximados, entretanto, os métodos aplicados pelos algoritmos, possuem uma vantagem
estimar os valores de erros do menor tamanho de passo, porém os métodos implementados computacionalmente e
o0 software [11] alternaram os resultados, em certos passos 0s métodos obtiveram menor erro comparado ao
software e vice-versa. Dessa forma, conclui-se que, quanto menor o tamanho de h, menor os erros, assim, havera
uma maior precisao da curva aproximada em relagdo a curva analitica, com excegao para o0 Wolfram, pois este nao
ird estimar os valores como ja citado no inicio desta secéo.

- = = 9
201 h-01
2.0
2-0001 — h-0001
20001 = — h-0,0001

@ - ‘ " (b)

(© | (d)

Figura 9. Gréficos para cada método numérico (a) Euler, (b) Heun) do Problema 02 com a curva solucdo analitica
em azul. Gréficos do Wolfram Euler (c) e Heun (d) de cada método numérico.

4.3. Problema 3

Resultados obtidos a partir da execugdo dos métodos numéricos nos algoritmos e via software Wolfram [11]
estdo apresentados na Tabela 4 e na Figura 10, na qual apresenta graficos somente para o Wolfram [11] com h
(passo) = 0.1, ja que com os outros tamanhos de passo, graficamente, assemelham-se com os graficos dos métodos
numéricos obtidos pelo algoritmo representados pelos indices (a) e (b).

Tabela 4. Resultados por tamanho de passo para o problema 3. (Autoria propria)
Erro Absoluto Médio

h Euler Heun Wolfram Euler Wolfram Heun
0,1 9.2489 x 1073 5.7988 x 1073 8.35782x 1073 5.05624 x 1073
0,01 6.8286 x 10™* 2.6589 x 107> 6.58496 x 10™* 2.05051 x 105

0,001 6.6517 x 107> 2.4842 x 1077 6.49306 x 105 1.76993 x 1077
0,0001 6.6345 x 107° 2.4675x 107° N3o estima N3o estima
Erro Absoluto Maximo

h Euler Heun Wolfram Euler Wolfram Heun
0,1 0.055067 0.024933 0.055067 0.0249329
0,01 2.4602 x 1073 1.1623 x 1074 2.30365 x 1073 1.15153 x 10™*

0,001 2.3204 x 107 1.0752 x 10~ 2.16874 x 10™* 1.06368 x 107
0,0001 2.3072 x 1073 1.0669 x 108 N3o estima N3o estima

Neste problema, o software especifico [11] obteve resultados de erro iguais ou mais precisos do que 0s métodos
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numéricos aplicados pelos algoritmos, com excecdo o tamanho de passo igual a 0,0001, os valores ndo convergiram
para esse tamanho de passo devido ao nimero de subintervalos, dessa forma, o software [11] pode ser utilizado
para valor de tamanho de passo de 0,001 ou maior, porém o tamanho de passo 0,1 ndo é adequado em todos os
problemas, ja que os erros absolutos serdo maiores. Assim como nos outros problemas, quanto menor o valor de
h menor sera o erro absoluto médio, destacando-se 0 método de Heun que convergiu 0s menores erros,
principalmente pelo Wolfram.

e Heun

@ AR ) —

(c) ' (d)
Figura 10. Gréficos para cada método numérico (a) Euler, (b) Heun) do Problema 03 com a curva solugdo analitica
em azul. Gréficos do Wolfram Euler (c) e Heun (d) de cada método numérico.

5. CONCLUSAO

Por meio do estudo das equagdes diferenciais ordinarias homogéneas e dos métodos huméricos de Euler, Heun
e software Wolfram, é possivel solucionar equacgdes diferenciais de segunda ordem aplicadas a circuitos RLC
descritos neste trabalho, obtendo resultados eficazes, por meio de programacéo no Octave GNU. Conclui-se que
0s métodos se mostraram, no geral, eficientes na estimativa da solu¢do dos problemas apresentados para 0s
diferentes tipos de amortecimento dependendo do tamanho de passo, quanto menor este, melhor seré a eficacia.
Assim, dentre todos os métodos estudados, o de Heun foi o melhor de todos, tanto quando aplicado em forma de
algoritmo, como através do Wolfram, apresentando a curva estimada da aproximacao igual a da solucéo analitica
da equacdo diferencial abordada, contendo as menores taxas de erros.

Uma condicgéo observada durante este estudo, foi a dependéncia do ajuste do passo, visto que quanto menor
for o seu tamanho, maior serd a eficicia dos resultados e das curvas obtidas pelos métodos, isso ocorre devido
haver um maior nimero pontos (subintervalos) dentro do intervalo definido inicialmente.

Sendo assim, o trabalho conseguiu atingir os seus objetivos ao estudar a eficiéncia dos métodos numéricos via
algoritmos e software Wolfram aplicados a equa¢Ges homogéneas de segunda ordem de um circuito em série RLC
com resposta natural.

Como sugestdo para trabalhos futuros, destaca-se: aplicar o método numérico de Runge-Kutta, otimizar o
algoritmo desenvolvido para melhorar sua eficiéncia, estudar a analise das solucdes finais encontradas em cada
caso, fazer uso de novos problemas de analise para cada tipo de amortecimento e buscar por novas fontes de
trabalhos na literatura afim de auxiliar na pesquisa.
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