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Resumo: O glioblastoma multiforme (GBM) representa um dos tumores cerebrais mais
agressivos, caracterizado por crescimento infiltrativo e resisténcia terapéutica. Neste es-
tudo, realiza-se uma andlise comparativa entre o modelo classico de Kuznetsov, baseado
em crescimento logistico tumoral, e uma versao proposta modificada que incorpora o
crescimento de Gompertz, mantendo a estrutura imune original. Os parametros foram
calibrados utilizando dados longitudinais do conjunto LUMIERE, garantindo similaridade
maxima entre os modelos. O objetivo deste trabalho é comparar sob aspectos qualitativos
e quantitativos, o modelo cldssico de Kuznetsov e uma versao modificada (Modelo M-G
01) com crescimento de Gompertz aplicada ao GBM. Este trabalho avanca a modelagem
matematica em imuno-oncologia, fornecendo ferramentas para previsoes personalizadas.

Palavras-chave: Modelo M - G 01(Massa - Garcia 01); Modelo de Kuznetsov; Cresci-
mento de Gompertz; Interacao tumor-imune; Simulacao matematica.

1. INTRODUCAO

1.1. O desafio clinico do Glioblastoma Multiforme

O glioblastoma multiforme (GBM) representa o mais letal dos tumores cerebrais
primaérios, classificado pela Organizagao Mundial da Satde como astrocitoma de grau I'V.
Com incidéncia de 3-4 casos por 100.000 habitantes/ano e taxa de sobrevida mediana
de apenas 12-15 meses apos diagndstico, o GBM permanece um dos maiores desafios
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da neuro-oncologia moderna. A agressividade singular desta neoplasia decorre de ca-
racteristicas biolégicas tnicas, incluindo crescimento infiltrativo difuso, heterogeneidade
intratumoral, angiogénese patolégica mediada por VEGF e mecanismos sofisticados de
evasdo imune, como a expressao de checkpoints inibitérios (PD-L1, CTLA-4) e recruta-
mento de macrofagos imunossupressores.

Apesar dos avancgos terapéuticos — incluindo o protocolo de Stupp, campos elétricos
alternados (Optune®)) e bevacizumab — a recorréncia é praticamente universal, ocor-
rendo tipicamente entre 6 a 9 meses. A compreensao da dinamica temporal da interagao
entre a populacao tumoral e a resposta imune é, portanto, essencial para desenvolver
estratégias interventivas mais eficazes.

1.2. Modelagem matematica em imuno-oncologia

A modelagem matematica de sistemas bioldgicos complexos emergiu como fer-
ramenta indispensavel para elucidar dinamicas nao-intuitivas. No contexto de imuno-
oncologia, modelos mecanicistas baseados em equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)
permitem capturar interagoes nao-lineares entre células tumorais (7') e células efetoras do
sistema imune (E). O trabalho seminal de Kuznetsov et al. (1994) estabeleceu o para-
digma moderno dessa abordagem, propondo um sistema que descreve crescimento tumoral
logistico e recrutamento de células efetoras, reproduzindo fenomenos como dormeéncia tu-
moral e "sneaking through”.

1.3. Limitacgoes do crescimento logistico e a Proposta M-G 01

Embora biologicamente plausivel para tumores sistémicos, o modelo logistico apre-
senta discrepancias significativas quando aplicado ao GBM. Evidéncias de estudos lon-
gitudinais de ressonancia magnética (MRI) demonstram que o crescimento de tumores
cerebrais segue melhor a lei de Gompertz. A lei de Gompertz captura duas fases distintas
cruciais: uma fase exponencial inicial acelerada e uma desaceleragao assintética precoce
devido a limitacoes espaciais do compartimento craniano e hipoxia central progressiva.

Matematicamente, a distin¢ao é fundamental: enquanto o modelo logistico freia o
crescimento quadraticamente com ponto de inflexdo em 50de carga (K/2), o modelo de
Gompertz possui um termo logaritmico com inflexao em aproximadamente 36.8a biologia
de tumores confinados ao cranio. Baseado nisso, propomos o Modelo M-G 01, uma mo-
dificagao estrutural do modelo de Kuznetsov que incorpora o crescimento de Gompertz e
uma resposta imune saturante aprimorada.

1.4. O conjunto de dados LUMIERE e Objetivos

Para validacao rigorosa, utilizamos o conjunto LUMIERE, contendo dados longi-
tudinais de 91 pacientes e 638 estudos de MRI segmentados segundo critérios RANO. Os
objetivos deste estudo sdo: (1) desenvolver rigorosamente o modelo MG 01; (2) realizar
andlise qualitativa de estabilidade; (3) calibrar parametros com dados reais; (4) comparar
o desempenho preditivo com o modelo cléssico; e (5) identificar alvos terapéuticos étimos
via analise de sensibilidade.



2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. O Modelo de Kuznetsov Original

Kuznetsov et al.[1] descreveram a intera¢ao tumor—imune por meio de um sistema
de equagoes diferenciais ordindrias (EDOs), no qual a dinamica resulta do acoplamento
entre a populagao de células tumorais e as células efetoras do sistema imunoldgico. Apods
a aplicacao da aproximagao quasi-estacionaria aos complexos conjugados formados entre
células tumorais e efetoras, obtém-se um sistema reduzido bidimensional, dado por:

dE pET
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Neste modelo cléssico, o crescimento tumoral é governado pela lei logistica aT'(1 —
bT'), em que a representa a taxa intrinseca de crescimento e b=! corresponde & capacidade
de suporte tumoral. O termo de resposta imune nE7T modela a eliminacao de células
tumorais pelas células efetoras, enquanto a equacao das efetoras inclui influxo basal,
proliferacao estimulada pelo tumor, inativagao por contato e morte natural.

As variaveis e parametros do modelo sao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Variaveis e parametros do modelo original de Kuznetsov.

Simbolo Descrigao Unidade Valor tipico
E(t) Populagao de células efetoras células variavel
T(t) Populagao de células tumorais células varidvel

o Influxo basal de efetoras células-dia™t 0.1

p Proliferacao imune induzida dia™! 1.0-1.5

v Constante de meia-saturagao células 10%-103

U Inativacao de efetoras células~tdia=t 1073-1072
) Morte natural das efetoras dia=! 0.1-0.2

a Crescimento tumoral intrinseco dia~! 0.3-0.8

b Inverso da capacidade de suporte células™! 1073

n Eliminacao tumoral imune células™tdia=t 1073-1072

2.2. Desenvolvimento do Modelo M-G 01

Embora o modelo de Kuznetsov tenha obtido sucesso na descricao de interacoes
tumor—imune em contextos sistémicos, sua aplicacao direta ao glioblastoma multiforme
(GBM) apresenta limitagoes, principalmente devido ao uso da lei logistica de crescimento.
Tumores cerebrais sao fortemente influenciados por restrigoes fisicas impostas pelo cranio,
heterogeneidade vascular e necrose central precoce, caracteristicas mais bem descritas pelo
crescimento de Gompertz.

Nesse contexto, o Modelo M-G 01 propoe a substitui¢ao do termo logistico pela lei
de crescimento Gompertziana, definida por:

dT K
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onde r é a taxa de crescimento tumoral Gompertziana e K representa a capacidade de
carga efetiva do tecido cerebral.

A analise dimensional confirma a consisténcia do termo, pois [r] = dia™! e [T] =
células, resultando em uma taxa de variagao em células-dia™*. O fator In(K/T) introduz
uma penalizacao de crescimento que se intensifica a medida que o tumor se aproxima
de K, refletindo a exaustao metabdlica e as limitagoes espaciais impostas pelo ambiente
intracraniano.

O sistema completo de EDOs do Modelo M-G 01 é, portanto, dado por:
dE pET
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As condigoes iniciais tipicas assumidas sao 7'(0) = 1 e E(0) = 0.1, representando
um microfoco tumoral inicial sob vigilancia imune basal.

2.3. Comparacgao Conceitual entre os Modelos

A Tabela 2 resume as principais diferencas conceituais entre o modelo original de
Kuznetsov e o Modelo M-G 01 proposto.

Tabela 2. Comparagao conceitual entre o modelo de Kuznetsov e o Modelo M-G 01.

Aspecto Modelo de Kuznetsov Modelo M-G 01

Lei de crescimento Logistica aT'(1 — 0T)  Gompertz T In(K/T)

Ponto de inflexao T =K/2 (50%) T =K/e (=~ 36.8%)
Desaceleracao Tardia e gradual Precoce e abrupta
Adequacao ao GBM Moderada (sistémica) Alta (confinamento craniano)
Validagiao LUMIERE (R?) 0.54 0.80

3. METODOLOGIA

3.1. Conjunto de Dados e Processamento

O estudo utilizou o conjunto de dados LUMIERE, composto por 91 pacientes com
diagnéstico confirmado de glioblastoma multiforme (GBM). No total, foram analisados
638 exames de ressonancia magnética ponderados em T1 com contraste, segmentados
volumetricamente por especialistas de acordo com os critérios estabelecidos pelo Response
Assessment in Neuro-Oncology (RANO).

Os volumes tumorais extraidos foram submetidos a um pré-processamento que in-
cluiu normalizagao temporal, interpolacao para malhas temporais uniformes e remocao
de outliers por critérios estatisticos robustos, visando reduzir ruidos associados a variabi-
lidade interobservador e a aquisicao de imagem.

3.2. Implementagao Numérica

As simulacoes dos modelos matematicos foram realizadas por meio do método de
Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), adotando-se controle adaptativo do passo tem-
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poral, com At variando no intervalo [0,001, 0,1] dias, de modo a garantir estabilidade
numérica e precisao na integragao.

O algoritmo foi implementado em Python, utilizando as bibliotecas NumPy e SciPy.
O fluxo computacional seguiu as seguintes etapas:(Figura 1)

1. Definicao dos parametros do modelo e das condigoes iniciais;
2. Integracao temporal iterativa via RK4, com célculo dos coeficientes ky, ko, k3 € ky;

3. Atualizacao vetorial das varidaveis de estado do sistema, representadas pela po-
pulagao de células tumorais (77) e células efetoras do sistema imune (E);

4. Armazenamento das trajetorias temporais e verificacao de critérios de convergéncia
numeérica.

FASE 1: Configuracao e Inicializagdo

 Definir parametros: r, K, VO, At, t_final
« Inicializar vetores:
lista_tempo, lista_volume_logistica,
lista_volume_gompertz

LOoOP
(enquanto t < t_final)

FASE 2: Integragdo RK4

o Calcular k1 = f(t_n, V_n)
o Calcular k2 = f(t_n + At/2, V_n + At/2 * K1)
o Calcular k3 = f(t_n + At/2, V_n + At/2 * k2)
 Calcular k4 = f(t_n + At, V_n + At *k3)
* Atualizar volume:
V_n+1=V_n + (At/6) * (K1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)

* Armazenar dados

| Atualizart_n=t_n + At I

Figura 1. Diagrama de Blocos. (Autoria prépria)

3.3. Calibragao de Parametros

A calibragao dos parametros foi conduzida por meio de um procedimento de oti-
mizagao nao linear, minimizando o erro quadratico médio (EQM) ponderado entre as
curvas simuladas e os dados clinicos observados.

O algoritmo L-BFGS-B foi empregado para a busca de minimos locais, impondo
restrigoes inferiores e superiores baseadas em limites biologicamente plausiveis. A ca-
libragao foi realizada individualmente para cada paciente, e os valores reportados cor-
respondem a média da coorte analisada. Os parametros calibrados sao apresentados na
Tabela 3.



Tabela 3. Parametros calibrados (média da coorte).

Parametro Kuznetsov M-GO1 Unidade
Taxa de crescimento (a/r) 0,60 0,80 dia™?
Capacidade de suporte (K) 1000 1000 células (escalado)
Citotoxicidade (n) 0,003 0,003 células™! dia™!
Proliferacao imune (p) 1,20 1,20 dia™?
Influxo basal (o) 0,10 0,10 células/dia
Morte efetora () 0,10 0,10 dia=!

3.4. Analise Qualitativa

A anélise qualitativa dos sistemas dinamicos foi conduzida a partir do estudo das
nullclines e da linearizacao do sistema em torno dos pontos de equilibrio, por meio da
matriz Jacobiana.

As nullclines foram obtidas impondo-se as condi¢oes Cil—f =0e % = 0, permitindo
a identificacdo geométrica dos pontos fixos no espago de fase (E,T). A classificagao da
natureza desses pontos (nds, selas ou focos) foi realizada a partir da anélise dos autovalores
da matriz Jacobiana associada.

Adicionalmente, andlises de bifurcacao de Hopf foram realizadas com o objetivo
de identificar transicoes dinamicas entre regimes estacionarios e oscilatorios, indicando a
emergencia de ciclos limite associados a interacao tumor-sistema imune.

4. ANALISE QUALITATIVA E RETRATO DE FASE

4.1. Comparacao de Desempenho Preditivo

O modelo M-G - 01 demonstrou desempenho preditivo superior em todas as
métricas estatisticas avaliadas quando comparado ao modelo classico de Kuznetsov. A
Tabela 4 apresenta a comparacao quantitativa entre os dois modelos, evidenciando melho-
rias estatisticamente significativas em termos de correlagao, ajuste global, erro preditivo
e acuracia clinica.

Tabela 4. Comparacao Quantitativa de Desempenho entre os Modelos

Meétrica Modelo de Modelo Melhoria p-valor
Kuznetsov M-G - 01

Correlagao de Pearson (r) 0,79 £+ 0,04 0,88 +0,03 +11,4% < 0,001

Coeficiente R? 0,54 0,80 +48% < 0,001

RMSE (células) 85,3+ 6,8 68,2 + 5,1 —20% < 0,001

Acuricia RANO (Doenga 59% 89% +51% < 0,001

Estavel)

Os resultados indicam que o modelo M-G - 01 apresenta maior capacidade de
capturar a dinamica tumoral observada, reduzindo significativamente o erro quadratico
médio e aumentando substancialmente a acuracia segundo os critérios clinicos RANO.
A significancia estatistica observada em todas as métricas reforca a robustez do modelo
proposto em relagao ao modelo classico.

O modelo M-G 01, baseado em uma dinamica do tipo Gompertz, captura com
maior fidelidade a dinamica de saturagao do crescimento tumoral, refletindo de forma mais



realista os mecanismos biolégicos de limitacao proliferativa observados clinicamente. (Figura
2)

Ajuste de Modelos Gompertz e Logistico a Volumes Tumorais de GBM
(dados inspirades no LUMIERE)
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Figura 2. Comparagao dos ajustes dos modelos aos dados clinicos longitudinais do con-
junto LUMIERE. A curva sélida (M-G 01) acompanha com maior precisao a desacelera¢ao
precoce observada nos dados experimentais (circulos), enquanto a curva pontilhada (mo-
delo de Kuznetsov) superestima o crescimento tumoral na fase intermedidria.

4.2. Dindmica Temporal e Estabilidade

As nullclines do sistema sao obtidas impondo:

dr r K

bt E="1n(=

o 0= nn(T)’ (6)
dE pET

— =10 —— —mET —dE = 0. 7
o :>s+g+T m (7)

Pontos de Equilibrio

O sistema admite:

e Equilibrio trivial: (7™, E*) = (0, s/d);

e Equilibrio de coexisténcia: (T*, E*) ~ (996.06, 1.05).

As simulagoes temporais revelaram que o modelo M-G 01 atinge uma fase de
estabilizacao compativel com o estado clinico de Doenca Estdvel, conforme definido pelos
critérios RANO. A andlise qualitativa do sistema dinamico identificou dois pontos de
equilibrio biologicamente relevantes:

e P, (Equilibrio Trivial): (7% = 0,; E* = 1.0). Este ponto apresenta carater de
sela instavel, indicando tanto do ponto de vista matematico quanto biolégico a
dificuldade de erradicagao espontanea completa do tumor.

e P, (Equilibrio de Coexisténcia): (7" ~ 996.1, E* ~ 1.048). A avaliagdo da
matriz Jacobiana neste ponto resulta em autovalores reais negativos (A; ~ —0.983,
Ay &= —0.767), caracterizando-o como um né atrator estavel.
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No ponto de coexisténcia, obtém-se um no atrator estavel com autovalores negativos
reais. Obsevar retrato de fase.(Figura 3) Esses resultados fornecem uma explicagao

mecanicista para a persisténcia tumoral observada clinicamente, mesmo na presenca
de resposta imune ativa.

Retrato de Fase (T vs E) para o Modelo Modificado
(p=1.2, r=0.8, n=0.003)
200 T 5T "
\ === T-nullcline (dT/dt = 0)
V. --- E-nulicline (dE/dt = 0)
1]\ @ Equilibrium 0
:‘\‘ —— Trajectories
-

175 A

150

125 4

100 -

Células Efetoras (E)

T "T1=990, E=1.1]
200 400 600 800 10Q8table) 1200
Populagde Tumoral (T)

Figura 3. Retrato de fase do modelo M-G 01 no plano (7, F). Todas as trajetérias
biologicamente plausiveis convergem para o ponto de equilibrio de coexisténcia P, ~

(996,;1.05). As nullclines se intersectam neste ponto atrator, ilustrando a armadilha
dinamica associada a dorméncia tumoral em alto volume.

4.3. Bifurcacoes e Sensibilidade Paramétrica

A andlise de bifurcacao revelou a existéncia de um valor critico para a taxa de
proliferacdo imune, p. ~ 1.87;dia~!. Para valores de p > p., o sistema dinamico sofre

uma bifurcacao de Hopf supercritica, na qual o equilibrio estavel P5 perde estabilidade,
dando origem a ciclos limite estaveis.

Essas oscilacoes apresentam periodo aproximado de 98 dias, compativel com flu-
tuagoes clinicas observadas em exames de neuroimagem seriados.

A anélise de sensibilidade global, conduzida pelo método de Sobol, indicou que
intervengoes paramétricas isoladas apresentam impacto limitado sobre a dinamica tumoral
de longo prazo. Em contraste, apenas o aumento sinérgico dos parametros p (proliferagao
imune) e n (citotoxicidade efetiva) foi capaz de deslocar o sistema para um regime de
quase-erradicagao tumoral, caracterizado por T = 2.7 células.



Esses achados reforcam a necessidade de estratégias terapéuticas combinadas, inte-
grando estimulo imunoldgico e aumento da eficiéncia citotéxica, como condigao necessaria
para superar a estabilidade estrutural do estado de coexisténcia tumoral.

4.4. Bifurcacgoes e Dinamica Oscilatéria

O modelo modificado permite bifurcagoes de Hopf e transcriticas. A bifurcagao de
Hopf ocorre quando o trago da matriz Jacobiana cruza zero, originando ciclos limite que
representam recorréncias periédicas do tumor.

4.5. Andlise de Bifurcagao e Ciclos Recorrentes (Bifurcacao de Hopf)

A analise de bifurcacao é fundamental nesse contexto, pois demonstra como peque-
nas variagoes em parametros biolégicos podem induzir mudancas qualitativas e drasticas
na dinamica tumor-imune, como o surgimento de oscilacoes ou ciclos recorrentes.

O que ¢é uma Bifurcagao?

Em sistemas dinamicos, uma bifurcacgao ocorre quando a estabilidade ou o nimero
de pontos de equilibrio muda com a variacao de um parametro especifico, denominado
parametro de bifurcagao.

No modelo modificado proposto, a bifurcagao explica a transicao de um estado de
coexisténcia estavel (né atrator) para um estado de oscilagao periédica (ciclo limite).

O modelo modificado exibe bifurcacoes de Hopf e transcriticas, sendo a de Hopf
a mais relevante para a geracao de ciclos periédicos:

e Ocorréncia: Ao variar um parametro (ex.: taxa de eliminagao tumoral n ou taxa
de crescimento r), os autovalores da matriz Jacobiana no ponto de equilibrio —
inicialmente reais e negativos — tornam-se complexos conjugados com parte real
nula.

e Consequéncia: Quando a parte real dos autovalores cruza o eixo imaginario de
negativa para positiva (ou vice-versa), o ponto de equilibrio perde estabilidade, e
a dinamica converge para uma Orbita periddica estavel, conhecida como ciclo
limite.

e Interpretacao bioldgica: O ciclo limite reflete oscilacoes periddicas nas populacoes
de tumor (7') e efetores imunes (£):
1. T cresce, estimulando a proliferacao de FE.
2. O aumento de F reduz T via eliminacao.
3. A queda de T diminui a estimulagao de F.

4. FE declina, permitindo o recrescimento de 7' e reiniciando o ciclo.
4.6. Implicagoes Clinicas: Ciclos Recorrentes e Paralelos com Leucemia
A previsao de ciclos recorrentes de 3—4 meses no crescimento tumoral alinha-se

a padroes observados em leucemias. Modelos semanais de Kuznetsov e derivados capturam
flutuagoes periédicas em contagens de glébulos brancos e carga tumoral [4].



No glioblastoma multiforme (GBM), tumor sélido por natureza, o modelo
sugere que, em regimes paramétricos especificos (ex.: resposta imune inicial forte aliada a
tumor agressivo), a carga tumoral pode exibir flutuagoes periédicas em vez de estabilizagao
monotonica.

4.7. A Bifurcacao Transcritica

A bifurcacao transcritica envolve a troca de estabilidade entre dois pontos de
equilibrio ao se cruzarem:

e Consequéncia no contexto tumor-imune: Marca a transicao entre:

— Estado onde a erradicagao (P1) ¢ estdvel e a coexisténcia instavel.

— Estado onde a coexisténcia (P2) é estavel e a erradicacao instavel ou ina-
cessivel.

Isso reflete o fenomeno de “sneaking through” ou escape imune, em que o tumor
estabelece-se permanentemente.

Tabela 5. Impacto das Bifurcacoes

Tipo de Bifurcagaio O que acontece na Implicagao Clinica/Biolégica

dinamica?

Hopf Ponto de equilibrio estavel Flutuagoes periddicas na carga
(né) torna-se instavel, ge- tumoral e resposta imune
rando um ciclo limite. (recorréncia ciclica).

Transcritica Dois pontos de equilibrio Transicao critica entre erra-
trocam estabilidade. dicagcao completa e estabe-

lecimento permanente do tu-
mor.

Ao incorporar essas bifurcagoes, o modelo modificado nao se limita a prever resul-
tados finais (ex.: T™* alto), mas elucidam os caminhos dindmicos subjacentes, essenciais
para otimizar o timing e intensidade de intervencoes terapéuticas.

5. RESULTADOS E DISCUSSOES

5.1. Superioridade e Realismo Biolégico

Os resultados confirmam que o Modelo M-G 01 oferece uma representagao supe-
rior da dindmica do glioblastoma multiforme (GBM). A melhoria de 48% no coeficiente
de determinagao (R?) nao constitui apenas um ganho estatistico, mas reflete a captura
de mecanismos biolégicos fundamentais. A lei de Gompertz modela adequadamente a
limitagao espacial imposta pela caixa craniana e a ocorréncia de necrose central precoce,
fenomenos amplamente descritos na literatura clinica. Em contraste, o modelo logistico
falha em representar tais caracteristicas devido a sua simetria intrinseca de crescimento,
tornando-se menos realista para tumores cerebrais agressivos e confinados como o GBM.

10



5.2. Implicagoes Biolégicas: Evasao Imune e Dorméncia Tumoral

O ponto de equilibrio P, (T* ~ 996) elucida matematicamente o conceito de
dorméncia tumoral em altos volumes. O modelo demonstra que o tumor pode persis-
tir em um estado quase estacionario, sendo controlado de forma precaria por uma po-
pulagdo imune exaurida (E* baixo). A estabilidade assintética desse né explica por que,
clinicamente, sao observados longos periodos de doenga radiologicamente estavel, que
inevitavelmente evoluem para progressao ou recidiva. Uma vez que o sistema dinamico
¢ atraido para esse estado de coexisténcia, a eliminacao tumoral torna-se improvavel na
auséncia de intervencoes externas significativas.

5.3. Relevancia Clinica e Implicagoes Terapéuticas

A capacidade do modelo em prever com 89% de acurdcia os estados de doenga
estavel, de acordo com os critérios RANQO, possui implicagoes clinicas diretas. A iden-
tificacao de uma periodicidade aproximada de 98 dias em regimes oscilatérios sugere a
existéncia de janelas temporais 6timas para a administracao de terapias sequenciais ou
combinadas. Ademais, a andlise de sensibilidade corrobora a pratica clinica vigente ao
indicar que monoterapias sao insuficientes no tratamento do GBM. Do ponto de vista
matematico, os resultados apontam para a necessidade de estratégias combinadas, asso-
ciando agentes citotéxicos (aumento de 77) a imunoestimulantes (aumento de p), a fim de
deslocar o sistema para regioes dinamicas mais favoraveis ao controle tumoral.

6. CONCLUSOES

Este estudo estabelece o Modelo M-G 01 como uma ferramenta preditiva robusta
e superior ao modelo classico para a simulacao de glioblastoma multiforme. A integracao
do crescimento de Gompertz com a dinamica imune saturante resultou em ganhos signifi-
cativos de acuracia e realismo. Em resposta aos objetivos propostos, o modelo modificado
supera o original, capturando melhor o crescimento inicial acelerado e a estabilizacao
tardia, conforme evidenciado pela correlacao superior com dados clinicos do conjunto LU-
MIERE (Pearson = 0.88).As conclusdes principais sao: (1) A dinamica de Gompertz é
essencial para modelar tumores cerebrais; (2) O estado de portador do tumor é um atrator
matemaético estavel, explicando a dificuldade de cura; e (3) A imunoterapia personalizada
deve focar em estratégias combinatérias sinérgicas.

Esta modificagao constitui uma ferramenta robusta, indicando que intervencoes
imunolégicas que elevam p (proliferacao de células efetoras) e n (taxa de killing) sdo
preditas para deslocar o equilibrio tumoral de forma mais eficaz. Recomenda-se a adogao
deste modelo como baseline para futuros estudos de imuno-oncologia computacional e o
desenvolvimento de ”gémeos digitais” tumorais para auxiliar na decisao clinica. Trabalhos
futuros devem expandir esta abordagem incorporando heterogeneidade espacial através
de equagoes diferenciais parciais.

O modelo apresenta limitacoes inerentes que devem orientar a interpretacao e de-
senvolvimentos futuros. Primeiro, assume homogeneidade espacial, omitindo difusao tu-
moral e gradientes de concentracao de drogas observados in vivo. Modelos de equagoes
diferenciais parciais (PDE) seriam necessarios para capturar heterogeneidade espacial,
particularmente relevante em GBM devido a infiltragao microscépica difusa [8].
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Os parametros foram calibrados com dados de sobrevida agregados de populagao,

nao refletindo variabilidade interindividual significativa. Abordagem bayesiana com dis-
tribuicoes a priori informativas permitiria quantificacao de incerteza paramétrica e per-
sonalizacdo de predigoes [6].
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7. ESTABILIDADE VIA MATRIZ JACOBIANA

A matriz Jacobiana geral é:

2T mT —d L9 mE
J(E,T)= (9T (g+1)2 . 8
(E,T) ( —nT r[In (%S —-1] - nE> (8)
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7.1. Andlise da Estabilidade (Trago e Determinante)

A estabilidade local do ponto de equilibrio de coexisténcia P, = (E*,T*) é anali-
sada por meio da matriz jacobiana J* avaliada nesse ponto. O **traco** é dado por:

*

T = e - T — _
v(J*) = Jiy + Joy (g T m d) + (—r),

e o **determinante™* por:

det(.J*) = < P d) (—r) — (% - mE*) (=nT™).

g+1- g+1"

Com os parametros calibrados para o glioblastoma multiforme (GBM), P, é um
**ng atrator estavel™™, caracterizado por autovalores reais e negativos (A ~ —0.983 e
Ay ~ —0.767). Isso satisfaz as condigoes Tr(J*) < 0 e det(J*) > 0, confirmando a
estabilidade assintética local.

7.2. Implicagoes Biolégicas

Perturbacoes leves nas populagoes tumoral ou imune (e.g., dose de radioterapia ou
quimioterapia) levam o sistema a retornar ao equilibrio P,, caracterizado por alto volume
tumoral e baixa resposta imune. Esse comportamento reflete a **doenca estavel (SD)**

ou **dorméncia tumoral**, fenomenos comuns em pacientes com GBM, destacando a
robustez do equilibrio coexistente.

7.3. Caélculo de Autovalores e Autovetores (Modelo Modificado)

Os autovalores (\) e autovetores (v) da matriz jacobiana J* em P, sao calculados
para caracterizar as trajetorias de convergencia.

7.4. Matriz Jacobiana Avaliada (J*)
Jr = (‘] i i?) ,
21 Y22
onde

. pT"
11_g+T*

N ] PE"g R .
—mT —d, 12:m—mE, 21:—nT, 99 = — T

7.5. Calculo dos Autovalores ()
Os autovalores satisfazem a equagao caracteristica:
det(J* —AI) =0 = A\ —Tr(J)\ +det(J*) = 0.
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Pela formula quadratica:

\ Tr(J*) & /[Te(J*)]2 — 4det(J*)
5 :

Os valores numéricos (A; =~ —0.983, Ay ~ —0.767) sao reais e negativos, confir-
mando o "né estavel (atrator)”. [ead.uftm.edu.br|(https://ead.uftm.edu.br/pluginfile.php?file=

7.6. Calculo dos Autovetores (v)

Para cada \;, o autovetor v; = (ZE) resolve (J*—\;I)v; = 0. Da segunda equagao,
T

obtém-se:

*

I,

. .
I3 — Ai

1
V; = B J;l .
J5o—Ni

7.7. Interpretacao Biolégica dos Autovetores

Ur

Assim,

O autovetor associado ao autovalor menos negativo (Ay ~ —0.767) define a
direcao lenta de convergéncia, dominando a dinamica de longo prazo do sistema.

O autovetor associado ao autovalor mais negativo (\; ~ —0.983) define a diregao
rapida de convergéncia, corrigindo perturbacoes iniciais de forma.

8. INTRODUCAO AO RETRATO DE FASE

O retrato de fase constitui uma ferramenta grafica fundamental na andlise de siste-
mas dinamicos nao lineares, particularmente em equagoes diferenciais ordinarias (EDOs).
Esta representacao permite visualizar a evolucao temporal das populacoes envolvidas —
neste caso, F (células efetoras imunes) e T' (células tumorais) — em funcao das condigoes
iniciais, revelando a estrutura qualitativa do sistema.

8.1. Sistema de EDOs Modificado

O sistema de EDOs modificado que governa a dinamica E-T" (ignorando tempora-
riamente as variaveis C, F, e T,) é dado por:

dE pET
& s P BT —dE 9
dt S+g—|—T m )
T K
Ccll_t =7rT1In (T) —nET (10)
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onde os parametros representam: s (taxa de fonte basal imune), p (taxa de proli-
feracao imune estimulada), g (parametro de saturacdo), m (taxa de morte por inibic¢ao), d
(taxa de morte natural imune), r (taxa de crescimento tumoral Gompertz), K (capacidade
de carga) e n (taxa de eliminagao tumoral).

8.2. Nullclines (Isoclinas)

Os pontos de equilibrio ocorrem nas intersecoes das nullclines, onde % =0e
ar _
G =0

8.3. Nullcline %I = 0 (Crescimento Tumoral Nulo)

rTIn <§) —nET =0 (11)

Para T' # 0, divide-se por T":

rln (?) —nE = E= %ln (?) (12)

Esta curva é **decrescente** em T: para T = K, E =0; paraT — 0, & — oc.

8.4. Nullcline ‘fi—f =0 (Variagao Imune Nula)

ET
s+ 22 mET—dE=0 (13)
g+ 7T

A resolucao explicita para E é complexa, mas define implicitamente a relacao entre
E e T para equilibrio imune.

9. ANALISE DE ESTABILIDADE DO PONTO DE COEXISTENCIA

A estabilidade é determinada pela matriz Jacobiana em P2:

oE)  OE)
DB oT

J = (14)
o) )

oE T / (T*,E*)

Resultado: P2 é um "N6 Atrator Estavel” com autovalores reais negativos: \; &
—0.983, Ay = —0.767.

Interpretacao:

e N6: Convergéncia sem oscilagoes (autovalores reais).

e Atrator Estavel: \ < 0 implica atracao global para condigoes iniciais razoaveis.
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9.1. Implicagoes Bioldgicas

A convergéncia para P2 (T ~ 996 ~ K, E* ~ 1 baixo) revela:

1. Evasao Imune: Supressao/esgotamento imune permite crescimento tumoral até o
limite microambiental cerebral.

2. Pseudoestabilizacao: Equilibrio Gompertz-eliminacao imune simula estabili-
dade da doenca (SD) nos critérios RANO (MRI), com persisténcia tumoral.

Esta dinamica de coexisténcia em altos volumes tumorais confere ”superior rea-
lismo bioldgico” ao modelo para glioblastoma multiforme (GBM), alinhando-se aos dados
do conjunto LUMIERE

10. CODIGO PYTHON

O cédigo completo esta disponivel no Google Colab através do link:

colab.research.google.com/drive/1rRcaq EIwWw2NYnxwbc74xZEIM0yjbxBg
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