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Resumo: As fungdes polinomiais e suas raizes sdo de grande importancia nas inimeras areas da ciéncia. Os
calculos dessas raizes podem ser feitos através de métodos numéricos que buscam seu valor aproximado.
Entretanto, alguns métodos numéricos apresentam problemas quando as raizes contém multiplicidade. Dois
métodos capazes de contornar esse problema sdo os métodos numéricos das Raizes Mdltiplas e o método de
Bairstow. Este trabalho tem por objetivo fazer uma comparagéo entre esses dois métodos analisando o erro relativo
e 0 nimero iteracdes em 10 funcBes que apresentam raizes com multiplicidade e sem multiplicidade. O algoritmo
de ambos os métodos foi implementado no software Dev-C++ e 0s resultados foram dispostos em uma tabela.
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1. INTRODUCAO

A palavra “computador” vem do verbo “computar”, que por sua vez significa calcular. O primeiro registro de
um aparelho capaz de ajudar nos calculos data de 500 anos antes de Cristo. Chamado de abaco, esse aparelho foi
um importante passo para a matematica. Em paralelo ao abaco, os métodos numéricos surgiram ainda na
antiguidade e s3o aplicagdes de algoritmos pelos quais é possivel formular e resolver problemas matematicos
usando operagdes aritméticas menos complexas. No papiro de Rhind, é possivel encontrar um método numérico
capaz de encontrar raizes de equagdes simples. Além disso, as primeiras aplicacdes dos métodos numéricos
consistiam em fazer aproximagdes de medidas de tridngulos e circulos.

Segundo [8], método numérico é um conjunto de procedimentos utilizados para transformar um modelo
matematico num conjunto de procedimentos capazes de encontrar solugdes, mesmo que aproximadas, para
problemas numéricos. Dentre os métodos numéricos podemos classifica-los em métodos diretos e indiretos.

Segundo [4], os métodos numéricos diretos consistem na resolucéo de sistemas lineares com um ndmero finito
de operacdes e sdo baseados apenas em uma sequéncia de passos.

Conforme [5], métodos indiretos sdo processos de calculos infinitos e recursivos, em que o valor obtido a cada
ciclo depende de valores obtidos em ciclos anteriores. Este tipo de método, na maioria das vezes, ndo obtém o
valor exato para as raizes, mas sim, uma solucéo aproximada dentro de uma faixa de erro considerada aceitével.
Podemos organizar os métodos iterativos em dois grupos, sendo eles em métodos abertos e intervalares.

Os métodos intervalares exploram o fato das fun¢es mudarem de sinal nas vizinhangas de uma raiz. Logo, 0s
métodos intervalares necessitam de duas estimativas inicias que delimitam a raiz. A principal caracteristica que
diferencia os métodos intervalares entre si, sdo os célculos sistematicos para diminuir o intervalo que contém a
raiz.

Me¢étodos abertos sdo aqueles que necessitam de um unico valor inicial x,, ou dois valores inicias de x que
ndo necessariamente precisam circundar a raiz. Os métodos abertos em alguns casos podem divergir da raiz a
medida que os calculos prosseguem.

A jungdo entre computadores digitais ¢ métodos numéricos, no fim da década de 1940, deu um grande avango
no uso e desenvolvimento dos métodos numéricos nas inumeras areas da ciéncia. Podemos citar como exemplo, a
utilizagdo de métodos numéricos para calcular solu¢des de equacdes encontradas na engenharia; como leis de
movimento de Newton que descrevem a trajetoria de um projetil e servem para expressar conceitos como energia
e inercia; no mercado de agdes prevendo como os pregos podem variar ao longo do tempo; na Lei Kirchhoff nos
projetos de analise de circuitos; nos balangos de calor, massa e energia, entre outros.

Por outro lado, alguns outros problemas de engenharia como ajustes de curvas e modelagem de sistemas
dinamicos, estdo associados a fung¢des polinomiais e suas raizes. A razao dos polindmios serem bastante utilizados
e estudados esta na facilidade de manipulacdo. As operacdes elementares de soma, subtragdo e multiplicagdo de
polindmios sdo bastante intuitivas. No estudo dos métodos numéricos, encontramos alguns métodos capazes de
calcular as raizes de func¢des, como o método da falsa posicao, biseccdo, secante, Miiller, Newton-Raphson, entre
outros. Entretanto, em alguns casos encontrar as raizes de equagdes polinomiais nem sempre ¢ uma tarefa simples.
Cada método numérico possui pontos fortes e fracos que devem ser levados em consideragao na hora do calculo.

Um dos problemas mais recorrentes em métodos numéricos como da secante ou do ponto fixo, ocorrem quando
as raizes apresentam multiplicidade ou sdo numeros complexos. Uma das variagdes do método de Newton
Raphson, chamada de método das Raizes Multiplas, foi elaborado para evitar problemas com raizes que




apresentavam multiplicidade. Outro método ligado ao método de Newton-Raphson foi desenvolvido por Leonard
Bairstow para calcular raizes complexas ou raizes com multiplicidade. Desta forma, dada a importancia dos
métodos numéricos e suas aplicagdes, estudar métodos capazes de contornar os problemas de multiplicidade e de
numeros complexos pode se tornar uma alternativa viavel para ciéncia.

O presente trabalho tem por objetivo comparar o desempenho do método das Raizes Mdltiplas e do método de
Bairstow quanto ao nimero de iteracdes e erro relativo. Este trabalho sera dividido em 6 se¢des que consistirdo
em: Secdo 2, faremos uma revisdo bibliogréafica de conceitos basicos necessarios para o entendimento deste
trabalho, como por exemplo, funcles, raizes de funcbes, métodos numéricos, erros, critérios de parada e
convergéncia. Secdo 3, descreveremos 0s métodos numéricos que serdo abordados neste trabalho, com suas
principais caracteristicas e figuras ilustrativas para uma melhor compreensao. A Secdo 4 sera reservada para a
metodologia deste trabalho e a defini¢do dos problemas. Na Secdo 5, analisaremos os resultados obtidos com as
comparacOes dos métodos numéricos. Finalmente, a Secdo 6 faremos as consideragdes finais do trabalho.

2. REFERENCIAL TEORICO

Nesta secdo abordaremos os conceitos e definicBes da literatura para embasar o estudo do método numérico
das Raizes Multiplas e 0 método de Bairstow. VVamos abordar conceitos como funcdes, tipos de erro entre outros.

2.1. Funcéo

Segundo [2], se considerarmos A e B subconjuntos de R, uma fungdo f: A — B é uma lei ou regra que
determina que cada elemento de A faz corresponder um Unico elemento de B. O conjunto A é chamado dominio
de f e é denotado por D(f). O conjunto B, é chamado de contradominio ou campo de valores de f. Sendo assim,
uma funcéo refere-se essencialmente a correspondéncia entre conjuntos. O gréfico de f pode ser determinado pelo
conjunto de todos os pontos (x, f(x)) no plano cartesiano.

De acordo com [6], existem varios tipos de funces, tais como: racionais, trigonométricas, exponenciais,
logaritmicas, entre outras. Dentre elas, as fungdes polinomiais, algébricas e transcendentais, sdo as que apresentam
maior notoriedade em suas aplicacdes.

De acordo com [2], uma funcéo polinomial de grau n é uma fungdo f: R —» R da forma f(x) = a,x™ +
A1 X" 1+ -a;x* 4+ agx® onde a, # 0e a,_;,a,_, ... a, S0 constantes reais. Se o coeficiente dominante
a,, for diferente de zero, entdo o grau do polindmio é n. O gréafico da funcdo polinomial é uma curva que apresenta
pontos de méximos e minimos. Segundo [3], fun¢Bes polinomiais sdo de grande importancia para as ciéncias
sociais e naturais pela sua aplicacdo na modelagem de fen6menos e processos no nosso cotidiano.

Funcdes algébricas sdo aquelas formadas por operacdes algébricas a partir de polindmios. De acordo com [3],
as operaces que formam as fungdes algébricas sdo adi¢do, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e extragdo de raizes
dos polindémios envolvidos. Um dos exemplos mais conhecidos de fungbes algébricas é a funcdo da Teoria da
Relatividade de Albert Einstein, dada por E = mc?.

De acordo com [3], as funcgBes transcendentais sdo as fungbes ndo algébricas, que incluem as funcgdes
trigonométricas, trigonométrica inversa, exponenciais e logaritmicas. Existem ainda, inimeras fun¢Ges que nao
apresentam um nome definido, mas que se incluem dentre as funcfes transcendentais. Segundo [3], algumas
funcdes transcendentais sdo as somas de séries infinitas.

Nesse trabalho, usaremos as fun¢Bes polinomiais pelas caracteristicas que os métodos numéricos estudados
apresentam de encontrar raizes complexas, raizes com e sem multiplicidade.

Definicdo: Dada uma funcao real definida por y = f(x), § é raizde f se f(6) = 0.

Desta forma, calcular a raiz de uma funcdo, consiste em determinar os pontos de interseccdo do gréafico da
funcdo com o eixo das abscissas no plano cartesiano. Os tipos de raizes mais conhecidas sdo as raizes complexas,
reais, racionais e raizes maltiplas. Segundo [6], dizemos que &§ é raiz maltipla de multiplicidade n, n > 1, da
equacdo f(x) = 0se,esomentese, f = (x — )" - Q e Q(8) # 0. Isto é, a decomposi¢do de f apresenta n fatores
iguaisa (x — 6).

De acordo com [5], podemos observar algumas regras para as raizes de polinémios:

e Para uma equagdo de grau n, existem n raizes reais ou complexas. Deve-se observar que essas raizes ndo
serdo necessariamente distintas;

e Se n for impar, existe pelo menos uma raiz real;

e Se existirem raizes complexas, elas serdo em pares conjugados.

De acordo com [1], para encontrar as raizes de uma funcdo sdo necessarias duas fases:
Fase 1. Isolamento da raiz, consiste em obter um intervalo que contém a raiz através de métodos graficos e teéricos;
Fase 2. Refinamento, visa melhorar a aproximacao inicial até atingir a precisdo desejada e pré-estabelecida.




O isolamento da raiz sera feito por andlise tedrica e grafica da funcdo. Como exemplo de analise tedrica,
podemos citar o teorema de Bolzano.

Teorema (Teorema de Bolzano): Seja f(x) uma funcdo continua num intervalo [a, b]. Se f(a) - f(b) < 0, entdo
existe pelo menos um ponto x = § entre a e b que é zero de f(x).

O teorema de Bolzano é empregado na analise de valores de uma fun¢do. Construindo uma tabela considerando
apenas os sinais dos valores, é possivel determinar o intervalo em que as raizes sdo encontradas observando a
alternancia de sinais. Para saber se existe apenas uma raiz naquele intervalo, utilizaremos o coroléario a seguir.

Corolario: Sob as hipdteses do teorema anterior, se f’(x) existir e preservar o sinal em (a, b), entéo este intervalo
contém um Unico zero de f(x).

Vale ressaltar, que esse corolario ndo funcionara quando aplicado a raizes que apresentam multiplicidade par,
uma vez que o sinal da derivada muda por se tonar um ponto de inflexdo que cruza o eixo das abcissas e o sinal
na raiz se altera.

Conforme [1], a andlise grafica pode ser feita esbocando o grafico da funcéo f (x) e localizando os pontos onde
a curva intercepta o eixo x. Uma outra forma para encontrar as raizes de f(x), é usar equagoes equivalentes g(x)
e h(x) tal que f(x) = h(x) - g(x). Esbocando o gréafico de g(x) e h(x) no mesmo plano cartesiano, os ponto
onde as curvas g(x) e h(x) se interceptam, sdo as raizes de f(x). Assim, f(6) =0 & g(&) = h(d).

Por outro lado, conforme [4], as fungdes de primeiro até quarto grau e algumas fungGes transcendentes, podem
ter suas raizes determinadas através de métodos analiticos. Entretanto, ocorre uma dificuldade em calcular a raiz
de func¢des polinomiais de grau superior a quatro. De acordo com [9], alguns artificios matematicos como Briot-
Ruffini, encontram raizes de polindmios usando apenas os coeficientes. Considerando o quociente h(x) = x — a,
onde a € um ndmero real, o dispositivo de Briot-Ruffini ao final do seu procedimento, reescreve o polindmio como
P(x) = h(x).q(x) + r(x), onde q(x), r(x) sdo respectivamente o quociente e o resto da divisdo. E possivel
encontrar uma raiz usando o dispositivo de Briot-Ruffini quando r(x) = 0, ou seja a = §. Entretanto, muitas vezes
esse processo se torna complicado e longo. Para contornar esses problemas, foram criados métodos numéricos que
fornecem solucGes mediante operacOes aritméticas simples.

Na fase dois ocorrera o emprego de métodos numéricos para executar o refinamento. A forma de calcular o
refinamento é a principal caracteristica que diferencia os métodos entre si.

2.2. Erros

Embora as técnicas numéricas tenham produzido estimativas que estdo préximas da solucdo analitica exata, ha
uma discrepancia ou erro nas solugdes encontradas. Segundo [5], os erros numéricos sdo causados pelo uso de
aproximacdes para representar operagfes e quantidades matematicas exatas. Os erros fazem parte do processo de
calculo, e em muitos casos, ndo podem ser evitados. Dentre os principais erros em célculo numérico, podemos
citar os erros de truncamento, arredondamento, absoluto e relativo.

De acordo com [7], a representagdo de um numero depende fundamentalmente da maquina utilizada e de seu
Sistema de Ponto Flutuante (SPF), o que geram nesses casos, 0s erros de arredondamento e truncamento. Os erros
de truncamento estdo relacionados a representacao de nameros infinitos em maquinas que recebem apenas valores
finitos. J& os erros de arredondamento ocorrem devido a tentativa de executar propriedades aritméticas em
calculadoras e computadores, tendo o nimero arredondado para que sua representacdo seja possivel no SPF da
maquina.

De uma maneira geral, a resolucdo de um problema de qualquer area do conhecimento cientifico passa por uma
fase de conhecimento entre a relacdo dos valores reais e aproximados. De acordo com [1], o erro absoluto é a
diferenga entre o valor exato de um nimero x e seu valor aproximado x, que pode ser expresso pela equacéo EA =
|x — x|. Normalmente, apenas o valor aproximado i é conhecido, o que torna impossivel de obter o valor exato.
Desta forma, é necessario obter um limitante superior ou estimativa para 0 médulo do erro absoluto.

O erro relativo é a divisao entre o erro absoluto pelo valor aproximado, que pode ser expresso pela equagéo

EA Zo- - . ~ . ~
ER = % Em geral, ao contrario do erro absoluto, o erro relativo leva em consideracdo as dimensdes dos valores

em analise.
3. METODOS NUMERICOS ESTUDADOS

Nesse trabalho abordaremos dois métodos abertos, o método das Raizes Mdltiplas e 0 método de Bairstow. O
método das Raizes Muiltiplas consiste em uma variagdo do método de Newton-Raphson, ao passo que o método
de Bairstow corresponde a divisdo de polindmios similarmente encontrado na funcdo de iteracdo do método de
Newton-Raphson. Desta forma, antes de introduzir o método das Raizes Mdltiplas e o método de Bairstow, vamos




fazer uma breve introducdo do método de Newton-Raphson. Explicaremos posteriormente como ocorre 0 processo
iterativo e as principais caracteristicas dos métodos numéricos abordados.

3.1. Método de Newton-Raphson

De acordo com [5], 0 método de Newton-Raphson é deduzido com base em sua interpretacdo geométrica.
Considerando a aproximagdo inicial da raiz igual a x; e estendendo uma reta tangente a partir do ponto [x;, f (xi)],
0 ponto onde essa tangente cruza o eixo X representa uma estimativa melhorada da raiz. Como podemos ver na
Figura 1.
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Figura 1. Descricdo grafica do método de Newton-Raphson (CHAPRA).
Sendo a primeira deriva de x; equivalente a inclinacéo:

’ _ fx)—0
IO =560 —xm

podemos reorganiza-la para fornecer a equacdo de iteragdo de Newton-Raphson, escrita como:

_ f(x;)
Xiv1 =X — 77§

f(x)

Segundo [5], embora o método de Newton-Raphson seja eficiente na maioria dos casos, em algumas situagdes
ele apresenta resultados insatisfatorios. Podemos citar como exemplo, a ocorréncia de pontos de maximo ou
minimo préximos da raiz ou sdo as raizes, pois 0s valores tenderam a oscilar nesses pontos e ndo iram convergir.
Além disso, a implementacdo do método em algumas linguagens de programagdo, muitas vezes torna 0 processo
complicado, pela falta de operadores que calculem a derivada encontrada na férmula de iteracdo do método de
Newton-Raphson.

3.2. Método das Raizes Mdltiplas

A fim de contornar problemas em raizes com multiplicidade, o método das Raizes Multiplas foi desenvolvido
na tentativa de melhorar o método de Newton-Raphson. De acordo com [5], uma modificacdo no método de
Newton-Raphson foi feita em 1978, por Ralston e Rabinowitz que consiste em definir uma nova fungéo

f()
f'()

e substituir no método de Newton-Raphson para evitar a divisdo por zero, que ocorre na derivada primeira de
raizes com multiplicidade.. Assim, a funcdo é dada por

u(x) =

u(x;)

Xit1 = X — W x)
l

Simplificando a formula e voltado as varidveis em funcdo de f, obtemos a seguinte fungdo de iteragdo




o = e — f ) (xi41)
T P f e ()
De acordo com [5], embora ele seja mais eficiente para raizes multiplas, a ocorréncia da derivada segunda no

denominador da nova férmula de iteracdo exige mais esfor¢co computacional do que o método padrdo para raizes
simples de Newton-Raphson.

3.3. Método de Bairstow

Segundo [8], o método de Bairstow é um método iterativo de convergéncia quadratica que determina
simultaneamente duas raizes através de um fator quadratico x? — rx — s. Para isso, 0 método de Bairstow usa
apenas os coeficientes dos polindmios para executar uma divisao sintética. Técnica similar é encontrada em Briot-
Ruffini, enquanto o método de Briot-Ruffini faz a divisdo por um polindmio de grau um, no método de Bairstow
executa a divisdo por um polindmio de grau dois, para que seja possivel o calculo de raizes complexas.

De acordo com [5], considerando o polindmio

fu(x) = ag + a1 x + azx?® + - + a,x™
a divisao sintética pelo fator x? — rx — s resulta em um polinémio de grau duas vezes menor, escrito pela funcéo
fa-2(x) = by + bgx + -+ + b,_1x™3 + b, x"?
com um resto denotado por
R=b(x—1)+b,
Como € pouco provavel que a aproximacao inicial dos valores de r e s levem o resto zero, devemos determinar
uma maneira sistematica de modificar nossas aproximacdes de modo que b, e b, se aproximem de zero. Para fazé-

lo, 0 método de Bairstow usa uma estratégia parecida com a abordagem do método de Newton-Raphson. Como
b, e b, sdo funcBes tanto de r quanto de s, podemos relaciona-las no sistema

O py+2Pips =
ar o Tes 8T Th
b, ab,

a_T'A a_AS__bO

6b1 6b1 abo 6b0 ~ . .. ~ - ~ o -
onde 5" 55 3y € 9, SA0 as derivadas parciais e Ar e As sdo as variagfes necessarias a serem feitas nos
coeficientes de r e s na proxima iteragio para que o fator x2 — rx — s se torne um divisor exato do polindmio em
gue deseja encontrar as raizes.

De acordo com [5], Leonard Bairstow mostrou que as derivadas parciais podem ser obtidas por uma divisao

sintética dos b’s de um modo analogo & maneira como os proprios b’s foram determinados. Desta forma,

. . S ab db, _ 9b ab
obteremos o sistema com duas variaveis e duas incognitas onde a—: =c; a—s" = a—: =c,; a—;

:C3

{czAr + c3As = —b,
c1Ar + c,As = —b,




Uma forma préatica de visualizar o calculo dos coeficientes das equagdes no sistema pode ser vista na Figura 2.
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Figura 2. Esquema pratico do método de Bairstow (Autoria propria)

Para que seja possivel uma melhor compreensdo do esquema pratico do método de Bairstow, demonstraremos
um exemplo no Apéndice 1.

Se x2 — rx — s for um divisor exato do polindmio, as raizes podem ser determinadas pela formula de Bhaskara.
Portanto, 0 método se reduz a determinar valores de r e s que tornam o fator quadratico um divisor exato. Em
outras palavras, procuram-se os valores que tornam o termo do resto igual a zero. Para o resto ser nulo, b, e b,
precisam ser nulos.

Em cada caso, podemos fazer uma estimativa percentual do erro em r e s, calculados pela seguintes equacées

_|Ar 0
lear| = |7| 100%

As
leas| = |?| 100%

De acordo com [8], uma das principais vantagens do método de Bairstow consiste em trabalhar com ndmeros
reais mesmo quando se esta calculando raizes complexas. Acrescido a isso, de acordo com [5], outro ponto forte
é a maneira concisa de como as rela¢fes de recorréncia podem ser programadas no computador.

Entretanto, 0 método de Bairstow apresenta divergéncia para alguns valores iniciais de r e s. O problema da
estimativa inicial, muitas vezes é comum nos métodos abertos.

4. METODOLOGIA

Neste trabalho abordaremos as funcfes polinomiais que apresentam raizes com multiplicidade e sem
multiplicidade para fazer um comparativo entre os métodos das Raizes Multiplas e o método de Bairstow. Para o
método das Raizes Mdltiplas foi adotado x, como aproximagdo inicial. No método de Bairstow utilizaremos os
valores iniciais para r e s iguais a um, no polindmio x* — rx — s. Como critério de parada, foi utilizado 10000
iteracdes e % < &, com tolerancia de € = 1078,

O algoritmo de ambos 0s métodos foi implementado na linguagem de programacéo C, compilado no software
Dev-C++, na versdo 4.9.2, em um computador com memoria RAM de 4G, sistema operacional Windows 10 e
processador Intel core i5.

As funcgdes estudadas estdo listadas a seguir com a raiz que cada funcdo apresenta, a multiplicidade de cada
raiz, a raiz analisada e o0 x, para implementacdo do método das Raizes Multiplas.

Problema 1: f; (x) = x® — 22x* + 192x> — 832x2 + 1792x — 1536, possui raizes 4 e 6 com multiplicidade 4 e
1 respectivamente. Vamos analisar a raiz 4, com x, = 5 para 0 método das Raizes Mdltiplas.

Problema 2: f,(x) = x* — 2x3 + 2x — 1, possui raizes -1 e 1 com multiplicidade 1 e 3 respectivamente. Neste
problema vamos analisar a raiz -1,com x, = —1.5 para 0 método das Raizes Mdltiplas;

Problema 3: f3(x) = x7 — 11x% 4+ 51x° — 129x* + 192x% — 168x2 + 80x — 16 possui raizes 1 e 2 com
multiplicidade 3 e 4 respectivamente. Neste problema vamos analisar a raiz 2, com x, = 1.5 para 0 método das
Raizes Miiltiplas;

Problema 4: f,(x) = x° — 7x* — 2x3 + 46x? + 65x + 25, possui raizes -1 e 5 com multiplicidade 3 e 2
respectivamente. Neste problema vamos analisar a raiz -1, com x, = 0.5 para 0 método das Raizes Mdltiplas;




Problema 5: f;(x) = x®+ 11x° + 31x* — 47x3 — 340x% — 464x — 192, possui raiz -4, -1 e 3 com
multiplicidade 3, 2 e 1 respectivamente. Neste problema vamos analisar a raiz 3, com x, = 3.5 para 0 método das
Raizes Muiltiplas;

Problema 6: fs(x) = x* — 3x3 — 398x + 1200x — 800, possui raizes -20, 1,2 e 20. Neste problema vamos
analisar a raiz 1, com x, = 0 para 0 método das Raizes Mdltiplas.

Problema 7: f,(x) = x> — 9x* — 42x3 + 584x% — 1344x, possui raizes -8, 0, 4, 6, 7. Neste problema vamos
analisar a raiz 4, com x, = 1.5 para 0o método das Raizes Multiplas;

Problema 8: fg(x) = x® — 106x°> + 4359x* — 85900x3 + 799375x% — 2906250x + 3515625 possui raizes 3
e 25 com multiplicidade 2 e 4 respectivamente. Neste problema vamos analisar a raiz 3, com x, = 2 para 0 método
das Raizes Multiplas;

Problema 9: fo(x) = x* — 35x3 — 1569x2 + 75555x — 712800, possui raizes -45, 15, 32, 33. Neste problema
vamos analisar a raiz 32, com x, = 30 para 0 método das Raizes Multiplas.

Figura 3. Gréafico do Problema 1 ~ Figura 4. Grafico do Problema2  Figura 5. Gréfico do Problema 3
(Autoria Propria) (Autoria Propria) (Autoria Prépria)
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—1.04 A2 -1 —0.98 —olgs —

Figura 6. Gréafico do Problema 4 Figura 7. Grafico do Problema 5 Figura 8. Grafico do Problema 6
(Autoria Propria) (Autoria Propria) (Autoria Propria)

Figura 9. Gréfico do Problema 7 Figura 10. Grafico do Problema 8  Figura 11. Gréfico do Problema 9
(Autoria Propria) (Autoria Propria). (Autoria Propria).




5. RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta se¢do, os métodos numéricos estudados foram aplicados em 9 fungdes. Os resultados estdo expressos na

tabela 1:
Tabela 1: Aplicacdo dos métodos numéricos
Problema Método o x N° de Iter. Erro
Problema 1 Raizes Multiplas 4 4.00016019 4 1.75 x 1074
Bairstow 4.11840438 45 2.87 x 1072
Problema 2 Raizes Multiplas -1 —1.00000000 7 0
Bairstow —1.00000000 32 0
Problema 3 Raizes Multiplas 2 1.99982539 6 1.00 x 10™*
Bairstow 73.42020000 Divergiu -
Problema 4 Raizes Multiplas -1 —1.00000003 4 3.70 x 107°
Bairstow —1.0026 — 0.0049i 8 2.59 x 1073
Problema 5 Raizes Multiplas 3 3.00000000 62 0
Bairstow 2.99999761 160 7.96 x 1077
Problema 6 Raizes Muiltiplas 1 1.00000000 6 0
Bairstow 1.00000000 4 0
Problema 7 Raizes Muiltiplas 4 3.99999999 10 2.5x107°
Bairstow 3.99999928 7 1.79 x 1077
Problema 8 Raizes Multiplas 3 2.99996331 Né&o convergiu -
Bairstow 3.00097688 7 3.25x 1074
Problema 9 Raizes Multiplas 32 31.99999999 5 3.12x 10711
Bairstow 32.00001907 11 5.96 x 1077

Analisando a Tabela 1, é possivel notar que todas as fungdes convergiram em pelo menos um dos métodos. O
método das Raizes Mdltiplas convergiu em todos os problemas, exceto no Problema 8, enquanto o método de
Bairstow divergiu apenas no Problema 3.

No problema 1, em relacdo ao numero de iteragdes, 0 método das Raizes Multiplas teve uma eficiéncia 1025%
em comparagdo ao metodo de Bairstow e quanto ao erro relativo, 0 método das Raizes Mdltiplas obteve a melhor
eficiéncia.

No problema 2, em relagdo ao numero de iteracfes, o0 método das Raizes Multiplas obteve uma eficiéncia
228.57% em comparacao ao método de Bairstow e quanto ao erro relativo, 0 método das Raizes Multiplas obteve
a melhor eficiéncia.

No problema 3, 0 método das Raizes Multiplas obteve resultado apds 6 iteragdes, enquanto que o método de
Bairstow se afastou progressivamente do valor real da raiz a cada iteragdo.

No problema 4, em relagdo ao nimero de iteragdes, 0 método das Raizes Mdltiplas obteve uma eficiéncia 100%
em comparagdo ao método de Bairstow que convergiu para uma raiz complexa. O erro relativo para o método de
Bairstow neste problema foi calculado em relacdo a parte real da raiz complexa e o valor exato da raiz. Como
resultado, o método das Raizes Mdltiplas demonstrou ser mais eficiente no erro relativo.

No problema 5, em relagcdo ao numero de iteragdes, o método das Raizes Multiplas obteve uma eficiéncia
158.06% em comparacdo ao método de Bairstow e quanto ao erro relativo, 0 método das Raizes Mltiplas obteve
a melhor eficiéncia.

No problema 6, em relagdo ao nimero de iteragdes, o método de Bairstow obteve uma eficiéncia 50% em
comparacdo ao método das Raizes Mdltiplas e quanto ao erro relativo, ambos 0os métodos demonstraram a mesma
eficiéncia.

No problema 7, em relagdo ao nimero de iteragdes, o0 método das Raizes Mdltiplas obteve uma eficiéncia 25%
em comparagao ao método de Bairstow e quanto ao erro relativo, 0 método das Raizes Mdltiplas obteve a melhor
eficiéncia.

No problema 8, o método das Raizes Mdltiplas ndo convergiu para a raiz, levando em consideragdo os
parametros pré-determinados nesse trabalho. Apesar da raiz calculada ter sido préximo da raiz real apds 10000
iteracdes, ainda seriam necessarios um nlimero muito maior de iteragcdes pois o tamanho do passo em cada iteracdo
estava muito pequeno. O método de Bairstow convergiu com 7 iteragdes.

No problema 9, em relacdo ao nimero de iteracdes, 0 método das Raizes Multiplas teve uma eficiéncia 120%
em comparagdo ao método de Bairstow e quanto ao erro relativo, 0 método das Raizes Mdltiplas obteve a melhor
eficiéncia.




6. CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho, foi realizado um estudo comparativo entre o0 método Bairstow e 0 método das Raizes Mdltiplas
em relacdo ao nimero de iteragdes e erro relativo que foram analisados em 9 func¢des polinomiais que variavam a
multiplicidade. Implementamos os métodos numéricos abordados nesse estudo na linguagem de programacéo C e
os resultado foi expostos na Tabela 1 para facilitar a analise e compreensao dos dados.

De modo geral, quase todos os problemas apresentaram convergéncia de ambos os métodos. A excecdo ocorreu
no Problema 3 quando o método de Bairstow divergiu, se afastando progressivamente do valor real da raiz e no
Problema 8 quando numero de iteracdes ultrapassou o critério de parada antes que o valor da raiz estivesse
suficientemente proximo do real. Nas raizes estudadas que apresentavam multiplicidade, o0 método das Raizes
Madltiplas convergiu em 75% dos problemas abordados, sendo que o Problema 8 que néo apresentou convergéncia
poderia ter convergido se o nimero de iteragdes fosse aumentado.

Quanto ao nimero de iteragbes, 0 método das Raizes Multiplas foi mais eficiente em 88,88% dos problemas
estudados. No Problema 6 em que o método de Bairstow obteve menor nimero de iteragdes, a eficiéncia foi apenas
de 50%. A busca simultanea de duas raizes a cada iteragdo para 0 método de Bairstow pode ser a explicagdo para
gue o método necessite do nimero maior de iteracBes. Das quatro raizes estudadas que apresentavam
multiplicidade, o método das Raizes Multiplas foi mais eficiente em todos os casos, com excecdo do problema 8
em que 0 método ndo convergiu.

Em relacdo ao erro relativo, nos problemas que apresentaram convergéncia para ambos os métodos, o método
das Raizes Mdltiplas obteve eficiéncia de 71,42% dos problemas em relacdo ao método de Bairstow. Em 28,57%
dos problemas ambos os métodos obtiveram o mesmo desempenho.

Nos problemas analisados neste trabalho, 0 método das Raizes Multiplas apresentou maior eficiéncia em
relacdo numero de iteracdes e erro relativo. Nos problemas que apresentavam multiplicidade, o0 método contornou
a dificuldade encontrada na derivada de primeira ordem da formula de iteracdo do método de Newton-Raphson.
Entretanto, os resultados dos problemas que apresentavam multiplicidade e dos que ndo apresentavam
multiplicidade dependeram da aproximagdo inicial x,. Os problemas abordados neste trabalho demonstraram que
o resultado tendia para a raiz mais proxima de x,. Esta caracteristica também é encontrada no método de Newton-
Raphson.

O meétodo de Bairstow apresentou uma convergéncia independente das aproximagdes iniciais de r e s do
polindmio x? — rx — s. Junto a isso, 0 método demonstrou convergir para raizes complexas mesmo quando o
valor da raiz calculada é real. Neste caso, a parte real da raiz complexa se aproximou do valor verdadeiro da raiz.

Ao buscar informagéo para este trabalho, foi possivel observar uma escassez de dados para ambos 0s métodos.
A literatura que aborda o tema de calculo numérico d& prioridade a métodos como Bissec¢do, Falsa posigéo,
Newton-Raphson, entre outros. Métodos numéricos como o método de Laguerre que tem taxa de convergéncia
cUbica, poderiam ser analisados com o método de Bairstow. Uma abordagem interessante para trabalhos futuros
seria utilizar o método de Bairstow para encontrar raizes e, entdo, refinar a aproximagdo utilizando-se o método
de Laguerre.

O trabalho intitulado “O estudo comparativo entre 0 método das Raizes Multiplas e 0 método de Bairstow” foi
aprovado para ser apresentado no XXXVIII Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional -
CNMAC 2018.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] RUGGIERO, Maércia A. G.; LOPES, Vera L. R., Calculo Numérico: Aspectos tedricos e computacionais.
2.ed., S&o Paulo, Makron Books, 1996.

[2] FLEMMING, Diva Marilia. Calculo A: Funcdes, Limite, Derivacao, Integracao. 62 ed., Sdo Paulo, Pearson,
2007.

[3] STEWART, James. Calculo. 5% ed., Sdo Paulo, Pioneira Thomson Learning, 2006.

[4] BARROSO, Lebnidas C., Calculo Numérico. Sao Paulo, Harbra, 1987.

[5] CHAPRA, Steven C.; CANALE, Raymond P., Métodos Numeéricos para Engenharia. 5.ed., Sdo Paulo,
McGraw-Hill, 2008.

[6] IEZZI, Gelson. Fundamentos de Matematica Elementar: Complexo, Polindmios e Equacdes. 2.ed., Sdo
Paulo, Atual Editora, 1977.

[7] ANELARES, S.; DAREZZO, ARTUR. Céalculo Numérico: Aprendizagem com apoio de software. 2.ed. Sdo
Paulo 2010.

[8] SPERANDIO, D.; MENDES, T.J.; SILVA, L. H. M. Calculo Numérico: Caracteristicas matematicas e
computacionais dos métodos numéricos. 2.ed. Sdo Paulo 2006.




Apéndice 1

Considerando a fungdo polinomial f(x) = 2x3 + 5x2 + 2x — 1 com raizes 0.2808, -1 e -1.7808, podemos
descrever o esquema em 10 passos que podem ser vistos a seguir, a descricdo do que ocorre em cada passo esta
listado abaixo:

Passo 1: Escolha das estimativas iniciais para r e s, no exemplo adotamos r = s = 1;

Passo 2: Apos identificar e retirar os coeficientes do polinémio, multiplicaremos o termo b ( by = 2)
pelo valor de r. Ambos estdo circulados em vermelho para uma melhor compreensdo. O resultado
serd posto abaixo de a, (a, = 5);

Passo 3: Fazendo a soma dos termos em verde, obtemos o valor de b, (b, = 7);

Passo 4: Multiplicaremos agora o termo b, por s e b; por r. O resultado esta nas cores azul e vermelha
respectivamente;

Passo 5: Fazendo a soma dos termos em verde para obter o valor de b, (b, = 11);

Passo 6: Multiplicaremos o termo b, por s e b, por r. O resultado esta nas cores azul e vermelha
respectivamente;

Y —
-

T —
s —

Desta forma, obtemos o sistema {

e Passo 7: Fazendo a soma dos termos em verde para obter o valor de by(by = 17);
e Passo 8: Repetiremos 0 mesmo processo de multiplicagdo e soma com os valores dos b’s encontrados.
e Passo 9: O resultado do passo 8 ap6s as multiplicacdes e somas é visto no passo 9;
e Passo 10: obtemos os valores necessarios para o sistema que fornecera as variagdes Ar e As. Que
corresponde by = 17, b; = 11, ¢, = 22,¢, =9, ¢c3 = 2.
2 2 —1 2 5 2 -1 2 2 =
il 1 2 1 2
1 1 1 7
2 2 v i 2 Z
1 1 1
1 1 1
Passo 1 e 2 Passo 3 Passo 4
2 2 = 2 2 —1 2 —a
1 2 ! 2 2 7 1 2 7
1 7 1 7 11 1 7 11
2 11 2 7 11 2 L 11 17
1
1 1
1 A !
Passo 5 Passo 6 Passo 7
2 2 =1 2 5 2 = 2 5 2 =1
i 2 7 1 2 2 7 1 2 7
1 7 11 1 7 11 1 7 11
2 7 11 17 2 7 11 17 2 7 11 17
1 1 22 1 2 22
1 1 2 9 1 9
2 9 22 48 2 <) 22 48
Passo 8 Passo 9 Passo 10
9Ar + 2As = —11

_170ue tem como solucdo Ar = —1.7567 e As = 2.4054

22Ar + 9As =

gue serdo somados aos valores de r e s para que inicie o processo iterativo novamente. Apos 7 iteragdes que podem
ser vistas no Apéndice 2, o método de Bairstow convergiu para as raizes com valores x; = 0.2807 e x, =
—1.7808 com erro relativo de 3.5635 x 10~* e 0 respectivamente.
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Apéndice 2

Gréfico da fungdo. f(x) = 2x® + 5x* + 2x - 1.

Gréfico da segunda iteracéo dada por f(x) = x? +

0.2264x — 1.0188.

0.5

(028,0)

*5/ 0.65.0)

15

Gréfico da terceira iteragdo dada por f(x) = x? +

0.9785x — 1.0545.

Gréfico da quarta iteragio dada por f(x) = x? +

1.2853x - 0.6553.

0.6

0.4

02

Grafico da quinta iteragdo dada por f(x) = x* + 1.5028x — 0.5458.
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(11.78,0)

_f0:28, 0)
781 -1.78095 -1.7809 -1.74085 -1.7808f -1.78075 -1.7807 -1.78065 -1] 79 0.2795 028 OZB(f f 0.281 02815 0.282 02
(-1.78, 0) (0.28, 0)
Gréfico da sexta iteragdo dada por f(x) = x* + Grafico da sexta iteracdo dada por f(x) = x* +
1.5002x — 0.4998 (raiz a esquerda). 1.5002x — 0.4998 (raiz a direita).
(0.28, 0)

781 -1.78095 -1.7809 -1.78080 —1.7808/'\-1.78075 -1.7807 -1.78085 -1.7806 -1.7|

79 0.2795 028 0.2805 0.281 0.2815 0.282 0.28;

Gréfico da sétima iteragdo dada por f(x) = x* +
1.5000x — 0.5000 (raiz a esquerda).

Gréfico da sétima iteracdo dada por f(x) = x* +
1.5000x — 0.5000 (raiz a direita).
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