UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO SEMIARIDO - UFERSA %
CURSO DE BACHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA Y A
Trabalho de Concluséo de Curso (2018)

cienCia @ TECNOLOGIE

ANALISE DIFERENCIAL DA VIBRACAO LIVRE COM
AMORTECIMENTO VISCOSO DE UM SISTEMA
MASSA-MOLA PARA DIFERENTES FLUIDOS

Igor R. B. de Freitas, Matheus da Silva Menezes (Orientador)

Neste trabalho pretende-se abordar os estudos tedricos referentes as equagoes diferencias e uti-
lizar o método de resolucao dos coeficientes constantes para encontrar a funcao que descreve
o comportamento vibratério do sistema massa-mola quando imerso em diferentes fluidos. Na
analise tedrica foi usado o método dos coeficientes constantes para obter as fungoes dos sis-
temas: superamortecido, criticamente amortecido e subamortecido, seguido da resolugao de
problemas tedricos. Na anélise experimental foi realizado uma videoanalise com o auxilio do
software Tracker, com o objetivo de averiguar o comportamento do sistema quando imerso
em trés diferentes fluidos. Os resultados obtidos nos problemas propostos foram semelhantes
aqueles vistos em teoria, comprovando assim a eficiéncia do método. Na andlise compor-
tamental, os graficos nao foram iguais a teoria, porém conseguiu-se uma boa descricao do
fenémeno.
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1 Introducao

Nas ciéncias e na engenharia, modelos matematicos sao desenvolvidos para auxiliar na compreensao
de fenomenos fisicos. Estes modelos frequentemente geram uma equagao que contém algumas derivadas
de uma fungdo desconhecida. Tal equacdo é chamada de equagdo diferencial [1]. Existem intimeras
aplicagoes em que esses modelos podem ser usados, algumas sao: dindmica populacional, decaimento
radioativo, lei do movimento de Newton, disseminagao de doencas, entre outras.

Uma importante aplicacao na engenharia, é a andlise de vibragoes. Mais recentemente, com o avango
da tecnologia e, consequentemente da industria, diversos problemas surgiram decorrentes desse fenémeno,
levando méaquinas e estruturas a falhas repentinas ou a sua inutilizagao, um exemplo disso ocorreu com a
ponte de Tacoma Narrows (1940). Apesar de seus efeitos danosos, a vibragao pode ser utilizada a favor
em vérias aplicagoes industriais e de consumo [2].

Diante de sua vasta aplicagao é importante conhecer as equacoes diferenciais e saber desenvolver os
métodos para encontrar a funcao desconhecida de um fenomeno. Vamos estudar a teoria matemaética
relacionada as equacoes diferenciais e desenvolver um dos métodos utilizados para encontrar a fungao
que descreve o comportamento vibratério de um sistema. O sistema em andlise é o massa-mola com
amortecimento viscoso, para qual teremos trés casos distintos e possiveis.

Com isso, tracamos alguns objetivos: descrever a equagao diferencial, sua classificacao e teoria ma-
tematica relacionada; demonstrar a resolucao analitico-matematica do modelo diferencial do sistema
massa-mola amortecido para os diferentes casos; realizar experimento pratico e com o auxilio de um
software computacional verificar o comportamento grafico em diferentes fluidos.

2 Fundamentacao Teérica

2.1 Equagoes Diferenciais

Para o melhor entendimento dos estudos desenvolvidos neste trabalho, apresentaremos um breve
resumo da teoria fundamental relacionada as equagoes diferenciais. As demonstracoes dos teoremas mais



gerais fogem do escopo do presente trabalho e serao omitidas em seu texto, podendo serem vistas na
bibliografia basica dos cursos de equacoes diferenciais. Para darmos inicio ao estudo, faz-se necessério
entender o que é uma equagao diferencial. Entre outros autores, [3] vem mostrar que:

Definicao 2.1 Uma equagao que contém as derivadas (ou diferencias) de uma ou mais varidveis depen-
dentes em relagdo a uma ou mais varidveis independentes é chamada de equagdo diferencial (ED).

Essas equagoes, por sua vez, podem ser classificadas por tipo, ordem e linearidade. Quanto ao tipo
podem ser ordindria ou parcial, onde a equagao que apresenta derivadas com relagdo a uma tnica variavel
independente é chamada de equagdo diferencial ordindria (EDO), todavia, se a equagio apresenta
derivadas com relagao a duas ou mais variaveis independentes é denominada de equagao diferencial
parcial (EDP). A classificacdo por ordem, corresponde a derivada de maior ordem na equagao. Quanto
a linearidade, dada a EDO de n-ésima ordem por:

dny dn—ly dn—2y dy

an(2) 72+ an—1(2) Z2g + a2 (@) g+ ar(w) 2 +ao(2)y = (@) (1)
A equacdo acima é dita linear se a varidvel dependente y e todas as suas derivadas y',vy", ..., y™ sdo do
primeiro grau e os coeficientes ag, a1, as, ..., a, de y,y’,y”, ...,y", sdo constantes ou dependem de funcgoes

cuja variavel é independente.

2.1.1 Equacao Linear de Segunda Ordem

A equagdo linear em (1) estd escrita em sua forma geral de n-ésima ordem ou de ordem n. Fazendo
n = 2, obtemos a equacao linear de segunda ordem na forma:

d?y

T @Y 4 ag(aly = o), &)

as(z) dx

no qual o coeficiente as(x) deve ser diferente de zero. E importante ressaltar dois casos em que a equagao
acima pode ser apresentada, o primeiro para g(z) = 0, dizemos que a equagao é homogénea, caso contrario,
quando g(x) # 0, a equagao é dita heterogénea. Frequentemente, problemas que envolvem o sistema
massa-mola resultam em uma equagao linear de segunda ordem, motivo pelo qual nossa fundamentacao
tedrica é voltada para esse tipo de equacgao diferencial.

2.1.2 Dependéncia e Independéncia Linear

Para entendermos a solugao geral de uma equagao homogénea, precisamos definir alguns conceitos
auxiliares como dependéncia e independéncia linear. Um conjunto de duas fungdes ¢ f1(x) e cafa(z) é
dito linearmente dependente (LD) em um intervalo I, se houver constantes ¢; e ¢ néo todas nulas
para todo x nesse intervalo, que satisfaca a seguinte condigao:

c1fi(x) + cafo(z) =0, (3)

entretanto, se para a relagao ser satisfeita, c; = co = 0, entdo o conjunto é linearmente independente
(LI). Sempre que necessdrio podemos recorrer a esse conceito para saber se um conjunto de fungoes é
LD ou LI, mas nem sempre aplici-lo é o mais vidvel, para isso foi desenvolvido uma ferramenta chamada
wronskiano. Supondo que cada uma das funcoes fi, fo tenham pelo menos uma derivada, entao o
wronskiano pode ser calculado como o determinante da matriz:

fi fe
o

Teorema 2.2 Sejam y; e yo duas solugoes da equacgao diferencial linear homogénea de ordem 2 em um
intervalo I. Entao, o conjunto de solugoes serd linearmente independente em I se e somente se
W (y1,y2) # 0 para todo x no intervalo 1.

W(f1, f2) = (4)

2.1.3 Equacao Homogénea de 22 Ordem - Solugao Geral

A equagio homogénea de segunda ordem, possui a forma:

d?y

T2 + al(x)@ + ap(x)y =0. (5)

a>(z) dx

Segundo [4], a solugdo de uma equagao pode ser definida da seguinte maneira:



Definicao 2.3 A solugdo de uma equacao diferencial de ordem n em um intervalo I € toda funcao f que
estd definida em I, possui pelo menos n derivadas continuas em I e que quando substituidas na equacdo
diferencial, reduzam a mesma a uma identidade.

A solugao geral de uma equagao diferencial de ordem n em um intervalo I é formada por uma familia
de n solugoes yx(x),1 < k < n no mesmo intervalo I dependendo de n constantes. Sendo assim, a solugéo
geral de uma equagao linear homogénea de 2* ordem, é tal que:

y(x) = c1y1 () + caya(z), (6)

qualquer solugao particular pode ser obtida atribuindo-se valores as constantes c; e co, € que as fungoes
y1(x) e yo(x) sdo solugdes conhecidas e linearmente independentes. Quaisquer duas solugoes da equagao
linear homogénea de 2* ordem, que sejam linearmente independentes, formam o que chamamos de con-
junto fundamental de solugdes (CFS), responsiavel por gerar todas as demais solugoes a partir da
combinagao linear em (6).

2.1.4 Problema de Valor Inicial (PVI)

Em geral, os métodos matematicos utilizados para resolver uma EDO fornecem como resultado uma
solucao geral, porém, na pratica estamos interessados em uma solugao particular, ou seja, uma funcao
y(z) que satisfaga determinadas condigbes de contorno que sdo impostas sobre ela e suas derivadas, e
o problema para encontrar tal funcao dada as condigoes iniciais sobre xg, é chamado de problema de
valor inicial (PVI). Sendo assim, o problema de valor inicial de segunda ordem, possui as seguintes
condigoes inicias:

dZy ’
@ = f(xa Y9 )

y(xo) = Yo, y/(ﬂfo) = Y1,
onde xq,yo e y1 sao dados conhecidos. Outro tipo de problema que consiste em encontrar a solugao de
uma EDO dado as condigoes iniciais em pontos diferentes é denominado de problema de valor de

contorno (PVC). Para sabermos se um PVI possui uma solugao tnica, devemos fazer uso do teorema
a seguir.

Teorema 2.4 Sejam az(x),a1(x),a0(x) e g(x) continuas no intervalo I e seja az(x) # 0 para todo x
nesse intervalo. Se x = xg for um ponto qualquer nesse intervalo, entdo existe uma tdnica solugdo y(x)
do problema de valor inicial nesse intervalo.

2.1.5 Equagoes Diferenciais com Coeficientes Constantes
As equagoes lineares homogéneas de 2* ordem com coeficientes constantes, sao equagoes na forma de:

d’y . dy

sendo a,b e ¢ constantes. Para encontrar a solugao geral de equagoes diferenciais que possuem essa
estrutura, dentre os métodos disponiveis utilizamos o dos coeficientes constantes, esse método constitui
em supor que uma das solugoes da equagao acima é y(z) = e, onde s é constante. Essa suposicao é
interessante pois e** é a tnica func¢ao cuja derivada é um multiplo de si mesma. Partindo dessa suposigao
inicial, temos que suas derivadas sao:

y”(w) _ 526335-7 (8)
dessa forma, substituindo (8) em (7) e deixando o termo repetitivo €** em evidéncia, temos:

a(s%e*®) + b(se*®) + (&%) =
e (as®> +bs+c) = 0,

sabendo que e** # 0, entdo para a igualdade ser satisfeita a expressao reduz-se em:
as® +bs+c=0. (9)

A Equagcao (9) é denominada de equacao auxiliar ou caracteristica, para encontrar a solucao geral da
equagao diferencial associada devemos encontrar o valor de s, sendo assim teremos que considerar trés
casos possiveis para suas raizes:



1. Quando A > 0, duas raizes reais e distintas;
2. Quando A = 0, duas raizes iguais;
3. Quando A < 0, duas raizes complexas;

Caso I: raizes reais e distintas
Para o caso em que A > 0, aplicando a férmula de Bhaskara encontramos as raizes:

_ —bEVb? —4ac

51,2
2a ’

como as raizes s; e s sao reais e distintas, a solugao geral torna-se:
y(x) = c1€1¥ 4 c2e’?”. (10)

Caso II: raizes reais e iguais
Para o caso em que A = 0, temos duas raizes iguais como:

b
S1,2 = —%,
porém, duas solugoes iguais nao formam o CFS e assim nao podemos descrever a solugao geral para esse
caso. Para resolvermos esse problema, recorreremos a outro método para solugoes de EDs: redugao de
ordem'. Por meio desse método é possivel encontrar outra solucdo, de tal maneira que, ambas sejam
linearmente independentes. Pela reducao de ordem, obtemos:

@ = w@) [ e P =
x) = x - dx . P(z) = —
Y2 U1 y%(ﬂf) a
—fgdw
T
= ¢ 2a /(ezbaw)zdx
= e*%$/e : dz
e a®
ya(z) = ze 2,

Agora, a solucdo geral pode ser formulada:
ylx) = cre” % 4 come” 2, (11)

Caso III: raizes complexas
Para A < 0, temos duas raizes conjugadas e complexas, de maneira que:

—b £+ iv4ac — b2

S1,2 =
2a ’

reorganizando, temos:
S1,2 =« + ﬁ’t

Aplicando as raizes complexas, podemos obter a solucao geral:
y(gj) = Cle(a+ﬂi)z + 826(0‘_Bi)$7

mas o uso dessa solugao geral ndo é pratico, pois apresenta fungoes exponenciais complexas, sendo assim
é preferivel trabalhar com fungoes reais. Para isso, usamos a férmula de Euler:

e = cosf + isend,
substituindo 6 por Sz e —fx, tem-se:

€% = cos Bz + isen Sz
e~ % = cos fx — isen fx

LA reducdo de ordem constitui outro método para resolucdo de EDs, motivo esse de ndo abordamos seus conceitos e
demonstragao matematica, pois divergem dos objetivos pretendidos neste artigo.



somando e subtraindo os termos obtemos as seguintes expressoes:

BT 47T = 9cosfa
BT _ 7T —  9igen Bz
Vamos montar duas solugdes y1 () e ya2(x), fazendo ¢; = co = 1 para y1(z) e ¢; = 1,c2 = —1 para ya(z).
Portanto:
yi(z) = elothir 4 la=piz
Y2 (z) elatBi)z _ (a=pi)x
Mas:

yi(x) = e (P 4 ¢7IPT) = 297 cos B
Yo (z) = e2% (P — e7P%) = 2je°% sen Bu,

e como consequéncia do conjunto fundamental de solugoes, y1 () e y2(z) podem ser escritos como com-
binagao linear para obtermos a solugao geral:

y(x) = c1€*" cos Bx + cpe™” sen fu. (12)

2.2 Vibragao Livre com Amortecimento Viscoso

A vibracao livre é compreendida como a vibracdo que um sistema exerce como resultado de uma
perturbacao inicial. O sistema escolhido em nossa anélise é o massa-mola, que apés uma perturbacao
inicial por meio de uma distensao em sua mola, vibra livremente em meio viscoso. Na Figura 1 temos a
representagao do sistema em estudo.

posicdo
de equilibrio _ movimento
mg-ks =0 amortecido
(a) (b)

Figura 1: Sistema massa-mola em diferentes estados. (a) mola nao estendida, (b) posigdo de equilibrio e
(¢) movimento amortecido. (Adaptado) [3]

Para encontrarmos o modelo mateméatico que descreve o comportamento vibratério do sistema apre-
sentado, antes é necessario fazermos algumas consideracoes relevantes. Primeiro, vamos considerar que
a mola possui massa suficientemente pequena, de modo que, os efeitos de seu peso sobre o bloco sejam
despreziveis e que a forca restauradora que exerce é oposta ao seu alongamento e é dado pela lei de Hooke
na forma F, = —kz, onde k é a constante da mola e x representa o alongamento da mola a partir da
posicao nao estendida; segundo, o sistema sofre deslocamento somente no eixo vertical x; e terceiro, o
fluido que envolve a haste ou bloco, dependendo da configuragao do sistema, exerce uma forga contraria
ao seu deslocamento e possui magnitude diretamente proporcional a sua velocidade, sendo expressa por:

F=_c% 1
“ar (13)

onde ¢ é a constante de amortecimento. Essa forga é a responsavel por dissipar a energia mecanica
do sistema e o seu valor depende de varios fatores como: tamanho e forma do corpo em vibragao,



viscosidade, frequéncia de vibragao, velocidade, entre outros. Aplicando a segunda lei de Newton ao
bloco e considerando o sentido positivo do eixo x para baixo, temos:

d2
ZFI = mﬁf

md2—:lc = mg—k(z+s)— cd—x
az " dt
d*x dx
mﬁ = mg—k‘s—lcx—ca7

por meio da condigdo de equilibrio mostrada na Figura 1(b), onde mg = ks, encontramos o modelo
matematico que descreve a vibragao livre com amortecimento viscoso:

d*x dx
m—s +c— + kz = 0. 14
dt? * dt * (14)
A solugao dessa equacao diferencial é obtida utilizando o método dos coeficientes constantes, como ex-
plicado em 2.1.5. Sua equagao auxiliar é expressa:

ms?+es+k =0,

cujas raizes sao:

—cE+ Ve —4mk

2m

S1,2 =

- mex(m) - 0s)

antes de encontrarmos as possiveis solugoes, vamos reescrever essas raizes em termos da constante de
amortecimento critico e o fator de amortecimento.

Segundo [2], o amortecimento critico ¢, é definido como o valor da constante de amortecimento ¢ para
o qual o radicando da Equacgao (15) torne-se zero:

e \2 k
(2m> m 0
k
ce = 2my/ — = 2mw,,, (16)
m
k

onde w, = 4/ é a frequéncia natural de vibragao do sistema.

m’

O fator de amortecimento ¢ é definido pela razao entre a constante de amortecimento do sistema c e
0 amortecimento critico c., da seguinte maneira:

=2, (17)

Podemos reescrever:
c ¢ c

m o om - Sem

e como consequéncia as raizes tornam-se:

S1,2 = (—C ==V, C2 - 1)wn,

admitindo 0 < ¢ < oo, o radicando do termo acima pode ser positivo, negativo ou zero. Vejamos os trés
casos possiveis para o comportamento do fenémeno.

2.2.1 Caso I: sistema superamortecido
Para ¢ > 1 as raizes sdo reais e distintas, e sua solugao geral conforme a Equagao (10) é:
z(t) = cre{ TV —Dunt 4 o) o(=C—V/ - Dwnt (18)

Para as condigdes iniciais em que z(0) = x¢ e 2/(0) = x{, substituindo na solucdo geral encontrada e
resolvendo o sistema formado, encontramos:

2176 + Iown(C + v <2 - 1) —$6 - mOwn(C Y 42 - 1) (19)

b 2wn/C? =1 ces 2wy /(7 — 1 ,

visto que as raizes s; e sy sdo ambas negativas, a Equagao (18) descreve um movimento aperiédico, que
para t — oo, diminuird até zero.




2.2.2 Caso II: sistema criticamente amortecido
Para ¢ =1 as raizes sdo reais e iguais, que pela Equagdo (11) sua solugao geral é:
z(t) = cre” ¥t + cote™ 9, (20)
aplicando as condigdes inicias z(0) = zg e 2’ (0) = x,, obtemos:
€1 =g e ca = T, + Wy To. (21)

A fun¢do do movimento desse sistema também é aperiédico, porém diferente do sistema superamorte-
cido, a funcao tende a zero em um intervalo de tempo muito menor, sendo este o principio basico de
funcionamento de um amortecedor.

2.2.3 Caso III: sistema subamortecido

Para ¢ < 1, as raizes sdo complexas e distintas e a solucdo geral possui a forma da Equacao (12),
como:

2(t) = cre™ cos Bt + coe™ sen Bt

z(t) = cre %t cos(v/1 — Cwnt) 4 coe™“ntsen(y/1 — CCwpt), (22)

mas a expressao acima pode ser reescrita em uma forma alternativa com a introdugao de uma notagao,
fazendo:

c1 = Asen¢ e cy = Acos ¢,
que utilizando a relagao trigonométrica do sen(¢+6) = sen ¢ cos +sen 6 cos ¢, e substituindo na Equagédo
(22) encontramos a solugao geral na forma:

z(t) = e “nl(cicos(v/1 — Cuwpt) + casen(y/1 — CCwpt))
Ae=“nt(sen ¢ cos(v/1 — C2wnt) + cos psen(y/1 — C2wpt))
z(t) = Ae rtsen(y/1 — Cwnt + ¢). (23)

Onde a frequéncia angular wy = /1 — (2w, é denominado de frequéncia de vibracdo amortecida. A
constante A é a amplitude de vibracao livre e ¢ é o angulo de fase, que através das relagoes seguintes é

possivel encontrarmos seus valores:
c
A=/t +cBep=tg" <c;> (24)

Para as condigbes iniciais 2(0) = o e 2'(0) = x{,, aplicados na solugao geral da Equagao (22) chegamos
em:
xfj + Cwnl‘o

V 1- CQWTL

Analisando a Equagao (23) percebemos que o movimento desse sistema é oscilatério, porém devido ao
fator e~¢“n?, sua amplitude diminui exponencialmente com o tempo, levando o sistema & posicio zero.
A Figura 2 mostra a diferenca do comportamento grafico de cada caso que discutimos anteriormente.

c1=2xpecy = (25)

x(r)

Nao amortecido (£ = 0)

Subamortecido (£ < 1)

A\ {w, ¢ menor
’/ \( do que w,)
\

Criticamente

~ amortecido (£ = 1)
xf= N

(&)

Figura 2: Comparagao entre os movimentos com tipos diferentes de amortecimento. [2]

Notamos que, somente é possivel encontrar a solucao particular do sistema subamortecido se sou-
bermos o fator de amortecimento (, entretanto, na pratica seu valor é desconhecido. Pensando nisso
foram desenvolvidos varios métodos para determinacdo® desse fator, aqui discutiremos apenas o método
de decremento logaritmico.

2Para mais informac&es sobre os métodos de determinacéo do fator de amortecimento, recomendamos 4 leitura de [5].



2.2.4 Decremento Logaritmico

O decremento logaritmico representa a taxa de reducao da amplitude de uma vibragao livre amorte-
cida, sendo definido como o logaritmo natural da razao de duas amplitudes distintas [2]. Considerando
t, e t,4; os instantes de tempo de duas amplitudes consecutivas com diferenca de i ciclos entre eles, onde
i =1,2,3,... nimero inteiro, entao t,1; = t, + i74, € 74 = 27/wq é 0 periodo de vibragao amortecida. A
razao das amplitudes é expressa por:

Tn Ae=ntnsen(y/1 — Cwpty, + @) (26)
Tnti  Ae=Cwntntisen(y/1 — Cwptpti + @)

Como consequéncia, senwgt,+; = senwy(t, + i27/wy) = senwgyt,. Substituindo na Equacao (26) e
aplicando o logaritmo natural, temos:

xn e_cwntn

Tt ¢—Cwn (tn-tita)

— eigwan

T .
In ( n ) = (W Td,
anri

1 x
fazendo \ = (> In ( z >, reorganizando e isolando (, encontramos:
? Tn+i

2T
e
¢ = 2 (27)

VA2 4 \2
3 Metodologia

Para comprovar o método de resolugao de equagoes diferenciais apresentado neste trabalho, utilizamos
em nossa metodologia dois métodos de anilise, sdo eles: tedrico e experimental. A andlise tedrica consiste
em encontrarmos a solucao de problemas tedricos e depois com o auxilio do software Excel plotar seus
respectivos graficos.

Na analise experimental, realizamos um experimento em laboratorio afim de constatar o fenémeno e
comparar o seu comportamento com a teoria vista. Para a realizagdo do experimento foram necessarios
o0s seguintes materiais: cAmera digital, suporte universal; barbante (fino e resistente); becker de 600 ml; 3
massas de 50 g; mola; régua; adesivo de cor; 500 ml de dgua; 500 ml de detergente; e 500 ml de shampoo.
O aparato experimental deve ser montado conforme ilustrado na Figura 3. E extremamente importante

L

§ Ponto de analise
do
% Tracker

Figura 3: Modelo do aparato experimental. (Autoria prépria)

que o adesivo possua um contraste bem nitido com o barbante e esteja fixo no meio dele, para facilitar a
andlise do software.

Com o aparato experimental pronto, para a execu¢ao do experimento realizamos uma perturbagao
(distenséo) no sistema massa-mola, e em seguida, uma gravagao em video foi feita, para usarmos o software
Tracker e descrever o comportamento da posicao da massa em fungao do tempo. O experimento foi
executado trés vezes seguidas, onde para as mesmas condigoes inicias variamos o fluido de amortecimento
e com ele o fator de amortecimento para obtermos diferentes sistemas vibratérios. Os fluidos utilizados
foram: dgua, detergente e shampoo.



3.1 Problemas Tedricos

Os problemas que vamos solucionar a seguir, constituem parte da anélise tedrica e abordam os trés
casos de vibragdo amortecida que foram vistos na teoria. Vejamos seus enunciados:

Problema 1: o cilindro de 1,2 Kg estd preso a um amortecedor viscoso e a mola de rigidez k = 180
N/m. Se o cilindro é liberado a partir do repouso, no instante ¢ = 0, da posicdo em que esta deslocado
de uma distdncia x = 150 mm em relagao a sua posigao de equilibrio, trace um gréafico do deslocamento
2 em fungao do tempo para o caso em que ¢ = 100 Kg/s. (Adaptado) [6]

Problema 2: o cano da arma de caga tem massa de 1,2 Kg e é retornado para a posicao de tiro apds
o recuo de um recuperador de constante ¢ = 29,4 Kg/s. Determine (a) a constante k que deveria ser
usada para o recuperador retornar o cano para a posicao de tiro no menor tempo possivel sem qualquer
oscilagdo, (b) a equagdo do movimento, sabendo que xzo = 0,15 m e vo = 0. (Adaptado) [7]

Problema 3: uma massa de 1,2 Kg é presa a uma mola de cuja constante é 180 N/m e todo o
sistema é entao submerso em um liquido que oferece uma forga de amortecimento numericamente igual a
3 vezes a velocidade instantanea. Determine a equagdo do movimento, considerando que a massa é solta
do repouso do ponto 0,15 m abaixo da posigdo de equilibrio. (Adaptado) [3]

3.2 Estratégias de Resolucgao

e Resolugao analitica diferencial do problemas tedricos;

o Andlise Comportamental (experimento);

4 Resultados e Discussoes

A seguir apresentamos os resultados e discussoes aos problemas tedricos propostos e a anglise com-
portamental em diferentes fluidos.

4.1 Problema 1

Para resolver esse problema, é necessario sabermos qual tipo de sistema amortecido estamos traba-
lhando e assim saber qual equagao usarmos, para isso devemos calcular o valor do fator de amortecimento.
Substituindo a Equagdo (16) em (17) e aplicando os dados do problema, temos:

¢ = 3,4021

Como ¢ > 1, concluimos que o sistema é superamortecido, agora para chegarmos na equacao de seu
movimento precisamos encontrar as constantes c¢; e ¢z, que pela Equagao (19) obtemos:

cp =0,1535m e cg = —0,003466 m,
e substituindo tudo na Equagao (18) encontramos a equagao do seu movimento, como:
x(t) = 0,1535e~ 184061 _ 0 003466¢ 8149317,

O comportamento grafico da fungao acima esta representado na Figura 4.

4.2 Problema 2

Para resolver a primeira parte deste problema, devemos observar que no préprio enunciado ficou claro
que sistema deve retornar para posicao de equilibrio no menor tempo possivel e o tnico sistema em que
isso ocorre é no sistema criticamente amortecido. Sabendo que { = 1, concluimos que ¢ = ¢, e pela
Equacao (16) isolamos k e encontramos seu valor, como:

29,4:2-1,2-,/% o k= 180N/m.

Na segunda parte devemos calcular os valores das constantes c; e co através da Equagao (21), obtendo
assim:
c1=0,15m e ¢y =1,8371m/s,

que substituidas na Equagao (20), encontramos a fungao do sistema:
z(t) = 0,15~ 122474 4 1 8371t~ 122474,

O grafico dessa funcao pode ser vista na Figura 4.



4.3 Problema 3

Para resolvermos o problema proposto devemos ter em mente qual sistema estamos trabalhando, para
chegarmos a essa conclusdo devemos calcular o fator de amortecimento. Segundo o enunciado a forga de
amortecimento é 3 vezes a velocidade instantanea, logo pela Equacao (13) o coeficiente ¢ = 3 Kg/s, entéo
aplicando a Equacao (17) obtemos o seguinte resultado:

¢ =0,1021,

caracterizando assim um sistema subamortecido, pois ( < 1. Agora precisamos calcular as constantes c;
e ¢o que pela Equagdo (25), temos:

¢1 =0,15m e co = 0,01540m/s,
e pela Equagao (24) a amplitude de vibragao livre e dngulo de fase:
A =0,1508m e ¢ = 1,4685rad.

Substituindo todos os pardmetros encontrados na Equacao (23), chegamos na equac¢ao do movimento
desse sistema:

x(t) = 0,1508e™ 12504 sen (12, 1834t + 1, 4685),

e o grafico dessa funcao esta representado na Figura 4.
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Figura 4: Comportamento grafico dos problemas tedricos. (Autoria prépria)

Como podemos notar na Figura 4, os graficos dos problemas teéricos apresentaram um comportamento
semelhante ao esperado de acordo com a fundamentagao vista (ver Figura 2), com uma pequena diferenga
no inicio de cada grafico, que pode ser justificado pelas condigoes inicias do problema em questao. Os
problemas foram escolhidos propositalmente para abordar os casos vistos na fundamentagao e assim poder
validas o método dos coeficientes constantes para resolver equagoes diferenciais.

4.4 Experimento Comportamental

O Tracker é um software freeware(gratuito) utilizado para videoandlise de fendmenos fisicos, dentre
suas funcionalidades destacam-se: coletar dados, criar graficos e gerar curvas de ajustes. Tudo isso é
possivel, a partir da andlise quadro a quadro realizada em video, sendo o video uma sequéncia de imagens
denominadas de frames. Na Figura 5, temos o resultado de uma videoandlise em diferentes fluidos.

Podemos concluir que o sistema massa-mola quando imerso em diferentes fluidos, o seu fator de
amortecimento é alterado. Por exemplo, é o caso da dgua e o detergente, que embora possuam o mesmo
sistema subamortecido o fator de amortecimento deles sao diferentes, por esse motivo no detergente o
sistema, oscilou menos. No shampoo, o sistema oscilou uma tnica vez, e como o intervalo de tempo em
que ocorreu foi muito pequeno, podemos afirmar que esse sistema possui o comportamento esperado de
um sistema criticamente amortecido.
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Figura 5: Dados obtidos pelo Tracker do sistema massa-mola em diferentes fluidos. (Autoria prépria)

4.5 Consideragoes Finais

Este trabalho explorou parte da teoria matematica das equagoes diferenciais, com énfase na teoria
relacionada para descrever a vibragao livre de um sistema massa-mola com amortecimento viscoso. Todos
os objetivos delimitados foram alcancados, onde o método dos coeficientes constantes mostrou-se eficaz e
os graficos obtidos dos problemas propostos sao acurados & aqueles vistos na fundamentacao. A limitacao
encontrada neste estudo diz respeito a videoanalise do comportamento do sistema, isso porque embora
todos os procedimentos descrito na metodologia tenham sidos executados corretamente, os graficos for-
necidos pelo software nao sao iguais aos vistos em teoria devido a diversos erros inerentes ao experimento
e que na andlise ideal nao sao considerados, contudo, o comportamento geral estd de acordo com os
fenomenos estudados. E compreensivel que o software é um ferramenta que nos fornece dados estimados
do que se quer analisar, portanto, os seus graficos ndo coincidem como na teoria, mas nos fornece uma
boa compreensao do fenémeno.
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