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RESUMO

Este trabalho analisa a aplicagdo da Transformada Z na resolugao de circuitos elétricos discretos,
com foco em ladder networks. A Transformada Z permite converter equagcdes de diferencas
em expressoes algébricas, facilitando a modelagem e a previsdo do comportamento dinAmico
dos circuitos. Foram utilizadas as Leis de Kirchhoff e a Lei de Ohm para formular as equacdes
dos circuitos, resolvidas no dominio da Transformada Z. A metodologia incluiu simulag¢des
computacionais no software Multisim e a implementacdo de um programa em Python para
automatizar os cdlculos. Os resultados mostraram forte correlacao entre os valores tedricos
e simulados, validando a eficicia do método. Os resultados ressaltam a aplicabilidade da
Transformada Z na andlise de circuitos elétricos e destacam sua utilidade na otimizagao de

processos de modelagem matemaética.

Palavras-chave: Transformada Z. Ladder networks. Anadlise de circuitos. Equacdes de dife-

renga.



ABSTRACT

This study analyzes the application of the Z-Transform in solving discrete electrical circuits,
focusing on ladder networks. The Z-Transform allows converting difference equations into
algebraic expressions, facilitating the modeling and prediction of the dynamic behavior of
circuits. Kirchhoff’s Laws and Ohm’s Law were used to formulate the circuit equations, which
were solved in the Z-transform domain. The methodology included computational simulations
using Multisim software and the implementation of a Python program to automate calculations.
The results showed a strong correlation between the theoretical and simulated values, validating
the effectiveness of the method. The findings highlight the applicability of the Z-Transform in
electrical circuit analysis and emphasize its usefulness in optimizing mathematical modeling

processes.

Keywords: Z-Transform, Ladder networks, Circuit analysis, Difference equations.
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1 INTRODUCAO

A anélise de circuitos elétricos € uma das bases fundamentais da engenharia elétrica,
permitindo a compreensdo e o desenvolvimento de sistemas mais complexos. Nos ultimos
anos, com o crescimento de sistemas digitais e de tempo discreto, a Transformada Z tem
ganhado destaque como ferramenta matematica para modelagem, andlise e solucdo de sistemas
discretos. Segundo (ELAYDI, 2005), a Transformada Z € muito utilizada na andlise e design de
controle digital, comunicagdo e processamento de sinais. Ela desempenha um papel similar a
Transformada de Laplace nos sistemas de tempo continuo, fornecendo um método eficaz para
resolver equacgdes de diferenca.

Uma equacdo de diferenga descreve a relag@o entre os valores de uma sequéncia de
nimeros ou sinais discretos em diferentes instantes de tempo. Diferentemente das equagdes
diferenciais, que sdo aplicadas em sistemas continuos, onde o tempo € uma variavel continua e
envolve derivadas, as equagdes de diferenca lidam com sistemas em que o tempo € discreto e os
valores variam em saltos.

Um circuito elétrico discreto é um circuito elétrico ou eletronico no qual as varidveis
de interesse sdo processadas em tempo discreto, em intervalos regulares definidos por uma
frequéncia de amostragem. Diferenciando dos circuitos analégicos, que operam de forma

continua no tempo.

Figura 1 — Tempo continuo x Tempo discreto

Tempo Continuo

0.75 -

0.50 -

0.25 -

x(t)

0.00
~0.50

Tempo Discreto

0.75 -

0.50
0.25 - I

0.00 l I T 3
-0.25

=0.501

x[n]

Fonte: Autor
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Os circuitos elétricos em escada, também chamados como ladder networks é o tipo de
circuito analisado nesse trabalho, que € uma classe de circuitos usados na modelagem de sistemas
elétricos e eletronicos devido sua estrutura modular e repetitiva, consiste em dois condutores
paralelos conectando uma série de componentes, como resistores, capacitores e indutores, que

formam degraus ao longo da rede.

1.1 OBJETIVOS

Analisar a aplicacdo da Transformada Z na resolucdo de sistemas dindmicos descritos
por equagdes de diferenca em circuitos elétricos discretos, com énfase em ladder networks, para
prever seu comportamento dinamico e avaliar a viabilidade do método em aplicacdes reais.

Aplicar as Leis de Kirchhoff e Lei de Ohm para modelar circuitos elétricos discretos
por meio de sistemas recorrentes. Utilizar a Transformada Z para resolver as equagdes algébricas
obtidas no dominio da frequéncia. Realizar simula¢cdes computacionais para validar os resultados

tedricos. Comparar solucdes analiticas e computacionais para avaliar a precisao do método.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 TRANSFORMADA Z

Nesta se¢do, exploraremos os conceitos da Transformada Z, sua defini¢cdo e principais
propriedades. Além disso, discutiremos a Regido de Convergéncia (RDC), um aspecto essencial
para garantir a existéncia da transformada e sua relacdo com a estabilidade dos sistemas. Essa
abordagem fornecerd uma base solida para aplicagdes em circuitos elétricos.

A Transformada Z € uma ferramenta matematica utilizada para converter sinais do
dominio do tempo discreto n para o dominio da varidvel complexa z. E muito aplicdvel a sinais e
sistemas que sdo definidos para instantes de tempo discretos.

A Transformada Z de uma sequéncia x(n) é dada por:

X(z)=Z{x(n)} =) x(n)z" (D

n=—oo
onde z é uma varidvel complexa. E de se notar que X (z) s6 é definida para regides do plano
complexo, em que o somatorio a direita converge. Essa transformada é comumente denominada
transformada unilateral. No entanto, os sinais normalmente analisados iniciam em n = 0, ou

seja, sdo nao nulos a partir desse ponto. Por essa razdo, diversos materiais diditicos definem a

transformada Z da seguinte forma:

X(2) =Z{x(n)} = } x(n)z”" 2)
2.1.1 Regido de Convergéncia

A RDC € um conceito fundamental ao se utilizar a Transformada Z, € diretamente
influenciada pelo sinal x(n), ou seja, se ela é causal ou anti-causal. Os causais s3o sinais que
existem para ¢t > 0, porém se o sinal existir apenas para ¢t < 0, o sinal é chamado de anti-causal.
Todavia os sinais de interesse prético sao os causais, define-se entdo a transformada unilateral
como mostra a equacgdo (2). Segundo (SANCHEZ et al., 2018) a transformada Z de uma
sequéncia x(n), pode ndo estar definida para todo complexo z. Em geral, a regido do plano
complexo para a qual a transformada X (z) existe é definida como a regido de convergéncia
(RDC) da transformada X (z).

Para determinar a RDC de algumas transformadas, € fundamental analisar a série

geométrica e a sua correspondente regido de convergéncia.
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2.1.1.1 Série Geométrica

Progressdo Geométrica (PG) € uma sequéncia na qual cada termo, a partir do segundo €
obtido multiplicando o termo anterior por uma constante chamada razdo. De forma geral, uma

PG ¢é representada como:
{a,ar,ar*,ar’,---},

onde a € C € o primeiro termo e r € C € razdo da progressao.

Uma série geométrica corresponde a soma infinita dos termos de uma PG, dada por

oo
S = Z —a+ar+ar’+ar+---
n=0
Dependendo dos valores de a e r essa soma pode ou nao convergir. Uma série €
chamada de convergente quando a soma de seus termos se aproxima de um valor fixo, sem
crescer infinitamente. A série geométrica converge se, somente se, o0 modulo da razio for
estritamente menor que 1, ou seja, |r| < 1.

A razao de uma PG € definida como a relacdo entre um termo qualquer e seu antecessor:

_termo qualquer

r= 3)

termo anterior

Caso a condigdo |r| < 1 seja satisfeita, teremos

S = “4)

Exemplo 1. Calcular a Transformada Z de x(n) = a", paraa € C e n € N.

Temos que a X (z) = Z{x(n)} é definida por

Z{x(n)} =Z{d"} = ia”z_" = i a"

n
n=0 <

@ a4 a7

=S4+ 4
DA 2

Calculando a razao
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Entdo podemos resolver Z{a"} usando a série geométrica:

1
Z{d"y = +—
1-2
Por fim a Transformada Z de Z{a"} é:
Z{d"} =
'y z—a

Entdo ela converge quando || < 1 para todo |z| > |al.

Figura 2 — Regido correspondente a |zl > lal

Regido de Divergéncia

Fonte: Autor

Quando utilizamos a transformada Z, precisamos garantir que a soma dos valores de um
sinal seja bem definida. Isso s6 ocorre se estivermos dentro da RDC, pois fora dela, a soma dos

termos nao faz sentido matematicamente e a transformada ndo pode ser aplicada corretamente.
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2.1.2  Propriedades da Transformada Z

Uma de suas principais vantagens € a existéncia de propriedades que facilitam sua aplica-
cdo em diversas situacdes. Entre elas, destacam-se a linearidade, a convolugdo e a diferenciagdo,
que permitem manipular sequéncias e resolver equacdes de forma mais eficiente.

1. Diferenciacio: A derivada em relacg@o a z permite obter o momento do sinal. Seja X (z) a
transformada de x(n), tem-se:

dX(z)

Z{nx(n)} = —z e

(&)

2. Linearidade: A transformada ¢ linear, ou seja, se x(n) e y(n) sdo duas sequéncias com as

transformadas X (z) e Y (z), entdo para quaisquer constantes a e b, podemos dizer que:
Z{ax(n) +by(n)} = aX(z) + bY (z) (6)

3. Similaridade: Seja uma sequéncia discreta x(n) com Transformada Z dada por X (z) =
Z{x(n)}, a propriedade da similaridade define que o escalonamento do argumento z
corresponde a um escalonamento exponencial da sequéncia original:

<
a

Z{d"x(n)} =X ( ) , a#0 (7

Essa propriedade € util para estudar como o escalonamento exponencial no dominio do
tempo afeta a resposta no dominio da Transformada Z.

4. Translacdo: A propriedade de translacio ¢ fundamental para entender como deslocar, ou
seja, atrasar ou adiantar. Essa translacdo € dividida em dois casos: a direita (um atraso no
tempo) e a esquerda (adiantamento no tempo).

a) Translacdo a Direita: Se deslocarmos a sequéncia x(n) para a direita, isso significa
atrasi-la no tempo em k amostras. O deslocamento é representado como x(n — k),

onde k > 0. A Transformada Z dessa sequéncia é:
Z{x(n—k)} =z *X(z), paraz/>R, keN. (8)

b) Translacdo a Esquerda: Se deslocarmos a sequéncia x(n) para a esquerda, isso
significa adiantd-la no tempo em k amostras. O deslocamento € representado como

x(n+k), onde k > 0. A Transformada Z é dada por:

k=1
Z{x(n+k)} =X (z) - Y x(n)Z™", paralz| >R, keN. )
n=0



17

5. Convolugao: A convolucdo de duas sequéncias x(n) e y(n), denotado por x*y, é uma
nova sequéncia w(n), definida como:
n n
w(n) =xx*xy= Zx(n—k)y(k) = Zx(k)y(n—k). (10)

k=0 k=0

Se X(z) e Y(z) sdo as transformadas Z de x(n) e y(n), respectivamente, entao

Z{w(n)} = Z{x(n) xy(n)} = X ()Y () (11)

6. Valor Final A propriedade do valor final € usada para determinar o valor assintético de
uma sequéncia discreta x(n) no tempo, ou seja, o valor que x(n) atinge quando n — oo a
partir de sua transformada Z X (z). Se x(n) for uma sequéncia estdvel e sua Transformada
Z X(z) existir, o valor final de x(n) é dado por:

lim x(n) = lim(z — 1)X(z) (12)

n—oo z—1

2.2 TRANSFORMADA Z INVERSA

A Transformada Z Inversa é uma ferramenta fundamental na andlise de sinais e sistemas
discretos, permitindo a recuperac¢do de uma sequéncia discreta x(n) a partir de sua representa¢do
no dominio da varidvel z, que é obtida através da Transformada Z. Este processo de inversdo é
crucial em diversas aplicacdes, como processamento de sinais digitais, controle de sistemas, e
em muitos casos de engenharia elétrica. Neste trabalho, serdo explorados trés métodos para o
calculo da Transformada Z inversa:

* Expansdo em Série de Poténcias;
» Expansdo em Fracdes Parciais;

* Teorema dos Residuos.
2.2.1 Expansdo em Série de Poténcias

A transformada Z é definida como mostrada na Equagdo (2). Para encontrar x(n), um

I'e identificar os coeficientes

método direto € expandir X(z) em uma série de poténcias de 7~
correspondentes aos termos 7", pois esses coeficientes representam a sequéncia de entrada no
dominio do tempo.

Passos do método:
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1. Escrever X(z) como uma série de poténcias de 7 L
2. Expandir o denominador, se necessario, utilizando séries geométricas.

3. Identificar os coeficientes x(n) diretamente da expanséo.

Exemplo 2. Considere a funcdo de transferéncia na forma:

X(2) = (13)

Para determinar a Transformada Z inversa, podemos reescrever a fun¢do como:

2
(z+1)2  22+2z+1

(14)
o que possibilita a determinacao da sequéncia utilizando a divisdo polinomial.

Figura 3 — Divisao polinomial

22 |22 +2z+41
—22 21 1—2271 43272423 45274, ..
—2z—1
2z + 4+ 2271
3+ 2271
—3—62"1 322

—4z71 32
Azl 4 8272 4 4273
52—2 —{—42_3
—5272 10273 — 524
—1

—62"3 — 5z

Fonte: (SANCHEZ et al.,2018)

O quociente da divisao resulta na série:
X(z)=1-2z"43z2—4z 34574+

Analisando os coeficientes da sequéncia x(n) = {1,-2,3,—4,5,...}, podemos conjec-

turar que:

27 X)) = x(n) = (~1)"(n+1).
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Este método € util quando X(z) pode ser facilmente expandida, mas pode ser ineficiente

para funcdes racionais mais complexas.

2.2.2 Expansdo em Fracodes Parciais

A decomposi¢do em fragdes parciais € um método que facilita a obtengdo da transfor-
mada Z inversa, tornando a expressdo X(z) mais simples de manipular. Quando X(z) € dada

como a razdo de dois polindmios, D(z) e E(z), temos:

O objetivo € reescrevé-la como uma soma de fragcdes mais simples, cuja transformada
inversa seja conhecida. Essa técnica, amplamente utilizada na integracdo de fung¢des racionais
comuns, é adaptada a transformada Z considerando fra¢des que correspondam a sequéncias
reconheciveis.

Para estabelecer a transformada Z inversa, precisamos adotar uma forma de facilitar a

determinacdo dessa decomposic@o em fragdes parciais para X (z), que é considerar inicialmente

X(z)

)
Z
e determinar uma decomposi¢do simples para essa expressao e, em seguida, obter a decomposi¢ao

para X (z) multiplicando pelo termo z.

Exemplo 3. Seja a funcdo de transferéncia

Z
X@) === (15)
X(z) 1

O objetivo € determinar uma decomposicao em fragdes parciais da forma:

1 o B

(z—2)(z=3) (z—2) + (z—3)

Observe que:
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« B _az=3)+B(—-2)_ (a+P)z—(30+2B)

(z—2)+(z—3) (z—2)(z—3) (z—2)(z—3)

Dessa forma, conclui-se que, para garantir a igualdade, os coeficientes & e 8 devem

satisfazer:
o+pB = 0
—3a-2 =1
Resolvendo o sistema linear, seja por qualquer método obtemos os valores de ¢ = —1 e
B =1, portanto:
X(z) 1 -1 1

Multiplicando pelo termo z

1 -z Z
X(2) = (z—2)(z—3) - (z—2) + (z—3)

Notamos que os termos na soma correspondem as transformadas Z de sequéncias da

forma a" como calculado no exemplo da subsecao 2.1.1.1. Sendo mais preciso, se

_ 1 oz Bz
X(z)= (z—=2)(z=3) (z—2) + (z—3)

com a =2 e a = 3, respectivamente, portanto temos
ZHX(2)} = a2"+B3"
substituindo os valores de a e 8, concluimos que a inversa de X(z) é
Z HX(z)} = —2"+3".

Esse método é poderoso para fungdes racionais e frequentemente usado em circuitos

elétricos discretos.
2.2.3 Teorema dos Residuos

O Teorema dos Residuos oferece uma abordagem fundamentada para o célculo da

Transformada Z inversa por meio de integracao no plano complexo. Além disso, € abordada a
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derivada complexa, que representa a taxa de variagdo de uma func¢ado de varidvel complexa, de

forma andloga a derivada no célculo real.

Definicao (Funcio analitica). Uma fun¢io f(z) € dita analitica em um ponto do plano
complexo se ela admite derivada complexa nesse ponto € em uma vizinhanga ao seu redor.

Quando isso ocorre em todos os pontos de um dominio, diz-se que f € analitica nesse dominio.

De acordo com o Teorema 6.21 do livro (FERNANDES, 2016), se f(z) é uma fungéo
analitica em uma coroa r < |z — zp| < R, ela pode ser representada por uma série de Laurent:

f@= Y ane—z)"

Nn—=—oo

onde os coeficientes a, sdo dados por:

an = ! %C—f(Z) dz

C2miJe (z—zo) T
No contexto da Transformada Z, deseja-se recuperar a sequéncia x(n) a partir de sua
transformada X (z). Comparando com a série de Laurent, nota-se que os coeficientes da expansao

correspondem aos termos x(n), com a_, = x(n). Assim, para cada n > 0, tem-se:

x(n) = ﬁ %CX(z)z”1 dz.

Defini¢iio (Pélo). Diz-se que zo é um pdlo de ordem m de uma fungéo f(z) se f(z) ndo
¢ analitica em zg, mas (z — z9)" f(z) € analitica em zp, € m é o menor inteiro positivo com essa
propriedade.

Os pdlos sdao importantes porque determinam a resposta do sistema e sua estabilidade.
Se todos estiverem dentro do circulo unitario (|z| < 1), o sistema € estdvel, porém se algum pélo

estiver fora (|z| > 1) o sistema € instavel.

Definicao (Residuo). O residuo de uma funcio f(z) em um ponto zy é o coeficiente

a_ da série de Laurent de f(z) em torno de zp:

Res.—, f(z) =a_1.

Se a funcdo X (z) possui k polos no interior de uma curva fechada simples C, orientada

positivamente, entdo o Teorema dos Residuos garante que:

k

x(n) = ). Res.—; [7'X ()],

j=1
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de onde concluimos que a transformada Z inversa € calculada fazendo a soma dos
residuos.

Calculo do residuo:

 Para um pélo simples (ordem 1), o residuo é dado por:
Res;—z, f(z) = lim (z—z20) f(2). (16)
=20

* Para um pélo de ordem m, o residuo é:
1 dm!

Res,—, f(z) = I Jim == (@ = 20)"/(2)]-

2.2.3.1 Transformada Z inversa via método dos residuos

Exemplo 4. Seja X(z) a equagdo (15), a mesma mostrada no método de expansdo fracoes
parciais.

Para determinar a transformada Z inversa utilizando esse método devemos multiplicar
X(z), por 7!

X(Z) _ Z(anl) B Zn

(z—2)(z—=3) (z—2)(z—3)

A fungdo X(z) tem poélos em z = 2 e z = 3, portanto precisamos calcular os residuos

para ambos os pdlos. Aplicando a equagdo (16), temos para:

o 7=7
Zl’l
Res = 1i -2 ———
Reg = lim(z >(<z_2><z_3>)
n 211
-3 2.3
e 7 =3

Pelo teorema dos residuos, a Transformada Z inversa é a soma dos residuos:

x(n)=3"=-2"
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2.3 EQUACOES DE DIFERENCAS

As equagoes de diferencgas sdo a versao discreta das equagdes diferenciais e sdo ampla-
mente usadas para modelar sistemas dinimicos em tempo discreto.

Assim como a Transformada de Laplace € essencial na resolu¢do de equagdes diferenci-
ais, a Transformada Z desempenha um papel fundamental na solu¢ao das equacdes de diferencas.
Essas equacdes podem ser analisadas de forma puramente matematica ou aplicadas a problemas
de modelagem em diversas dreas, como processamento digital de sinais, andlise de momentos de
flexdo, crescimento populacional, matematica financeira e computacao.

As equacdes de diferencas podem ser escritas na forma:

onden=0,1,2,...k>0e f: N xR - R é uma fungio discreta.
2.3.1 Equacdes Lineares de ordem n

Nesta secdo, abordaremos as equagdes de diferencas lineares de ordem n homogéneas
com coeficientes constantes. Essas equacdes podem ser expressas da seguinte maneira:

ary(n+N)+ap_1y(n+N—1)+...+a1y(n+1)+apy(n) =0 (18)

onde y(n) é uma sequencia, agp,dar, ...,a,—1 sdo coeficientes constantes e N é a ordem da equagdo,
definida pelo maior atraso N.

A abordagem para resolver essa equacgdo consiste em procurar solugdes da forma:
y(n) =A" (19)

onde A é um nimero real ou complexo.

Substituindo A" na equagdo (18), temos a equagéo caracteristica associada:
an A" ™ +a, AN v aid+ap =0 (20)

Fatorando A"

A" (@AY + @y AN @A T agA ) =0 1)

Dividindo toda a equagio por A"

a AN +a, AN g AT gl =0 (22)



24

E de forma andloga como nas Equacgdes diferenciais ordindrias (EDO) as solucdes da equagdo
dependem das raizes A1, Ay, ..., A; da equagdo.
» CASO 1 Raizes reais distintas: Seja as raizes da equagao 41,1, ..., A4, a solucéo geral é

da forma:

y(n) = Al + 2y + .. (23)

» CASO 2 Raizes reais e repetidas: Se a raiz A tem multiplicidade m, a solu¢do correspon-
derd a:

y(n) = (c1 +ean+csn® + ..+ cpn™HA" 24)

* CASO 3 Raizes complexas: Se as raizes da equacdo sdo complexas, A2, = o+ if3,

neste caso a solucdo geral sera:
y(n) = ci(oe—iB)" +eca(a+iB)" +.... +cr(a+iB)" (25)

Exemplo 5. Vamos determinar a solugdo geral da Equagdo de Diferengca de Ordem 2

y(n+2)—4y(n) =0,

Inicialmente resolvemos a equagdo caracteristica associada
An—i—Z 4\ =0
Colocando A" em evidéncia

AM(A*—4)=0

Dividindo a equagdo por A" e resolvendo, temos

A2 —4=0
Ar=4
A =42

Assim, obtemos as solu¢des fundamentais y (n) = (—2)" e y(n) = 2". Portanto, a solucdo geral
é

y(n) =c1(=2)"+ 22"
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2.4 COMPONENTES E METODOS DE ANALISE DE CIRCUITOS

A andlise de circuitos elétricos € um campo essencial da engenharia elétrica e eletrOnica,
permitindo a compreensdo do comportamento de sistemas elétricos e eletronicos em diferentes
condicdes operacionais. Para isso, € fundamental conhecer os principais componentes utilizados
nesses circuitos, bem como os métodos empregados para sua anélise.

Nesta secdo, exploraremos os elementos basicos dos circuitos elétricos, como resistores,
e fonte de tensdo. Além disso, apresentaremos os principais métodos de andlise de circuitos,

como a Lei de Ohm e Lei de Kirchhoff.
2.4.1 Resistor e Fonte de Tensdo

Os resistores sdo componentes passivos que limitam ou regulam a corrente elétrica em
um circuito. Eles obedecem a Lei de Ohm.

Simbolo do Resistor:
A

A fonte de tensdao € um dispositivo que fornece uma diferenca de potencial elétrico
entre seus terminais, permitindo a circulacao de corrente elétrica em um circuito. Ela permite a
passagem de corrente elétrica em um resistor quando ambos estdo conectados em um circuito
fechado. A corrente flui do terminal positivo da fonte, atravessa o resistor e retorna ao terminal
negativo.

Simbolo representativo da fonte de tensao:

@

24.1.1 Leide Ohm

A lei de Ohm € um dos principios fundamentais da eletricidade, € fundamental para
o entendimento e resolucdo de circuitos elétricos. Sendo formulada em 1827 pelo fisico e
matematico alem@o Georg Simon Ohm (1789-1854), ele conduziu uma série de experimentos
utilizando fios de diferentes materiais e comprimentos, aplicando tensdes conhecidas e medindo
a corrente elétrica passada pelo fio.

A partir desses experimentos a lei de Ohm certifica que a tensdo em um resistor €

diretamente proporcional a corrente que passa por ele.
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V(t) =Ri(t) (Tempo continuo) (26)

V(n) =Ri(n) (Tempo discreto) (27)

Onde V € a tensdo medida em volts (V), i € a corrente elétrica medida amperes (A), R é

a resisténcia medida em ohms (Q).

Figura 4 — Circuito Equivalente da Lei de Ohm

y=-

v(® §R

Fonte: Autor

Segundo (BOYLESTAD, 2011), essa expressdo mostra que para uma resisténcia de
valor fixo, quanto maior a tensao aplicada aos terminais de um resistor, maior vai ser a corrente

do mesmo, e que, para uma tensdo fixa, quanto maior for a resisténcia, menor vai ser a corrente.

2.4.2 Leis de Kirchhoff

As leis de Kirchhoff, fundamentais para andlise de circuitos elétricos, foram desenvolvi-
das por Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) em meados do século XIX. Suas contribui¢des
tiveram grande impacto na fisica, especialmente nas dreas de circuitos elétricos e espectroscopia.
Suas leis foram publicadas em 1845, quando ele ainda era um jovem estudante, e rapidamente se
tornaram pilares da teoria dos circuitos elétricos. Elas podem ser representadas para corrente e
tensao.

Para um melhor entendimento das leis de Kirchhoff, serd necessario compreender o que
sdo nds e malhas nos circuitos elétricos:

* Um né é um ponto do circuito onde dois ou mais componentes sdo conectados, é o local
onde a corrente elétrica pode ser dividida ou se encontrar, ou seja, € uma jungao onde trés

ou mais ramos se conectam.
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* Uma malha € o menor caminho fechado possivel em um circuito. A andlise de malhas é

uma técnica comum para resolver circuitos usando a Lei das Tensoes de Kirchhoff (LKT).
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Figura 5 — Exemplo N6 e Malha

il 1.2
—» 16 C —»

Ré
\CD Malha A Malha B

s

no D

Ry

NN

Fonte: Autor

2.4.2.1 Leide Kirchhoff das tensoes (lei das malhas)

A Lei de Kirchhoff das Tensdes (LKT), afirma que a soma algébrica das quedas de

tensdo em uma malha fechada € igual a zero. Pode ser expressa matematicamente como:

YV, =0 (28)

Sabendo que tensdo pode ser representada como mostrado na equagdo (26), sendo assim

temos:

Figura 6 — Soma de tensoes

Fonte: Autor

—Vo+Vi+V,+V3=0

Como a corrente que passa entre eles € a mesma temos entao:

Vo=Rii+Ryi+R3i=0

Dessa maneira que € feita uma soma algébrica de tensdes seguindo a Lei das malhas.
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3 METODOLOGIA

A metodologia deste trabalho consiste na combinag¢do de pesquisa tedrica e computa-
cional, visando a modelagem, andlise e validacdo dos resultados. Inicialmente, sera realizado
um levantamento bibliografico abrangente para identificar os principais conceitos e técnicas
relacionados a Transformada Z e sua aplicagdo em circuitos elétricos discretos. Em seguida,
as Leis de Kirchhoff e Lei de Ohm serdo aplicadas para modelar os circuitos em escada como
sistemas recorrentes, gerando equagdes de diferencas no dominio discreto.

Para solucionar essas equacoes, utiliza-se a Transformada Z, convertendo os sistemas
de equagdes de diferencas em equagdes algébricas no dominio. Apés a equagdo de i(n) ser
concedia, serd utilizado um programa em python para calcular para cada valor de n, afim de
simplificar o cdlculo manual. As solugdes serdo validadas através de simula¢des computacionais,
empregando ferramentas como Multisim.

Além disso, serdo realizados testes com diferentes configuragdes de circuitos para
analisar a robustez do método. Os resultados obtidos serdo analisados a luz das teorias existentes,
visando a verificacdo da eficdcia da metodologia proposta. Todo o processo serd documentado

de forma sistemadtica para posterior apresentacao e discussao.

3.1 PROGRAMA EM PYTHON

Para calcular as correntes em cada instante n, foi desenvolvido um programa em Python
com o objetivo de automatizar e simplificar os cdlculos manuais, tornando o processo mais
eficiente e menos suscetivel a erros. A escolha dessa linguagem se deu devido a sua sintaxe
intuitiva, ampla disponibilidade de bibliotecas matematicas e excelente desempenho na execucio

de calculos numéricos.
3.1.1 Biblioteca NumPy

O NumPy é uma biblioteca fundamental para computacdao numérica em Python, am-
plamente utilizada em dreas como ciéncia de dados, engenharia e simula¢des matematicas. Ele
fornece suporte para arrays multidimensionais e um conjunto extenso de funcdes matematicas

otimizadas, permitindo calculos eficientes e rapidos.
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3.1.2 Codigo Utilizado

Figura 7 — Cédigo criado em Python

import numpy as np

Fonte: Autor

Exemplo de saida do c6digo

Figura 8 — Exemplo de saida das correntes i(n)
= 1.2361

= 0.4721
0.1863

A

0.01062

Fonte: Autor

3.2 MULTISIM

O Multisim é um software de simulagdo de circuitos elétricos e eletrdnicos desenvolvido
pela National Instruments. Ele € amplamente utilizado para projetar, simular e analisar circuitos
analogicos e digitais de forma intuitiva e eficiente. Seu ambiente grafico facilita a criagdo e a
simulagdo de circuitos sem a necessidade de montagem fisica, permitindo a andlise detalhada do
comportamento dos componentes antes da implementagao real.

A utilizagdo do Multisim sera fundamental para a andlise e validacdo dos resultados

obtidos a partir da equagdo da corrente. O software permitird a simulacdo do circuito e a
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comparacao direta com os valores tedricos, verificando se os resultados realmente coincidem.
Essa abordagem contribui para uma maior precisao na andlise, garantindo que a modelagem
matematica represente fielmente o comportamento real do sistema. O mesmo apresenta muitas
vantagens, tais como:

* Ampla utilizacdo no meio académico - Ele é muito empregado em universidades, institu-
tos técnicos e centros de pesquisa para auxiliar no ensino e na aprendizagem de circuitos
elétricos e eletronicos.

* Interface grafica intuitiva — O software possui um ambiente visual de facil uso, permi-
tindo a criacao de circuitos de forma arrastar e soltar.

* Simulacdo precisa — Utiliza um motor de simulagcdo baseado no SPICE, garantindo
célculos realistas de tensdes, correntes e comportamento dos componentes.

* Biblioteca extensa de componentes — Contém milhares de componentes reais de fabri-
cantes, permitindo uma simula¢do mais fiel ao mundo real.

 Analise avancada — Oferece diversas ferramentas de medig¢do, como osciloscépio, multi-
metro e analisador de espectro, possibilitando uma avalia¢do detalhada do desempenho do

circuito.

Figura 9 — Multisim

&# Design1 - Multisim - [Design1] - =} X
File Edit View Place Simulate Transfer Tools Reports Options Window Help R
el &l @2 EHEEEEBE SR s v wm-a - 0% P 22838 =E
Twd kPR E O wER =Y ¥ F| %] > & Interactive ONONORONN <K - 3
Design Toolbox ] ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
- = el
& Design1
Design1

&

[
]
IEE RN EE T R

f

ererchy [Visity [ 7+ » | B Design1 :

- Checking SPICE netlist for ladder networks - qua
No ground node was found in yol
=== SPICE Netist check completed,

ta- , 19 de margo de 2025, 12:32:31 ------
ation, add a ground component and simulate again.

Spreadshest View |- |x |

Results| Nets | Components| Copper layers_simulation

Tran: 74115

Fonte: Autor (Multisim)
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Na figura abaixo € mostrado como ¢ feito a montagem e simulacdo de um circuito

ladder network no Multisim.

Figura 10 — Exemplo de Circuito no Multisim

&# ladder networks - Multisim - (ladder networks ] - @ %
File Edit View Place Simulate Transfer Tools Reports Options Window Help _l&slx|
DEELER BV EEANERE ' Y —nuseus- e w- P9 8363068 =E
rw A ER B pEE=mY ¥ 0| F uI‘}IlTPInleracuve ®® Do D
Design Toolbx 5
S x| ©
bgRdsl =
5 @ ladder networks E bl
B ladder networks =
=
— -
=
=
L]
F b
-
10Q =
bl
%
=
a
G ¥
o

| By 1adder networks * =

------ (Checking SPICE netlist for ladder networks - quarta-feira, 19 de marco de 2025, 15:43:17 ------
Warning: No ground node was found in your circuit. To ensure accurate simulation, add a ground component and simulate again.

======= SPICE Netlist check completed, 0 error(s), 1 warning(s) =======

Spreadsheet View

Results| Nets | Components| Copper layers_simulation

Tran: 3539’5 ]

Fonte: Autor (Multisim)
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta se¢do, adotamos um circuito elétrico, conhecido como ladder network, mostrado
na Figura 11, onde i(n) € a corrente que circula em cada malha. Podemos notar que é um
circuito grande, e fica evidente que a aplicacao somente de técnicas de andlise de circuitos para
determinar as correntes demandaria um grande esfor¢o. Por exemplo, ao utilizar a LKT, seria
necessdrio aplicar em cada malha, teriamos k equacoes, resultando em um sistema extenso e de
dificil resolugd@o. O objetivo, portanto, é empregar a Transformada Z para simplificar o problema

e facilitar o cdlculo de i(n) para cada valor de n.

Figura 11 — ladder network

R R R R R R
AN AT AT AT AN
i(0) i(1) i(n) |iln+1) |i(n+2) i(k)

Fonte: Autor

Para resolver o circuito utilizaremos a LKT aplicada na malha i(n+ 1). Isso envolve a
soma das tensdes em cada componente da malha, especificamente somando as tensdes em todos

0s resistores.

Figura 12 — Malha i(n+ 1)

Fonte: Autor

VeRi+Vro+Vr3 =0
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Como os resistores R| € R3 estdo entre duas malhas, a corrente que os atravessa

corresponde a diferenca entre as correntes interna e externa.
Vg1 = Rii1 = Ri[i(n+1) —i(n)]
Vr2 = Raiy = Roi(n+1)
Vi3 = R3iz = R3fi(n+1) —i(n+2)]

Como sabemos a tens@o em cada resistor podemos somar
Rifi(n+1) —i(n)] +Rai(n+1)+R3i(n+1) —i(n+2)]

R = R, = R3 = R, podemos colocar R em evidéncia
Rliln+1)—i(n)+i(n+1)+i(n+1)—i(n+2)]=0
Dividindo toda a equacao por R:
i(n+1)—i(n)+i(n+1)+i(n+1)—i(n+2)=0
Simplificando:
i(n+2)—3i(n+1)+i(n) =0 (29)

Temos, portanto, uma Equacdo de Diferencas de ordem 2 que pode ser resolvida

utilizando a Transformada Z:
Z{i(n+2)} =3Z{i(n+ 1)} +Z{i(n)} =0
Para resolver Z{i(n+2)} e Z{i(n+ 1)}, devemos aplicar a propriedade da Transla¢do

a Esquerda, como ilustrado na equagao (9).

2—-1

Z{i(n+2)} =21(z) = Y i(m)z* ™"

n=0
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Z{i(n+2)} = 2°1(z) — 2%i(0) —zi(1)

Temos entio
21(z) = 2%i(0) —zi(1) =3[zl () — zi(0)] +1(z) = 0
Organizando a equagdo:
1(2)[22 — 324+ 1] = 22i(0) +zi(1) — 32i(0)

No entanto, observa-se a presenca de i(0) e i(1), sendo necessdrio expressar a equagao
em termos apenas da condigdo inicial i(0).

Para resolver esse problema aplicamos a LKT na malha inicial:
—V +Ri(0)+R[i(0)—i(1)] =0
ou
%
(1) =2i(0) — —
i(1) =2i(0) -
Substituindo (1) na equagao reorganizando os termos, obtemos:

1(2)[2> — 324 1] = 2%i(0) 4 2zi(0) — z% — 3zi(0)

I ~3¢+1] = [~ i(0) ~ 2

Isolamos I(z) :
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[* —2]i(0) — 2
22 —3z+1]

I(z) =

O préximo passo € calcular a Transformada Z inversa de /(z) a fim de obter a equag@o
da corrente i(n). Para isso usamos o Método da Decomposi¢do em Fracdes Parciais mostrada na

subsecdo 2.2.2.

I(z) (z—1)i(0)—% A N B
z 2 —3z+1 z—a z—P

Onde « e B sdo raizes da equacdo z2 — 3z+ 1, calculadas usando a férmula de Bhaskara:

B 9 —4(1)(1)
z=3+% 201)
_3EV5
‘T
3+4/5 3-/5
o= 5 e B= 5

Resolvendo por fragdes parciais:

(z—1i(0)—% A(z—B)+B(z—a)

2-3z+1  (z—a)(z—B)
A+B = i(0) (1) 0
—BA-aB = —i(0)-% (2)

Multiplicando a equagdo 1 por (—f3) e somando com a segunda, temos:

B(a—B)=(1-B)i0) +
Temos que B é:

_(1-B)i(0) +
(a—P)

=<
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Para resolver A, substituimos B na equagdo 1 do sistema:

(a—B)
L, (@=Di0)+5
(a—B)
Logo:
I A B
(z) _ N
Z z—a z—P
Az Bz
I(z) = +—F
&= —at-8
Para encontrar precisamos calcular a Transformada Z Inversa de /(z), determinada a
seguir:

ZYi@)}y=2" {fa } +z! {:—Zﬁ}

Porém no Exemplo 1 calculamos a Transformada Z de Z{a"} = -*_, isso significa que

a inversa de %, € a". Portanto facilmente conseguimos calcular a inversa de Z‘i—za e ZEZB'

Pela propriedade da linearidade, temos:

i(n) :AZI{Z_Z(X}—I-BZI {Z_ZB}

i(n) =Aa" + BB"

Note que a.f =1

_((3VS) (35 _9-5
*b={"3 2 )T 4 T
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Portanto, seja @ = In(a), temos que o = e®, e f = é = eLW = e~ ?. Podemos rescrever
em termos de Fung¢des Hiperbdlicas:
w —
e®+e a+p 3
cosh(w) = = =—
(@) 2 2 2

Sabemos que:

""" = cosh(wn) + sinh(wn)

e """ = cosh(wn) — sinh(wn)

Substituindo na equagéo de i(n):
i(n) = A(cosh(wn) + sinh(wn)) + Bcosh(wn) — sinh(wn)
i(n) = (A+ B)cosh(wn) + (A — B) sinh(wn)

A partir do sistema linear (30) obtido por meio do método das fra¢des parciais, conclui-

mos que A+ B = i(0), Agora, resta calcular A — B:

(—1)i(0)—% (1-Pp)i(0)+ ¢

A—B= —
o— o—
)
A_B_(a+ﬁ+2) =
a_
3+vV5 | 3—V5 2V
Ap (R - 2)i0) - F
34V5  3-5
2 2
i(()) 2V
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Simplificando, obtemos;

_i0)_ 2w
AB="5 T R

Colocando 0 2 e v/5 em evidéncia, temos:

Por fim, temos que a equacdo da corrente i(n) é dada como:

i(n) = i(0) cosh(wn) + (@ — K) % sinh(@n) 31)

Para validar os resultados obtidos analiticamentes foram selecionados dois circuitos com
diferentes valores de resisténcia, tensdo e quantidade de malhas. Os resultados da equagao (31),
implementada em Python, foram comparadas com simulacdes realizadas no Software Multisim.
Para calcular a corrente i(n) em diferentes instantes foi desenvolvido um programa em Python

com objetivo de automatizar o processo e reduzir a necessidade de calculos manuais.

4.1 Analise do Circuito 1

Dados do circuito: ig =3,09017A, V=50V eR=10Q
Figura 13 — Circuito 1 - ladder network com 9 malhas

10 Q 10 Q 10 Q 10 Q 10 Q 10 Q
AT AMATAAM T -1 AT AN TAMA

i

WORERERTAE SEQF gt 1t

Fonte: Autor

A Figura 13 mostra um circuito do tipo ladder, composto por 9 malhas em série, com
resistores de 10 Q e uma fonte de 50 V. Colocando os dados na formula (31) juntamente com o

valor de @ = In(a), sendo que & = 3+T‘5 temos:
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_ 3445 3,09017 50\ 2 . 3445
z(n)—3,09017cos<ln< 3 n>>+( > —E>%smh<ln< 5 n))

Como o circuito apresenta 9 malhas, foram calculados a corrente i(n) para 0 < n < 8 conforme

mostra na Tabela 1:

Tabela 1 — Comparacdo Entre os Resultados Analiticos de i(n) (Equagdo (31)) e
Computacionais multisim

n Analiticos (Equacdo (31)) Computacionais (Multisim)

0 3.0902 3.09

1 1.1803 1.18

2 0.4509 0.451

3 0.1722 0.172

4 0.0658 0.0658
5 0.0251 0.0251
6 0.0096 0.00957
7 0.0037 0.00359
8 0.0015 0.0012

Fonte: Autor

Observa-se que os valores obtidos analitiacamente coincidem com os resultados da simu-
lagdo computacional em duas casas decimais, demonstrando a consisténcia entre as abordagens

analitica e computacional.

4.2 Analise do Circuito 2

Dados do circuito: i = 0.185408 A,V =45V e R =150 Q
Figura 14 — Circuito 2 - ladder network com 6 malhas
150Q 150Q 150Q 150Q 150Q 150Q

oS- gr-aret- gt o ¥

Fonte: Autor
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O circuito mostrado na Figura 14 apresenta 6 malhas, resistores de 150 e uma fonte

de 45 V, de forma andloga calculamos a corrente para 0 < n < 6.

i(n) = 0.185408cos | In

——sinh [ In

2 n

3445 +(O.185408 45> 2 . 34+4/5

2 150) 5 2

Tabela 2 — Comparagdo Entre os Resultados Analiticos de i(n) (Equagdo (31)) e Computacional

n

Analiticos (Equagao (31))

Computacionais (Multisim)

Wk W =0

0.18541
0.07082
0.02704
0.01030
0.00387
0.00131

0.185
0.0708
0.027
0.0103
0.00386
0.00129

Fonte: Autor

Podemos verificar novamente que os valores computacionais e analiticos coincidem,

demonstrando a eficicia do método utilizado. Além disso, os valores mostram que a corrente

decai conforme n aumenta, o que € esperado em uma rede ladder devido a dissipacdo progressiva

da tensao ao longo das malhas. Isso refor¢a a precisdo do modelo matematico utilizado para a

analise desses circuitos discretos.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo analisar a aplicacdo da Transformada Z na
resolugdo de circuitos elétricos discretos, com €nfase nos circuitos de escada. A abordagem
demonstrou a eficdcia da Transformada Z na conversao de equacgdes de diferenca em expressoes
algébricas, o que facilita a resolu¢ao e permite uma melhor compreensao do comportamento
dindmico dos circuitos.

A metodologia empregada, que combinou a formulagdo matemética com simulacdes
computacionais no Multisim, confirmou a precisao dos resultados obtidos analiticamente. Os
valores das correntes i(n) calculados a partir da equagdo deduzida mostraram-se coerentes
com aqueles obtidos na simulacdo, validando a aplicabilidade do método. Além disso, o
desenvolvimento de um programa em Python permitiu a automatizacao dos cdlculos, reduzindo
erros manuais e tornando a andlise mais eficiente.

Os resultados obtidos evidenciam as vantagens do uso da Transformada Z para a anélise
de circuitos elétricos de tempo discreto, proporcionando um método robusto e sistemdtico para a
solugd@o de problemas recorrentes nessa rea.

Para trabalhos futuros, sugere-se a ampliacao do estudo para circuitos com elementos
mais complexos, como capacitores e indutores, bem como a exploracao da Transformada Z em
sistemas de controle digital. Além disso, a integracdo de outras ferramentas computacionais pode
permitir a andlise de circuitos mais avangados e ampliar as aplicacdes do método em diferentes

contextos da engenharia elétrica.
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