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RESUMO

Nas areas de ciéncias e tecnologias muitos dos problemas sao modelados por equagoes
diferenciais, donde surge a necessidade de um aprofundamento nestas equagoes para que
possamos solucionar alguns destes problemas. Este trabalho tem por objetivo fazer um
estudo das séries de poténcias como solucao de equacoes diferenciais, em especial da
equacao de Gauss ou Hipergeométrica e a equacgao de Bessel, pois as mesmas tem diver-
sas aplicacoes, como no problema da corda vibrante. O método de séries e o método de
Frobenius sao utilizados para solucionar estas equacoes diferenciais, bem como a equacao
de Schrodinger para um determinado potencial. Algumas aplicagoes serao feitas visando
uma melhor compreensao do assunto e mostrando a relevancia dos conhecimentos apre-
sentados.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais. Equacoes especiais. Séries de poténcias. Método
de séries. Método de Frobenius.



ABSTRACT

In science and technology many of the problems are modeled by differential equations,
whence arises the need for a deepening these equations so that we can have these problems.
This work aims to make a study of power series as the solution of differential equations,
especially the Gauss equation or hypergeometric equation or the equation and Bessel,
and the Bessel equation have various applications, as the problem of the vibrating string.
The method of series and Frobenius is used to solve these differential equations, and
the Schrodinger equation for a given potential. Some applications are made to better
understand the issue and showing the relevance of the knowledge presented.

Keywords: Differential equations. Special equations. Power series. Method series.
Method Frobenius.
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1 INTRODUCAO

Ao analisarmos os principais problemas da fisica, computacao, engenharia, etc., pos-
sivelmente aparecerao variaveis que irao depender de outras e, em muitas das vezes, essa
dependéncia comporta-se em uma taxa referente as variaveis do problema. Nesse contexto
cabe o estudo das equagoes diferenciais, pois elas interligam as variaveis através de um
codigo, que podemos chamar de uma solucao. Diante disso, surge a necessidade de um
estudo detalhado destas equacoes e as séries de poténcias como solucgoes. O trabalho visa
um aprofundamento de alguns tipos de equacgoes diferenciais que aparecem com maior

frequéncia.

Para que possamos chegar a solugao de uma equacao diferencial torna-se necessario
conhecer algumas técnicas e métodos que levam a tais solucoes. Na busca de solucoes é
viavél conhecer o problema de interesse e a equacao diferencial que rege o fendomeno, bem

como o tipo de equacao e como podemos resolvé-la.

Intimeros problemas da fisica sao modelados por equagoes diferencias parciais , ou
seja, sao equacoes em que as variaveis dependentes sao fungoes de uma ou mais variaveis
independentes, com isso para resolucao destes problemas é necessario um tratamento es-
pecial, que transforma essa equacao diferencial parcial em equacoes diferenciais ordindarias
que dependem apenas de uma variavel independente. Ao fazer essa separagao pode apare-
cer uma equacao diferencial especial que na maioria das vezes é linear, mas nao apresenta
coeficientes constantes, logo isso nos leva a tentar escrever a solucao desta equagao como

uma série de poténcias.

Dentre os intimeros problemas onde se aplicam as equacoes diferenciais, este trabalho
aborda dois assuntos relevantes nas areas de ciéncias e tecnologias. Os problemas de
destaque tratados neste trabalho sao o da corda vibrante e da equagao de Schrodinger

para um potencial V' = F tanh(z).

Uma vez que esses prolemas sao modelados por equacoes diferencias lineares com

coeficientes nao constantes, o método de séries é usado na busca de solucoes analiticas.
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O trabalho esta organizado da forma apresentada a seguir.

O capitulo 2 tras uma revisao de equacao diferenciais, trazendo defini¢oes importan-
tes para o entendimento de equacoes diferenciais e como elas sao classificadas, e quais
tratamentos podemos dar para encontrar uma solugao das mesmas, tendo em vista que
esta resolucao pode ser através de uma integragao direta, uma equagao caracteristica ou

ainda através de uma série de poténcias.

O capitulo 3 aborda algumas equacoes especiais, como a equacao de Bessel e a equacao
de Guass ou Hipergeométrica. Dentre um universo de equagoes diferenciais, o trabalho se
propoe a relatar tais equagoes, pois a equacao de Bessel modela uma grande variedade de
problemas, em especial os que envolvem coordenadas cilindricas e suas solucoes conhecidas
como funcgoes de Bessel sao solucoes de outras equacoes. A equacao de Gauss também
aparece com frequéncia e diversas func¢oes podem ser escritas em termos de sua solucao,

a funcao hipergeométrica ou de Gauss.

O capitulo 4 tras algumas aplicacoes. Primeiramente temos uma breve deducao da
equacao da corda vibrante e depois de seus casos genéricos. Posteriormente temos a
equagao de Schrodinger, em seguida uma classificagao destas equagoes e que métodos
podemos utilizar para a solucionar estes problemas, pois os mesmos sao descritos por
equacgoes diferenciais parciais, onde nos leva a ter um tratamento especial, para transfor-
mar este tipo de equacao em uma equagao diferencial ordindria linear com coeficientes

nao constantes, que pode ser resolvida através de séries de poténcias.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 EQUACOES DIFERENCIAS

Defini¢ao 1.1 (Equacao diferencial). Uma equagdo diferencial é uma equagao em
que aparecem deriwadas das varidveis dependentes em relagao a uma ou Mais VAriavELS

independentes.

Se tivermos y = f(x), isto quer dizer que y é uma fungao de x, em que y é a variavel

dependente e x ¢ a indepente.

Temos os seguintes exemplos de equagoes diferenciais:

% =2 (2.1)
;gh + % = zy? (2.2)
Z—i +ty =1t (2.3)
vg—z % =0 (2.4)
R (2.5)
% +y>=0 (2.6)

Definigao 1.2 (Equacgao Diferencial Ordinaria). Uma equagao diferencial € ordindria
se todas as derivadas sao ordinarias, ou seja, derivadas de uma equacao ou Mais varidveis

dependentes em relagdo a uma varidvel indepentente. Exemplos: (2.1), (2.3) e (2.6).

Definigao 1.3 (Equacao Diferencial Parcial). Se na equagdo aparecem derivadas

parciais, a equagdo € dita equagao diferencial parcial. Exemplos: (2.2),(2.4) e (2.5).

Definigao 1.4 (Ordem de uma Equagao Diferencial). A ordem da equagdo diferencial
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¢ dada pela ordem da derivada de maior ordem. Exemplos: (2.1) e (2.2) sao de segunda

ordem; (2.3), (2.4) e (2.5) sao de primeira ordem; (2.6) é de terceira ordem.

Defini¢ao 1.5 (Equacao Diferencial Linear). Uma equagao diferencial € dita linear

se nao aparecem.

i) Termos trancendentais das variavéis dependentes, tais como Iny(x). Termos trans-
cendetais sao todas as fungoes exceto polinomios. Exemplos: Iny(z); cosy(t); tan x(t);

entre outras.

ii) Produto das varidveis dependentes ou suas derivadas, tais como, [z(t)]*; z(t)y(t);

v(1); (d22.

Entao temos os seguintes exemplos: As equagoes (2.1), (2.3) e (2.5).

Definigao 1.6 (Equacao Diferencial Nao-Linear). Uma equagio diferencial é dita
nao-linear se aparecem um dos termos das condigéoes i) e ii) do item acima. Exemplos:
(2.2), (2.4) e (2.6).

Definigao 1.7 (Solu¢do de uma equacao diferencial). A solu¢do de uma equagao
diferencial € uma funcao que quando substituida na equagao diferencial torna a igualdade
verdadeira. Exemplo:

dy

2
dx v

Podemos dizer que a solucao para equacao acima seria y = x? + O, pois se fizermos:

d d
=@ O =2

Logo, percebemos que a igualdade é verdadeira.

2.1.1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 12 OR-
DEM

~ . d .. ~
Trataremos de equagoes do tipo § = f(y,r), em que os casos mais importantes sao

as equacoes do tipo linear, separaveis e exatas.

2.1.1.1 EQUACOES LINEARES

d
Comegaremos com o caso 3% = —ay + b ou

dy _

b
dr - —CL(y— 5)7a # 07
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ou
1 dy

(y-Byde

Integrando ambos os termos em relacao a variavel x:

dai,

Aplicando uma exponencial em ambos os termos, vemos que

b
y—— = e—cwv—l-C'l7
a

ou ainda,

b
y=— _{_e—axec’l'
a

Podemos escrever e“' = K, logo a solucio da equacao % =—ay+0bé
—ax b
y=Ke " 4 —
a

Iremos adotar alguns métodos para resolver equagoes do tipo:
5, T ey = g(2) (2.7)
e Método dos fatores integrantes

Consiste em multiplicar a equagao diferencial linear por uma funcao apropriada, de

modo a resolvé-la por integracao direta:

1°) Tomando a equagao (2.7) e multiplicando por u(z), temos:

dy

u(z) -~ + u(@)p(z)y = ulz)g(@), (2.8)

Observe que:

@ putary) = a2 1,0,

Comparando as equagoes (2.8) e (2.9) podemos obter:

(@) = u@ Y + g™ —u) Y 4 u(apoy,
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ou,
d
Y Zf) = u(x)p(x)y
Como y # 0,
d
U9~ u(wpla)
Isolando os termos semelhantes e integrando a expressao resultante em relacao a variavel
T, temos: (
1 du(x
— dr = d
u(z) dx v =ple)dz
Integrando
ifu(e)] = [ ple)ds,
ou,

u(z) = el P@de, (2.10)

u(x);l_i n u(m)p(x)y = U(I)g(l’)a
que fica
d[uc(;)y] =u(z)g(z)

Integrando a equacao acima em relacao a x

mmy—/ﬁumuma

ou ,
Y= M/u(as)g(x)dx (2.11)

Portanto, a solu¢ao da equagao (2.7) é dada por (2.11), que por sua vez é dada por (2.10).

2.1.1.2 EQUACOES SEPARAVEIS

Considere uma equagao diferencial ordinaria do tipo:

dy

v = flz,y). (2.12)

Podemos escrever a equagio (2.12) na forma M (z,y) + N(z,y)% = 0, pois podemos

tornar M(z,y) = —f(z,y) e N(z,y) = 1.
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Temos de acordo com a equagao (2.12),

dy
Na o - _m
(:U,y) d.fl: (:U7y)7
ou,
dy
M (z,y) + N(x, y)% = 0. (2.13)

A equagao (2.13) é separavel se esse M depende apenas de z e N depende apenas de

Y, ou seja, a equacao pode ser escrita na seguinte forma:

M(z) + N(y)g—i 0. (2.14)

Logo, a equagao (2.14) pode ser resolvida por simples integracao.

2.1.2 EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 22 ORDEM

Considere a equacao:

d*y dy
—_— = — 2.15
Se a funcao f na equagdo (2.15) depende linearmente de y e j—g, a equagao (2.15) é
dita linear, ou seja, f tem a forma:
dy. _ dy
flay, o) = —p(a) 7 —alz)y +g(x)

Portanto, uma equacao diferencial ordindria linear de 2* ordem é do tipo:

ao(x) 5 +ai(z) = + az(2)y = g(2) (2.16)

Se na equagao (2.16), g(z) = 0, (2.16) ¢é dita homogénea.

Se ap(x), ai(x) e az(x) em (2.16) sao constantes, dizemos que a equagao (2.16) é uma
equacao diferencial ordinaria linear de segunda ordem com coeficientes constantes, logo

podemos escrevé-la da seguinte forma:

ou,

ay” + by + cy = 0. (2.17)
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Podemos propor uma solucao do tipo y = €’ para a equagao diferencial (2.17). Entao,

Substituindo em (2.17) temos:
ar?e"™ + bre" + ce™ = 0,

ou,

e (ar®* + br +c) = 0.
Para que a igualdade acima seja verdadeira devemos ter
ar? +br +c=0,

Esta equacao é chamada de equacao caracteristica.

Digamos que as solucoes das equacgoes caracteristicas sejam 1 e ro. Entao temos duas

solucoes para a EDO, y; = "% e yy = €"".

Proposicao: Se y; e ys sao solugoes de (2.17), entdo qualquer combinagdo linear

destas solugoes também € uma solugdo de (2.17).

Prova: Escreva y como
y=Ciy+Coya 5 Y =0y +Coyy ;5 ' =Cryf + Coyly
Substituindo na equagao (2.17), ficamos com:
a(Cryy + Cayy) + b(Cryy + Coys) + c(Cryr + Caya) =0
Cr(ay) + byy + cyr) + Calayy + byh + cyz) =0

Temos que ay] + by] + cy1 = ayy + by, + cy, = 0, logo y é solugao de (2.17).

Percebemos que a equacao caracteristica ¢ uma equacao do 2° grau, logo esta equacgao

pode apresentar trés tipos de raizes.
— Raizes da equagao caracteristica
i) Raizes reais e distintas;
ii) Raizes Complexas conjugadas;

iii)Raizes reais e repetidas.
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Se temos ar? +br + ¢ = 0, o r pode ser calculado da seguinte forma r = %Z e
A = b? — 4ac, logo para:
i) Raizes reais e distintas
-b+ VA —b— VA
A>0 ; 7“1:—\/_ : 7’2:—\/_ i Rori#r€R
2a 2a
ii) Raizes complexas conjugadas
b WA —-b WA
A<0 ;3 rm=—+ VA ;o Te= 5 — VA ; Com#mneC
2a 2a 2a 2a
Onde;—(f:'ye‘é—azz,u.
iii) Raizes reais e repetidas
—b —b
A=0; m=— ; 19=— ; Ro3r =r€eR
2a 2a
Logo a solucao para cada tipo de raiz é o seguinte:
i) Raizes reais e distintas
y = Cie™" + Cae™".
ii) Raizes complexas conjugadas
ro=qt i,
Ty = i,
Y = T — rzgine Yo = T — grze—ine (2.18)
Mas,
e = cos uw + isin p, (2.19)
e~ = cos pr — 7 sin pu. (2.20)

Substituindo (2.19) e (2.20) em (2.18), obtemos:
y1 = €'%(cos px + isin px),

Yo = €7%(cos px — isin px).
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A solugao geral é:
y = Ciyr + Caya,

que fica,

y = C1€7"(cos px + isin px) + Coe?*(cos px — isin px),

ou,

y = e"[(Cy + Cy) cos px + (Cyi — Cyi) sin px].
Fazendo C 4+ Cs; = A e Cyi — Cyi = B, logo:
y = " (Acos px + Bsin ux)
iii) Raizes reais repetidas

Logo, r1 = rs.

Tomemos

ay” + by +cy=0

Como para 7 ser igual a ro, A = 0 entao:

b+ VA —-b N —-b —b
r= = — r=— Ty = —.
2a 2a 7 9q "2 2g
Fazendo,
— — —-b
r1+ 1o 2a+2a p T ="Ty=T
Logo,
)
r=—.
2a

—bx

J& sabemos que y = €"* é solugao entdo, y; = ez« . Vamos supor que ys = v(x)y;

também é solucao. Assim,

y2 — V€ 2a
_b —bx —bzx
Yy = —veZa +v'e2a
27 24 ’
" bQ —bx b ) =bz b ) =bz y =bz b2 —bz b'U, —bz y =bz
y2:—2U62a——U62a——U62a —I—’UeQa, :—2U€2a——62a —i—/UeQa.
4a 2a 2a 4a a
Substituindo na equacao original, ficamos com:
o b e, b —be
al[-—wve2e ——e2a +v"e2 |+ b[—vez +v'e2e |+ cveza = 0.

4q? a 2a



Eliminando as exponenciais ficamos com:

Vo W, b
v b(—— o _0.
a(4a2 - +0") +b( 2a+v)+cv 0

Da equagao acima chegamos a:

—%(62 —4dac) + av” = 0.
a

Mas A = b — 4ac = 0, logo:

Tendo a seguinte solucao:
v=Cx+ D.

Portanto, yo = (Cx + D)e%, logo a solugao geral é:
y = Ciy1 + Caya,

Substituindo
Yy = Clea_lf + Cy(Cx + D)ea—l’f?

Da equagao acima chegamos a:
y=(C1+ C’gD)e_Z’_I:f + CyCrean
Tomando C; + CyD = A C,C = B, logo:
—bzx —bx
y= Ae2a 4+ Bre=a ,
A equagao acima é a solugao geral da equagao (2.17).

2.1.2.1 EQUACOES LINEARES NAO HOMOGENEAS

As equagoes lineares nao homogéneas sao equacoes do tipo:

Y +p(x)y + qlz)y = g(z),

Com g(z) # 0. Ey = y(x)
Ja para g(z) = 0:
y" +p(@)y +q(z)y = 0.
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A equagao (2.22) é chamada equacao homogénea associada a equagao (2.21).

Teorema 1.1: Se y; e yo sao solugoes de (2.21), entdo y; — ys € solugdo de (2.22).
Além disso se yy ya sdo solucoes fundamentais de (2.22), entio y; — y2 = Cry; + Coys.

Prova:

Yy + p(@)y) + q(@)y = g(z),

—yy — p(x)yy — q(x)y2 = —g(x).

Logo, somando as duas equacoes acima ficamos com:
(y1 — 92") +p(x) (1 — ¥5) + a(z)(y1 —y2) =0

Portanto, y; — yo é solugao de (2.22).

Teorema 1.2: A solucdo geral de (2.21) é y(z) = ¢p(x) = Ciy1 + Coya + Y (), onde
Y1 € Y2 sdo solugoes fundamentais de (2.22) e Y () € uma solugdo particular ou especifica
de (2.21).

Prova:

Na equagao y; — y2 = Ciy1 + Coya, tome ¢(x) = y1(x) e Y(x) = ya(x), logo:
¢(x) =Y (z) = Cryr + Coyp,

que fica
y(z) = o(x) = Ciyr + Coyz + Y (7).

2.1.3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES
COM COEFICIENTES CONSTANTES

Sao equagoes do tipo:
dny dn—ly

dy
n n— i — =b. 2.23
U g Tln- dzn—1 toeta dx + oy (223)

Se b =0, a equagao (2.23) é dita homogénea.

Portanto, a EDO linear de ordem n homogénea com coeficientes constantes é do tipo:

dny dn—l

y dy
i . . —0 2.24
U +a T +ta 0 + agy (2.24)
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— Solugoes da equagao (2.24):
Iremos supor que a solucao seja algo do tipo y = €"*, logo teremos o seguinte:

dy rT d2y 2 rx d3y 3 _rx dny n_re
— =Te ; — =T"e ; — =Tre — =Tre".
dx dx? dx3 dx™

Substituido as derivadas acima em (2.24):

A€ + a1 e A agre”™ 4 age”™ = 0.

Dividindo a equacao acima por e* ficamos com:

"™ 4 Ay 4+ ar +ag = 0. (2.25)

A equagao (2.25) é chamada de equagao caracteristica.

A solugao geral de (2.24) é a combinagao linear das solugoes do tipo €"*, onde 7,

1 <i < n, ésolucao de (2.25). Portanto, a solugao é do tipo:

y(x) = Cre™* 4+ Cre™* 4 - - - 4+ Cpe™".

A solucgao acima é para raizes do tipo reais e distintas.

A solugao para raizes do tipo reais e repetidas é o seguinte:
y(x) = O™ + Chze™” + - - 4 Cpa e 4 Cppafems1® 4 ...
ou,
0
y(x) _ Z Ckxk—le'rkz’
k=1
onde 6 é o grau da equagao diferencial.

A solugao para raizes complexas e com r =~y + i, iremos trocar as solugoes do tipo

eOFIT por % sin px 4 €7 cos pa.

2.2 SERIES DE POTENCIAS

Agora iremos estudar as série de poténcias, um assunto muito importante na ma-
tematica e em outros campos, devido a sua vasta aplicagao na resolucao de problemas

de ciéncia e tecnologia. Algumas das aplicagoes deste contetido surgem na resolucao de
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problemas como o da corda vibrante e da equagao de Schrodinger, como veremos a frente

no decorrer deste trabalho

Defini¢ao 1.6 (Série). Uma série é uma soma de elementos dispostos numa ordem

que € simbolizada por:

Definigao 1.7 (Série de poténcia). Uma série de poténcia é aquela em que as

poténcias de uma determinada varidvel, sao simbolizadas por:
o
E a,x".
n=0
. 4 2n __ .2 4 6 8
Exemplo: ) oz =2 +2* +2°+ 2

Definigao 1.8 (Série de Taylor). A série de Taylor de uma fungao f(x) € a série de

poténcias definidas por:

1 d"f(x
y L f(z)

n! dzn

o) = fa) + D

n=0

Se a série converge, a série de Taylor é a propria funcao, ou seja,

= 1df
f(x) = ZOE d;f)

(x — xo)".

Defini¢ao 1.9 (Série de Maclaurin). E um caso particular da série de Taylor com

xo =0, ou seja, a série de poténcias € definida por.

n
0

$ 1
— n! dxn

2.2.1 METODO DE SERIES

Counsidere a EDO: ,
d7y dy
ao(a:)@ + al(a:)% + ag(x)y =0. (2.26)

Normalizando a equagao acima, dividindo todos os termos por ag(z), ficamos com:

d’y | ai(z)dy  ax(x)
da? * ao(x) dz * ao(x)y =0
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Escrevendo p;(z) = Z;Ez; e poz) = ZEEB, obtemos:
d?y dy
ta =0 2.27
72 +p1(1’)dx + pa(2)y (2.27)

Defini¢ao 1.10 (Pontos ordindrios e singulares). Se p;(z) e pa(x) sao analiticas em
x = xg, este ponto € ordindrio. Caso contrdrio, xo € singular, ou seja, um ponto em que

a func¢ao nao pode receber este valor.

Se a equagao (2.26) tem um ponto ordindrio x = 1z, as solugbes desta equagao sao
dadas por:

y(x) = Zan(x — )"

n=0

2.2.2 METODO DE FROBENIUS

Definigao 1.10 (Ponto singular regular e irregular). Tomando por base a equa¢ao
diferencial (2.27) normalizada, em que xq € um ponto singular da equagao diferencial. Se
as funcgoes

Qi(z) = (x —zo)p1(z) e Qax) = (z —x0)’pa(x)

sao ambas andliticas em xo, entao em xy € ponto singular reqular. Se pelo menos uma

nao for analitica, xo € um ponto singular irreqular.

Teorema 1.3: Considere que xy seja um ponto singular reqular da equagao (2.27),

entdo existe pelo menos uma solugao da forma:

y(x) = |z —z0|" > an(x — x0)"
n=0

em torno de xg, onde r € um parametro a ser determinado.

OBSERVACAO: S¢ se utiliza 0 método de Frobenius para pontos singulares regu-

lares.

De acordo como o livro Equagoes diferenciais aplicadas de Kleber Daum Machado

temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4: Se xy um ponto singular reqular da equacao 2.27 e ry e ry as raizes da
equagao indicial ligado ao xg, com ry € R e ry € R. Na situacao, as solugoes da equagao
diferencial de acordo com o método de Frobenius ao redor de um ponto xqg sao dadas de

acordo com o caso abaixo.
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1. Sery —ry # N, em que N é um numero natural, as duas solugoes LI em série sao:

() =z — 2™ an(z — )"
n=0

ya() = | — 2o Y bnlw — 20)"
n=0
2. Sery —ry = N, N # 0, as solucoes LI em série sao’:

(@) = o — 2™ Y an(z — )"
n=0

yo(z) = Cyi(x) In|x — zo| + |2 — x0|™ Z by (x — x0)"
n=0

Onde C é uma constante.

3. Se r| = r9, as solugoes LI em série ficam:

() =z — 2™ an(z — )"
n=0

yo(z) = y1(2) In |z — 20| + |2 — 20! Z by (x — x0)"
n=0

IMais em alguns casos a solucdo pode ser igual ao item anterior.
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3 ALGUMAS EQUACOES
ESPECIAIS

Neste capitulo, estudaremos duas equagoes diferenciais especiais, a equagao diferencial
de Gauss ou hipergeométrica e a equacao diferencial de Bessel. A escolha se deve a grande
aplicabilidade nas ciéncias e na engenharia, pois alguns problemas podem ser modelados

ou redefinidos chegando até essas equacoes.

3.1 EQUACAO DE GAUSS OU HIPERGEOMETRICA

A equacao de Gauss ou hipergeométrica é toda equacao que pode ser escrita na forma:

d? d
x(l—x)d—xg+[7—(a+5+1)x]£—a6y=0 (3.1)

onde v, a e B sao constantes.

Reescrevendo a equagao (3.1) temos:

Py [—(a+B+lady  afy

dx? z(l —x) dr  x(1—x) =0 (3-2)

Da equagao (3.2), percebe-se que x = 0 e z = 1 sdo pontos singulares.

Analizando se x = 0 é regular:

Q1(z) = (z — 20) Py () = (z — 0) b - (xo(zl+_6;)r Da] _ [y— (Exlti;r 1)x]

com,

Q2(z) = (z — 20)* Py () = (v — O)2x(1af ) - (fyfa;)

As fungdes Q1(z) e Q2(x) sao analiticas em z = 0, portanto zo = 0 é ponto singular
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regular e podemos supor uma solucao do tipo:

= i apz" " (3.3)
n=0

e
dv " ’ dz® "

Substituindo as equagoes (3.3) e (3.4) em (3.1):

x(l—z)Zan(n+r)(n+r—1)$"+T_2+['y (a+B+1) Zann—i—r el

n=0
—af Z a, "t =0
n=0
ou

Zan (n47r)(n+r—1)z"" ! - Z an(n+7r)(n+r—1)z""
n=0 n=0

+y Z an(n+ )z — (a4 B+1) ) an(n+r)a"

n=0 n=0

—af Z a,z"" =0 (3.5)
n=0

No primeiro somatério podemos fazer n — 1 = m ou n = m + 1, obtendo:

Zan n4r)(n+r—1)z"" = Z U1 (m+1)(m+ 7+ 1)2™*"
n=0 m=—1

ou ainda
> amer(m 4 r)(mtr+ D™ = ape(n r)(n 4 )2
m=—1 n=-—1

No terceiro somatorio podemos fazer n — 1 =m ou n = m + 1, logo:

o0 o0

Z an(n +r)z" "t = Z Umir(m +1+ 1)z = Z Upir(n+ 7+ 1)2"*"

m=—1 n=-—1
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Substituindo os somatdérios acima em (3.5), ficamos com:

Z ans1(n+71)(n+r+ 12" — Zan(n +r)(n+r—1)a™t"

n=—1 n=0

+7 Z app1(n+7r+ 12" — (a+ B+ 1) Z an(n + 7)™t
n=0

n=-—1
o0
—af E a,z™t" =0
n=0

ou

o0 o)
ap(r — Dra"™ ! + Z ni(n+r)(n+r+ 1) — Z an(n+r)(n+r—1)z" " yagra""

n=0 n=0
7 Z ansr(n+7+1)2"" = (a+ F+1) Z an(n + 7)™ —af Z a,x" " =0
n=0 n=0 n=0

ou ainda

agr((r —1) + )" + Z[anJrl(n +r)n+r+1)—a,(n+7r)(n+r—1)

+yapp1(n+r+1) = (a+ B+ Day,(n+r) — afa,]z"™" =0

aor[(r = 1) + 7]z + ) {l(n+r)(n+r+1) +y(n+r+Dlany
~[n+r)n+r—1+(a+ B+ 1)(n+7)+afla,}z™" = 0.
Logo

aor[(r—1)—l—”y]g;rfl+Z{(n+r+1)(n+r+’y)an+1 —[(n+7)(n+r+a+8)+afla,}z"" = 0.

(3.6)

Observe que:
(n+r+a)(n+r+p) = (n+r)(n+r)+(n+r)at+(n+r)f+af = (n+r)(n+ra+p)+ap

que substituindo a na equacgao (3.6), temos:

aor[(r—1)—|—fy]a:’"*1+Z[(n+r+1)(n+r+7)an+1—(n+r+oz)(n+r+6)an]:c”” =0 (3.7)

n=0
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Da equagao (3.7) podemos tirar as seguintes relagoes:

apr[(r—1)+~] =0 (3.8)

n+r+1)(n+r+v)ap1—(n+r+a)n+r+p5)=0 (3.9)

A equagao (3.8) ¢é conhecida como equagcao indicial e a (3.9) é a rela¢ao de recorréncia.
Da equagao indicial podemos encontrar o r, logo resolvendo (3.8) com ag # 0, pois assim
a relacao torna-se verdadeira, entdo temos r[(r — 1) +~] = 0 e desta equacao as raizes sao

rir=0ery=1—1.
Considerando r; = 0, a relagao de recorréncia (3.9) fica, para vy # 0 e v # —1:
anri(n+1)(n+v)—(n+a)n+pBa, =0
ou
ant1(n+1)(n+7) = (n+a)(n+ fan, =0

ou ainda
(n+a)(n+B)*

(n+1)(n+7)

Apy1 = ; n=>0

Agora aplicando alguns valores para n e calculando alguns termos da série, temos

Para n =0,
af
a; = —Qo
Paran =1,
J Ch o 012 ) RN _aBla+1)(B+1ag
’ 2(1+7) ’ 2v(y+1)
Para n = 2,
(@ +2)(B+2)ay ~aBla+1)(B+1)(a+2)(8+2)ag
as = = as =
3(y+2) 2.37(y 4+ 1) (v +2)

Se observarmos os termos calculados acima, percebemos determinada sequéncia que
pode ser escrita da seguinte forma:

ala+1)(a+2)--(a+n—=1)B(B+1)(B+2) - (B+n—1)ag
ny(y+1)(y+2)--- (@ +n—1)

Ay =
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Da equagao (3.3) podemos concluir que:

Y1 = ag + a1x + apr® + -+ a,a” + -

Substituindo os termos calculados e colocando ag em evidéncia, temos:

_ afr | aflat1)(B+1) z?
y=aoll + 55+ E

+0z(a—|—1)(a—|—2)---(oz+n—1)ﬁ(5—|—1)(5+2)---(6+n—1)x_”+'”] (3.10)
Y+ D +2)(r+n—1) n! '
O termo entre colchetes na equagao (3.10) é conhecido como uma fungao especial,

denominada fung¢ao hipergeométrica §(«, 3,7, x). Logo:

_ apr | af(atl)(f+1) 22
S(a7/8777x)_1+ fy + ’Y(’7+1) 7+...

+a(a—|—1)(a—l—2)---(a+n—1)5(5+1)(5+2)---(ﬁ—|—n—1)95”

— + - 3.11
ORI CER e CEETE o 310

Com isso a solucao para r = 0 fica:
yl(‘r) - G/Og(oﬁﬁaf}/?x) (312)

A segunda solugao pode ser obtida aplicando-se o r =1 — 7.

3.2 EQUACAO DE BESSEL

Estudaremos agora a equagao de Bessel devido a sua importancia e aplicabilidade nas
ciéncias e na engenharia. Na engenharia podemos aplicar esta equacao na flambagem de
uma coluna vertical, na fisica pode ser aplicada no problema da corda vibrante, no efeito

corona e entre outros.

Temos a seguinte equagao de Bessel:

d> d
xQd—Jg + x% + (2* = p*)y =0, (3.13)

onde p é uma constante maior ou igual a zero. Podemos supor a seguinte série para um

zo = 0, cujo o mesmo é um ponto singular regular, como solugao da equagao (3.13):

y=ua i anx" = i a,z" " (3.14)
n=0 n=0
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e derivando

d o0
% = ; an(n + 7)™t (3.15)
e
d*y 9
2 Z an(n+r)(n+r—1)z""" (3.16)
Substituindo as equagoes (3.14), (3.15) e (3.16) na equagao (3.13), obtemos:
1722% n+r)(n+r—1)2""" 2+m2an n+r)z" 1+(x2—p2)2anx"+7" =0
n=0 n=0 n=0
ou ainda
o o0 [e.e] (e e}
Z an(n+r)(n+r—1)z"*" +Z an(n+r)z" "+ Z A"t — p? Z ap ™" =0 (3.17)
n=0 n=0 n=0 n=0
No terceiro somatorio podemos fazer n + 2 = m ou n = m — 2, logo:
Z ann+T+2 = Z &m,Q.ﬁIZ'erT = Z an72wn+r (318)
n=0 m=2 n=2
Substituindo (3.18) em (3.17)
Zan J(n+r— "+T+Zann+r ”M—i-Zan oz —pQZanI =
n=0

Deixando todos os somatorios iniciando com n = 2, temos:

ao(r)(r — D)a" +ay(r +1)(r)z" ™ + Z an(n+7)(n+r—12"" +agra” +a(r + )" !
n=2

e 0o o
+ E Cl,n(’I’L + T)J}n+T + § an_gm"” . p2a0xr . p2a1x7‘+1 . p2 E CLnZL‘n+T —
— _ n=2
ou

apx"[r(r —1) + 71 —p*] + a2 r(r + 1) + (r + 1) — p7]

F D[ )47 = 1)+ () = P+ g 2}a™ =0

n=2

Logo,

apx” (r* — p?) + ar" M (r + 1) — p?] + Z{[(n + 1) — pHa, + an_o}r" " =0 (3.19)
n=2
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Da equagao (3.19) temos a seguinte equagao indicial:

(7"2 —p*)ag =0

Para um ag # 0, temos o seguinte:

r2—p*=0 = r==£p (3.20)

Da equagao (3.19) também temos:

[(r+1)* = p*lay = 0 (3.21)
e
[(n+7)? = p*Jay + an2 =0 (3.22)
Apartir da equagao (3.22), podemos tirar a seguinte relagdo de recorréncia:
Ap—2
e 2 >9 3.23
¢ (n+r)2—p? " (3:23)
De acordo com a equagao (3.20) temos r* = p?, logo para a equacao (3.23) ficamos
com:
n—2 > 9 (3.24)
n(n + 2r)

Lembrando do teorema 1.4 do capitulo anterior, na aplicagao do método de Frobenius
temos que ter alguns cuidados quanto as solugoes que podem ser obtidas, porque em
alguns casos a solugao pode ser linearmente dependente. Entao temos a primeira solugao

para o maior valor de r, que no caso é r = p.

Para r = p temos o seguinte, de acordo com a equacgao (3.21):
(p* +2p+1—p*a; =0

ou

(2p+1)a; =0 (3.25)

Para que a equacao (3.25) seja verdadera é necessario termos a; = 0, pois p > 0.

Também temos o seguinte para r = p de acordo com a relacao de recorréncia:

n>2 (3.26)
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Como a; = 0, percebemos que para n impar, a, é nulo. Assim, obtemos apenas os

termos pares.
Agora, calculando alguns termos da série, temos:

Para n = 2, de acordo com a equagao (3.26,), temos:

a4 — — d2—2  _ _ Qo _ Qo
27202420 22+2p) 4x1(1+p)

ou,
Qo
=" 3.27
2 TR 11+ p) (3:27)
Para n = 4, temos:
= — a4—2 _ a2 _ Qo
YU Ad+2p) 4 +2p) 2 x2(1+p)(2+p)
ou,
)
aAq =
P20 21+ p)(2+p)
ou ainda,
Qo
T[T+ p)(2+ p)] (528
Para n = 6, temos:
= — a6—2  _ aq _ ap
ST 6(64+2p) 6(6+2p)  20x2x1x2x3(1+p)(2+p)6+2p)
ou,
Qo
ag = —
O B x I x2x3](1+p)(2+p)203+p)
ou ainda,

2% 3l[(1+p)(2+p)(3+p)]

(3.29)

g —

Se observarmos as expressoes (3.27), (3.28) e (3.29), percebe-se determinada sequéncia

que pode ser escrita da seguinte forma:

Agn, = (F1)"ag
"2l (1 +p)(2+Dp) - (n+p)]
ou melhor
_ (=1)"plag
Qon = 55—
22rnl(n + p)!

Levando em conta que em r = p, apenas os termos pares sao nao nulos e de acordo
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com a equagao (3.14):
B i |a0x2n+p
N 22"71' (n + p)!

n=

ou ainda .
1)"plagz®
— P
=z nz Bnl(n 1 p)] (3.30)
Agora fazendo a solugao para r = —p de acordo com as equagoes (3.21) e (3.24) temos:
(1—2p)by =0 (3.31)
e
b b2 £ 2 > 2 (3.32)
n(n — 2p) P

Da expressao (3.31), percebe-se que n nao pode ser igual a 2p, logo n assumira este

valor quando p for inteiro ou semi-inteiro (como por exemplo %, 2, etc.).

2 27

Entao iremos fazer a solu¢do para um 2p nao inteiro. Da equagao (3.31) temos b; = 0,
logo todos os termos impares da relacao de recorréncia serao nulos. Agora calculando

alguns termos da série par.

Para n = 2, temos:

ba_s
= o n oy T Taxii=p) . Zx(1=p) (3.33)

Para n = 4, temos:

by — — by _ by _ bo
Y744 —2p) 4x1x22-p) 2x4x2(1-p)2-Dp)
ou
bo
34
= A - e ) (334
Para n = 6, temos:
b _ b6*2 _ b4 _ bO
T 6(6—2p)  2x1x2x3(3—p) 22[(1—p)2-p)2x3(3—p)
ou ainda

bo
2831[(1 = p)(2—p)(3 —p)]

Se observarmos as expressoes (3.33), (3.34) e (3.35), percebe-se uma determinada

bg = — (3.35)
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sequéncia que pode ser escrita da seguinte forma:

_— (=1)"bo
2n —

22rl[(1 = p)(2 = p)(3 —p)]
ou melhor

(=1)"(=p)'bg
bon = )
? 22nnl(n — p)! np
Levando em conta que em r = —p, apenas os termos pares sao nao nulos e de acordo

com a equagao (3.14):

B 22”%‘ p)

n=

ou ainda

> 'bo.ﬁl?
I
x n§ 2 =) (3.36)

A solugao geral é a soma das equagoes (3.30) e (3.36), logo:

o)

] O 1\ ()] 2n
xpz plags” +x*pz( D*(p)tbo (3.37)
n=0

2”n' (n+p)! 22npl(n — p)!

n=

Também podemos escrever a solucao da equacao de Bessel em termos das fungoes I'

definidas como

C(p+1) =p!

e
I'n+p+1)=(n+p)!
Assim,
= (=1D)"T(p + 1)agz®™
p
-7 nZ:o 22"n'F (n+p+1)

ou

p (—1)" T\ 2n

-art e @
wlw) = al(p+1)5 nzzon!r(nﬂoﬂ) 2

ou ainda

yi(z) = ag2?PT(p+1) (g)pi n!r(<_1)n ) (2)2" (3.38)

n+p+1

Se definirmos
1

2PT(p+1)

e substituindo (3.39) em (3.38), considerando y;(x) = J,(z), teremos assim uma fungao

ap = (3.39)
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especial chamada de func¢ao de Bessel de primeiro tipo de ordem p, escrita da seguinte

Hl@) = (gyz n!r(f;rlZJr 1) (g)zn (3.40)

n=0

forma:

De forma anéloga podemos fazer a mesma coisa para a equagao (3.36) e chegaremos

a uma funcao de Bessel de primeiro tipo de ordem —p, logo:

0= (5) " e (6) 41

n=0

Logo, podemos escrever a solucao geral da equacao de Bessel da seguinte forma:

y(@) = arJy(x) + azJ_p(x) (3.42)

Note que a equagao acima ¢ valida apenas para valores de p inteiro ou semi-inteiro.
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4 ALGUMAS APLICACOES

Neste capitulo trataremos de algumas aplicacoes, que comprovaram a relevancia do

estudo das equagoes diferenciais.

4.1 CORDA VIBRANTE

Ao analisarmos o movimento em uma corda, podemos assemelhar este fenomeno a

propagacao de uma onda, em que este movimento de onda é transversal.

Neste se¢ao iremos descrever o movimento de uma corda vibrante, em trés situagoes, a
corda vibrante homogénea, a corda vibrante homogénea pendurada e a corda vibrante nao
homogénea, apresentando a dedugao das equagoes, onde a teoria fisica nos leva a escrever
uma equacao diferencial parcial para este movimento, entdo o objetivo é encontrar a

solucao dessa equacgao ajustando-a as condi¢oes que serao descritas mais a frente.

Para a deducao temos a seguinte situacao; considere a corda presa nas duas extremi-
dades, onde quando a onda passa por um elemento de corda (dS) faz o mesmo se mover
perpendicularmente a direcao da onda, como mostra a imagem abaixo. Aplicando a 2?2

Lei de Newton podemos chegar a equacao da onda.

v

Figura 1: Um elemento de corda deslocada
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Como a resultante das forcas é diferente de zero, é produzido uma aceleracao a,, ao

longo do eixo z, como mostrado abaixo:
Flm_FQm:dm'am

. . du(y,t
De acordo com a figura podemos escrever Fy, = Fisinfl e Fy, = Fysinfl e a, = Zig ),

onde u é o deslocamento transversal, logo podemos escrever:

d*u

Fisinf — Fysinf = dm - —(y, t
1 sin h sin me—s (y,1)

ou,

_ d*u
(Fy — Fy)sinf = dm - ﬁ(y,t)

Temos que sin § = tan 0-cos 6, onde considerando f muito pequeno temos sin § ~ tan 6,

também podemos escrever tan = ‘;—z, logo:

dz d*u
(Fy — F2)d_y =dm - E(yut)

Podemos escrever F} — Fy, = F,., onde essa forga resultante (F),.) pode ser escrita assim

dP d ( ) d du (1) d*u (1)
= ——=—MmM-vV)=——1M"-"— , =m ,
it dt at | ar dt - dt "’
O termo ‘jlf.’zl’z, pode ser escrito como uma tensao resultante (7), logo:
d*u d*u
—(y,t) = dm——(y,
iy (y,t) = dm—z(y,¢)

ou ainda,

d_yg(yat) - __(yvt) =0 (41>

Para a corda vibrante homogénea temos p e 7 constantes logo de acordo com a equagao
(4.1) podemos escrever ¢? = %, que é a constante positiva identificada como velocidade
de fase, entao temos:

0%u 1 9%u
a_yg(yat) - g@(yﬂf) =0 (4.2)

Para a corda vibrante homogénea pendurada podemos substituir a tensao resultante
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pelo peso da corda 7 = m - g, logo de acordo com a equagao (4.1) temos:

0%u p O0%u
a_yg(y7t) - m—.gﬁ(%t) =0
Mas m = p -y, logo temos:
0 ( Ou 0%u
I el _ - = 4.
95, <y 5 (y,t)) o (y,t) =0 (4.3)

J& para a corda vibrante nao homogénea p ird depender do comprimento, p = p(y),
entao de acordo com a equagao (4.1) temos:

0% 0*u
T@(y, t) — P(y)w =0 (4.4)

4.1.1 CORDA VIBRANTE HOMOGENEA

Iremos utilizar a equagao (4.2), mas para isso devemos ter algumas condigoes iniciais,
como no ponto y = 0 o deslocamento transversal u € igual a zero e da mesma forma y = L
o u = 0, pois sao os pontos onde a corda estd fixa. Também consideraremos as condicoes

iniciais para t = 0, u(y, 0) = ug(y) e 2%(y,0) = vo(y), onde vy(y) é uma funcao velocidade.
Temos a seguinte equacio (4.2):
0*u 1 0%u
a_y2(y’t) —2pp Wi =0
em que u estd em funcao de y e t , entao através do método de separacao de variavés
podemos considerar u(y,t) = Y (y)T(t), em que Y (y) estd em fungao apenas de y e T'(t)
é apenas funcao apenas de t, logo substituindo em (4.2):

50 YT = 525 Y O)T(0)] =0

Temos que como Y e T sao dependentes apenas de y e ¢, respectivamente, observa-se
que algumas derivadas sao iguas a zero e as derivadas parciais podem ser transformadas

em derivadas ordinarias, logo:

T(t)d Cil/tgy) _ Yc(ég) dj;gt)
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Dividindo a equagao acima por Y (y)T'(t), ficamos com:

1L &#Y(y) 1 d&T()
Y(y) dy> — cT(t) dt?

Logo essa igualdade sé sera verdadeira se igualarmos a equacao acima ha uma cons-

tante —p?, temos entao:

1 &Yy 1 &T@) o
Y(y) a2  eT@) ae "
ou v (y)
a?Y (y 9
=—uY 4.5
v 1Y (y) (4.5)
) 7(1)
d*T(t 5 o
i T(t) (4.6)
Primeiro iremos solucionar as equagoes (4.5) e (4.6) para um p = 0, logo:
d*Y (y)
=0 4.7
s (4.7
) ()
d*T'(t
=0 4.8
dt? (48)
A solucao da equagao (4.7) é:
d (dY(y)\ _,
dy \ dy )
Aplicando uma integracao simples, obtemos
Y
dY(y) _ A,
dy
Da mesma forma, temos:
(4.9)

Y(y) = Ay + B

onde A; e By sdo constantes.

De forma analoga como foi feito para a equacao (4.7), podemos fazer para a equacao

(4.8) e chegaremos a:

De acordo com as condigoes iniciais temos Y (0)=Y (L)=0, pois desta forma a condigao
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imposta u(0,t) = Y (0)T(t) = 0, logo aplicando as condi¢oes na equagao (4.9) temos
Ay = B; = 0. Entao temos que Y (y) = 0, consequentemente u(y,t) = 0, logo essa é a

solugao trivial, levando a crer que a corda estara eternamente parada.

Agora iremos solucionar as equagoes (4.5) e (4.6) para pu # 0. Para a equagao (4.5):

d*Y (y) 2
= — Y
e Y (y)
ou ) ( )
d7Y (y 2
Y pu—
gp YW =0

A equacao acima é chamada equagao diferencial linear de segunda ordem, logo a

solugao pode ser feita apartir de uma equacao caracteristica que fica:

24+ pu? =0

Encontrando as raizes da equacao acima temos:

T12 = j:z,u

Logo a solugao de Y(y) serd Y(y) = Ajcos(uy) + Bysin(uy), de acordo com as
condigoes iniciais Y (0) = Y (L) = 0, logo para Y (0) = 0 temos:

0 = A, cos(0) + By sin(0)

Entao A; =0, para Y (L) = 0 temos:

0 = Bysin(ul)

Para que a condigao seja verdadeira By ou sin(ulL) terd que ser igual a zero, se By = 0
gerard a solugao trivial, logo para que isso nao ocorra sin(uL) = 0, entdo para que esta
condicao seja verdadeira L deve ser um multiplo inteiro positivo de m, ou seja, uL = nm,

onde n=0,1,2,3,---, mas para n = 0 teremos a solugao trivial. Entao u = =, logo:

Y,(y) = B;sin (@)

De forma andloga como feita para equagao (4.5) podemos fazer para a equagao (4.6).

T(t) = Ay cos(uct) + By sin(puct)
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Neste caso = 7 e as constantes A; e By podem depender de n, logo:

t t
T,(t) = Al cos (m;c ) + B sin (m;c )

Temos que a solugao geral é u,(y,t) = Y,(y)T,(t), entao substituindo Y, (y) e T,,(t) ,

t t
it = (%2 [ o (15) + o (5]

ou escrevendo A/ - By = A,, e B!, - B; = B,, temos:
(1) = | A nmct 4 Bos nmct ) <n7ry>
un(y,t) = | Ancos | — nsin | — sin { —

ou ainda para uma solugao mais geral u(y,t), podemos escrever u(y,t) como a soma

temos

Uy, OU S€ja,

uly,t) = i [An cos (m;d) + B, sin (”%Ctﬂ sin (%) (4.11)

n=0

em que a equagao acima representa o deslocamento transversal. Para a velocidade, temos;

du - nmce nmct nmce nmct nmy
Q=S [0 ey i (—> 412
i (y,1) E { 7 Ansin ( 7 ) + 7 Bucos ( 7 )} sin ( — (4.12)

n=1

De acordo com as condigdes iniciais u(y,0) = ug(y) e %(y, 0) = vo(y), temos:

u(y,0) = up(y) = Z A, sin (n_zy) (4.13)
%(y, 0) = vo(y) = ; %Bn sin ("—Zy) (4.14)

Como ug(y) e vo(y) sdo continuas no intervalo 0 < x > L pelo teorema da Série de

Fourier, podemos encontrar as constantes A, e B,,, que satisfazem as condigoes u(0,t) =

2 [t . /Ty
An = z/o up(y) sin <T) dy

u(L,t) =0, logo temos:
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4.1.2 CORDA VIBRANTE HOMOGENEA PENDURADA

Como foi deduzido anteriormente, temos que a equagao da corda vibrante homogénea

pendurada dada pela equagao (4.3).

Mas para aplicar a equagao (4.3) temos que ter algumas condigoes de contorno, onde

a corda tem um comprimento L e estd fixa em y = L, logo u(L,t) = 0, também podemos
escrever u(y,0) = uo(y) ¢ 2o = vo(y).
De acordo com o método de separagao de varidveis podemos supor u(y,t) = Y (y)T(t),

em que Y (y) é fungao apenas de y e T'(t) é funcao apenas de ¢, logo substituindo na equagao

(4.3) temos: ,
s g WO} = 5 Y )T =0

gT <t)a% [yag;y)} - Y(y)(9 ;;gt) =0
ou ainda,
1P 4 grioy s P - v T o
or@) | 2524y T30y T
ou ainda,

1 [oY(y) Yy 1 9°T()
Y(y)l gy Vo ]_QT(t) o2

Logo essa igualdade sé sera verdadeira se igualarmos a equacao acima ha uma cons-

tante —u?, temos entao:

1 {aY(y)+ 82Y(y)]: 1 T
g

Y(y) | Oy Y 0y? T(t) ot? a
B Loy YW,
Y(y)[ oy Vo } - (4.15)
’ 1 o*T@t)
a0 o — 1 (4.16)

Primeiro iremos solucionar as equagoes (4.15) e (4.16) para p = 0 e podemos trans-

formar as derivadas parciais em derivadas ordinarias, logo temos:

d*Y (y) L Y W)

=0 4.17
dy? dy ( )
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e
d*T'(t)
=0 4.18
T (4.18)
A solugao para as equagoes (4.17) e (4.18), sao respectivamente:
Y(y) = Ailn(y) + By (4.19)
e
T(t) = Ast + Bs (4.20)

Agora faremos para u # 0, para a equagao (4.16) temos a seguinte solugao:

d*T'(t)
dt?

W2gT(t) =0

Como a equacao acima é uma equagao diferencial linear de segunda ordem, temos a

solucao da seguinte forma:
T'(t) = Agcos (u\/gt) + By sin (u/gt)

Para a equacao (4.15) temos:

Y (y) LYW

2 _

Para encontrar a solucao da equacao acima utilizaremos a equacao de Bessel de ordem

zero, antes precisamos fazer uma mudanca de variavel,

x =4ty ; Y(y)=2(x)=2 <\/ 4M2y) (4.21)

OY(y) 0Zdx  *V(y) a(@_Z@_) YY) 2 (8) 0Z &

dy — oyady T 9y Iy \dydy dy? 0y* \dy dy Iy?
(4.22)
¢ 2 2 24,2 2 2
Ox 21 0w 1 2u~4p 0w 14

Substituindo (4.23) em (4.22):

Y (y) 2u* 0Z 2u23_Z . 0?Y (y) _ ( 212 )2 0?7 w0z

dy N \/4u2y8_y T Oy ’ y? Vauty ) 0y? - y\/4,u2y8_y
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ou
2 2 2 2
V) _ 20z PV@) W02 1207 (4.24)

oy  x 8y
Substituindo (4.23) e (4.24) em (4.15):

0?7 oz  2utoz
2 _ Il 27 =0 4.25
a 0y? x Oy + x Jy G (4.25)

Multiplicando (4.25) por z? e dividindo por pu? obtemos:

2?7 (x) + 27 (x) + 2*Z(z) =0 (4.26)

A equacao acima é conhecida como equacao de Bessel de ordem zero, onde para
encontrar a solugao usaremos o método de Frobenius em torno de um ponto singular

regular xg = 0:

x—xOTZanx—xo = 7”Zanx—xo
n=0 n=0
ou,
Z=Y a"" (4.27)
n=0
Derivando a equagao (4.27) temos:
— Z an(n+ 7)™t 7" = Z an(n+7r)(n+r— 1)z 2 (4.28)

n=0

Substituindo (4.27) e (4.28) em (4.26):

23yt )= De Y ag(n e a2y g, =0
n=0

n=0 n=0
ou ainda
Z an(n+r)(n+r—1) 2" + Z an(n+ )z + Z apr" T =0 (4.29)
n=0 n=0 n=0

Percebe-se que a variavel = aparece elevada a poténcias diferentes dentro dos so-
matorios, de modo que precisamos manipular o terceiro somatério, considerando m = n+2

oun =m — 2, resultando em:

oo oo
E :anxn+r+2 — E :am_meJrr

n=0 m=2
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e voltando aos indices n, temos:
o0 o0
2 anxn+f+2:: E :an72xn+r
n=0 n=2

Substituindo a equagao acima em (4.29):

Z an(n+r)n+r—1)z"" + Z an(n + 7)™ + Z Up_ox™" =0
n=0 n=2

n=0

deixando os somatdrios iniciando com n = 2:

agr(r — 1)a" + ay(r + 1)ra™! Z an(n+7)(n+r—12"" +agra” +a;(r + 12!

n=2

[o.¢] o
+ E an(n + 7)™ + E Ap_ox™" =0
n=2 n=2
Rearranjando a equacao acima temos:

apx” (r?) + apa"™ (r + 1) + Z {an[(n+r)n+r—1)+n+7)] +a,o}az"" =0

n=2
Da equagao acima podemos tirar a equacao indicial:

aor’z” =0

ay(r+ 122" =0 (4.30)
Também tirar a relacao de recorréncia:

{an[((n+7r)n+r—=1)+n+7r)]+a,2}2"7" =0 (4.31)

A solugao para a equacao indicial é r; = ry = 0, logo temos o caso de raizes iguais. A

relacao de recorréncia é para:

Ap—2

m+r)n+r—1)+n+r) ;

ap = — n>2

Para determinar Z;, fazemos r = 0. Na equacdo (4.30) para que a mesma seja

verdadeira a; = 0. Dessa forma todos os termos dependentes de a; serao zero, ou seja,
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az = as = ay = -+ 0. Além disso,
an__ang2 ) n:27476787”'
n
ou fazendo
A2p—2
a9y, = — ; n=12734,--- 4.32
2 (2n)? (4.32)
Calculando alguns termos. Primeiro n = 1:
ao
a9 — —E
Para n = 2, temos:
= — a22-2 _ Qo
(222 2122
Para n = 3, temos:
a2.3—-2 Qo
CLG = — o p—

Dos termos calculados acima percebe-se determinada sequéncia que pode ser escrita

da seguinte forma:
(=1)"ao

a2p = 20 (n1)? ; n=12234,--- (4.33)

Portanto a primeira solucao é:

> (_1)nx2n
Zl<l’)=a0 1+ZW ; z>0
n=1 )

A funcao entre colchetes é conhecida como funcdo de Bessel de primeira espécie e é

denotada por Jo(z). A série converge para todo x e Jy é analitica em x = 0.

Como as raizes sao repetidas, uma forma de encontrar Z,, é calcular a derivada da

relagao de recorréncia. Veja que devido o coeficiente da equagao (4.30) 2", (r +1)%a; =

0, para que isso seja verdadeiro a}(0) = 0, logo todos o termos dependentes de a;(0),
também seram zero, a3(0) = at(0) = --- = a5, ,(0) = 0, entdo vamos calcular a},(0),
n=1,2,3,---. Daequagao (4.32), considerando r, segue que:
agn(r) = _ Azmalr) para n=1,23--- (4.34)
(r 4 2n)?

Resolvendo a relagao de recorréncia, ou seja, para n = 1 temos:

Qo

=)= oy
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Para n = 2, temos:

Em geral podemos escrever:

(=1)"ao

>2
(r+2)2---(r+2n)? "=

asn(r) =

Para calcular a},(r) de maneira mais conveniente notando-se que,

f@) = (z = )™ (w — ap)™(z — a3)™ - (x — o)™

e se x ¢é diferente de aq, ag, a3, -+ , oy, entao:
/
xZ n
f@_ B B BB
flz) z2—a; z—ay x—a3 T —

Aplicando esse resultado a as,(r) na equagao (4.34), observa-se que:

ab, (r 1 1 1

ag, (1) r+2 r+4 T+ 2n

fazendo r = 0,
1 1 1
3,(0) = —2 (5 Tyt %> azn(0)

Substituindo ay,(0), dado da equagao (4.33) na equagao acima e fazendo:

11 1
H,=1+-4-+4---+=
SR R

Obtemos finalmente:

Hn(—l)”ao

/ _ . —
azn(O)——W ; n—1,2’3,...

A segunda equacao de Bessel de ordem zero pode ser encontrada fazendo-se ag =1 e

substituindo na equagao

Zo(z) = Zy(x) Infa| + 2™ by (ry)a”

n=1
temos Z;(x) = Jo(x) e by, = a},. Obtendo:
= (=)™ (n+ 1) H,a™
Zy(z) = Jo(z) Inx + Z o (12 ; x>0 (4.35)

Em vez de Z5, a segunda solucao considerada, em geral, ¢ uma determinada com-
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binacao linear de Jy e Z,. Ela é conhecida como funcao de Bessel de segunda espécie e é

determinada por Zy. Definindo:

Zo =2 (Za(a) + (v~ I 2) ()] (4.36)

Onde v ¢é a constante de Euler-Mascheroni, ela é definida pela equagao:

v = lim (H, —Inn) ~ 0,5772

n—oo

Substituindo Zs(x) na equagao (4.36), obtemos:

Zy="

T 22n(nl)?

e n+1 1 H 2n
(7 +1In g) Z (n+1) ; x>0 (4.37)
=1

A solucao geral da equacao de Bessel para z > 0 é:

Z = ClJ()(LU) + CQZQ(Q?)

Sendo Z; a funcao de ordem 0. Voltando para as variaveis do problema obtemos a

solucao da equagao espacial da onda para um p # 0.
Y(y) =CiJy (\/ 4u2y) + a2 (\/ 4u2y> (4.38)

A solugao acima tem por particularidade que se Cy # 0, 0 termo Zy(+/4p2y) diverge

em y = 0, esse comportamento nao é aceitavel, o que nos levar a impor Cy = 0.

Chegamos entao a solugao Y (y) = C1Jp (\/4,u2y) (adotando C; = 1), para a qual
devemos impor a condigao de contorno u(L,t) = 0 — Y(L) = 0. Isso implica y/4u%L

deve ser um dos zeros oY, k € N da fungao de Bessel Jy em R, . Concluimos que:

Yk(y)=J0<a2\/%) ;o k=123, (4.39)

Da equagao temporal obteve-se:
T(t) = Agcos (u\/gt) + By sin (u4/gt)

Substituindo as condigdes de contorno t = 0 e u(L,t) = 0 — T'(L) = 0, portanto
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T(0) =0, logo:
; T(L) = By sin(u+/gt)

0
Isso ¢ verdade para wy = p,/g onde p = zf/kf' Assim para um k especifico temos:

Ty (t) = Ay cos(wit) + By sin(wyt) (4.40)
Substituindo (4.39) e (4.40) em ux(y,t) = Y (y)T'(t), temos:
ug(y,t) = [Ag cos(wyt) + By sin(wyt)] Jo <a2\/%>
A solugao geral é:

u(y,t) = Z [Ay, cos(wyt) + By sin(wyt)] Jo (ag %)

e derivando

(915 (y,1) Z [— Agwy sin(wyt) + Brwy, cos(wgt)] Jo (a% %)
k=1

Em u(y,0) = uo(y) e $4(y,0) = vo(y), que nos conduz a:

y) = g Ao (ai\/%) (4.41)
y) = g Biw Jo <a2 \/%> (4.42)

Para determinar as constantes A, e Bj faremos uso das relagdes de ortogonalidade

para a fungao de Bessel Jy:

OraJ1(a?)?

1
/ Jo(a)x)Jo(afx)wdr = 5
0

Multiplicando ambos os lados das equagdes (4.41) e (4.42) por Jy (af\/%) e integrando
de 0 a L, obtem-se:

[ (et st = 5 [ (et et 2
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e
L o0 L
y L /g y y
/0 Jo (OZ?\/;) vo(y)dy = 5\/;;&:042/0 Jo (042\/;) Jo (04? Z) dy
aO
Onde, wy, = 3’“\/% . Fazendo uma substituicao de variavel:
_ v _ Lyl _
xr = \/Z ; dr = 5 (L> Ldy — dy = 2Lxdx
Entao,
L Y Y 1 2
[ @gﬁ) o @g\ﬁ) dy =21 [y o) o (ab) wde = L ((aD) b
0 0
logo
L Y 00 o
/0 Jo <a?\/;) uo(y)dy = ;AkL (J1(aR))” Ony
e

L o]
Y 1 /g 2
/0 Jo <a?,/z) vo(y>dy:§,/zznl Bual L (Ai(a2) b

Onde 03y =1—=k=1edr; =0 — k #, fazendo k = [ obtemos as solucoes para as

constantes satisfazendo as condigoes de contorno:

5= vz, % (7)o

4.1.3 CORDA VIBRANTE NAO-HOMGENEA

Como foi deduzido anteriormente temos que a equacao da corda vibrante nao-homogeénea
¢ a equacao (4.4). Escrita abaixo:

0%u 0*u
T@(y, t) — P(y)w =0

Neste caso a corda tem um comprimento L e esta fixa nas duas extremidades e que a

tensao 7 seja constante.

Para encontrarmos a solu¢ao da equagao (4.4) satisfazendo as condigdes de contorno
iremos utilizar novamente o método de separagdo de varidveis, logo temos u(y,t) =

Y (y)T'(t), onde Y(y) esta em funcao de y e T'(¢) esta em funcdo de ¢, substituindo na
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equacao (4.4) temos:

s Y WITE] — plo) 5 IV )T (0] = 0

ou

1 ®Y(@y) 1 aT()

p(y)Y (y) Oy? T-T(t) o0

Logo essa igualdade sé sera verdadeira se igualarmos a uma constante —pu?, temos

entao: 1 Yy 1 arm
WY oy 7T o2

y"(y) + 1?p(y)Y (y) = 0 (4.43)

T"(t) + u?7T(t) =0 (4.44)

Primeiro iremos solucionar as equagoes (4.43) e (4.44) para p = 0, logo temos:

Y'(y) =0 (4.45)

T"(t) = 0 (4.46)

Entao as solugbes para (4.45) e (4.46) sdo, respectivamente, Y(y) = Ay + By e
T(t) = Ast + By. De acordo com as condigoes de contorno Y (0) = 0 e Y(L) = 0, temos
Ay = By =0, logo Y(y) =0 e como u(y,t) = Y(y)T(t), temos u = 0 que é justamente a

solucao trivial que representa a corda eternamente parada.

Agora iremos solucionar as equagoes (4.43) e (4.44) para p # 0 e também vamos
definir p(y) = po + ny, onde py e n sdo constantes, logo temos o seguinte para a equacao
(4.43):

Y"(y) + 1 (po +ny)Y (y) = 0 (4.47)
ou
d*Y (y

a7 ) 4 12 (po +ny)Y (y) = 0

Resolvendo a equacao acima para um yy = 0, pelo método de séries e com uma solugao

do seguinte tipo:

Y() =Y aly—w)" =Y any" (4.48)
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e derivando

dy ad A’y =
Y n=1 Y n=2

Substituindo (4.48) e (4.49) em (4.47) temos:

> aun(n — )y" 7 + p? poZany + 4 nzany =0 (4.50)

n=2 n=0 n=0

No primeiro somatério fazendo n — 2 = m ou n = m + 2, temos:

o0 o0 o0

Zannn—l Zam+2m+2)m—|—1 :Zan+2n—|—2 (n+ 1)y"

n=2 m=0 n=0

No tercerio somatorio fazendo n +1 =m ou n =m — 1, temos:
o0 oo oo
§ : n+1 __ § m o __ § n
any - Am—1Y = Qp—1Y
n=0 m=1 n=1

Substituindo os somatérios acima na equagao (4.50), temos:

o0

Zan+2 (n+2)(n+1)y" +p pozany +p nzan 1y" =0

n=0 n=0 n=1

Deixando todos os somatorios iniciando com n = 1, temos:

0230+ 204 1Y tnsaln +2)(n+ Dy + 1 + 10 St + 1803 a1y =0
n=1

n=1 n=1

Também podemos escrever a equacao acima considerando p?py = 6 e p?n = «, entao

temos:

2a5 + 0ag + Y [ans2(n+2)(n + 1) + 0a, + aau_1]y" =0 (4.51)

n=1

Da equagao acima podemos tirar as seguintes relagoes:

2@2 + 9&0 =0
ani2(n+2)(n+1) +0a, +aa,—1 =0

Da primeira relacao podemos tirar que:
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e da segunda temos:

—0a, — qly,_1
Apio =
2T m+2)(n+1)

ou ainda
—0a, 1 — aay,

Agora calculando alguns termos da relacao acima.

Para n = 0, temos:

—0a, — aag
a3 = ——#—
6
Para n = 1, temos:

—Oay —aa;  0%ap — 204
a4 = =

12 24
Para n = 2, temos:
as = _003 — Qo _ 92@14(;90:(10 + 9a2a0
20 20

ou
0%a; + 40aaqy

4 = 120

Temos a seguinte solucao para Y (y):

Y(y) =) awy"
n=0

ou

Y(y) = a0+ a1y + agy® + aszy® + agy* + asy® + -

Substituindo os valores de as, as, as € as na equagao acima, temos:

fa —fa; — aa 0%ay — 2aa 0%a, + 40aa
st () . (=) (P )

2 6 24 120
ou ainda
0 o 02
Y — 1— = 2 =3 Z A ;!
(y) ao( SU Y oY Yt

05 a , 0° 5
— P Syt P 4.52
+a, (y sV T Y T Y T (4.52)

Como observa-se a equagao (4.52) apresenta da soma de duas equacao linearmente

independentes, logo a equacao (4.52) pode ser considerado a solugao geral de Y (y). Temos
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também que a solugao para T'(t) é:

T(t) = Acos(uy/Tt) + Bsin(uy/7t)

Temos também que u(y,t) = Y (y)T(t), logo a solugao geral é:

0 62 7
u(yt) = ao (1= 9% — Sy + o-y* + oy - ) - [Acos(uy/7t) + Bsin(uy/7t)]
2 6 24 30
+ay |y — ARETL + TogY + - ) - [Acos(puy/Tt) + Bsin(uy/t)]

4.2 EQUACAO DE SCHRODINGER

Na fisica quantica toda a informacao sobre o sistema encontra-se na funcao de onda
[W(z,t)], que fornece a amplitude de probabilidade de uma particula ser encontrada numa
dada posi¢ao x e no instante de tempo t. Nesse sentido, é importante saber como [V (z, )]
evolui. Essa evolugao é dada pela equacao de Schrodinger escrita abaixo:

ov h? 0*W

Zha(% t) = —%w(x, t)+ V(x,t)¥(z,t) (4.53)

Na equagao h e m sao constantes.

Para a solugao temos que fazer o método de separacao de varaveis, logo podemos
supor algo do tipo ¥(z,t) = ¢(x)T(t) e substituindo na equagao (4.53):
. oT(t) h? 0*(x)
h = ——
iy () ot 2m  0z?

RT ~ . 1 .
e multiplicando a equagao acima por ESIAOR

+ V(z, t)(x)T(t)

ih OT(t) W Py(x)

T ot - amp@) aez V@D (4.54)

Adimitindo que V(z,t) = V(z) e igualando a equacao (4.54) ha uma constante E,

conhecida como energia total, temos

ih OT(t) K 0Pp(a) B
T(t) ot  2my(z) Ox? tVie)=E

Dai,podemos escrever

ih OT() _,  _ () ET()

T(t) ot dt i Y (4:55)
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e
R 0% (x) R? d*(z)

— Viz)=F -—— % —F =0 (4.56
A equagao (4.56) é conhecida como equacao de Schrodinger independente do tempo.
Resolvendo as equagao (4.55) e (4.56) para F = V(z) = 0, temos:

drT'(t
—( =0 = T(t) = A (4.57)
dt
e
R Py(a) P(a) ()
" 2m da? =0 = dx? =0 = T =4 = J@)=Art b
(4.58)

Como ¥(z,t) = ¥(z)T(t), logo a solugao geral para E =V =0 &
U(z,t) = (Ayx + By) Ay = U(z,t) = Az + B

onde A e B sdo constantes.

Agora busquemos a solugao para £ # 0. Primeiro, a solu¢do para a equagao (4.55) se
obtém por simples integracao:
T(t) = Ajen (4.59)

Fazendo a solugao para equagao de Schrodinger indepente do tempo (4.56), temos:

d*y)(x)  E2m 2mV (z) _
) By - 2V ) = 0

Considerando que v = Erf;@, temos o seguinte de acordo com a equacao acima:

e - 0w =0 s S (1T g —o

dx? dx? E

Supondo V' (z) = E'tanh(z), temos:

d*y(x)

dz?

+ (1~ tanh(2))(x) = 0 (4.60)

Considerando Z = 1 — tanh(x), temos:

dz

o= —sech?(r) = —(1 — tanh®*(z)) = —1 + tanh®*(z) = —1 + (1 — 2)* = —27 + Z*
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ou
az
—=7(Z -2
o =22 =2)
e
d°Z 2 2 2 2
e 2sech”(x) tanh®(x) = 2(1 — tanh®(x)) tanh(z) = 2[1 — (1 — Z2)°](1 — Z)
x
ou ,
-z
—=21-2)2-2)Z
2 =122~ 2)
Fazendo
dy(z) dvdzZ ) A (dZ\° N dip &*Z
de — dZdx ’ dz? — dZ? \dx dZ dz?
Substituindo as derivadas de 2 e % em deﬁ(f), temos:
EY(z) a*y dp
002 = 737 —2)? 172 +2Z(1—Z)(2—Z)d—Z (4.61)
Substituindo a equagao (4.61) em (4.60), temos:
pe
2 -y B W
77 —2)? 7 +2Z(1—-2)(2 >dZ +vZ¢y =0
ou
EY 2 -2)2-2)db |
dz? Z(Z —2)2 dZ Z2(Z —2)?
ou ainda

d*y 21— Z) dy W
dZQ+Z( Z)dZ+Z(Z—2)2_O

Como em Zy = 0 e Zy = 2 sao pontos singulares regulares, podemos obter solugoes

em torno deles através do método de Frobenius, logo:

W2 =12 -2 Y a2~ Z) = w(2) =3 auZ - Z)"

n=0

Resolvendo em torno de Zy = 0, temos:

o0

W(Z) = a, 2"

n=0
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Derivando,

V(Z) =D ann+r)Z = WN(Z2) =D aun+r)(ntr—1)Z2"
n=0

n=0

Mas,
Z(2=Z)W"(Z2) +2(1 = Z2)(2 = 20 (Z) + vi(z) = 0

Substituindo, temos:

(42 —AZ* + 77%) Zan(n +r)Yn+r—1)Z2""2 4 (4 - 62 +277) Zan(n + )zt

+7y i a, 2" =0

n=0

ou

4Zan(n +r)(n+r—1)Z" T — 42%(” +r)n+r—1)2"""

n=0 n=0
+ Z@n(n + 7“)(?7, +r— 1)Zn+r+1 + 4Zan(n + T)ZTH_T_l
n=0 n=0
—6 Z an(n+r)Z"" +2 Z an(n +r)z"
n=0 n=0
> @, 2" =0 (4.62)
n=0

Fazendo no primeiro somatorio n — 1 = m ou n = m + 1, temos:

o0 oo

Z Umir(m+1r+1)(m+r) 2™ = Z Upir(n+r+1)(n+7r)2""

m=—1 n=-—1

Fazendo no terceiro somatério n +1 =m ou n = m — 1, temos:

Z am1(m+r—1)(m+r—2)2"" = Zan,l(n +r—1(n+r—2)2"""

Fazendo no quarto somatoério n — 1 = m ou n = m + 1, temos:

oo o0

Z U1 (m+1r+1)Z2M = Z Upir(n+r+1) 2"

m=—1 n=-—1
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Fazendo no sexto somatério n +1 =m ou n =m — 1, temos:

Z Um_1(m+r—1)Z2"" = Z an1(n+r—1)2"""

m=1 n=1

Substituindo os somatérios acima em (4.62), temos:

4 Z anp1(n+r+1)(n+r) 2" — 42%(” +r)n+r—1)2"""

n=-—1 n=0

+Zan_1(n +r—1)(n+r—2)Z2"" +4 Z any1(n+r+ 1) 2"

n=1 n=-—1
—6 Z an(n+r)Z"" +2 Z an_1(n+r—1)2"*"
n=0 n=1
+9> @, 2" =0 (4.63)
n=0

Deixando todos os somatdrios iniciando em n = 1:

dagr(r — 1) 2" +day(r + D)rZ" — dagr(r — 1) Z" + 4agrZ" + day(r + 1) Z"
—6aorZ" + yagZ" + Z[4an+1(n +r+1)(n+r)—da,(n+r)(n+r—1)

n=1

+ap_1(n+r—1)(n+r—2)+4a,1(n+7r+1) —6a,(n+r)
+2a,_1(n+71—1) +va,]Z""" =0

ou

[4agr(r — 1) + 4agr] 271 + [day (r + 1)r — dagr(r — 1) + 4ay(r + 1) — 6aor + vyao) 2"
+Z[4an+1(n +r+1)(n+r)—4da,(n+r)(n+r—1)+ap1(n+r—1)(n+r—2)

n=1

+4an+l(n +7r—+ 1) — 6an(n + 7") =+ 2an_1<n +r— 1) + ,.yan]Zﬂ—i-r -0
ou ainda

dag[r(r — 1) + 72"+ Z" {4ay[(r + D)r + (r + 1)] — ao[dr(r — 1) +6r — 4]}

+Z{4an+1[(n +r+1)n+r)+n+r+1)]+a,[—4n+r)n+r—1)—6(n+r)+]

tan q[(n+r—1Dn+r—2)+2n+r—1)} 2" =0
(4.64)

Da equagao (4.64), lembrando que (r + 1)r + (r + 1) = (r + 1)? e por igualdade de
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polinomios, temos que:
dag[r(r—1)+7r] =0 (4.65)
dar(r+1)* —ap[dr(r —1) +6r — 4] =0 (4.66)
4ap i1 (n+r+1)2+a,[—4(n+r)(n+r—1)—6(n+7r)+v]+a,_1[(n+r—1)(n+7)] = 0 (4.67)

Resolvendo a equagao (4.65) para ag # 0, temos:

rir—1)+r=0 = r2=0 = r =1y =0

Como as raizes sao iguais a solucao sera:

0(2) = 12"y a, 2"
n=0

AR VAN VAR VAR S A

n=0
Logo, para r; = 0 temos de acordo com a equagao (4.66), que:

_J%

4a1+a07:O = a; = 1

e para a relagdo de recorréncia que é a equagao (4.67), temos:
4api1(n+ 1) + ap[—4n(n — 1) —6n + 4] + ap_1[(n — 1)n] =0

ou
ap[—4n(n —1) —6n+v] —a,—1(n — 1)n

Calculando alguns termos da relagao acima.

Para n = 1, temos:

e — ar(—=6+7v) (=6 +7)ao
= — _

4 .22 64

Para n = 2, temos:

—ay[—4-2(2—1) =62+ 7] —ay (2 —1)2
36

as =

ou

o T0a(=20 4 7) 20, MCERIE 4 2
- -

36 36
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ou ainda
_ vao(y? — 267 — 88)
2304

as =

Para n = 3, temos:

a“= 433+ 1)2 - 64
ou
yao(—42+7) (7> —267+88)  vao(—6+4)6
4y = 2304 64
64
ou ainda
" yag(y? — 687% + 964~ — 2400)
4 pr—

147456

Temos a seguinte solugao para 11(2):

V1(Z) =) 2" = a0+ mZ + a2’ + asZ° + asZ* + - -

n=0

Substituindo aq, as, az e as na solugao acima:

Va0, | Yao(=6+7) 5  yao(y? — 267 +88) 4
7)) =ag— 127 72 A
ilZ) =a0— =2+ 64 2304
yag(y? — 6872 + 964~ — 2400) , ,
A
+ 147456 *
ou ainda
v, (=64+7) 5 v(4*—267+88)
AT N 72— 7
¥1(2) = ao R 2304
3 _ 68~2 + 964~ — 24
+7(7 687° + 964y 00)Z4+___
147456

A segunda solucao linearmente independente pode ser obtida em funcao da primeira,

visto o teorema 1.4.
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5 CONCLUSAO

No trabalho fizemos uma revisao de equacoes diferenciais dando énfase aos métodos

de solugoes, em especial o método de séries e de Frobenius.

Depois realizamos o estudo de duas equagoes diferencias especiais, devido as suas gran-
des aplicacoes na area das ciéncias e tecnologias, a equacao de Gauss ou Hipergeométrica e
a equacao de Bessel. As solucoes destas equagoes foram obtidas pelo método de séries e de
Frobenius, que mostraram-se muito eficazes para a solucao do problema que foi proposto,
que no caso era a solugao destas equagoes difenciais em torno de um ponto ordinario e de

um ponto singular regular.

Algumas aplicacoes foram feitas usando os conhecimentos adquridos ao longo do tra-
balho, onde foi acrescentado o estudo de equacoes diferencias parciais, pois os problemas
fisicos abordados neste trabalho eram regidos por equacoes deste tipo, logo era necessario
a aplicagao do método de separacao da variavéis, para que assim fosse possivel fazer a

solucao dos problemas através do método de séries, de Frobenius ou outro adequado.

Obtivemos as solucoes dos problemas da corda vibrante, sendo o primeiro da corda
vibrante homogénea, em que a solucao foi através da equacao caracteristica, mas ainda
caiu em uma série devido as similaridades do problema. Depois, obtivemos a solugao
do problema da corda vibrante homogénea, em que a solucao foi feita pelo método de
Frobenius, mais a solucao através da mudancas de variaveis leva a uma equacao de Bes-
sel, mostrando a importancia da mesma. A terceira solucao foi a da corda vibrante
nao-homogénea, onde sua solugao foi feito através do método de séries. Por tultimo foi
feito a solucao da equacao de Schrodinger através do método de Frobenius, mostrando
assim a importancia da série de poténcia para solucao de algumas equagoes diferenciais,

principalmente equacoes diferenciais lineares com coeficientes nao constantes.
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