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Resumo: Nesse referido artigo, estudaremos as curvas e superficies que podem ser expressas por equacdes
do segundo grau, as quais sdo as curvas conicas e as superficies quadricas. Usaremos genericamente o termo
conicas para identificar as seguintes curvas planas: a circunferéncia, elipse, hipérbole e parabola. Elas sédo
chamadas de sec¢des conicas, ou simplesmente conicas, porque podem ser obtidas a partir da intersecdo de um
plano com um cone. Em relacdo as quadricas, estudaremos graficos de equacgBes quadricas com trés
variaveis.
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1. INTRODUCAO

A Geometria Analitica é a parte da Matematica que relaciona a geometria & algebra e estuda os resultados
dessa relacdo, de modo que os conceitos da geometria sdo analisados por meio de processos algébricos. Além
disso, as conicas (circunferéncia, elipse, hipérbole e pardbola) e quadricas (esfera, elipsoide, hiperboloide,
paraboloide, cone e cilindro) sdo de fundamental importancia para a matematica. As conicas, por exemplo,
desempenham um papel importante em muitas aplica¢des de nosso dia-a-dia, como a construcao de telescdpicos,
antenas e lanternas.

2. DESENVOLVIMENTO
Nesta secdo, sdo descritas as curvas e superficies que podem ser expressas por equagdes do segundo grau, as
quais sdo intituladas de curvas conicas e de superficies quédricas.

2.1. Cénicas

Usaremos genericamente o termo conicas para identificar as seguintes curvas planas: a circunferéncia, elipse,
hipérbole e pardbola. Elas sdo chamadas de se¢des conicas, ou simplesmente conicas, porque podem ser obtidas
a partir da interse¢cdo de um plano com um cone, como descrito na Figura 1.

Um cone circular C é a superficie obtida pela rotagdo de uma reta r, chamada de geratriz, em torno de uma
reta fixa s, a qual é chamada de eixo de rotacdo, que se cortam em um ponto V, chamado de vértice do cone. As
préximas subsec@es detalham cada curva conica.

circunferéncia

hipérbole

eixo

C circunferéncia =

Figura 1. Cone Circular. (Autoria Propria)
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2.1.1. CIRCUNFERENCIA
Chama-se circunferéncia o conjunto de pontos P = (x,y) do plano cuja distancia a um ponto fixo C =
(xo, ¥o) € constante. O ponto fixo C & chamado de centro e a distancia constante r é chamada de raio r.
Vetorialmente, a equacdo da circunferéncia é dada por:

d(c,p) =rou ||ﬁ|| =r

Em coordenadas, temos:
VE—%)2+ G —y)* =r=(y—y,)* =r?

Onde C = (x4, ) é 0 centro da circunferéncia e r é o raio.
Exemplo 1: Determinar a equacéo da circunferéncia de centro (2, —1) e raio 3.
Soluco:
A equacdo reduzida é dada por:
x-—a?+(y-b?=r?

Sendo (2, —1) o centro da circunferéncia e 3, o raio, temos:

(x=2%+(y— (-D)" =3
x-22+@F+1%*=9

2.1.2. ELIPSE

Chama-se elipse o conjunto de pontos P = (x,y) do plano cartesiano, tais que a soma das distancias de P a
dois pontos fixos, F; e F,, do mesmo plano e constante. Na Figura 2, temos os elementos de uma elipse com
centro na origem.

o |
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b

Figura 2. Elipse com centro na origem. [1]

Onde:

C é o centro da elipse;

F, e F, sdo os focos da elipse (d(F,,F, ) = 2c distancia focal);

A; A; eixo focal, ou eixo maior (d(A;,A,) = 2a);

B, B, eixo transversal ou eixo menor (d(B;,B,) = 2b);

PF1, PF, sdo os raios focais.

Logo, a equacéo da elipse do centro C e focos F, e F,, cuja soma dos raios focais € igual a 2a, é:

IPE Il + 11 PF =22 > Jyx+0)2+y% +/x—c)?+y?2 =2a
> (Varor+y?) = @a- (V-0 +y7 )

= (x+0)? +y? = 4a% —4a,/(x — )2 + y2 + (x — ©)? +y?
>x2+2xc+c?+y?=4a? —4ay(x—c)2 +y? +x%—2cx+c?+y?
= 4cx = 4a’ —4a/(x— )2 +y? (+ 4)

cx=a?—-a/(x—c)2 +y?



Por definicdo, temos que d(B;,F;) =aed(0,F;) = c. Logo, temos uma elipse com tridngulo retangulo,
como é mostrado na Figura 3:

Figura 3. Elipse com triangulo retangulo. [1]

a? = b2+ c% = ¢? = q? — b2

2
(cx —a?)? = (—aw/(x — )2 +y2 ) = c2x? — 2a%cx + a* = a?(x% — 2cx + c? + y?)

c?x? — 2a%cx + a* = a®x? — 2acx + a%c? + a’y? como ¢? = a* — b?

Temos:
a?x? — b%x? + a* = a?x? + a* — a?b? + a?y?
= —b?x? —a’y? = —a’b% (a,b > 0)
= bZXZ + a2yZ — aZbZ (_ aZbZ)
XZ 2
= 2 + bz = 1 (Equacdo Canoénica da elipse)

Elipse centrada no eixo x: de maneira anal6gica, mostra-se que a equacdo da elipse centrada no eixo y é dada

por:
2 2
X y
2!
Resumindo, temos que, em quaisquer dos casos, a equacao de elipse €:
X2 y2
2 pr !

Se a > b, os focos da elipse estdo no eixo x e sdo F; (—c,0) e F, (¢, 0).
Se a < b, os focos da elipse estdo no eixo y e sdo F, (0,—c) e F, (0, ¢).

Exemplo 1: deduza uma equagéo de focos F; (0,1) e F, (0,—1) e eixo maior 4.
Seja P(x,y) um ponto da elipse. Por defini¢do, temos:

| PF;, | + 1l PF, ll= 2a

Logo:
A+ E-1D2+(x2+(y+1)2=4

Excentricidade: A excentricidade da elipse é dada por 2 que é sempre menor que 1.

2.1.3. HIPERBOLE

Chama-se hipérbole o conjunto de pontos P(x,y) do plano, tais que o0 médulo da diferenca das distancias de
P a dois pontos fixos F, e F, do mesmo plano é constante. Observe a Figura 4:



P(x,y)
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Figura 4. Elementos de uma Hipérbole (Autoria Propria)

[l PF; Il =1l PF; Il| = 2a
Onde:
F, e F, séo os focos, cujo ponto médio é o centro.
PF, PF, raios focais.
d(P,F;) e d(P,F,) distancia focal.
C centro da hipérbole.

Equacéo da hipérbole com focos sobre um dos eixos coordenados e centro na origem.

Consideramos incialmente os focos sobre o eixo Ox. Sendo o centro € = 0 o ponto médio entre os focos,
temos F1(-c,0) e F2(c,0), com 2ca distancia focal. Se P(x,y) é um ponto qualquer da hipérbole. Por definigéo,
temos:

|l PE, Il =1 PF, Il| = 2a = |l PF; | I PF, Il| = + 2a
Logo:

JE+0)2+y2—/(x+c)2+y2=+2a ﬁ(m)z=(12a+ (x—c)2+y2)2

x+o)?+y?*=4a’+4aJ(x—c)?+y?+ (x—0)? +y?
x2+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x—c)2+y2+x%—2cx+c?+y?

4cx = 4a’ + 4a/(x — ¢)% + y2

Tomando a relagdo b? = ¢ — a2, temos:

cx—a?=a/(x—c)?2 +y? = c2x? — 2a%cx + a* = a?(x? — 2cx + c? + y?)

= ¢%x? — 2a%cx + a* = a®x? — 2a%cx + a®c? + a?y?

Como:
b2 =c?—-a?=c?=>b%+a

Entéo:
b%x? + a?x? — 2a2cx + a* = a?x? — 2a%cx + a%b? + a* + a?y?
= b?x% — a%y? = a?b? (como a,b > 0) segue que:
XZ y2
2z 1
a? b?

Da maneira andloga, mostra-se que a equagéo da hipérbole com ramos no eixo Oy € dada por:
2 2

y X

b%z a2

Onde a distancia focal é dada por 2b e c? — b? = a2.



2 2
Exemplo 1: Determine condiges sobre a,b e m para que a reta y = mx intercepte a hipérbole Z—z - ;’—2 =1.

Suponhamos que (xY,) seja um ponto da intercesséo da reta com a hipérbole. Entdo, devemos ter:

__b_2=1'YO=mX0

2.1.4. PARABOLA:
Dados a um ponto F e uma reta r no plano, chama-se parabola de foco F e diretriz r o conjunto de pontos P do
plano, como observamos na Figura 5, tais que:

Il PF Il = d(P,r) (d(P,F) = d(P,1))

Figura 5. Parabola. [1]
Onde:
F é o foco.
d é a reta diretriz.
A reta que contém o foco é o eixo focal e é perpendicular a reta diretriz d.

Equacéo da pardbola com o foco sobre um dos eixos coordenados e vértices na origem do sistema.

Em geral, a equacéo de uma parabola é do 2° grau, isto €, contém termos x2, y2, xy. Porém, quando o sistema
de eixos é escolhido de modo que a origem coincide com o vértice e um dos eixos do sistema coincide com o
eixo da parébola, como veremos, sua equagao é simples. Temos quatro casos como mostramos na Figura 6.
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Figura 6. Quatro casos para obter equacgdo das parabolas. [2]

Note que no primeiro gréafico da figura 6 o foco esta sobre o eixo y e a diretriz é a paralela ao eixo x. Se
d(F,r) = 2p, entdo o foco € F(0,p) e a equacgdo da diretriz € y = —p. Temos que um ponto P(x,y) pertence a
parabola se, e somente se:
d(pP,f) =d(P,r)



Ou:

VX2 +(y—p)? =ly+pl
Logo:
2
(Ve +G=p)?) =y +pD)? = x* +y2 = 2py + p? = y + 2py + p?

2 1
2=4py=>~y=x—=—x2pqt0
* 4p 4p '

De maneira analoga, temos:

Coma # 0.

Vejamos agora as conicas transladadas.
Ja vimos que a equacao de uma conica (elipse, hipérbole ou pardbola) é sempre do 2° grau, isto €, da forma:
Ax?+By?+Cxy+Dx+Cy+F=0

Vimos ainda que, quando o sistema de coordenadas é conveniente escolhida, a equagdo da conica reduz-se a
uma das formas:

X2 y2 X2 y2 yz X2
2T e T M e e
1 1 1 1
— 2 — 2 = ___y2 - ____ y2
Y=Y 42 X T gy 0% 4’

Exemplo 1: Seja o ponto P(4,—1) efetuando-se uma translacdo em que a nova origem é 0,(—2,3), em
relacdo ao novo sistema, as coordenadas de P passam a ser
x1=4-(-2)=6
yl=-1-3=4
ou seja, P(6,-4) .

=

-

Figura 7. Grafico de Coordenadas (Autoria Propria)



Exemplo 2: Usando a translagdo conveniente, elimine os termos do 1° grau da equagéo
4x? —8x+9y? — 36y +4 =0

Solucéo:
4x2-2x)+ (¥ —4y)+4=0
4x2—2x+1)—4+9(@y?—4y+4)—36+4=0
4x—1)2+9(y —2)2 =36 (= 36)

2 2

(x—1) N -2 _

9 4

Fazendo:
x; =x—1
yi=y—2

1

Obtemos:

2 2
X1 Y1
—+=—=—=1
9 4

2.2. Quédricas
Nesta subsecao, nosso objetivo € estudar o gréfico de equacbes quadraticas com trés variaveis.
Equaces da Forma

Ax?*+ By?+ Cz> +Dxz+Exz+Fyz+Gx+Hz+1g+] =R
Os gréficos de tais equacoes, se diferente do conjunto vazio, sdo superficies chamadas quédricas.

2.2.1. SUPERFICIE DE REVOLUCAO
Exemplo 1: Elipsoide de revolugdo. Superficie gerada pela rotagcdo de uma elipse em torno de seus eixos.

Para deduzirmos uma equacao desta superficie, vamos supor que a equacao da elipse, no plano yz, seja:
2 2
y Z

b2 §=1, x=0

Q0,y1,2)

Q (0, y1,2)

Figura 9. Elipsdide de Revolucao (Autoria Prépria)

Note que, ao rotacionar a elipse em torno do eixo z, o ponto Q descreve uma circunferéncia de centro R (0, 0,
z). Seja P um ponto qualquer da superficie gerada pela elipse com P(x,y,z). Em particular, tome P a
circunferéncia descrita por Q.

Note que d(P,R) = d(R, Q), ou seja:

IRP 1=l RO Il= /x% +y% =y, = y,2 =x* + y2

Como Q pertence a elipse

Y12 22—1

b2z

Logo:

2 2 2 2 2 2 2 2

V1 z= x“+y z° X y zZ
v raTle 0 ta=l=ontpta=1

De maneira analoga, fazemos os calculos quandoy = 0 ez = 0.
2 2
Exemplo 1: Obtenha a equacdo da elipse gerada pela elipse % + y: =1,z = 0 em torno do eixo x.



by

Q(x,y1,0)
Q(x,y1,0) R (x,0,0)

N | S

P(x,y1,2)

Figura 10. Elipse. (Autoria Propria)

Logo:

IRPI=IRQ Il = x2+y? =y} > yi =y? + 22
Como Q pertence a elipse, segue

& L antiry )
Em geral, a rotacdo de uma curva C em torno dos eixos X, y ou z chama-se superficie de revolugéo.

Q0. y1,2)
R (0,0, %)

P(X,Y,7)

Figura 11. Superficie de Revolucdo (Autoria Prépria)

Note que Il RP II=Il RQ Il = /X2 +y2 = \/y? = y? = y,2 + y2(1).

Como Q € C segue que F(y;,z) = 0,x = 0 (2).

Introduzindo em (2) o valor de y,, dado por (1), obtivemos uma relacdo em x,y e z que se verifica para todos
0s pontos P(x,y, z) da superficie gerada pela rotagdo de C em torno do eixo Z segue-se, portanto que:

F(y,,z) = 0,onde y? = x% + y?

E uma equacAo desta superficie.
2 2
Exemplo 2: Vamos determinar a equacdo da superficie gerada pela rotacéo da hipérbole % - Z: =1,
x = 0 em torno dos eixos y e z.



Figura 12. Hiperboloide de uma Folha. [1]

Temos y? = x? + y2. Como Q € H, temos:

X

Figura 13. Hiperboloide de Duas Folhas. [1]
I RP I=I RQ | = x® + z2 = z2. Como Q € H

Segue que:

Exemplo 4: Obtenha a equacéo da superficie de redugdo gerada pela parabola x = y? ao girar em torno do
eixo x. Esboce o gréafico da superficie z=0

>, l’

Figura 14. Gréfico e Paraboloide (Autoria Propria)

Note que Q (X, y1, 0), R (x, 0, 0) e P é um ponto qualquer da superficie. Logo:



IRPI=IRQ 1= /x* +y? = \Jy,2 =y} = y? + 22
Como Q e P segue que:

x=y2o>x=y?+22
Aqui F (X, y) = X, y2, de modo que F(x,y,) = x — y2.

Figura 15. Paraboloide de Revolugéo (Autoria Prdpria)

2.2.2. CONE DE REVOLUCAO
Chama-se cone de revolugdo a superficie gerada pela rotagdo de uma reta em torno de outra que a intersecta.

'z

Figura 16. Cone de Revolugdo (Autoria Propria)

Consideramos que 0 eixo Z coincide com o eixo do cone e a reta r no plano YZ. Logo, uma equagéo da reta
no plano yz é y = mz,x = 0,onde m = tga formando pelas retas r e s. Assim, temos que F (y, z) =y — mz = 0.
Como a rotagéo é dada em torno do eixo z, segue que y12 = x2 + y2. Como F(y;,z) = 0 = x? + y? = m?z2.
Outra Solugdo: Como cos(m — a) = —cosa, escolhendo Vs = (0,0,1), temos:

IPVS +cosa. Note que
ITRIXIVSI
IP=(x,Y, 2)

= (xy,2)x(0,01) _ 1

N + cosa (1). Mas cosa = Newei (2), pois (0, m,1) é paralelo a r e (0, 0, 1) é paralelo a s.
Introduzindo (1) em (2), obtemos:
x? +y? = m?z2,

10



2.2.3. CILINDRO DE REVOLUCAO
O cilindro de revolucdo é uma superficie gerada pela rotacdo de uma reta r em torno de uma reta s, r//s (ou
cilindro circular reto).

Figura 17. Cilindro Circular Reto (Autoria Prépria)

Seja R a distancia entre r e s. Entdo um ponto P (X, y, z) pertence ao cilindro se, e somente se, d(P, s) = R.
Mas d(P, s) = d(P, Q), onde Q (0, 0, z). Logo, P € C & x? + y? = R2.
De maneira analoga, fazemos para 0s €ix0s X € y, ou seja, a reta s coincidem com um desses €ixos.

2.2.4. FORMAS CANONICAS
Proposi¢do: Se o grafico da equacéo:
Ax?*+ Bx*+Cz*+ Dxy + Exz+ Fyz+Gx+Hy +Jz+R

N&o é um conjunto vazio, um ponto, um plano ou cilindro, usando mudancas de sistemas de coordenadas
convenientes, podemos reduzi-la a uma das formas constantes dos grupos a seguir:

x2y2 22_
Grupo(E).a—2+b—2+C—2_1
. X2 y2 Z2 _ XZ y2 ZZ _ XZ y2 Z2 _
GrUpo(Hl)-a_z‘Fﬁ_c_z—l,a—z—b—z‘l‘c—z—l,—a—2+b—2+c—2—1
. X2 y2 Z2 _ XZ y2 ZZ _ XZ y2 Z2 _
GrUpO(HZ).a—Z—b—Z—C—Z—l,—a—z—b—z-l-c—z_l,—a—2+b—2—c—2_1
2 2 2 2 2 2
Grupo(PE):x:z—2+:—2;y::_2+i_2;Z=:_2+§_2
2 2 2 2 2 2
. _y z- _ X z° _ X y
GrupO(PH)'X_b_Z_c_Z'y_a_Z_c_Z’Z_a_z_b_z
y?  z? x2  z? X% y?
ETpte YT Tt e T ety
2 2 2 2 2 2
. 2_y Z . 2_X Z . 2_X y
Grupo (C): x =St Y=gt t=5t s

3. CONCLUSOES

O objetivo geral desse artigo foi apresentar um estudo sobre as curvas ditas como cdnicas e as superficies
quadricas, as quais podem ser expressas por equacdes do segundo grau. Para obter os resultados, foram inseridos
graficos, figuras geométricas e realizadas demonstracdes de forma detalhada de equagdes das principais conicas
e quadricas, atingindo satisfatoriamente o objetivo proposto.
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