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 RESUMO 

 Ao  descrever  ou  modelar  um  fenômeno  da  realidade  em  termos  matemáticos,  é  muito 

 frequente  obter  equações  que  envolvam  as  variações  das  quantidades  presentes,  essas 

 equações  são  denominadas  equações  diferenciais.  Nesse  intuito,  o  presente  trabalho  possui 

 como  objetivo  o  estudo  de  equações  diferenciais  visando  aplicações  em  modelos  da  realidade. 

 Neste  trabalho  foi  feita  uma  pesquisa  em  livros,  monografias  e  outros,  em  que  foram 

 explorados  conceitos  e  resoluções  das  equações  diferenciais.  Foi  feito  um  estudo  dentro  das 

 equações  diferenciais  de  primeira  ordem,  apresentando  um  modelo  matemático  de  uma  corda 

 suspensa.  Sendo  assim,  aplicando-se  as  equações  diferenciais  em  fenômenos  reais,  através  de 

 modelos  que  foram  resolvidos  utilizando  métodos  de  resolução  das  equações  diferenciais 

 separáveis.  Tal  estudo,  além  de  fornecer  a  base  para  todo  o  trabalho,  procura  mostrar  por  meio 

 de  aplicabilidades,  o  nexo  entre  os  ramos  da  matemática  e  os  fenômenos  do  cotidiano,  desse 

 modo, estimulando os acadêmicos em relação ao estudo das equações diferenciais. 

 Palavras-chave:  Equações Diferenciais Ordinárias.  Equações Separáveis. Aplicações. 



 ABSTRACT 

 When  describing  or  modeling  a  phenomenon  of  reality  in  mathematical  terms,  it  is  very 

 frequent  to  obtain  equations  that  involve  the  variations  of  the  present  quantities,  these 

 equations  are  called  differential  equations.  In  this  sense,  the  present  work  has  as  objective  the 

 study  of  differential  equations  to  applications  in  models  of  reality.  In  this  work,  a  research  was 

 done  in  books,  monographs  and  others,  in  which  concepts  and  resolutions  of  differential 

 equations  were  explored.  We  study  the  first  order  differential  equations,  presenting  a 

 mathematical  model  of  a  suspended  string.  Therefore,  we  present  the  applications  of 

 differential  equations  in  real  phenomena,  through  models  that  were  solved  using  methods  of 

 solving  separable  differential  equations.  This  study,  in  addition  to  providing  the  basis  for  the 

 entire  work,  search  to  show,  through  applicability,  the  relationship  between  the  branches  of 

 mathematics  and  everyday  phenomena,  thus  stimulating  academics  in  relation  to  the  study  of 

 differential equations. 

 Keywords:  Ordinary Differential Equation. Separable  Equations. Applications. 
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 1 INTRODUÇÃO 

 Compreende-se  que  um  modelo  matemático  busca  fornecer  uma  descrição  matemática 

 de  um  dado  fenômeno  da  realidade.  Porém,  um  problema  real  não  pode  ser  descrito  de 

 maneira  exata  por  uma  equação  matemática  ou  um  sistema  de  equações.  Daí,  “Se  tratando  de 

 modelar  um  fenômeno  ou  um  experimento  qualquer,  é  muito  frequente  obter  equações  que 

 envolvam  as  variações  das  quantidades  presentes.  Dessa  forma,  quando  estas  variações  são 

 instantâneas,  o  fenômeno  se  desenvolve  continuamente  e  as  equações  matemáticas  são 

 denominadas equações diferenciais.” (BASSANEZI; JUNIOR, 1988, p.9). 

 Através  deste  trabalho,  pretende-se  modelar  e  solucionar  um  problema  físico 

 conhecido  como  corda  suspensa,  onde  serão  utilizadas  as  equações  diferenciais  passando  pelo 

 uso  das  equações  separáveis,  um  importante  ramo  da  matemática  no  que  diz  respeito  à 

 modelagem  de  fenômenos  presentes  em  diversas  áreas  das  ciências  exatas,  como  ressalta 

 Boyce  e  Diprima  (2006,  prefácio)  :  “A  importância  das  equações  diferenciais  reside  no  fato  de 

 que  mesmo  as  equações  mais  simples  correspondem  à  modelos  físicos  úteis,  tais  como 

 crescimento  e  decaimento  exponencial,  os  sistemas  massa-mola  ou  os  circuitos  elétricos.”. 

 Dessa  forma,  busca-se  mostrar  a  importância  e  estimular  os  discentes  no  estudo  de  tais 

 equações.  Na  metodologia  deste  trabalho  foi  feita  uma  pesquisa  em  livros,  artigos  e 

 monografias, a fim de obter um detalhamento nos assuntos abordados. 

 Com  isso,  expõe-se  nas  seções  2  e  3  um  estudo  teórico  acerca  de  equações 

 diferenciais,  com  foco  nas  equações  diferenciais  ordinárias  de  primeira  ordem,  bem  como 

 alguns métodos de solução, tais como o método das equações diferenciais separáveis. 

 Na  seção  4,  constitui-se  o  problema  da  corda  suspensa  (catenária),  onde  será  feita  a 

 modelagem do problema e através das equações separáveis, encontrar a solução. 
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 2 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 

 Nas  investigações  de  uma  grande  variedade  de  problemas  nas  ciências  e  na 

 engenharia,  modelos  matemáticos  são  desenvolvidos  com  intuito  de  auxiliar  na  compreensão 

 de  fenômenos  físicos,  químicos,  biológicos  e  etc.  Estes  modelos  formam  uma  equação  que 

 compõe-se  de  algumas  derivadas  de  uma  função  desconhecida.  Tal  equação  é  denominada  de 

 equação  diferencial.  A  resolução  de  uma  equação  diferencial  consiste  em  encontrar  uma 

 função  definida  em  algum  intervalo  que  satisfaz  a  equação  dada,  ou  seja,  determinar  uma 

 solução para a equação. 

 Nessa  seção,  serão  abordados  conceitos  fundamentais,  como  a  classificação  das 

 equações  diferenciais  e  alguns  métodos  de  resolução.  As  definições  desta  seção  foram 

 baseadas no livro Nagle, Saff e Snider (2012). 

 2.1 Introdução às Equações Diferenciais 

 As  equações  diferenciais  são  equações  que  envolvem  a  derivada  de  uma  ou  mais 

 funções (variáveis dependentes) em relação a uma ou mais variáveis (independentes). 

 Então na equação 

 (1)  𝑑  2  𝑥 

 𝑑  𝑡  2 +  𝑎  𝑑𝑥 
 𝑑𝑡 +  𝑘𝑥 =  0 ,

 é  a  variável  independente  e  é  a  variável  dependente.  Aqui  e  são  coeficientes  da  𝑡  𝑥  𝑎  𝑘 

 equação. Na equação 

 (2) ∂ 𝑢 
 ∂  𝑥 −  ∂  𝑢 

 ∂  𝑦 =  𝑥 −  2  𝑦 ,

 x  e  y  são as variáveis independentes e  u  é a variável  dependente. 

 As  equações  diferenciais  são  classificadas  em  dois  tipos:  equações  diferenciais 

 ordinárias e equações diferenciais parciais. 

 Definição  2.1  A  equação  diferencial  que  envolve  apenas  derivadas  comuns  com  relação  a 

 uma única variável independente é chamada de equação diferencial ordinária. 

 Exemplo 2.1  As equações 
 𝑑𝑦 
 𝑑𝑡 −  5  𝑦 =  1 

( 𝑦 −  𝑥 )    𝑑𝑥 +  4  𝑥𝑑𝑦 =  0 

 são equações diferenciais ordinárias. 
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 Definição  2.2  A  equação  diferencial  que  envolve  derivadas  parciais  com  relação  a  mais  de 

 uma variável independente é uma equação diferencial parcial. 

 Exemplo 2.2  As equações 
∂ 𝑢 
 ∂  𝑦 =−  ∂  𝑣 

 ∂  𝑥 

 𝑥 ∂ 𝑢 
∂ 𝑥 +  𝑦 ∂ 𝑢 

∂ 𝑦 =  𝑢 

 são equações diferenciais parciais. 

 2.1.1 Classificação das Equações Diferenciais Ordinárias 

 Além  da  classificação  por  tipo  descrito  acima,  as  equações  diferenciais  são 

 classificadas quanto a ordem e linearidade. 

 Quanto  a  ordem,  é  dada  pela  ordem  mais  alta  das  derivadas  que  estão  presentes  na 

 equação.  Dessa  forma,  a  equação  (1)  é  uma  equação  diferencial  ordinária  de  segunda  ordem, 

 pois  é  a  derivada  de  ordem  mais  alta  presente.  A  equação  (2)  é  uma  equação  diferencial  𝑑  2  𝑥 

 𝑑  𝑡  2 

 parcial  de  primeira  ordem,  pois  só  ocorrem  derivadas  parciais  de  primeira  ordem.  Uma 

 equação ordinária de  n  -ésima ordem pode ser escrita  na forma 

 ,  (3)  𝐹    ( 𝑥 ,  𝑦  𝑥 ( ),  𝑦 ,  𝑥 ( ),    ...    ,  𝑦 ( 𝑛 )  𝑥 ( )) =  0 

 ou 

 𝐹 ( 𝑥 ,  𝑦 ,  𝑑𝑦 

 𝑑  𝑥 
   ,    ...    ,  𝑑  𝑛  𝑦 

 𝑑  𝑥  𝑛 ) =  0 ,

 onde  representa a derivada  de ordem  n  da função.  𝑦 ( 𝑛 ) =  𝑑  𝑛  𝑦 

 𝑑  𝑥  𝑛 

 Quanto  a  linearidade,  “uma  equação  diferencial  linear  é  aquela  em  que  a  variável 

 dependente  e  suas  derivadas  aparecem  em  combinações  aditivas  de  suas  primeiras  𝑦 

 potências”  (Nagle,  Saff  e  Snider,  2012).  Assim,  uma  equação  diferencial  ordinária  de  n  -ésima 

 ordem é linear quando escrita na forma 

 𝑎 
 𝑛 

 𝑥 ( )  𝑑  𝑛  𝑦 

 𝑑  𝑥  𝑛 +  𝑎 
 𝑛 − 1 

 𝑥 ( )  𝑑  𝑛 − 1  𝑦 

 𝑑  𝑥  𝑛 − 1 +    ...    +  𝑎 
 1 

 𝑥 ( )  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 +  𝑎 

 0 
 𝑥 ( ) 𝑦 =  𝐹  𝑥 ( )

 que  é  um  caso  particular  da  equação  (3).  Uma  equação  que  não  pode  ser  escrita  nesta  forma, 

 são classificadas como não-lineares. Por exemplo, 

 𝑑  2  𝑦 

 𝑑  𝑥  2 +  𝑦  3 =  0 
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 é  uma  equação  diferencial  ordinária  de  segunda  ordem  não  linear  pelo  fato  da  presença  do 

 termo  . Enquanto isso, a equação  𝑦  3 

 𝑥  3  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  𝑥  3 +     𝑦 

 é linear apesar dos termos  .  𝑥  3 

 Na  prática,  serão  encontrados  com  mais  frequência  as  equações  na  categoria  não 

 linear. Mas, é de fundamental importância saber lidar com as equações lineares. 

 Este  trabalho  tem  como  base  apenas  os  conceitos  acerca  das  equações  diferenciais 

 ordinárias.  Dessa  forma,  a  partir  daqui,  não  será  mais  levado  em  consideração  a  teoria  das 

 equações diferenciais parciais. 

 2.1.2 Soluções e Problema de valor inicial 

 “Uma  solução  particular  de  uma  equação  diferencial  ordinária  de  ordem  em  um  𝑛 

 intervalo  é  uma  função  definida  no  intervalo  tal  que  as  suas  derivadas  de  ordem  até  𝐼  𝑦 ( 𝑡 )  𝐼  𝑛 

 estão definidas no intervalo  e satisfazem a equação  neste intervalo.” (SANTOS, 2010, p.8).  𝐼 

 Baseado  em  Santos  (2010)  quando  uma  equação  diferencial  ordinária  de  ordem  é  𝑛 

 solucionada,  obtém-se  uma  família  de  soluções  que  dependem  de  constantes  arbitrárias.  Se  𝑛    

 toda  solução  particular  puder  ser  obtida  da  família  de  soluções  que  é  encontrada  por  uma 

 escolha apropriada das constantes, essa família é denominada de solução geral da equação. 

 Definição  2.3  Com  um  Problema  de  Valor  Inicial  (PVI)  para  uma  equação  diferencial  de 

 ordem  𝑛 

 ,  𝐹 ( 𝑥 ,  𝑦 ,  𝑑𝑦 

 𝑑  𝑥 ,
   ,    ...    ,  𝑑  𝑛  𝑦 

 𝑑  𝑥  𝑛 ) =  0    

 queremos  dizer:  encontre  uma  solução  para  a  equação  diferencial  em  um  intervalo  que  𝐼 

 satisfaça em  as  condições iniciais  𝑥 
 0 

 𝑛 

 ,  𝑦 ( 𝑥 
 0 
) =  𝑦 

 0 

 ,  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 ( 𝑥 

 0 
) =  𝑦 

 1 

 . 
 . 
 . 

 ,  𝑑  𝑛 − 1  𝑦 

 𝑑  𝑥  𝑛 − 1 ( 𝑥 
 0 
) =  𝑦 

 𝑛 − 1 

 onde  e  são  constantes dadas.  𝑥 
 0 
    ϵ     𝐼  𝑦 

 0 
,     𝑦 

 1 
,    ...,     𝑦 

 𝑛 − 1 
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 Exemplo  2.3  Vejamos  que  é  uma  solução  para  o  problema  de  valor ϕ( 𝑥 ) =  𝑠𝑒𝑛𝑥 −  𝑐𝑜𝑠𝑥 

 inicial 

 ,  ,  .  (4)  𝑑  2  𝑦 

 𝑑  𝑥  2 +  𝑦 =  0  𝑦 ( 0 ) =−  1  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 ( 0 ) =  1 

 Observe  que  é  um  candidato  esperado  para  solução,  pois  busca-se ϕ( 𝑥 ) =  𝑠𝑒𝑛𝑥 −  𝑐𝑜𝑠𝑥 

 encontrar uma função que sua segunda derivada resulta nela mesma, a menos de um sinal. 

 Temos  que  ,  e ϕ( 𝑥 ) =  𝑠𝑒𝑛 ( 𝑥 ) −  𝑐𝑜𝑠 ( 𝑥 )  𝑑  ϕ 
 𝑑𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 ( 𝑥 ) +  𝑠𝑒𝑛 ( 𝑥 )

 são  todos  definidos  em  .  Substituindo  nas  equações  𝑑  2 ϕ

 𝑑  𝑥  2 =−  𝑠𝑒𝑛 ( 𝑥 ) +  𝑐𝑜𝑠 ( 𝑥 ) (−  ∞ ,     ∞ )

 diferenciais, temos 

 , (−  𝑠𝑒𝑛 ( 𝑥 ) +  𝑐𝑜𝑠 ( 𝑥 )) + ( 𝑠𝑒𝑛 ( 𝑥 ) −  𝑐𝑜𝑠 ( 𝑥 )) =  0 

 que  se  mantém  para  todo  .  Logo,  é  uma  solução  para  a  equação  𝑥     ϵ    (−  ∞ ,     ∞ ) ϕ( 𝑥 )

 diferencial em (4) sobre  . Quando verificamos  as condições iniciais, descobrimos (−  ∞ ,     ∞ )

 , ϕ( 0 ) =  𝑠𝑒𝑛 ( 0 ) −  𝑐𝑜𝑠 ( 0 ) =−  1 

 ,  𝑑  ϕ 
 𝑑𝑥 ( 0 ) =  𝑐𝑜𝑠 ( 0 ) +  𝑠𝑒𝑛 ( 0 ) =  1 

 que  atende  os  requisitos  já  abordados.  Portanto,  é  uma  solução  para  determinado ϕ( 𝑥 )

 problema de valor inicial. 

 Os  problemas  de  valor  inicial  são  amplamente  utilizados  em  diversas  áreas  da  ciência 

 e  engenharia,  como  em  física,  engenharia  elétrica,  mecânica,  biologia,  química,  entre  outras. 

 Eles  são  essenciais  para  modelar  e  prever  o  comportamento  de  sistemas  dinâmicos  que 

 evoluem no tempo. 

 3 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS DE PRIMEIRA ORDEM 

 Equações  diferenciais  ordinárias  de  primeira  ordem  são  equações  que  envolvem  uma 

 função  desconhecida  e  sua  derivada  de  primeira  ordem.  Essas  equações  são  amplamente 

 usadas para modelar fenômenos físicos e biológicos. 
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 Existem  várias  técnicas  para  resolver  essas  equações,  incluindo  separação  de 

 variáveis, método do fator integrante e integração por substituição. 

 As  equações  diferenciais  ordinárias  de  primeira  ordem  são  equações  que  podem  ser 

 escritas como 

 𝐹 ( 𝑡 ,     𝑦 ,     𝑦 ,) =  0 

 No  caso  de  uma  equação  diferencial  ordinária  de  primeira  ordem  da  forma 

 ,  em  que  é  a  função  que  se  deseja  encontrar  e  é  uma  𝑦 ,  𝑡 ( ) =  𝑓  𝑡 ,     𝑦  𝑡 ( )( )  𝑦  𝑡 ( )  𝑓  𝑡 ,     𝑦  𝑡 ( )( )

 função  conhecida,  o  problema  de  valor  inicial  consiste  em  encontrar  a  solução  que  𝑦  𝑡 ( )

 satisfaça  uma  condição  inicial  da  forma  em  que  é  o  valor  inicial  conhecido  da  𝑦  𝑡 
 0 ( ) =  𝑦 

 0 
 𝑡 

 0 

 variável independente  e  é o valor inicial  conhecido da função  no instante  .  𝑡  𝑦 
 0 

 𝑦  𝑡 ( )  𝑡 
 0 

 3.1 Principais métodos de resolução 

 Existem  vários  métodos  para  resolver  equações  diferenciais  de  primeira  ordem,  e  a 

 escolha  do  método  adequado  depende  das  características  da  equação  em  questão.  As 

 aplicações  práticas  deste  trabalho  tem  como  base  o  uso  do  método  das  equações  separáveis, 

 por isso, nesta seção descreve com mais foco tal método. 

 3.1.1 Equações separáveis 

 As  equações  diferenciais  separáveis  são  um  tipo  de  equação  diferencial  em  que  é 

 possível  separar  as  variáveis  independentes  e  dependentes  de  forma  a  transformá-la  em  uma 

 equação com a forma: 
 𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  𝑓 ( 𝑥 ) 𝑔 ( 𝑦 )

 onde  é  a  variável  dependente  e  é  a  variável  independente.  A  função  é  uma  função  𝑦  𝑥  𝑓 ( 𝑥 )

 que  depende  apenas  de  ,  enquanto  a  função  é  uma  função  que  depende  apenas  de  .  𝑥  𝑔 ( 𝑦 )  𝑦 

 Por exemplo, a equação 
 𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  2  𝑥    +    𝑥𝑦 

 𝑦  2    +    1 

 é separável, pois permite a fatoração em ambos os lados 
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 .  2  𝑥    +    𝑥𝑦 

 𝑦  2    +    1 
=  𝑥  2    +    𝑦 

 𝑦  2    +    1 
=  𝑔 ( 𝑥 ) 𝑝 ( 𝑦 )

 onde  e  𝑔 ( 𝑥 ) =  𝑥  𝑝 ( 𝑦 ) =  2    +    𝑦 

 𝑦  2    +    1 
.

 Porém, a equação 
 𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  1 +  𝑥𝑦 

 não admite tal fatoração do lado direito e, portanto, não é separável. 

 Essas  equações  podem  ser  resolvidas  por  meio  de  técnicas  de  integração  para  obter  a 

 solução  geral.  Tal  técnica  consiste  em  separar  as  variáveis  independentes  e  dependentes, 

 colocando  todos  os  termos  que  contêm  de  um  lado  da  equação  e  todos  os  termos  que  𝑦 

 contêm  do  outro.  Então,  integra-se  ambos  os  lados  da  equação,  obtendo  uma  expressão  para  𝑥 

 em termos de  .  𝑦  𝑥 

 Exemplo 3.1  Resolva a equação 

 𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  𝑥 

 𝑦 

 Para  resolver  essa  equação,  podemos  multiplicar  ambos  os  lados  por  e  ,  separando  as  𝑦  𝑑𝑥 

 variáveis dependentes e independentes: 

 𝑦     𝑑𝑦    =     𝑥     𝑑𝑥 

 Dessa forma, integra-se ambos os lados da equação: 

∫  𝑦     𝑑𝑦 = ∫  𝑥     𝑑𝑥 

 Obtemos então: 

 𝑦  2 

 2 =  𝑥  2 

 2 +  𝐶 

 Onde  é  a  constante  de  integração.  Sendo  esta  a  solução  geral  para  a  equação  diferencial  𝐶 

 separável. 

 Exemplo 3.2  Considere o problema de valor inicial 

 ,  .  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 −  𝑐𝑜𝑠 ( 𝑥 ) =  0  𝑦 ( 0 ) =  1 

 Reescrevendo a equação, obtemos que 
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 𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  𝑐𝑜𝑠  𝑥 ( )   

 Integrando com relação a  em ambos os membros,  𝑥 

∫  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 = ∫  𝑐𝑜𝑠 ( 𝑥 )

 segue que 

 𝑦  𝑥 ( ) =  𝑠𝑒𝑛  𝑥 ( ) +  𝑘 

 é  uma  solução  geral  para  a  equação  ordinária.  Para  determinar  a  constante  usamos  o  𝑘 

 problema de valor inicial, ou seja, 

 1 =  𝑦  0 ( ) =  𝑠𝑒𝑛  0 ( ) +  𝑘 =  0 +  𝑘 

 e daí  . Portanto,  𝑘 =  1 

 𝑦 ( 𝑥 ) =  𝑠𝑒𝑛 ( 𝑥 ) +  1 

 é uma solução (particular) do problema de valor inicial. 

 As  equações  diferenciais  separáveis  são  bastante  úteis  em  muitas  áreas  da  física, 

 engenharia  e  ciências  aplicadas,  pois  muitos  fenômenos  podem  ser  modelados  por  meio 

 dessas equações. 

 4 MODELAGEM COM EQUAÇÕES DIFERENCIAIS SEPARÁVEIS 

 A  modelagem  matemática  é  uma  técnica  que  usa  conceitos  matemáticos  para 

 descrever,  prever  e  otimizar  sistemas  ou  fenômenos  complexos  em  diversas  áreas  do 

 conhecimento,  como  física,  biologia,  engenharia,  economia,  entre  outras.  Ela  permite 

 representar  esses  sistemas  ou  fenômenos  por  meio  de  equações  matemáticas,  que  são  usadas 

 para  estudar  as  relações  entre  as  variáveis  envolvidas  e  fazer  previsões  sobre  o 

 comportamento  do  sistema  em  diversas  condições.  A  modelagem  matemática  envolve  a 

 formulação  do  problema,  a  construção  do  modelo  matemático,  a  resolução  do  modelo  e  a 

 validação  do  mesmo.  Tal  técnica  é  de  fundamental  importância  para  o  avanço  da  ciência  e  da 

 tecnologia. 

 Este  trabalho  visa  utilizar  os  princípios  e  técnicas  de  resolução  das  equações 

 diferenciais separáveis aplicada em um modelo matemático de corda suspensa (catenária). 
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 4.1 Catenária 

 A  catenária  é  uma  curva  matemática  que  surge  como  solução  de  um  problema  físico 

 conhecido  como  o  problema  da  corda  suspensa.  Esse  problema  é  definido  como  “uma  curva 

 que  descreve  o  aspecto  de  um  cabo  suspenso  por  suas  extremidades  submetido  apenas  à  força 

 da  gravidade”.  (FARIA,  2011).  A  curva  da  catenária  é  formada  pela  sucessão  de  arcos  e 

 parábolas,  curva  essa  muito  presente  na  engenharia  e  na  arquitetura,  sendo  frequentemente 

 utilizadas  na  construção  de  pontes  suspensas,  linhas  de  transmissão  de  energia  elétrica  e  cabos 

 de  elevadores,  por  exemplo.  Na  construção  de  linhas  de  transmissão  de  energia,  a  catenária 

 também  desempenha  um  papel  importante.  Os  cabos  de  alta  tensão  são  suspensos  entre  torres 

 e assumem uma forma de catenária devido ao seu próprio peso. 

 Além  disso,  a  catenária  também  é  utilizada  em  outras  áreas  da  física  e  da  matemática, 

 como  na  teoria  da  relatividade,  na  mecânica  celeste  e  na  teoria  das  cordas.  É  uma  curva  de 

 grande  interesse  e  beleza  matemática,  sendo  objeto  de  estudo  e  apreciação  por  muitos 

 matemáticos  e  físicos  ao  longo  dos  séculos.  Abaixo  seguem  alguns  exemplos  de  aplicações  da 

 catenária no cotidiano. 

 Figura 1:  Linha de transmissão de energia elétrica. 

 Fonte: (CRT-RJ, 2021) 
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 Figura 2:  Ponte Hercílio Luz, Florianópolis. 

 Fonte: (CALDAS, 2022) 

 Dessa forma, para determinar a equação da catenária, observe a figura 3. 

 Figura 3:  Catenária no plano cartesiano. 

 Fonte: Elaborado pelo autor 

 Consideremos  um  sistema  de  coordenadas  com  a  origem  no  ponto  mais  baixo  da 

 curva, e com a curva situada no plano  , sendo  o eixo  coincidente com a vertical  𝑥𝑦  𝑦 

 Seja  um  ponto  genérico  da  corda,  e  vamos  considerar  o  trecho  que  𝑃  𝑃 = ( 𝑥 ,  𝑦 )  𝑂𝑃 

 está em equilíbrio devido à ação das forças: 

 ●  : tensão atuando tangencialmente em  e formando um ângulo  com o eixo  .  𝑇  𝑃 α  𝑥 
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 ●  : tensão da corda em seu ponto  , atuando horizontalmente.  𝐻  𝑂 

 ●  :  peso  do  pedaço  da  corda  cujo  comprimento  é  ,  agindo  verticalmente  em  𝑝𝑠  𝑂𝑃  𝑠 

 sentido contrário do eixo  (  é o peso por unidade  de comprimento).  𝑦  𝑝 

 O  equilíbrio  do  trecho  implica  que  .  Decompondo  a  𝑂𝑃  𝐻 +  𝑇 +  𝑝𝑠 =  0 

 componente  sobre  os  dois  eixos  e  usando  as  relações  trigonométricas  do  𝑇 =  𝑇 
 𝑥 

+  𝑇 
 𝑦 

 triângulo da Figura 4, 

 Figura 4:  Relação trigonométrica do triângulo 

 Fonte: Elaborado pelo autor 

 temos que 

 𝑐𝑜𝑠 ( α ) =
 𝑇 

 𝑥 

 𝑇 

 e então  .  Devido a condição de equilíbrio,  na direção  temos  , ou seja,  𝑇 
 𝑥 

=  𝑇𝑐𝑜𝑠 ( α )  𝑥  𝐻 =  𝑇 
 𝑥 

 𝐻 =  𝑇 
 𝑥 

=  𝑇𝑐𝑜𝑠 ( α )

 Agora do mesmo modo usando a componente  e  a Figura (4), obtemos que  𝑇 
 𝑦 

    𝑠𝑒𝑛 ( α ) =
 𝑇 

 𝑦 

 𝑇 

 e  então  .  Devido  a  condição  de  equilíbrio,  na  direção  temos  .  ou  𝑇 
 𝑦 

=  𝑇𝑠𝑒𝑛 ( α )  𝑦  𝑝𝑠 =  𝑇 
 𝑦 

 seja, 

 𝑝𝑠 =  𝑇 
 𝑦 

=  𝑇𝑠𝑒𝑛 ( α )

 Dividindo a equação na direção  pela equação na  direção  , obtemos  𝑦  𝑥 

 𝑡𝑔 ( α ) =  𝑝𝑠 
 𝐻 =  𝑘𝑠 .
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 Note que, como  e  são constantes, substituímos  pela constante  .  𝑝  𝐻  𝑝 
 𝐻  𝑘 

 Usando  que  a  inclinação  da  reta  tangente  ao  gráfico  de  uma  função  é  sua  derivada  e 

 que  essa  inclinação  é  a  tangente  do  ângulo  ,  obtemos  que  ,  vem  . α  𝑡𝑔 ( α ) =  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 

 𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  𝑘𝑠 

 Derivando  ambos  os  lados  em  relação  a  ,  .  A  partir  da  fórmula  do  comprimento  𝑥  𝑑  2  𝑦 

 𝑑  𝑥  2 =  𝑘  𝑑𝑠 
 𝑑𝑥 

 de arco (STEWART, 2014, seção 8.1), temos que  e então  𝑑𝑠 
 𝑑𝑥 =  1 + (  𝑑𝑦 

 𝑑𝑥 )
 2 

 (5)  𝑑  2  𝑦 

 𝑑  𝑥  2 =  𝑘  1 + (  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 )

 2 

 que  é  a  equação  diferencial  da  catenária.  Para  resolver  essa  EDO  que  é  de  segunda  ordem, 

 podemos reduzi-la à uma EDO separável de primeira ordem. 

 Tomamos  , o que nos leva à equação  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  𝑝 

 (6)  𝑑𝑝 
 𝑑𝑥 =  𝑘  1 +  𝑝  2 

 Utilizando o método de separação de variáveis reescrevemos a equação (6) na forma 

 𝑑𝑝 

 1 + 𝑝  2 
=  𝑘𝑑𝑥 

 Integrando, temos 

∫  1 

 1 + 𝑝  2 
.  𝑑𝑝 = ∫  𝑘 .  𝑑𝑥 

 e daí 

∫  1 

 1 + 𝑝  2 
.  𝑑𝑝 =  𝑘𝑥 +  𝑐 

 1 

 Usando a integral  com  , segue que ∫  1 

 𝑎  2 + 𝑢  2 
 𝑑𝑢 =  𝑙𝑛 ( 𝑢 +  𝑎  2 +  𝑢  2 ) +  𝐶  𝑎 =  1 

 𝑙𝑛 ( 𝑝 +  1 +  𝑝  2 ) =  𝑘𝑥 +  𝑐 
 1 

 que  é  a  solução  geral  da  equação  (6).  Para  obter  solução  particular  usamos  o  PVI:  em  𝑥 =  0 

 temos  . Substituindo na equação  𝑝 ( 0 ) =  𝑦 ,( 0 ) =  0 

 𝑙𝑛  𝑝  0 ( ) +  1 +  𝑝 ( 0 ) 2 ( ) =  𝑘 .  0 +  𝑐 
 1 

=  𝑐 
 1 

 vem 



 23 

 0 =  𝑙𝑛 ( 1 ) =  𝑘 .  0 +  𝑐 
 1 

=  𝑐 
 1 

 então  . Obtemos então  𝑐 
 1 

=  0 

                                                                                                                                           𝑙𝑛 ( 𝑝 +  1 +  𝑝  2 ) =  𝑘𝑥 

 que é solução particular de (6).  Aplicando a exponencial  em ambos os membros, segue que 

                      𝑒  𝑙𝑛 ( 𝑝 +  1 + 𝑝  2 ) =  𝑒  𝑘𝑥 

 e 

 𝑝 +  1 +  𝑝  2 =  𝑒  𝑘𝑥 

 obtendo-se 

 1 +  𝑝  2 =  𝑒  𝑘𝑥 −  𝑝 

 Elevando ambos os membros ao quadrado, 

 .  1 +  𝑝  2 =  𝑒  2  𝑘𝑥 −  2  𝑝     𝑒  𝑘𝑥 +  𝑝  2 

 Então 

 2  𝑝  𝑒  𝑘𝑥 =  𝑒  2  𝑘𝑥 −  1 

 e 

 2  𝑝 =  𝑒  2  𝑘𝑥 − 1 

 𝑒  𝑘𝑥 = ( 𝑒  2  𝑘𝑥 −  1 ) 𝑒 − 𝑘𝑥 

 logo  . Portanto  2  𝑝 =  𝑒  𝑘𝑥 −  𝑒 − 𝑘𝑥 

 𝑝 =  1 
 2 ( 𝑒  𝑘𝑥 −  𝑒 − 𝑘𝑥 )

 Lembrando que  obtemos  𝑑𝑦 
 𝑑𝑥 =  𝑝 ,

 𝑦 =  1 
 2 ∫( 𝑒  𝑘𝑥 −  𝑒 − 𝑘𝑥 ) 𝑑𝑥 =  1 

 2 (  𝑒  𝑘𝑥 

 𝑘 −  𝑒 − 𝑘𝑥 

− 𝑘 ) +  𝑐 
 2 

 daí 

 𝑦 =  1 
 2 (  𝑒  𝑘𝑥 

 𝑘 +  𝑒 − 𝑘𝑥 

 𝑘 ) +  𝑐 
 2 

=  1 
 2 (  𝑒  𝑘𝑥 +    𝑒 − 𝑘𝑥 

 𝑘 ) +  𝑐 
 2 

=  1 
 2  𝑘 ( 𝑒  𝑘𝑥 +  𝑒 − 𝑘𝑥 ) +  𝑐 

 2 

 Lembrando que  obtemos  𝑦 ( 0 ) =  0 ,    

 0 =  𝑦 ( 0 ) =  1 
 2  𝑘 ( 𝑒  𝑘 . 0 +  𝑒 − 𝑘 . 0 ) +  𝑐 

 2 
=  1 

 2  𝑘 ( 1 +  1 ) +  𝑐 
 2 

=  1 
 𝑘 +  𝑐 

 2 
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 ou seja,  Assim,  𝑐 
 2 

=−  1 
 𝑘 .

 𝑦 =  1 
 2  𝑘 ( 𝑒  𝑘𝑥 +  𝑒 − 𝑘𝑥 ) −  1 

 𝑘 =  1 
 𝑘 (  𝑒  𝑘𝑥 +    𝑒 − 𝑘𝑥 

 2 −  1 )

 e, usando que  , obtemos  𝑐𝑜𝑠ℎ    ( 𝑘𝑥 ) =  𝑒  𝑘𝑥 +    𝑒 − 𝑘𝑥 

 2 

 (7)  𝑦 =  1 
 𝑘 ( 𝑐𝑜𝑠ℎ    ( 𝑘𝑥 ) −  1 )

 que é a equação da catenária. 

 Dessa  forma,  mostramos  que  a  curva  assumida  por  um  cabo  flexível,  suspenso  em 

 dois  pontos  e  sujeito  à  força  do  seu  próprio  peso,  tem  como  forma  exata  o  gráfico  de  um 

 cosseno hiperbólico e essa curva leva o nome de Catenária. 

 De  fato,  a  equação  que  define  a  catenária  é  dada  em  (7),  onde  é  uma  constante  que  𝑘 

 determina  a  forma  da  curva  e  o  cosseno  hiperbólico  é  denotado  por  .  Um  fato ( 𝑐𝑜𝑠ℎ ( 𝑘𝑥 ))

 sobre  o  cosseno  hiperbólico  é  que  seu  valor  cresce  exponencialmente  com  o  aumento  de  .  𝑘 

 Assim, vejamos as duas figuras: 

 Figura 5:  𝑘 =  1 
 2 

 Fonte: Elaborado pelo autor. 

 Figura 6:  𝑘 =  2 
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 Fonte: Elaborado pelo autor. 

 Sendo  , onde:  𝑘 =  𝑝 
 𝐻 

 ●  : é a constante da equação,  𝑘 

 ●  : é o peso e  𝑝 

 ●  : tensão atuando horizontalmente  𝐻 

 Nota-se  que,  na  figura  5,  o  peso  é  menor  comparado  a  força  aplicada  para  esticar  a 

 corda,  por  isso  ela  fica  mais  esticada.  Já  na  figura  6  é  o  fenômeno  contrário,  temos  um  peso 

 maior comparado a força usada, logo, ficando menos esticada e mais acentuada. 
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 5 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 Neste  trabalho  foi  exposto  o  referencial  teórico  sobre  equações  diferenciais,  onde 

 abordamos  conceitos  importantes  e  métodos  de  resolução,  como  o  método  das  equações 

 separáveis.  Dessa  forma,  nas  aplicações  foi  apresentado  o  conceito  da  Catenária,  onde 

 consideramos  um  cabo  suspenso  por  suas  extremidades.  Por  fim,  buscamos  a  melhor 

 aplicabilidade  apresentando  a  resolução  do  mesmo  através  de  métodos  de  resolução  de 

 equações  diferenciais  separáveis  e  analisamos  a  forma  da  catenária  de  acordo  com  as 

 possíveis  situações.  Com  isso,  mostramos  a  importância  da  teoria  e  do  estudo  das  equações 

 diferenciais dentro da resolução de problemas nas áreas da Engenharia. 
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