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RESUMO

Ao descrever ou modelar um fenomeno da realidade em termos matematicos, € muito
frequente obter equagdes que envolvam as variagdes das quantidades presentes, essas
equagoes sdo denominadas equagdes diferenciais. Nesse intuito, o presente trabalho possui
como objetivo o estudo de equacdes diferenciais visando aplicagdes em modelos da realidade.
Neste trabalho foi feita uma pesquisa em livros, monografias e outros, em que foram
explorados conceitos e resolugdes das equagdes diferenciais. Foi feito um estudo dentro das
equacdes diferenciais de primeira ordem, apresentando um modelo matematico de uma corda
suspensa. Sendo assim, aplicando-se as equagdes diferenciais em fendmenos reais, através de
modelos que foram resolvidos utilizando métodos de resolucdo das equacdes diferenciais
separaveis. Tal estudo, além de fornecer a base para todo o trabalho, procura mostrar por meio
de aplicabilidades, o nexo entre os ramos da matematica e os fendmenos do cotidiano, desse

modo, estimulando os académicos em relag@o ao estudo das equagdes diferenciais.

Palavras-chave: Equa¢des Diferenciais Ordinarias. Equagdes Separaveis. Aplicacoes.



ABSTRACT

When describing or modeling a phenomenon of reality in mathematical terms, it is very
frequent to obtain equations that involve the variations of the present quantities, these
equations are called differential equations. In this sense, the present work has as objective the
study of differential equations to applications in models of reality. In this work, a research was
done in books, monographs and others, in which concepts and resolutions of differential
equations were explored. We study the first order differential equations, presenting a
mathematical model of a suspended string. Therefore, we present the applications of
differential equations in real phenomena, through models that were solved using methods of
solving separable differential equations. This study, in addition to providing the basis for the
entire work, search to show, through applicability, the relationship between the branches of
mathematics and everyday phenomena, thus stimulating academics in relation to the study of

differential equations.

Keywords: Ordinary Differential Equation. Separable Equations. Applications.
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1 INTRODUCAO

Compreende-se que um modelo matematico busca fornecer uma descri¢do matematica
de um dado fenémeno da realidade. Porém, um problema real ndo pode ser descrito de
maneira exata por uma equag¢ao matematica ou um sistema de equacdes. Dai, “Se tratando de
modelar um fendmeno ou um experimento qualquer, ¢ muito frequente obter equagdes que
envolvam as variagdes das quantidades presentes. Dessa forma, quando estas variagdes sao
instantdneas, o fenoOmeno se desenvolve continuamente e as equag¢des matematicas sao
denominadas equagdes diferenciais.” (BASSANEZI; JUNIOR, 1988, p.9).

Através deste trabalho, pretende-se modelar e solucionar um problema fisico
conhecido como corda suspensa, onde serao utilizadas as equagdes diferenciais passando pelo
uso das equacdes separaveis, um importante ramo da matematica no que diz respeito a
modelagem de fendmenos presentes em diversas areas das ciéncias exatas, como ressalta
Boyce e Diprima (2006, prefacio): “A importancia das equagdes diferenciais reside no fato de
que mesmo as equagdes mais simples correspondem a modelos fisicos uteis, tais como
crescimento € decaimento exponencial, os sistemas massa-mola ou os circuitos elétricos.”.
Dessa forma, busca-se mostrar a importancia e estimular os discentes no estudo de tais
equagoes. Na metodologia deste trabalho foi feita uma pesquisa em livros, artigos e
monografias, a fim de obter um detalhamento nos assuntos abordados.

Com isso, expde-se nas secdes 2 e 3 um estudo tedrico acerca de equacdes
diferenciais, com foco nas equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, bem como
alguns métodos de solucao, tais como o método das equagdes diferenciais separaveis.

Na se¢do 4, constitui-se o problema da corda suspensa (catenaria), onde sera feita a

modelagem do problema e através das equagdes separaveis, encontrar a solugao.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS

Nas investigagdes de uma grande variedade de problemas nas ciéncias e na
engenharia, modelos matematicos sao desenvolvidos com intuito de auxiliar na compreensao
de fenomenos fisicos, quimicos, bioldgicos e etc. Estes modelos formam uma equacdo que
compoe-se de algumas derivadas de uma fun¢do desconhecida. Tal equagdo ¢ denominada de
equagao diferencial. A resolucdo de uma equagdo diferencial consiste em encontrar uma
funcdo definida em algum intervalo que satisfaz a equacdo dada, ou seja, determinar uma
solugdo para a equagao.

Nessa sec¢do, serdo abordados conceitos fundamentais, como a classificacdo das
equagoes diferenciais e alguns métodos de resolugdo. As defini¢cdes desta se¢do foram

baseadas no livro Nagle, Saff e Snider (2012).
2.1 Introducio as Equagdes Diferenciais

As equacdes diferenciais sdo equagdes que envolvem a derivada de uma ou mais
fungdes (variaveis dependentes) em relagdo a uma ou mais varidveis (independentes).
Entdo na equacgao

d’x dx kx = 0 1
dt2+a?+ x =0, (1)

t ¢ a variavel independente ¢ x ¢ a variavel dependente. Aqui a e k sdo coeficientes da
equacao. Na equacao
ou ou

o Ty =X T2 (2)

x e y sdo as variaveis independentes e u ¢ a variavel dependente.

As equagdes diferenciais sdo classificadas em dois tipos: equagdes diferenciais
ordinarias e equacdes diferenciais parciais.
Definicao 2.1 A equacgao diferencial que envolve apenas derivadas comuns com relagdo a
uma unica variavel independente ¢ chamada de equagao diferencial ordinaria.

Exemplo 2.1 As equagdes

dy —
oy =1
(y —x)dx + 4xdy = 0

sdo equagoes diferenciais ordinarias.
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Definicao 2.2 A equagdo diferencial que envolve derivadas parciais com relagdo a mais de

uma variavel independente ¢ uma equacdo diferencial parcial.

Exemplo 2.2 As equagdes
Ou __ v
ay dx
u u
X5 + ay u

sdo equagoes diferenciais parciais.
2.1.1 Classificacdo das Equacoes Diferenciais Ordinarias

Além da classificacdo por tipo descrito acima, as equagdes diferenciais sdo
classificadas quanto a ordem e linearidade.

Quanto a ordem, ¢ dada pela ordem mais alta das derivadas que estdo presentes na
equagdo. Dessa forma, a equagdo (1) ¢ uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem,

dzx

pois 2 ¢ a derivada de ordem mais alta presente. A equacdo (2) ¢ uma equagdo diferencial
t

parcial de primeira ordem, pois s6 ocorrem derivadas parciais de primeira ordem. Uma
equagao ordinaria de n-ésima ordem pode ser escrita na forma

F(xy@),y®), ..,y ) =0, 3)

ou

dy dny
F(x,y,——, .. ,—) =0,
dx dx

onde y(n) = % representa a derivada de ordem » da funcao.
X

r

Quanto a linearidade, “uma equacdo diferencial linear ¢ aquela em que a variavel
dependente y e suas derivadas aparecem em combinagdes aditivas de suas primeiras
poténcias” (Nagle, Saff e Snider, 2012). Assim, uma equacao diferencial ordinaria de n-ésima

ordem ¢ linear quando escrita na forma

dy dy _
ot e ta, ()t a ()y = F(x)

dny
L ba, ()

an(x) —

que ¢ um caso particular da equagdo (3). Uma equagao que nao pode ser escrita nesta forma,
sdo classificadas como ndo-lineares. Por exemplo,

2
3
4Ly =0
dx
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¢ uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem nao linear pelo fato da presenca do

3 . ~
termo y . Enquanto isso, a equagao

¢ linear apesar dos termos X,

Na pratica, serdo encontrados com mais frequéncia as equagdes na categoria ndo
linear. Mas, ¢ de fundamental importancia saber lidar com as equagdes lineares.

Este trabalho tem como base apenas os conceitos acerca das equagdes diferenciais
ordinarias. Dessa forma, a partir daqui, ndo serd mais levado em consideracao a teoria das

equagoes diferenciais parciais.
2.1.2 Solugoes e Problema de valor inicial

“Uma solucdo particular de uma equagdo diferencial ordinaria de ordem n em um
intervalo I é uma fungdo y(t) definida no intervalo [ tal que as suas derivadas de ordem até n
estdo definidas no intervalo I e satisfazem a equagdo neste intervalo.” (SANTOS, 2010, p.8).

Baseado em Santos (2010) quando uma equagdo diferencial ordinédria de ordem n ¢
solucionada, obtém-se uma familia de solu¢des que dependem de n constantes arbitrarias. Se
toda solucdo particular puder ser obtida da familia de solugdes que ¢ encontrada por uma
escolha apropriada das constantes, essa familia ¢ denominada de solu¢do geral da equacao.
Defini¢do 2.3 Com um Problema de Valor Inicial (PVI) para uma equagdo diferencial de
ordem n

dn

dy y
F(x,y,—/—, .., =0,
(xy dx’ dxn)

queremos dizer: encontre uma solugdo para a equagdo diferencial em um intervalo I que

satisfaca em X,asn condigdes iniciais

ay _
dx (xO) - yls

n—1

X (x) =Y .

dx"

onde X, € le Yo Yp o ¥ 4 sdo constantes dadas.
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Exemplo 2.3 Vejamos que ¢(x) = senx — cosx € uma solugdo para o problema de valor
inicial

d’y — — dy —

X

Observe que ¢(x) = senx — cosx ¢ um candidato esperado para solugdo, pois busca-se

encontrar uma funcao que sua segunda derivada resulta nela mesma, a menos de um sinal.

Temos que ¢(x) = sen(x) — cos(x), i—i’ = cos(x) + sen(x) e

P sen(x) + cos(x) s3o todos definidos em (— oo, o). Substituindo nas equagdes

diferenciais, temos
(= sen(x) + cos(x)) + (sen(x) — cos(x)) = 0,

que se mantém para todo x € (— o, 00). Logo, ¢(x) ¢é uma solugdo para a equagdo

diferencial em (4) sobre (— oo, 00). Quando verificamos as condigdes iniciais, descobrimos

®(0) = sen(0) — cos(0) =— 1,

%(0) = cos(0) + sen(0) = 1,

que atende os requisitos ja abordados. Portanto, ¢(x) ¢ uma solucdo para determinado
problema de valor inicial.

Os problemas de valor inicial sdo amplamente utilizados em diversas areas da ciéncia
e engenharia, como em fisica, engenharia elétrica, mecanica, biologia, quimica, entre outras.
Eles sdo essenciais para modelar e prever o comportamento de sistemas dindmicos que

evoluem no tempo.
3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem sdo equagdes que envolvem uma
funcdo desconhecida e sua derivada de primeira ordem. Essas equacdes sdo amplamente

usadas para modelar fenomenos fisicos e biologicos.
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Existem varias técnicas para resolver essas equagdes, incluindo separagdo de
variaveis, método do fator integrante e integragao por substitui¢ao.
As equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem sdo equagdes que podem ser

escritas como

F(t,y,y) =0
No caso de uma equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem da forma

vy ()= f(t y(t)), em que y(t) ¢ a fungdo que se deseja encontrar ¢ f(t, y(t)) é uma
funcdo conhecida, o problema de valor inicial consiste em encontrar a solucdo y(t) que

satisfaca uma condicao inicial da forma y(to) =Y, em que t, ¢ o valor inicial conhecido da

variavel independente t ¢ y 0 ¢ o valor inicial conhecido da func¢do y(t) no instante t .

3.1 Principais métodos de resolucio

Existem varios métodos para resolver equagdes diferenciais de primeira ordem, ¢ a
escolha do método adequado depende das caracteristicas da equacdo em questdo. As
aplicacdes praticas deste trabalho tem como base o uso do método das equacdes separaveis,

por isso, nesta se¢do descreve com mais foco tal método.
3.1.1 Equacdes separaveis

As equacdes diferenciais separaveis sao um tipo de equagdo diferencial em que ¢
possivel separar as variaveis independentes e dependentes de forma a transformé-la em uma

equacao com a forma:
4y _
o = (g )

onde y ¢ a variavel dependente e x é a variavel independente. A fungdo f(x) ¢ uma fungao
que depende apenas de x, enquanto a fun¢do g(y) € uma funcido que depende apenas de y.

Por exemplo, a equagao

dy _ 2x+xy

dx y2+1

¢ separavel, pois permite a fatoracdo em ambos os lados
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2x + xy 2+y

IR e A Gl €O
— _ 2ty
onde g(x) = xep(y) =5~
y +1
Porém, a equacao
dy _
w =1ty

nao admite tal fatora¢do do lado direito e, portanto, nao € separavel.

Essas equacdes podem ser resolvidas por meio de técnicas de integracdo para obter a
solucao geral. Tal técnica consiste em separar as variaveis independentes e dependentes,
colocando todos os termos que contém y de um lado da equacdo e todos os termos que
contém x do outro. Entdo, integra-se ambos os lados da equagao, obtendo uma expressao para
y em termos de x.

Exemplo 3.1 Resolva a equagao
gy _ x
dx ~
Para resolver essa equagdo, podemos multiplicar ambos os lados por y e dx, separando as

variaveis dependentes e independentes:

ydy = xdx

Dessa forma, integra-se ambos os lados da equacao:
Jydy =[xdx

Obtemos entdo:

y2 X2
2 -7 t¢C

Onde C ¢ a constante de integracdo. Sendo esta a solucdo geral para a equacao diferencial

separavel.

Exemplo 3.2 Considere o problema de valor inicial

dy — —
- — cos(x) =0, y(0) =1.

Reescrevendo a equacdo, obtemos que
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dy _
- = cos(x)

Integrando com relacdo a x em ambos os membros,
dy _
g = [ cos(x)

segue que

y(x) = sen(x) + k

¢ uma solu¢do geral para a equagdo ordinaria. Para determinar a constante k usamos o

problema de valor inicial, ou seja,

1=y0)=sen(0)+ k =0+ k
e dai k = 1. Portanto,
y(x) = sen(x) + 1

¢ uma solucao (particular) do problema de valor inicial.
As equacdes diferenciais separaveis sdao bastante uteis em muitas areas da fisica,
engenharia e ciéncias aplicadas, pois muitos fenomenos podem ser modelados por meio

dessas equacdes.
4 MODELAGEM COM EQUACOES DIFERENCIAIS SEPARAVEIS

A modelagem matematica ¢ uma técnica que usa conceitos matematicos para
descrever, prever e otimizar sistemas ou fendmenos complexos em diversas dreas do
conhecimento, como fisica, biologia, engenharia, economia, entre outras. Ela permite
representar esses sistemas ou fenomenos por meio de equagdes matematicas, que sdo usadas
para estudar as relagdes entre as varidveis envolvidas e fazer previsdes sobre o
comportamento do sistema em diversas condicdes. A modelagem matematica envolve a
formulacdo do problema, a constru¢do do modelo matematico, a resolu¢do do modelo e a
validagdo do mesmo. Tal técnica ¢ de fundamental importincia para o avango da ciéncia e da
tecnologia.

Este trabalho visa utilizar os principios e técnicas de resolucdo das equagdes

diferenciais separaveis aplicada em um modelo matematico de corda suspensa (catenaria).
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4.1 Catenaria

A catenaria € uma curva matematica que surge como solu¢do de um problema fisico
conhecido como o problema da corda suspensa. Esse problema ¢ definido como “uma curva
que descreve o aspecto de um cabo suspenso por suas extremidades submetido apenas a forca
da gravidade”. (FARIA, 2011). A curva da catenaria ¢ formada pela sucessdo de arcos e
pardbolas, curva essa muito presente na engenharia e na arquitetura, sendo frequentemente
utilizadas na construg¢@o de pontes suspensas, linhas de transmissao de energia elétrica e cabos
de elevadores, por exemplo. Na construcao de linhas de transmissdo de energia, a catenaria
também desempenha um papel importante. Os cabos de alta tensdo sdo suspensos entre torres
e assumem uma forma de catendria devido ao seu proprio peso.

Além disso, a catenaria também ¢ utilizada em outras areas da fisica e da matematica,
como na teoria da relatividade, na mecanica celeste ¢ na teoria das cordas. E uma curva de
grande interesse e beleza matematica, sendo objeto de estudo e apreciagdo por muitos
matematicos e fisicos ao longo dos séculos. Abaixo seguem alguns exemplos de aplicagdes da

catenaria no cotidiano.

Figura 1: Linha de transmissdo de energia elétrica.

Fonte: (CRT-RJ, 2021)
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Figura 2: Ponte Hercilio Luz, Floriandpolis.

Fonte: (CALDAS, 2022)

Dessa forma, para determinar a equacao da catenaria, observe a figura 3.

Figura 3: Catenaria no plano cartesiano.

b3l S —

ps

Fonte: Elaborado pelo autor

Consideremos um sistema de coordenadas com a origem no ponto mais baixo da
curva, € com a curva situada no plano xy, sendo o eixo y coincidente com a vertical

Seja P um ponto genérico P = (x,y) da corda, e vamos considerar o trecho OP que
esta em equilibrio devido a agdo das forgas:

e T:tensdo atuando tangencialmente em P e formando um angulo a com o eixo x.
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e H: tensdo da corda em seu ponto O, atuando horizontalmente.

e ps: peso do pedago OP da corda cujo comprimento € s, agindo verticalmente em
sentido contrario do eixo y (p € o peso por unidade de comprimento).
O equilibrio do trecho OP implica que H + T + ps = 0. Decompondo a

componente T =T + Ty sobre os dois eixos e usando as relacdes trigonométricas do

triangulo da Figura 4,

Figura 4: Relagao trigonométrica do triangulo

.
Ty

>

Fonte: Elaborado pelo autor

temos que

X

T

cos(a) =

e entdo Tx = Tcos(a). Devido a condicdo de equilibrio, na dire¢do x temos H = Tx, ou seja,
H = Tx = Tcos(a)
Agora do mesmo modo usando a componente Ty e a Figura (4), obtemos que

T
sen(a) = —-

e entdo Ty = Tsen(a). Devido a condi¢do de equilibrio, na dire¢do y temos ps = Ty. ou
seja,

ps = Ty = Tsen(a)

Dividindo a equagdo na direcdo y pela equagao na direcdo x, obtemos

tg(a) = ’;I—S = ks.
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Note que, como p e H sdo constantes, substituimos £ . bela constante k.

Usando que a inclinagdo da reta tangente ao grafico de uma fungdo ¢ sua derivada e

que essa inclinagdo ¢ a tangente do angulo a, obtemos que tg(a) = %, vem —— = ks.
= k— A partir da formula do comprimento

de arco (STEWART, 2014, secdo 8.1), temos que % =4/1 + ( ) e entdo

=1+ (D 5)

que ¢ a equagdo diferencial da catenaria. Para resolver essa EDO que ¢ de segunda ordem,

podemos reduzi-la a uma EDO separdvel de primeira ordem.

d \ ~
Tomamos —2 = p, o que nos leva a equagdo

dx
d}i — A | ] 6

Utilizando o método de separacdo de varidveis reescrevemos a equacao (6) na forma

d

L = kdx
2

1+p

Integrando, temos

J

L_dp = [k.dx
1+p2

e dai

/

1 .dp=kx+c1
1+p2

—du = In(u + \/az + uz) + C coma = 1, segue que

In(p +\1 +p2) = kx + c,

que ¢ a solucao geral da equacao (6). Para obter solucao particular usamos o PVI: emx = 0

Usando a integral [

a t+u

temos p(0) = y'(0) = 0. Substituindo na equagao
ln(p(O) +4/1 + p(O)Z) = k0 +c =c

vem



0 = In(1) =k.0-+-c1=c1

entdo c, = 0. Obtemos entdo

In(p +V1 + pz) = kx
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que é solugdo particular de (6). Aplicando a exponencial em ambos os membros, segue que

eln(p—i—\/ 1+p2) _ ekx

e
p+V1 +p2=ekx
obtendo-se
/1 + p2 _ ekx —p
Elevando ambos os membros ao quadrado,
1+ p2 = eka - 2p ekx + pz.
Entao
Zpekx _ eka _1
e
2kx _
2p _ e kx_l _ (eka _ l)e kx
e
logo 2p = ¢ — ¢ . Portanto
1 kx —kx
p=—( —e )
Lembrando que % = p, obtemos
1 kx —kx 1 ekx eka
y =5l —e Ddx =5 (5=

dai

kx —kx kx
e 1 e +e

—kx
1 e 1 kx —kx
y=5 (G + k)+c2=—2(—k )—i—cZ:—Zk(e +e ) +c

Lembrando que y(0) = 0, obtemos

1, k0, —koO 1 1
0=y0) =75 +e ) +c,=75-0+1 +c,=1+¢,

)+c2

2



. 1 .
ou seja, ¢, =— 7~ Assim,

e, usando que cosh (kx) = ==, obtemos

y =~ (cosh (kx) — 1)

que ¢ a equagdo da catenaria.
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(7

Dessa forma, mostramos que a curva assumida por um cabo flexivel, suspenso em

dois pontos e sujeito a forca do seu proprio peso, tem como forma exata o grafico de um

cosseno hiperbolico e essa curva leva o nome de Catenaria.

De fato, a equacao que define a catenaria ¢ dada em (7), onde k ¢ uma constante que

determina a forma da curva e o cosseno hiperbolico é denotado por (cosh(kx)). Um fato

sobre o cosseno hiperbdlico € que seu valor cresce exponencialmente com o aumento de k.

Assim, vejamos as duas figuras:

Figura 5: k = %

p=1

H=2

1

. 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 6: k = 2
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60
50 P
40
30

p=2
20 =1

k=2
10 1

v=3 (cosh(2z) — 1)

oo 1 2 3 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sendo k = %, onde:

e [: ¢ a constante da equacgao,
® p:éopesoe
e H:tensdo atuando horizontalmente
Nota-se que, na figura 5, o peso € menor comparado a forga aplicada para esticar a
corda, por isso ela fica mais esticada. J& na figura 6 ¢ o fendmeno contrario, temos um peso

maior comparado a forca usada, logo, ficando menos esticada e mais acentuada.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi exposto o referencial tedrico sobre equagdes diferenciais, onde
abordamos conceitos importantes ¢ métodos de resolugdo, como o método das equacdes
separaveis. Dessa forma, nas aplicagdes foi apresentado o conceito da Catendria, onde
consideramos um cabo suspenso por suas extremidades. Por fim, buscamos a melhor
aplicabilidade apresentando a resolucdo do mesmo através de métodos de resolucdo de
equacdes diferenciais separdveis e analisamos a forma da catendria de acordo com as
possiveis situagdes. Com isso, mostramos a importancia da teoria e do estudo das equagdes

diferenciais dentro da resolu¢do de problemas nas areas da Engenharia.
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