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Resumo

Encontrar a solucdo geral de uma equagao diferencial ordindria linear de segunda ordem com coeficientes
constantes é, até certo ponto, uma tarefa simples e sistematica. No entanto, quando passamos a considerar
uma classe mais geral de equagdes, por exemplos as que tém coeficientes variaveis, é, por vezes, necessario
buscar solugdes além das fungoes elementares que estamos acostumados. Nesse sentido, uma ferramenta
muito util é tentar encontrar as solugdes em termos de uma série de poténcias.
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1 Introducao

As primeiras aplicagbes das Equacoes Diferenciais datam do século XVII, iniciando pelas ciéncias fisicas,
aplicando-se posteriormente em outras atividades humanas, a exemplo, citam-se o campo da engenharia,
biologia e até medicina. Os primeiros ensaios do estudo sobre Equacoes Diferenciais, deram-se com os apro-
fundamentos do célculo iniciado por Isaac Newton (1642-1727) ¢ Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

Dentre os mateméticos destacados, embora seu campo de estudo seja mais na Fisica, Newton forneceu
contribuicoes essenciais no tocante ao desenvolvimento do cdlculo e aplicacoes das equagoes diferenciais, prin-
cipalmente na mecanica. Leibniz também chegou aos resultados obtidos por Newton.

Por definigdo, uma equacdo que contém as derivadas (ou diferenciais) de uma ou mais varidveis depen-
dentes em relacao a uma ou mais varidveis independentes é chamada de Equac¢ao Diferencial. Quando essa
funcao envolve a derivada de uma fungao de apenas uma varidvel, temos as chamadas FEquacoes Diferenci-
ais Ordindrias. Pretende-se, neste trabalho, estudar equacoes diferenciais cujos coeficientes sao funcoes da
variavel independente.

Os pré-requisitos para a leitura desse texto sdo um curso de cédlculo e um curso inicial em equagoes
diferenciais ordinarias. Tentaremos, na medida do possivel, deixar claro os resultados utilizados com exemplos
e/ou demonstragoes e sempre citando as referéncias que ddo maior embasamento.

Muitas das ideias e métodos aqui discutidos sao de uma matematica bastante avangada, em nivel de
pos-graduagao, construida ao longo do tempo por matemaéticos conceituados como FEuler, Frobenius, Bessel,
Cauchy.

Num primeiro momento estudaremos sequéncias e séreis de nimeros e de fungoes, preparando assim o
ambiente para estudar as equagoes diferenciais propriamente ditas.

2 Séries de Poténcias

2.1 Breve Contexto Histdrico

No periodo de desenvolvimento embrionario do calculo, alguns matematicos tiveram destaque nesse campo
de estudo, dentre eles citam-se Newton, Leibniz, Jakob Bernoulli, Johann Bernoulli, Cauchy, Daniel Bernoulli,
Euler, Lagrange, Laplace, Gauss, Lipschitz, dentre outros. Aqui, faz-se um destaque a Daniel Bernoulli, filho
de Johann, que dava um interesse maior nos estudos das equacoes diferenciais e suas aplicagoes. Foi ele o
primeiro a estudar as fungées que hoje sao conhecidas como func¢des de Bessel. Funcoes essas que receberam
essa terminologia em homenagem a Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), alemao de nascimento, interessado
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em Astronomia e Matemdtica. Seu estudo sobre pertubacgoes planetarias levou-o, em 1824 a fazer a primeira
andlise sistemédtica das solugbes da equagao cujas principais contribuigoes deram-se na construgao de
aparelhos muito precisos para o estudo do posicionamento das estrelas e dos planetas. Bessel aprofundou o
célculo da astronomia e foi um pouco além do esperado criando novos métodos de aplicacao ao cédlculo de
perturbagéo planetdria. As funcoes de Bessel (ou fungoes cilindricas), tem ampla aplicagdo em matemadtica,
fisica e astronomia e, apesar do nome, ja apareciam nos trabalhos de Euler em 1766 e Lagrange em 1771.

2.2 Sequéncias e Séries de Numeros Reais

Antes de falarmos sobre Séries de Poténcias propriamente ditas, é necessdrio compreendermos conceitos
como sequéncias e séries numéricas, sequencias e séries de fungdes. Ou pelo menos termos nogdes bésicas
desses assuntos. Faremos isso nessa secao e na préxima.

Definigao 2.2.1 Uma sequéncia de nimeros reais € uma fun¢io x : N — R, definida no conjunto N dos
numeros naturais e tomando valores no conjunto R dos numeros reais.

Assim, para cada n € N a sequéncia x faz corresponder o nimero real z(n). Em geral, z(n) é denotado
simplesmente por x,, e chamado termo de ordem n ou n-ésimo termo da sequéncia. Pode-se, ainda, indicar
uma sequéncia através das seguinte notagoes;

(xn)nGNv (mn)zozlv (.’En), (xlv T2y, X3, T4y yTpy-- )
Exemplos:
1. z: N = R, z(n) = 2™ é a sequéncia cujo termo geral é x,, = 2", ou seja, (2,4,8,16,...).

2. x, = a, para todo n € N, a € R define uma sequéncia constante (a,a,a,...).

Zk, n € N é a sequéncia (1,3,6,...)
k=1

3. Tn

Definigao 2.2.2 Dizemos que o numero real L € limite da sequéncia (x,), e escrevemos L = limz, (ou

lim x, = L) quando para cada nimero real € > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter ng € N tal que
n—oo

|z, — L| < & sempre que n > ng.
Em simbolos, escrevemos
L=limz, < Ve>03nyeN;n>ny= |z, —L|<e.

Quando limz,, = L, diz-se que a sequéncia (z,) converge para L, ou tende para L e escreve-se xz, — L.
Uma sequéncia que possui limite é chamada convergente. Do contrario, ela se chama divergente.

Proposigao 2.2.3 O numero L definido acima, quando existe, € unico.

Demonstragao: De fato, seja (z,) na sequéncia convergente, digamos para L;. Por outro lado, se limz,, =

€ €
Lo, com Ly # Ly, entao dado € > 0, existem ny, ny € N tais que n > ny,ny = |z, — L1| < 3@ |z, — La| < 3
Pela desigualdade triangular, segue que
€ €
|L1 — La| = |Ly + 2y — 2 — Lo| < |2y — Li| + |2 — Lo| <§+§=€
Fazendo € — 0 temos que Ly = Lo, absurdo. |
Exemplos:
n
4. Conseidere a sequéncia (z,) cujo termo geral é z,, = TR Afirmamos que z,, — 1, como efeito, dado
n
€ > 0 observe que
| | n n—n—12 —12 12
Ty — e — = = == .
" n+12 n+ 12 n+12| n+12
. 12 .
Agora, para que ocorra |z, — 1| < &, devemos ter 12 < ¢ ou ainda n > — — 12. Tomando, entao,
n €

12
no € N tal que ng > — — 12 temos que n > ng = |z, — 1J.
€



5. A sequéncia (z,) cujo n-ésimo termo é x, = 1+ (—1)"*, ou seja, (2,0,2,0,...) ndo é convergente
porque ela possui dois limites distintos.

Convergéncia é uma ideia de proximidade. Quando dizemos que “a sequéncia x,, tende para L, ou converge
para L”isso significa que, a partir de uma certa ordem, seus termos sao praticamente indistinguiveis de L.
Dito de outro modo, o ¢ > 0 da defini¢ao [2:2.2] é, em geral, muito pequeno. Isso fica evidenciado no exemplo
4 acima, quanto menor o € dado, maior a exigéncia sobre o indice ny. Por exemplo, se ¢ = 0,0001 entao
precisamos tornar ng > 119998, isto é, a diferenga |z, — 1| < € 86 comega a acontecer quando n = 119999, ja
que n € N.

Por outro lado, se ¢ dado for “grande”pode ser que ndo haja nada a se fazer. Ainda no exemplo 4, se
e =1 entao ng > 12—12 = 0, isto é a diferencga |z, — 1| < €, nesse caso, comega a ocorrer a partir do primeiro

. . o . 1 .
indice n = 1, o que era de se esperar ja que o primeiro termo da sequéncia é 3 o qual difere de 1, em mddulo,

cerca de 0,92.

Dado um subconjunto finito de nimeros naturais, ou mesmo inteiros, ou reais, sabe-se perfeitamente o que
significa a “soma’”dos elementos desse conjunto, ou dos termos desse conjunto. No entanto, devemos ter certos
cuidados quando essa “soma”se d4 com um ndmero infinito de parcelas. Nossa intuicao pode falhar quando
falamos em “soma infinita”. Um exemplo simples, mas que ilustra muito bem isso é dado pela chamada série
de Grandfl

S=1-141-141-1+---

Em principio, somos levados a imaginar que S = 0, ja que cada parcela 1 — 1 é igual a zero e o que estamos
fazendo na verdade é simplismente somar uma quantidade indefinida de zeros.
No entanto, observemos que

S=1-1+41-1+41-1+4---=1-(1-1)—-(1=-1)—(1—=1)---

novamente, cada termo entre parénteses vale 0, logo S = 1.
Ou ainda
1—14+1-1+1-1+--=1-(1-1+1-14+1-14+1—-1+--+)

sendoS=1-14+1—-14+1—-1+--- temos

1
:1— = —
S S=S5 5

1
Como decidir entdao S =07 S=17 S = =7

A fim de evitar esse tipo de anomalia, precisamos dar sentido a uma “soma infinita” ou mais precisamnete,
Série Infinita.

Definicao 2.2.4 Seja (x,,) uma sequéncia de nimeros reais. A partir dela, forma-se um nova sequéncia (S,,),
cujos elementos sao somas, a saber,

S1:£E1, SQ:1'1+1'2,...,Sn:1'1+£L'2+1'3+'~-+(En,

que serdo chamadas as reduzidas da séire > x,. A parcela x,, é chamada n-ésimo termo ou termo geral da
série.

Se existir o limite
S=1lmS, = lim (z1 + a2+ 3+ +2p),
n—oo

diz-se que a série é convergente e o limite S séra chamado soma da série. Escreve-se, entao

S:an:an:x1+w2+x3+-~-+xn+~--
n=1

Se a sequéncia das reduzidas ndo convergir, diz-se que a série > z,, é divergente.

Proposicao 2.2.5 Se >z, € uma série convergente, entao limz, = 0.

3Luigi Guido Grandi (1671-1742). Monge, padre, filésofo, matemadtico, e engenheiro italiano. Na matematica, Grandi é mais
conhegido pelo seu trabalho Flores Geometrici (1728), estudando a Rosa Polar, uma curva com o formato de uma flor com
pétalas, a qual recebeu o nome derhodonea, e pela Série de Grandi.



Demonstragio: Seja S, na reduzida de ordem n de Y z,,. Entéo,
Tn=T1+ T+ +Tn =21 — Ty —Tp 1 =21+ T2+ + Ty — (B1F T2+ + Tao1) = S — Spea

Assim, limz,, = lim(S,, — S,,—1) =S-S5 =0. [ |

Observagao: Utilizamos no teorema anterior algo que nao mencionamos antes. Mas é imediato ver que
sao validas as propriedades operatorias dos limites de sequéncias: “limite de uma soma é soma dos limites”,
“limite do produto é o produto dos limites”, desde que as sequéncias envolvidas sejam convergentes.

Exemplos:
6. A série geométrica

Za":a+a2+--~+a".
n=0

Sua reduzida S,, é a soma dos termos de uma progressao geométrica:

9 1 an+1
Sp=a+a"+---+ad" = - .
l-a 1-a
- 1
Quando |a| < 1, a™ — 0 de forma que a série converge, sendo E a" = 1—a Quando |a| > 1 a série
—a
n=0

diverge, pois neste caso seu termo geral nao tende a zero.

) , I 1 L
7. A série harmonica E — cujo seu termo geral, —, tende para zero mas a série diverge (a reciproca do
n n

teorema anterior é falsa). Observe que,

AR SRS (P IV (E SIS S B
L 2 3 4 5 6 7 8
+ CHRESNE S I S S SO A e g
on—1 4 1 on 27173 on Ty

Como a tltima soma tende a +0o0 quando n tende a 400, segue que lim S,, = oo.

8. A série de Grandi > (—1)"*? =1—-1+1—1+ ---, examinada anteriormente, é divergente pois seu
termo geral nao tende a zero. Suas reduzidas de ordem par sdo iguais a 0, enquanto que as de ordem
impar sao iguais a 1.

Concluir a convergéncia de uma série, as vezes, pode nao ser tarefa das mais simples. Pensando nisso, ha
intimeros testes de convergéncia. Trabalhar também apenas com valores absolutos nos termos de uma dada
série pode ajudar. Nesse sentido temos a

Definigao 2.2.6 Uma série Yz, € chamada absolutamente convergente quando Y |x,| € uma série conver-
gente.

Claro que se uma série Y x, converge e seus termos sdo positivos, ela continua sendo absolutamente
convergente, ja que o médulo de cada um de seus termos nao vai altera-los em nada. Veremos a seguir que se
uma série converge em mddulo, entao, ela converge. A reciproca, no entanto, nao é verdadeira em geral.

Exemplo 9: A série alternada
2 (—=1)n ! 1 1 1 1
—=1l—-c 4+ - -4+ - —...
Z n 2 + 3 4 + 5
n=1

. L. - 1 S . i L.
Em moédulo, obtemos a série harmonica E — a qual ja vimos ser divergente. A convergéncia dessa série
n

segue de um teorema devido a Leibnizﬂ

Teorema 2.2.7 Toda série absolutamente convergente é convergente.

40 critério de Leibniz diz precisamente o seguite: Se (zn), onde z,, = %, é um sequéncia que tende a zero decrescentemente,
isto é, x1 > x2 > --- > z, — 0. Entao Z(—l)"*lz‘n é uma série convergente.

A demonstracdo envolve objetos que nédo trabalhamos aqui, por isso, a omitimos.



Para a prova desse resultado precisamos comentar um pouco sobre sequéncias de Cauchy.

Definicao 2.2.8 Diz-se que (x,,) é uma sequéncia de Cauchy quando para todo € > 0 dado, existe ng € N tal
que
n,m > ng = T, — Ty| < e.

Dito de outro modo, isso significa que a partir de um certo indice, os termos da sequéncia se tornam
suficientemente proximos uns dos outros.

Ser de Cauchy, é o que chamamos de propriedade “intrinseca”da sequéncia, depende dela mesma, de seus
préprios termos e nao de “fatores externos”.

Fato interessante, que caracteriza o conjunto R dos ntimeros reais, assim como outros tipos de conjuntos
mais gerais, é:

Teorema 2.2.9 (Critério de Cauchy para Sequéncias) Uma sequéncia (z,,) de nimeros reais converge
se, e somente se, € uma sequéncia de Cauchy.

A ideia por trds da demonstragao desse teorema é algo muito simples: Se (z,) é convergente, entao, seus
termos tendem a se aproximar de um certo valor e, consequentemente, eles se aproximam uns dos outros,
logo (x,,) é de Cauchy. Reciprocamente se (z,) é de Cauchy, entdo, seus termos tendem a ser suficientemente
préximos, é natural, entao, se imaginar que eles se aproximam de um valor comum, tal valor sera o limite de
x,. Veja a prova rigorosa em [1].

Temos em analogo para séries.

Teorema 2.2.10 (Critério de Cauchy para Séries) Uma série Y . x, € convergente se, e somente se,
dado ¢ > 0 existe ng € N tal que |Tpy1 + Tngo + - + Tpipl < € qualquer que sejam n > ng e
p€N.

Demonstragdo: Seja (5,) a sequéncia das reduzidas de > x,,. Assim,
[Sngp = Snl =1+ 224+ Tn+Tnp1+ F Tpgp —T1 — T2 — - — Ty

= |Tnt1 + Tpg2 + -+ Tl

Assim, se Y x,, converge, entdo (S, ) converge e consequentemente é de Cauchy. Logo, dado € > 0 existe
ng € N tal que n > ng = |Sp4p — Sn| < € para todo p € N, mas, pelo que vimos antes, isso implica que
|$n+1 + Tpgot+ -+ xn+p| < €.

Reciprocamente, se para ¢ > 0 existe ng € N tal que, |Zp4+1 + Tnyo +- -+ Tntp| < €, entdo, [Sptp — S| =
|Zpt1 + Togo + -+ Tnap| < € = (S,) é de Cauchy e, consequentemente, convergente. Logo, > .S, é
convergente. |

Agora, estamos em condigoes de voltar ao teorema [2.2.7]

Demonstracao do teorema Seja ) x, uma série absolutamnete convergente. Seja S, = |z1|+ -+
|z,,| o termo geral da sequéncia das reduzidas de Y |x,,|. Dado € > 0, a convergéncia de (.S,,) nos diz que essa
sequéncia é de Cauchy, e portanto, existe ng € N tal que,

n>ng = € > |Snip—Sn| = [lz1]+ Hlan[Honpa [+ Hlenipl—lr| = |za| = —fan]| = [rnpa]+ g,

aqui, o0 médulo foi eliminado por se tratar de uma soma de termos positivos. Agora, a desigualde triangular
fornece
|Zn41 + Tnt2 + o+ Togpl <@gl + 0+ [Tgp] <,

pelo teorema [2.2.10l Logo, a sequéncia das reduzidas de Y z,, é de Cauchy e, portanto, convergente. Donde,
> x, converge. [ ]

2.3 Sequéncias e Séries de Fungoes

Seja X um conjunto de ntimeros reais, uma sequéncia de fungoes f, : X — R é uma correspondéncia que
associa a cada nimero natural n € N uma funcao f,,, definida em X e tomando valores reais.

Em termos de convergéncia, uma sequéncia de func¢oes pode convergir de duas maneiras as quais esclare-
ceremos a seguir.



Definicao 2.3.1 Dizemos que a sequéncia de fungdes f, : X — R converge simplismente (ou pontualemte)
para a fungio f: X — R, quando para cada x € X a sequéncia de nimeros (f1(x), fo(x), f3(x),..., fulx),...)
converge para o numero real f(x). Ou seja , para todo x € X fizado, tem-se

Tim fu(2) = f(2).

A sequéncia de funcoes que f, : X — R converge uniformemente para uma funcao f : X — R, quando todo
e >0, dado existe ng € N tal que n > ng = |fn(x) — f(x)] <e¢, seja qual for z € X.

Na convergéncia uniforme, para qualquer € > 0 é possivel obter ny que sirva para todos os pontos =z € X,
ao contrario da convergéncia pontual, que, como o préprio nome ja diz, para cada ponto x € X obtemos um
no.

Exemplo 1: Considere a sequéncia f, : R = R, f,(z) = —. Claro que f,(z) — 0, pois dado € > 0, <
n

n
|| ) ) . . )
e < n>ng=-—. Isso nos diz que o ng obtido varia para cada z fixado; e, além disso, quanto maior for |z|,
€

x x ‘

maior serd ng. Logo, a convergéncia de (f,,) para f = 0 nédo se dd de modo “uniforme”para diferentes valores
de z.

Por outro lado, se k > 0, restringindo o dominio das fungoes f, ao intervalo [—k, k], temos que

k k k
Ikl = —. Dado ¢ > 0, tomando ng > — segue que para todo n > ng = |f,(z)| =
n €

x
—| <
n ‘

x k
—| < — < e. Observe,
n

n
agora, que o ng obtido ndo depende do = € [—k, k].

Geometricamente a convergéncia uniforme significa que dado € > 0, a partir de um indice suficientemente
grande, todas as fungoes f,, tém seus gréaficos na faixa de raio € em torno do grafico de f. O que nao acontece
na convergeéncia simples.

No exemplo anterior nenhuma faixa de raio € em todo o eixo x pode conter o grificode f, : R = R, f,,(z) =
? diferentemente do que ocorre no caso f, : [—k, k] = R.

A convergéncia uniforme vem recheada de boas propriedades, digamos assim, as quais descreveremos no
teorema a seguir cuja prova pode ser encontrada em [g].

Teorema 2.3.2 1. O limite uniforme de uma sequéncia de fung¢des continuas (todas com o mesmo dominio)
é uma fungdo continua (de mesmo dominio).

2. Se f, :]a,b] = R € na sequéncia de fungoes integrdveis e f, — f, f:[a,b] = R, uniformemente, entdo,
f € integravel e

n—-+oo

/abf(x)dx: lim /abfn(x)da:

3. Seja (fn) na sequéncia de fungdes derivdveis em um intervalo [a,b]. Se, para um certo ¢ € [a,b], (fn(c))
converge e se as derivadas f), convergem uniformemente em [a,b] para cada fungao g, entao, f, converge
uniformemente em [a,b] para uma funcdo derivdvel f, tal que, f' = g.

Em suma, (lim f,)" = lim f] desde que as derivadas convirjam uniformemente.

Dada (f,,) uma sequéncia de fungoes, todas definidas no mesmo dominio X C R, como no caso numérico,
faz sentido pensar na soma f =Y f,, f também definida em X, a qual é novamente um caso particular de
um limite de sequéncia: lim S,, onde S, = f1 + fo + f3 + -+ f». Como as sequéncias de fun¢ées podem

n—oo

convergir pontualmente ou uniformemente, o mesmo deve ocorrer com Y f,, no conjunto X.

Assim, a convergéncia uniforme de uma série de fungdes num conjunto X significa a convergéncia uniforme
da sequéncia de suas reduzidas de ordem n, S, = fi1 + fo + f3 + - + fn, em X. Portanto, dizer que > f,
converge uniformemente para f em X significa que dado qualquer £ > 0, existe ng € N tal que

|f(z) —an(m)\ < ¢ paratodo n > ng e todo z € X.

Para séries de fungoes as propriedades do teorema [2.3.2| se expressam como:

Teorema 2.3.3 1. Se > fn — f uniformemente e cada f, é continua, entao f € continua.

2. Se Y fn — [ uniformemente e cada fy : [a,b] = R € integrdvel, entao f € integrdvel e

/ab > fal@)ydr =" /ab fula)dz.



3. Se " fl — f uniformemente onde cada f, : [a,b] — R é de classe C* e se, para algum c € [a,b], 3" fu(c)
converge, entdo, > f, converge uniformemente para uma funcio de classe Ct e (3. fn) = f1.

A demonstragdo desse resultado segue imediatamente do teorema aplicado a sequéncia (S,) das
reduzidas de uma série uniformemente convergente > f;,.

O conceito de sequéncia de Cauchy no caso numérico, assim como critério de Cauchy para convergéncia
((x) converge < (x,) é de Cauchy) se estende de modo natural para sequéncia de fungdes. Disso e do
teorema aplicado agora para uma série de fungoes Y f,(z) (f, todas com mesmo dominio), segue o
atil critério abaixo conhecido como Teste M de Weiertrass.

Teorema 2.3.4 (Teste M de Weierstrass) Suponha |f,(z)| < M, onde (f,) € uma sequéncia de fungdes
num conjunto X, para todo x € X, e > M, uma série numérica convergente. Entio, > fn(x) converge
uniformemente em X.

Demonstracgao: A prova segue imediatamente do critério de Cauchy para Séries. De fato, dado £ > 0, existe
ng € N tal que, para todo € X, n > ng = [fas1(®) + -+ + faip(@)| < [fopr(@)] + - + [frsp(a)] <
Mn+1+"'+Mn+p<5. |

(. senn . . . . - 1
Exemplo 2: A série E W converge uniformemente em toda reta pois ela é dominada pela série g —-
n n! n!
Portanto, ela define na fungao continua f. Além disso, a série das derivadas também converge uniformente.

Assim, f é derivavel e

f@=2 (n+)(n—1)

No exemplo acima temos uma funcao f definida por uma série de funcoes, veremos mais casos desse tipo
na secao |3| quando estivermos resolvendo alguns tipos de equacdes deferenciais.
Dentre as séries de fungoes destacam-se as chamadas séries de poténcias, que sao as do tipo

o0

Zan(z—xo)":ao—l-al(;z:—xo)+a2(x—xo)2—|—~--—|—an(9:—;1:0)”—|—~~,

n=0

aqui xg e os coeficientes a,, sao contantes. Uma série desse tipo é conhecida como uma série de poténcias em
torno de x¢ ou centrada em xg.

Sem qualquer perda de generalidade, podemos considerar, o caso centrado em 0, ou seja, o = 0 e as séries
de poténcias na forma

oo
E Az = ag + a1 + asx® + aszd + -+ apa™ + - -
n=0

O caso geral reduz-se a esse com a mudanga de varidvel y = x — xg. Os rsultados obtidos para as essas
ultimas séries sao facilmente adaptados para as séries Y a,(x — x9)™.

O primeiro ponto importante a se saber sobre a série de poténcia »_ a,x™ é para quais valores de z ela
converge.

Teorema 2.3.5 Uma série de poténcias Y an,x™, ou converge apenas para © =0 ou existe um nimero r > 0
(podendo ser r = +00) tal que, a série converge absolutamente no intervalo aberto (—r,r) e diverge fora do
intervalo [—r,r]. Nos extremos —r e r a série pode convergir ou divergir, dependendo do caso.

, 1
E possivel provar que — = limsup {/|a,|.
r

A demonstracao desse resultado utiliza objetos ndo abordados nesse texto, tais como o supremo de um
subconjunto limitado superiormente de ntimeros reais, e portanto, serd omitida. A referéncia [§] faz a devida
prova.

Definigao 2.3.6 O nidmero r introduzido no teorema anterior € chamado o raio de convergénciaEI da série.
O intervalo (—r,r) chama-se intervalo de convergéncia da série Y anz™.

A convergéncia de uma série de poténcias centrada num ponto xy pode muitas vezes ser determinada por
(um corolério do) teste da razao.

5Essa terminologia se justifica pelo fato de que o dominio de estudo das séries de poténcia é o plano complexo, e quando
varia no plano complexo, o conjunto |z| < r é uma bola (abeta) de centro na origem e raio r. Prova-se, entdo, que a série converge
no interior da bola e diverge no seu exterior. Contudo, mesmo considerando apenas x real em nossos estudos, continuaremos a
utilizar essa denominagdo para o nimero 7.



~ . . . an+1 ~ .
Teorema 2.3.7 (Teste da Razao) Se existe o limite lim @M — xg| entdo, se esse limite for menor
n

—oo  |ap]
que 1 a série Y an(x — xo)™ serd (absolutamente) convergente e seu raio de convergéncia é dado por,

Teorema 2.3.8 Toda série de poténcias Y anx™, com raio de convergéncia v > 0 (podendo ser r = +c0),
converge uniformemente em todo intervalo [—s, s], onde 0 < s < r.

Segue desse resultado que a fungéo f(x) = Y a,x™, definida por uma série de poténcias cujo dominio é
o intervalo de convergéncia da série, digamos com r > 0 serd, entao, continua, ademais integravel, e ainda
diferenciavel em (—r, 7). Além disso, f'(z) e [ f(z) podem ser calculadas segundo os teoremas a seguir os
quais sao adaptagoes para séries de poténcias do teorema .

Teorema 2.3.9 (Integragao termo a termo) Se a série de poténcias » , a,x™ converge em todos os pontos
do intervalo fechado [, 8] C [—r, 7], onde (—r,7) € o intervalo de convergéncia da série, entdo

/j (Zanx")d:c = Z nai_:l(ﬁn+1 —a"th.

Teorema 2.3.10 (Derivagao termo a termo) A funcio f(x) = > anz™ € deriwdvel em cada ponto x de
seu intervalo de convergéncia (—r,r). Ademais

fl(x) = Z napr" !
n=1

e a série de poténcias da derivada também tem raio de convergéncia r.

Corolério 2.3.11 A funcdo f(x) = > anz™ possui derivadas de todas as ordens em qualquer ponto do seu
intervalo de convergéncia e suas derivadas sucessivas podem ser calculadas por derivagdo termo a termo.
Assim, para x € (—r,r) e k € N arbitrdrios, tem-se

8 (z) = Z n(n—1)(n—k+ apz"".

n>k

*) (0
Em particular, ap = fT'()’ de modo que a série de poténcias que converge para f(x) em (—r,r) é a série
de Taylor de x em torno de 0.
oo oo
Evidentemente, se f(x) = Z anz” e g(x) = Z bp,x™ convergem no mesmo intervalo (—r,r), entdo, a
n=1

n=1
o

soma g(z) + f(z) = Z(an + by)z™ também converge nesse intervalo. E o produto? A resposta é dada pelo:

n=1

Teorema 2.3.12 Se as séries Y a,xz™ e > b,x™ convergem para todo x € (—r,r), entdo, pondo ¢, = agb, +
a1bp—1 + - - + agbyn, para cada x nesse intervalo, entdo, a série Y c,a™ € convergente e

Z cpr”t = ( Z anx”> ( Z bnx") .

O compilado de resultados acima exige um pouco mais de andlise para a sua devida demonstracdo do que
o que temos aqui, por isso, as omitimos. Sugerimos a leitura [§], capitulo X.

Exemplos:
o0
L. . (x—3)" , . ,
3. Dada a série de poténcias Z ~———— temos que (z,) é a sequéncia cujo termo geral é x,, = —.
= 2nn 2nn,
Assim, x,,11 = _ Lembrando que r = lim [l temos
y Ln+4 2”+1(n+ 1) n—o0 |xn+1|’
1 2 2 2
r= lim — 2" (n+1) = lim (” + ) = lim <2+ ) —2.
n—oo ’I’Ln n—oo n n n—oo n



Logo a série converge absolutamente para | —3| < 2, ou seja, —2 < x—3 <2 =1 < & < 5. No extremo
xz =1, temos

i (=2)" _ i (=2 i ="

= 2nn, = 2nn = on

(=D"

n

Segue do critério de Leibiniz que é convergente pois b, = — é mondtona nao-crescente. No

S|

n

Mri e

o0
1 . P .
extremo x = 5, temos E — (Série Harmonica) a qual é divergente. Portanto, o intervalo de
n

2"n

n=1 n=1
convergéncia da série é [1,5).
o0
4. Na secao |3[ faremos varias vezes algo que discutiremos nesse exemplo. Vamos escrever E 2ne,x™ 4+
n=1

oo

. s srie. v . . .
6¢ $n+1 como uma unica série. Observe primeiro que essa soma pode ser escrita como
1

n=
o0 o0

2c1 + Z 2ne, ™t + Z Gepz™ T
n=2 n=1

Precisamos, aqui, que os expoentes de x em cada uma dessas séries sejam os mesmos, iSso nos permitira
agrupar termos correspondentes aos mesmos expoentes, como no caso da soma de polinémios de grau
finito. Para isso, fazemos k = n—1 na primeira série e kK = n+1 na segunda, isso nao deve causar confusao
alguma visto que os elementos em cada série serao absolutamente os mesmos, tanto os coeficientes, como
as poténcias de x, o que muda é apenas a notagdo de n para k. Assim, a soma anterior se torna

o0 o0
2c¢1 + Z 2(k + 1)ck+1xk + Z 6cp_12".
k=1 k=1

Somando, agora, termo a termo, temos
oo o0 o0
Z 2nep, ™t + Z 6™t =20 + Z[Q(ls + Dk + 6ck,1]xk,
n=1 n=1 k=1

como querfamos.

Para finalizar essa secdo daremos uma importante definicdo que serd usada na secdo seguinte.

Definigao 2.3.13 Uma fungao f : I — R, I C R aberto, chama-se analitica quando € de classe C* e, para
todo, x¢ € I, existe v > 0 tal que x € (xg — r,xo + 1) implica que x € I e que

S (o)

Fw) = flwo) + f (o) = wo) + -+ +—

(fL‘ — xo) + “ee
isto €, o valor de uma funcao analitica, em cada ponto, € dado por uma série de poténcias.

J4 vimos que toda fungao representada por uma série de poténcias é de classe C*, e se f(z) = > an(x—z9)"

n

entao a, = %, isto é, toda série de poténcias é uma série de Taylor (derivagdo termo a termo, teorema
e seu corolﬁrio). Pode-se, entao, simplificar a defini¢ao anterior e dizer que uma funcao f : I - R, I C R
aberto, é analitica quando para cada xg € I, existe r > 0, com (xg — 7,29 +7) C I, é uma série de poténcias
> an(z — )™ tal que, para todo x € (xg — r,xo + 1), vale f(x) = > an(z — z)".

Em suma, uma funcao f : I — R é analitica quando, na vizinhanca de cada ponto zg € I, o valor de f é
dado por uma série de poténcias do tipo D a,(x — z¢)".

Somas e produtos de fungoes analiticas sdo ainda analiticas.

Os exemplos mais conhcecidos de fungoes analiticas talvez sejam as fungoes trigonométricas seno e cosseno,

e a fungao exponencial, conhecidas desde os cursos iniciais de célculo. E possivel mostrar que:

n

T _ - £ . _ - (_1)71 2n+1. _ - (_l)n 2n
e —HEZ:Oi', Senl’—nz::omx ,COSI’—Z(QTL)!(IJ .

Veja o capitulo 16 de [6].




3 Equacoes Diferenciais com Coeficientes Variaveis

Nos cursos iniciais de equagoes diferenciais ordinarias aprendemos que a solu¢do geral de uma equagao linear
de segunda ordem depende de se encontrar um conjunto fundamental de solugoes da equacao homogénea, e, na
grande maioria das vezes, fazemos isso no caso em que os coeficientes da equagao sao constantes. No entanto,
quando os coeficientes da equacao sao fungoes da variavel independente, precisamos buscar solucoes além das
funcoes elementares. A ideia basica é utilizar funcées dadas em séries de poténcias estudadas anteriormente.

No caso simples da equagao

dy

Z _ory=0 1
I 2y (1)

podemos “separar as varidveis”e escrever

d
— =22y = — = 2zdx
Y

edal, n|y| =22 +c; =y = ce””2, com ¢ constante (observe que ¢ = +exp (¢1)) é a solugdo geral para a essa
equagao.

e n
2, - €T
Fazendo ¢ = 1, temos que y = e* ¢é a solugao para (1). Agora, desde que g — = e, temos que
n!
n=0
5 e x2n e 2n
et = ——. Logo, y = —— ¢é uma solucao para (1)) em termos de série de poténcias (essa série tem
| ’ |
n! n!
n=0 n=0

raio de convergéncia infinito).

A busca pela funcéo y, solucao de , em termos de uma série de poténcias de x, foi facilitada nesse caso
porque ja conheciamos previamente a solugao y = ce® de uma forma explicita.

Vamos tentar, a seguir, encontrar a solugdo para essa mesma equagao sem estarmos de posse da solugao
Yy = ce® . A ideia é parecida com o chamado métodos dos coeficientes indeterminados estudados em cursos
elementares de Fquagdes Diferenciais Ordindrias.

O que fazemos, em geral, é supor que a equagao admite uma solucao em série de poténcias e depois, usando
os teoremas vistos na se¢do anterior - derivagdo termo a termo, propriedade operatérias (soma, produto) de

séries de poténcias, (teoremas (2.3.10)) e (2.3.12))) da segao - encontrar os coeficientes de modo a satisfazer

a equagao, e por fim, algum tipo de padrao sobre esses coeficientes.
Exemplo 1: Vamos encontrar uma solucao para

dy
— —2xy =0
dx vy

na forma de uma série de poténcias em z.
Pois bem, tentamos uma solugao na forma

=3 e ®)
n=0

e procedemos do seguinte modo: Podemos determinar os coeficientes ¢, tais que a série convirja para
uma fungao que satisfaga (1))? (Ainda ndo conhecemos nada a cerca do raio de convergéncia dessa série).

o0 o0
. dy _ _ .
Derivamos ([2)) termo a termo para obter — = E cpx" = E cnx™ L. Assim,
n=0 n=1

dx
dy o0 oo oo oo oo oo
e 2xy = E enr™ Tt — 22 E cpr”t = E nepa” "t — E 2nc, ™t = + E nepz™ "t — E 2,2
n=1 n=0 n=1 n=0 n=2 n=0

Nosso interesse agora é escrever a soma acima como um unico somatério. Como nos exemplos ao final
da segao [2.3] precisamos fazer com que ambos os somatorios tenham a mesma indexagao nos expoentes para
depois poder somar termo a termo. Isto posto, fazemos k = n — 1 e k = n 4+ 1 na primeira e segunda série
respectivamente, e isso fornece

d oo oo oo
W _ 2ry = c1 + Z(k‘ +1)cpprzt — Z 212" = ¢ + Z[(k + 1)epp1 — 2cp1]z".

dx
k=1 k=1 k=1
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Para essa igualdade ser 0 devemos ter ¢; = 0 e (k4 1)cgy1 — 2¢,—1 = 0, para = 1,2,3,... Assim,
2¢k_1 2 2 1 1

Ch41 = k—%—l' Oquenosdé,k:21¢02:co; k:2é03:§01:0; k:3¢04:102:500:560; k=
4:>c5:503:0; k:5:>06:604:§coeassim por diante.
Dali, sendoy:chx":co+clx+62x2+~-- obtemos
n=0
2 L 4 L6 2, 1 4 L s
y=co+0+cox —|—O+§cox +O—|—§cox +0+--=cll+z +§x —|—0+§x +---]

x  2n
x e 7 ~ ~
Logo, y = ¢p E e Como ¢y é uma constante, temos que y é a solucao geral para a equacao 1) 0 que era
n=0
de se esparar pelo que vimos no comego dessa segao.

Nem sempre os problemas sao tao simples como no exemplo anterior. Vamos dividir a busca por solugoes
da equagao (ou equivalentemente, (4])) em duas situagdes, cada uma das quais tratadas nas duas segdes a
seguir.
3.1 Solugoes em torno de pontos nao-singulares
Considere, agora, a equacao diferencial linear de segunda ordem
az(z)y" + a1 (x)y’ + ao(x)y = 0, (3)

onde os coeficientes a;(x), i = 0, 1,2, sdo fungoes da varidvel independente . Consideraremos apenas o caso
homogéneo. Vamos escrever na forma padrao

y' + P(x)y +Q(x)y =0 (4)

a1 () ao(x)
onde P(x) = e Qx) = .
Varios problemas em fisica ou matematica levam a equacoes desse tipo, por exemplo a equac¢do de Bessel,
estudada com maiores detalhes na secao ou a equagdo de Legendre[]
(1 —2%)y"” —2zy’ +n(n+1)y =0,

onde n é uma constante.

Definicao 3.1.1 Dizemos que xg € um ponto nao-singular (ou ordindrio) de {)) se P(z) e Q(z) sdo analiticas
em xo. Caso contrdrio, dizemos que xy € um ponto singular.

Exemplos:

2. Como vimos no final da secao 2, a fungao seno possui a seguinte expansao em séries de poténcia senx =

oo

—1 . sen T . . - N

E Maf"“. Assim Q(x) = possui o desenvolvimento em série de poténcias em torno de
n ! T

n=0

x = 0 dado por,

senx 1'2 1'4

-1 42 ...
T 3!+5!+

portanto, x = 0 um ponto nao-singular para a equagao diferencial zy” + (senz)y = 0.

3. O ponto z = 0 é um ponto singular de y” + (Inx)y = 0 porque @Q(z) = Inx ndo tem desenvolvimeto em
séries de poténcias centrada em x = 0.

Observe que se xg é um ponto nao-singular da equacao , entao, as funcoes P e () sdo analiticas nesse
ponto, em particular, elas sao continuas, logo, pelos teoremas gerais de existéncia e unicidade de solucgoes,
existe uma unica solucdo da equagao (ou (B)) satifazendo as condigdes y(zo) = wo, ¥'(z0) = Y, para
constantes arbitrarias yo e yj.

Embora, a teoria geral possa ser construida independente da natureza dos coeficientes da equagao (basta
que eles sejam fungbes analiticas), consideraremos apenas o caso em que tais coeficientes sdo polinomiais.
Uma consequéncia da definicao e da defini¢ao de funcao andlitica, é que quando as(x),a;1(x) e ag(z) sdo
polinémios sem fatores comuns, um ponto x = xg é:

6 Adrien Marie Legendre (1752-1833). Matemético francés, Legendre é mais conhecido por gastar quase 40 anos de sua vida
estudando integrais elipticas. Pérem, as particulares solugées polinomiais da equagdo que leva seu nome foram encontradas em
seus estudos sobre gravitagao.
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i) Um ponto singular se as(zg) = 0;
ii) Um ponto nado-singular se az(zo) # 0.

Por exemplo, os pontos singulares de (22 — 1)y + 2y’ + 6y = 0 sdo raizes de 22 — 1 = 0, ou seja, v = +1.
Todos os outros pontos sao nao-singulares. Evidentemente, pontos singulares ndo precisam ser Reais. As
raizes de 22 + 1 = 0 sdo o = +i e portanto esses sdo os pontos singulares de (2% + 1)y” + xy’ — y = 0. Todos
os outros pontos (reais ou complexos) sdo nao-singulares.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Fuchs) Se x = ¢ for um ponto ndo-singular de podemos sempre encon-
trar duas solugoes linearmente independentes na forma de série de poténcias centradas em xzq:

Y= ch(.’t - Z'O)n' (5)

n=0

A série converge para uma solug¢do em |x — xg| < r onde r > 0 € a distincia do ponto xg ao ponto singular
mais prézimo (real ou complezo).

A demonstracao deste resultado é devida a Fuchsﬂ e nao ¢ algo elementar, sugerimos as referéncias [I1] e
[B] para mais detalhes.

Em vez disso, provar o teorema, nos concetraremos no fato de que existe uma solugao e o raio de con-
vergéncia dado no teorema . Em seguida, tentaremos desenvolver um método prético para determinar
tais séries e tais raios de convergéncia.

Uma solucao para a equagao diferencial na forma dada em é chamada uma solu¢dao em torno do
ponto nao-singular o ou em uma vizinhanca do ponto xg. A distancia r dada no teorema é o valor minimo
do raio de convergéncia da série.

Para resolver um equagao como em , colocamos ela na forma padrao (4 e encontramos duas solugoss em
série de poténcias distintas y; (z) e y2(z), em torno do mesmo ponto nao-singular zy. O procedimento é supor
uma solucao do tipo e, entdo, determinar os coeficientes ¢,. A solugéo é, portanto, y = c1y1(x) + caya(),
onde ¢ e co sdo constantes arbitrarias.

Sem perda de generalidade, podemos supor um ponto nao-singular em xy = 0, caso contrério, basta fazer
a mudanca de varidveis t = x — xy para trazer o ponto nao-singular para a origem.

Exemplo 4: Considere a equacao diferecnial y” — 2zy = 0. Ora az(z) = 1, a1(z) = 0, ag(x) = —2z entao
a2(0) = 1 # 0 portanto = 0 é um ponto ndo singular. Como ndo hé pontos singulares o teorema (3.1.2)
garante duas solugoes em série de poténcias y = Y . ¢, 2™ convergentes em |x| < 0o.

o0 o0

Vamos supor y = Y ¢,z = y” = Z nn—Depz" 2 ey = Z nep,x™ L. Assim,

n=2 n=1
o oo
y' —2zy = Z n(n —1)c,z™ % — 22 Z cnx™ = 2co + Z n(n — 1)cpx Z 2c,2™T
n=2 n=0 n=3

Fazendo k = n — 2 na primeira série e kK = n — 1 na segunda, temos

" —2xy = 2cy + Z(k +2)(k + 1)cpqoa® ZQck 128 = 2¢y + Z [(k+2)(k + 1Vepyo — 2c,_1]z" = 0.

k=1 k=1
Daf, 26y = 06 cpag = — 21 p_193
3 2 — k+2—(k+2)(k_+1)7 — Ly 4LyIdy ...
A iteracao nos d4,
c ﬁc—&c—Oc——QC?’—iyc0 c—2ﬂ—72201 cg =0
T3 M T4y T 65 6.5-3.227 7.6 7-6-4-3 %7

e assim por diante. E claro que ¢y e ¢; sao arbitrarios. Dali,
_ 2 3 4 5 7 8
Y =Co+ 1T+ cx” + c3x° + cqx” + c5x” + crxr’ + cgx” + - -

261 2200 6 2201 7
—co+C1x+0+— + '+ 0+ z” + '+ 04
3-2 4-3 6-5-3-2 7-6-4-3
"Imanuel Lazarus Fuchs (1833-1906) foi estudante e, mais tarde, professor na Universidade de Berlim. Provou o teorema
em 1886. Sua pesquisa mais importante foi sobre pontos singulares de equacgdes diferenciais lineares.
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2c1 22
x_|_7x +$x7+...

2 2200
1 73 6
+ * 4-3 7-6-4-3

3.2° T6.5.3.2" ta

Escrevendo em forma de somatorio e usando as propriedades do fatorial, podemos escrever

26258+ (3k — 1)] 5544
x+z Bk —1)! x .

oo

k _
1+Z2 )!<3k 2>}x3k]ey2( .

( =Co

3.2 Solugoes em torno de pontos singulares

Como acabamos de ver, embora possa ser um procedimento enfadonho, é possivel encontrar uma solugao
na forma de séries de poténcia para

as(x)y" + ar(x)y’ + ao(z)y =0

em torno de um ponto ordinério (néo-singular) x = xy. No entanto, os métodos da segdo anterior nem sempre
funcionam ao tentarmos resolver essa equacao numa vizinhanga de um ponto singular x = xq. Isso, em geral,
ocorre pelo fato de as solugoes de nao serem analiticas em x = xg e, consequentemente, nao podem ser
representadas por uma série de poténcias em torno de = — xg.

Observe que as singularidades da equacgio de Bessel sdo as rafzes de as(r) = 22, ou seja, z = 0, enquanto
que as da equacgdo de Legendre sdo z = 41, que sdo as raizes de a(z) = 1 — 22 Todos 0s outros pontos sao
ordinarios. Essa fato é geral, ou seja, as singularidades de uma equagao dlferenmal sao poucas, na maioria
dos casos; uma para a equacao de Bessel, duas para a equacao de Legendre. Entao, porque simplesmente
nao ignoramos esses pontos singulares ja que sabemos conseguir solugoes em torno de pontos nao-singulares?
Na verdade isso nao é possivel pois é na vizinhancga das singularidades que temos as principais caracteristicas
das solugbes de um sistema modelado por uma equacao diferencial. As singularidades dizem muito sobre o
comportamento das solucoes, elas podem crescer em médulo, ou podem ficar cada vez mais proximas umas
das outras, ou cada vez mais dispersas. Sendo assim, embora sejamos levados a querer estudar as equagoes
nos casos mais simples onde a equagao possui apenas pontos nao-singulares, é exatamente nos pontos onde a
equagao tem singularidades que devemos ter mais atengao.

Essa parte da matematica chama-se Teoria dos Sistemas Dindmicos ou, simplesmente, Sistemas Dindmicos
e estd longe de ser tarefa simples adentrar nesse mundo. As referéncais [3], [I1] e [I0] trazem mais sobre o
assunto.

Exemplo 1: A equacao diferencial
22y 4+ 5zy’ + 3y =0
, 1
tem um ponto singular em z = 0. E imediato verificar que y1 = — e yo = —3 sao solugoes linearmente
x
independentes da equagdo e que nenhuma delas é analitica em = = 0. De fato, toda solu¢ao (ndo-nula) da
equagao torna-se ilimitada quando x — 0.

Nosso objetivo é estender o método utilizado na secao anterior para solugoes da em torno de pontos
nao-singulares para que ele também possa ser utilizado em uma vizinhanga de um ponto singular. Com este
fim vamos classificar uma singularidade de duas maneiras diferentes.

Definigao 3.2.1 Dizemos que um ponto singular x = xo da equagdo é um ponto singular regular (ou
singularidade regular( se (x — z0)P(z) e (v — x0)?Q(z) sdo analiticas em xo. Um ponto singular que ndo é
regqular € chamado de ponto singular irregular (ou singularidade irregular) da equagdo.

As singularidades regulares também sao conhecidas como ”singularidades fracas”, elas, de certo modo,
dizem até onde uma singularidade seria aceitdavel. Discutiremos aqui somente o caso de uma singularidade
regular, o caso irregular é mais delicado e pode ser encontrado nas refentréncias ja citadas no inicio dessa
secao.

Novamente, quando os coeficientes de . sao polinomiais sem fatores comuns, a definicao (3.2.1)) equivale

a:
: . a1 (x) ao(z)
Seja az(xg) = 0, reduzimos P(x) = e Q(z) = . Se o fator (z — xg) aparecer no
as(x) az(x)
denominador de P(z) com multiplicidade menor ou igual a 1 e no de @Q(z) com multiplicidade
menor ou igual a 2, entao, x = xg séra um ponto singular regular.
Exemplos:
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2. Os pontos x = —2 e z = 2 sdo singulares da equagao
(2 = 4)%" + (z = 2)y' +y = 0.

Dividindo a equacio por (z? —4) = (x — 2)%(x + 2)2, encontramos

1 1
Pr)=—— Q)= ———.
(z) (x — 2)(z + 2)2 Q) (x —2)%(z +2)2
Agora, testamos P(z) e Q(x) em cada ponto singular.
Para que x = —2 seja uma singularidade regular, a multiplicidade do fator = + 2 no denominador de
P(z) tem de ser menor ou igual a 1 e no denominador de Q(z), menor ou igual a 2. Inspecionando P(x)
e Q(z), vemos que a primeira condigdo nao é satisfeita. Concluimos, entdo, que x = —2 é um ponto

singular irregular.

Para que z = 2 seja uma singularidade regular, a multiplicidade do fator  — 2 no denominador de P(x)
tem de ser no maximo 1 e no denominador de Q(z), no maximo 2. Verificamos que essas condigoes sao
satisfeitas. Logo, x = 2 é uma singularidade regular.

3. Tanto z = 0 quanto = = —1 s@o pontos singulares da equacao diferencial

2z +1)%y" + (22 = 1)y’ + 2y = 0.
z—1
x2(x+1) e Q) = x2(x 4+ 1)2
pois a multiplicidade do fator (x — 0) no denominador de P(x) é 2. Note, porém, que x = —1 é
singularidade regular.

Inspecionando P(z) = vemos que x = 0 é uma singularidade irregular,

Vamos considrear agora o problema de resolver a equacao diferencial linear de segunda ordem numa
vizinhanca de um ponto singular regular. Novamente, vamos supor que a singularide encontra-se em z = 0,
caso contrario fazendo a mudanca de varidveis t = x — xg.

A teoria geral é devida a Frobeniusﬁ e, como no caso anterior, nao é das mais simples. Ainda recorrendo
ao caso da secao anterior, enunciaremos o teorema de Frobenius e, em vez de prova-lo, vamos supor que existe
uma solugao da forma dada no teorema e vamos nos concentrar em determinar os coeficientes dessa série.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Frobenius) Se x = xg for um ponto singular da equagao entao, existe
pelo menos uma solugcao em série na forma

y=(x —xO)Tch(g;_xO)” = ch(l‘—xo)n+’r’ (©)
n=0 n=0

em que o numero r € uma constante a ser determinada. A série convergird pelo menos em algum intervalo
0<z—1x9<R.

O que o método de Frobenius faz é identificar um ponto singular regular x(, substituir y dado em (@ na
equcao diferencial e determinar expoente r e os coeficientes ¢,.

Exemplo 4: Como z = 0 é uma singularidade regular da equacao diferencial 3zy” + v — y = 0 tentamos

[ee]
uma solucio na forma y = Z cpx™ . Agora,
n=0
o0 (o]
y = Z(n +7)epz™ Ty = Z(n +r)(n+r—1)cz" 2
n=0 n=0

Dali, substituindo y”, ¢’ e y em 3zy” + 3’ —y = 0 temos

3 Z(n +r)(n 47— 1™t 4 Z(n + 7)™ - Z Cpxt"
n=0 n=0 n=0

[ee] oo
= Z(n +7)(3n + 3r — 2)c,x" T — Z Cpx™ "
n=0

n=0

8Ferdinand Georg Frobenius (1848-1917). Embora a idéia bésica desse método j& aparecesse com Euler tempos antes, o
matématico e autor alemao Frobenius foi o primeiro a provar o resultado, publicado em 1878. Embora seu nome aparega também
em textos de andlise, suas contribuigos mais siginificativas na Matematica foram em teoria de grupos.
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= [(37”—2)003: +Zn+r(3n+3r—2 gl ch ]:

n=1

substituindo no primeiro somatério k = n — 1 e no segundo k£ = n temos
x" |j’(3r —2)coz™ ! + Z[(k +r+ 1)k +3r+ 1)ckyr1 — ck]zk‘| =0
k=0

o que implica 7(3r —2)cg =0e (k+r+ 1)Bk+3r+ 1)cgpy1 — =0, k=0,1,2,3,...
Como fazer ¢y = 0 nao é de grande proveito, temos

r(3r—2)=0 (7

Ck
(k+r+1)3k+3r+1)

Chi1 = k=0,1,2,3,... (8)

2
Os valores que satisfazem sao0, 11 = 3 e r9 = 0, quando substituidos em fornecem duas relagoes de

recorréncia:

2 CL
2o %
3 T B+ 5)(k+1)

Ck

(k+ D)3k +1)

o= k=0,1,2,... e 19 =0, cps1 = k=0,1,2,... (9

Iterando as relagoes de recorréncias em @, obtemos respectivamente

Co C1 Co C2 Co
Cl = —— Co = — — Cq = = ce
"5 1™ 82 25.8 *  11-3 315.8-3
Co
n — y :1,2,3,...
T 5811 (3nt2) "
[§]
Co C1 Co C2 Co
C = — C = —_— = —_—
LTI 2T T T3 T 34T
en = 0 n=1,2,3,...

nl-4-7---(3n—2)’

Portanto, obtemos duas solugoes em série

2
Y1 = cox3

- 1
1 an
+;n!1-4.7---(3n—2)$]

Pelo teste da razao, pode ser demostrado que y; e yo convergem para qualquer z. Como y; € Yy nao sao
miultiplas uma da outra, elas sao linearmente independentes. Assim, pelo principio da superposigao,

y = Ciyi(x) + Coya(z) =

1
1 . o

= + Csy

= 1
1 " <
+nzzjln!1-4-7...(3n—2)9€]’|x| o

é outra solucao para equagao. Em qualquer intervalo que nao contenha a origem, essa combinagao representa
a solucao geral para equacao diferencial.

. 1
x3+;n!5~8-11...(3n+2)x ’

A equacado é chamada de equacao indicial do problema, os valoes 71 e r9 s@o chamados de raizes
indicias, ou expoentes, da singularidade.
O exemplo anterior mostra que se = 0 é uma singularidade regular, entao, algumas vezes, existem duas
o0

solugbes linearmente independentes da forma y = Z cpx "

n=0
se a singularidade regular for em = = x(, podem existir duas solugoes linearmente independentes da forma
o0

numa vizinhanga desse ponto. Analogamente,

y = (x—x9)" E ¢n(x — xp)™, numa vizinhanca de * = xp. No entanto, uma equagdo mais geral com uma
n=0
singularidade regular pode nao ter duas solugoes desse tipo. Em particular, se as raizes da equagao indicial sao

iguais ou diferem por um inteiro, entao, a segunda solugao, normalmente, tem sua estrutura mais complicada.
Em todo caso, no entanto, o teorema de Frobenius garante a existéncia de pelo menos uma solugao desse tipo.
E possivel provar que quando existe apenas uma solulgdo (como no teorema de Frobenius), entdo a segunda
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solugdo contém um termo logaritmo (lembrando o que acontece nas equagoes de Cauchy-Euler quando as
raizes da equagdo caracteristica sdo reais e iguais ou complexas, no caso de ordem 2) e esta pode ser obtida
através do método de redugao de ordem.

Ainda como no caso complexo da equagdo de Cauchy-Euler, quando as raizes da equagdo inicial sao
complexas é possivel provar que sempre existem duas solugoes (complexas) linearmente independentes da
forma descrita no teorema de Frobenius e também podemos obter solugoes reais considerando as partes real
e imagindria das solugoes complexas e usando o principio da superposicao.

No caso geral, se z = 0 for uma singularidade regular de as(x)y” + a1 (x)y’ + ap(x)y = 0, entao as fungdes
xP(z) e 22Q(x) obtidas de (4)) sdo analiticas em x = 0, isto é, os desenvolvimentos P (z) = po+p1z+pax?+- -
e 22Q(x) = qo + q1 + qow® + - -+ sdo validos em intervalos de raio de convergéncia positivo. Substituimos y
em (|3) e simplificando, vemos que a equagao indicial é uma equacdo quadratica em r. Fazendo a identificagao
termo a termo obtemos F(r) = 0, onde F(r) = F(r — 1) 4+ por + qo que é chamada Equa¢do Indicial. Nesse
caso mais geral (veja [2]). Como antes, r1 e 7o sdo as raizes indiciais ou expoentes da singularidade, elas
determinam natureza qualitativa das solu¢oes numa vizinhanca de uma singularidade regular.

Nao ¢é o foco deste trabalho analisar caso a caso com o rigor merecido, contudo dada a importancia do
tema, faremos breves comentarios. No método de Frobenius, normalmente, trés situacoes ocorrem dependendo
das raizes da equagao indicial. Suponha 71 e ro raizes indiciais com r; > ro no caso dessas raizes serem reais.

e Sery #£ ry e se ry — ro # n, para todo inteiro positivo n > 1, entdo F(re +71) # 0 e sempre podemos
obter duas solugoes linearmente independente para a equagao do tipo

[e ] o0
ylzx”1+ch:v",x>0,ey1:xrz 1+anx”,$>0.
n=1 n=1
Com ambas as raizes tendo raio de convergéncia positivo. Para obter solucoes para = < 0 basta, entao,

fazer x = —t, t > 0.

e Se 11 = ry, 0 método de encontrar uma segunda solucao é, essencialmente, o mesmo que estudamos
na equagao de Cauchy-Euler quando essa tem raizes iguais para a equagao caracteristica. Nesse caso
obtemos duas solugoes linearmente independentes do tipo

o0 oo
Y1 = chx"+r7 co#0eys=yi(z)Inx + Z bpa™ ", by # 0,
n=0 n=0

para z > 0.

e Finalmente, quando r; —ry = n, n > 0 um inteiro positivo, temos o caso mais complicado para a
obtencao da segunda solugao. Nesse caso, obtemos duas solugoes linearmente independentes da forma

o0 o0
yr= cnt™ " g £ 0eys=Cuyr(a)nx+ Y bua™72, by #0,
n=0 n=0

onde a constante C' pode ser nula, caso em que a solucao yo nao possui termo logaritmico.

Cada uma dessa séries nos caso anteriores convergem pelo menos para |z| < p, p > 0 e define uma fungao
analitica em alguma vizinhanca de = = 0.
A dedugéo dessas férmulas pode ser encontrada em [2] ou, mais detalhadamente, em [3].

3.2.1 Equacao de Bessel

Como exemplo do que vimos na se¢ao vamos agora nos preocupar em encontrar uma solucao na
forma de uma série infinita para a equacao de Bessel.
A equagao
22y +xy + (22 — 1)y =0, (10)
onde v é uma constante, é chamada equacdo de Bessel.
E imediato ver que x = 0 é uma singularidade regular dessa equacao. Poderiamos ser mais especificos e

analisar separadamente os casos ¥ = 0, ¥ = — e v = 1, chamadas de Fquacoes de Bessel de Ordem Zero, Um

e Meio, respectivamente. Aqui vamos analisar de uma maneira mais geral quando v > 0.
o0
Pelo Teorema de Frobenius a equagao 1| possui uma solucao do tipo y = E cnx™", derivando e
n=0

substituindao na equagao temos

[ee] oo (oo} (oo}
22y +ay + (2% — )y = Z cn(n+r)(n+r—1)z"" + Z en(n+r)x"™ " + Z Cpx™TTTE 2 Z cpx™t"
n=0 n=0

n=0 n=0
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n=1

=co(r® —r4r—v¥a" +a" Z caln+r)n+r—1)+ (n+7r)—v*a" + 2" chx”+2
n=0

o0 o0
=co(r? —v¥)a" + 2" Z cal(n +7)% — V22" + 2" Z O (11)

n=1 n=0

Dessa tiltima expressdo, vemos que a equacdo indicial é 72 — 2 = 0, portanto, as raizes indiciais sdo r, = v
e ro = —v. Quando r; = v, (1)) torna-se

x Z con(n + 2v)x™ + ¥ Z cnx" T =2V | (1 +2v)c1 + Z cpn(n + 2v)a™ + Z cnx”“] =0.
n=1 n=0 n=2 n=0

Substituindo no primeiro somatério k = n — 2 e no segundo k = n, temos

2’ |1+ 2v)crz + Y [(k+2)(k +2 + 2v)cpyn + ck]xk”] =0.

k=0
. —Ckg
Logo, (14+2v)c; =0e (k+2)(k+242v)cgr2+cx = 0. Ou ainda, ¢ = , k=0,1,2,3,...
go, ( )1 ( ) )Ch+2+Ck k+2 (k+2)(k+2+ 20)
A escolha ¢; = 0 implica ¢cg = ¢5 = --- = 0. Dali, para k = 0,2,4, ..., encontramos, apos fazer k + 2 =
2n, n=1,2,3 que cap, = 2722 fterando
) 5Ly Dy ey 2n 22n(n+u) )
Co Co Co
Cg=——F——"—— (4= — =— ey
22.1-1(1+v) 22.2(24v) 24121+ v)(2+v)
(=1)"co
n = ,n=1,23,... 12
T (It )2+ v) () (12)
1
Em geral, escolhemos o valor ¢y = m, onde I' é a funcao Gamﬂ Como esta funcao tem a
v v

propriedade I'(1 + a) = aI'(«), podemos reescrever do seguinte modo

_ (-1)" _ (="
S22t (1+v)2+v) - (n+v)I(1+v) 227 pll(1+n+v)’

Con n:O,1,27...

Entao, uma solugao para equacao de Bessel é

— 2n+v = (_1)71 T Znt
= E Con = E _ | = .
Y n:02 n!T(1+v+n)\2

n=0
Se v > 0, a série converge ao menos em [0, 00).

Aqui usamos os métodos de Fuchs e Frobenius para resolver equagoes diferenciais com singularidades
regulares que, apesar da dificuldade, ainda constituem uma situacao mais simples, como ja mencionado no
texto. Assim, foi possivel encontrar uma solugao para a equacio de Bessel em torno da singularidade x = 0.
Para concluir, queriamos poder dar aplicagoes dessa equagdo em outras dreas. A referéncia [I1] faz uma
aplicacao da equagao de Bessel ao problema da descricao das oscilagoes de uma membrana cujo contorno € o
circulo de raio 1 no palno xy.

4 Conclusoes

Com a realizacao desse trabalho de pesquisa foi percebido que as Equacoes Diferenciais tiveram suas origens
a partir de observagoes criando uma modelagem para resolugoes que extrapolam as equagoes elementares. De
inicio as Equagoes Diferenciais, aplicavam-se as ciéncias fisicas ampliando para outras atividades humanas,
como o campo da engenharia, biologia e medicina. Sua aplicacao tem se tornado um estudo necessério e
enriquecedor.

Aprofundando os conceitos e definicoes das equacoes diferenciais, o presente trabalho busca propor solu-
cionar equagoes através de objetos que vao alem das fungoes elementares do céalculo.

9Fuler, em seu texto Instituiciones calculi integralis, (1768) definiu a chamada funcdo gama, T'(z) = fooo t?=le~tdt. A
convergéncia da integral requer x — 1 > —1, ou > 0. A relag@o de recorrencia I'(x + 1) = zI'(z) pode ser obtida a partir da
integral acima através da integracdo por partes.
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O trabalho, aqui proposto, buscou estudar processos de resolugoes de equagoes diferencias ordinarias, tendo
como ferramenta as séries de poténcias. Ao longo da pesquisa, apresentam-se defini¢oes de sequéncias e séries
com suas proposigoes e demonstragoes, buscando entender um pouco sobre os pré-requisitos para a aplicagao
dessas séries em uma classe mais geral de equagoes, a saber, aquelas cujos coeficientes nao sao constantes.
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