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RESUMO

Em diversas areas de estudo se faz necessarios realizar modelagens matematicas para descrever
0 comportamento de variaveis e comprovar, estatisticamente, descobertas cientificas. A
matematica esta inclusa em diversas areas de estudo e atuacdo, sendo o Célculo Diferencial e
Integral uma das suas principais ferramentas. Com isso, 0 presente trabalho teve o objetivo
principal de desenvolver pesquisa sobre a utilizagdo das integrais na determinagéo de volumes
e areas de superficie de solidos de revolucdo. Abordando de forma especifica, o
desenvolvimento histérico das integrais, assim como a importancia da utilizacéo das integrais
no calculo de volumes e areas de superficie de solidos de revolucdo por meio do método do
fatiamento, abordando os métodos do disco e anel, e das cascas cilindricas. Além de abordar
sobre a determinacdo de areas de superficie de revolucéo. Para isso, foi realizado uma pesquisa
sobre o tema nas principais literaturas da matematica, contextualizando de forma simples e
interativa as principais definicdes que desse suporte ao estudo das aplicacGes das integrais. Ao
final, apresentamos de forma esclarecedora alguns exemplos sobre as aplica¢fes de célculo de
volume e areas usando as integrais. Ao final do trabalho, os objetivos foram alcancados, onde
tentou-se produzir um material completo sobre aplicagdes de integrais no calculo de volumes e
areas de superficie de solidos de revolucéo.

Palavras-chave: Solidos de Revolugdo. Volume e area dos sdlidos de revolugéo. Método do
fatiamento. Método das cascas. Area de superficie.



ABSTRACT

In several areas of study, it is necessary to carry out mathematical modeling to describe the
determination behavior and statistically verify scientific discoveries. Mathematics is included
in several areas of study and performance, with Differential and Integral Calculus being one of
its main tools. With this, the present work had as main objective to develop research on the use
of integrals in the leadership of volumes and surface areas of solidity of revolution. Specifically
addressing the historical development of integrals, as well as the importance of using integrals
in calculating volumes and surface areas of a solid surface of revolution through the slicing
method, addressing the disk and ring methods, and cascades cylindrical. In addition to
addressing the experience of surface areas of revolution. For this, a research was carried out on
the subject in the main mathematical literature, contextualizing in a simple and interactive way
the main definitions that would support the study of the applications of integrals. At the end,
we present in a way, we explain some examples about the applications of calculating volume
and areas using integrals. At the end of the work, the objectives were achieved, where a material
was produced with a wealth of information about applications of integration in the calculation
of volumes and surface areas of solids of revolution.

Keywords: Solids of Revolution. Volume and area of solids of revolution. Slicing method.
Shell method. Surface area.



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9
Figura 10
Figura 11
Figura 12
Figura 13
Figura 14
Figura 15
Figura 16
Figura 17
Figura 18
Figura 19
Figura 20
Figura 21
Figura 22
Figura 23
Figura 24
Figura 25
Figura 26

LISTA DE FIGURAS

Aumento do numero de poligonos do método da exaustdo...................... 17
Area do graficode y = f(x) no intervalo [a, b]..ccceceeeeeeevveneiineiinennn... 18
Aproximacao da area do grafico de y = f(x) com o aumento de n................. 19

Gréfico da funcdo y = f(x) definida no intervalo [a, b]. ...c.ccceeevinvnnnn. . 25

Particdo do intervalo [a, b] em subintervalos...............cocoviiiiiiiininnn, 25
Retangulos daregidoentre y = f(X) 0 €IX0 X..oovvvrireeieienierienie s 26
Sélido de revolucao gerado em torn0 d0 X.......cccvveeveeerieriese e 32
Solido de revolucdo gerado em torn0 dO Y......ccvevveevecieere i 33
S6lido de revoluGao CONNECIADS. ........coveeeiiieieiesie e, 33
Diferentes formas de Fatias dos solido de revolugao............cccceevevvevivcicsieennenn, 34
Fatias finas do SOl S......cvoiviiiiice e 35
Discos perpendiCulares @0 IX0 X........c.ccververrereiiiiieiieeeeeiee e 36
Discos perpendiCulares 80 BIX0 Y .......cccvevererierieieiesie e 37
Anel perpendiCulares 80 BIX0 X........ccereierireiieieee et 38
Anel perpendiCulares 80 BIX0 Y......voviiiieiiieie e 39
Sélido obtido pela rotacdo da regido R em torno do €iX0 Y.....cccvvevvevvvivrvsrnennan. 40
Casca cilindrica obtido pela rotacdo da regido R em torno do eixo y................. 40
Solido formado por n cascas cilindricas concéntricas em torno do eixo y......... 41
cascas cilindricas formadas por faixas retangulares............cccooceveivrieieinennn. 41
Area S de uma superficie de reVOIUGHD. ............co.vveureeeeeeeeeseee e, 42
Formagcdo da area S de uma superficie de revolugdo e tronco de cone............... 43
k-ésimo tronco de cone do segmento de reta do poligono...........ccccevevveiveneeee. 43
Sélido formado pelo Metodo dO diSCO........eveerireiirieeie e 47
Solido formado pelo método do anel...........cccooviiiiiiiiiiie 48
Solido formado pelo método das cascas cilindricas............cccovveveeiececciccnnenne. 50

Superficie de um sOlido de reVOIUGED...........ccecvrieieieiecceeee e 52



Tabela 1
Tabela 2

LISTA DE TABELAS

Valores da area em funcdo do aumento do nimero de poligonos..................

INtegrais IMEdIatas. ......c.eeviviee et e

18

22



2.1

2.2

2.3
231
2.3.2
2321
2.3.2.2
2.3.3
2.34
2.3.5
2351
2.3.6

3.1
3.11
3.1.2
3.2
3.3

SUMARIO

INTRODUGAO ..o e e e, 13
FUNDAMENTACAO TEORICA ..ot 15
RESGATE HISTORICO DAS INTEGRAIS.......ooiieieeeeeeeeeeeee e, 15
O PROBLEMA DA AREA E O METODO DA EXAUSTAO.........cccocvirernn, 17
ESTUDO DAS INTEGRAIS......ccoe e 19
ANTAEINIVAAES. ..o 19
Integral INAefiNIda. ........ccooviiiii e 20
Propriedades das integrais iNAefinidas.............cooeieieneiiiiieeee e 21
INtEQraiS IMEAIALAS. .......eeiveeieciiece et sra e 22
Integracao Por SUDSTITUICAD. .........ccvcveiieie e 23
Integral pela Soma de Riemann............coiiiiiiiiiincnee s 24
Integral definida...........ccocoiiiiiii e 26
Propriedades das integrais definidas...........c.ccceveiiieiieii i 28
Teorema Fundamental do Célculo 29
VOLUMES E AREAS DE SUPERFICIE DE SOLIDOS DE 32
REVOLUGAD. .......ooieeeeeeeeeeeeeee e ses s sas s,

VOLUME DE SOLIDOS POR FATIAMENTO.......cooiiieeeeeeeeeeeeeeeeree s 33
1V [=] oo [0 o [0 JN DT 1ol o PSSP 36
Meétodo do ANEl (AFTUEIAS)........cueiieicie e 37
VOLUME POR CASCAS CILINDRICAS...........ccocommrrirrrenriesriessssssisssso 39
AREAS DE SUPERFICIE DE REVOLUGAO.........ccoooeviveieeieiiereseeee s 42
APLICACOES DAS INTEGRAIS NO CALCULO DE VOLUMES E 46
AREAS DE SOLIDOS DE REVOLUGAO...........ccoooiiiniieieiiessiseseisinens

CONSIDERAC@ES FINAIS. ... 53

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS. .....oo oo, 54



13

1 INTRODUCAO

A matematica é uma ciéncia de extrema importancia para a sociedade, visto que suas
aplicacdes e atribuigcdes sdo inUmeras e indispensaveis para 0 mundo contemporaneo e para 0
desenvolvimento das ciéncias e tecnologia. Cotidianamente, nos deparamos com diversos
problemas em diversas areas do conhecimento que envolve fatos matematicos e cujas suas
solucdes estdo agregadas a métodos matematicos.

De acordo com Silva (2016), ensinar e aprender matematica é processo continuo e que
demanda tempo para a sua eficacia, onde um dos grandes desafios no ensino da matemaética é
tornar a sua contextualizacdo I6gica a partir da sua aplicabilidade no cotidiano das pessoas.
Muitos estudantes aprendem a desenvolver formular e fazer contas, contudo o entendimento
daquilo que foi executado ndo é explicado pelos mesmos, em funcdo de ndo conhecer as areas
de atuacdo da matematica.

Um dos principais temas discutidos pela matematica € o calculo diferencial e integral.
Essa ferramenta € utilizada em diversas areas de estudo das ciéncias exatas, biologicas e
naturais, tais como: fisica, quimica, economia, engenharia, medicina e outras areas cujos 0s
problemas correlatados possam ser modelados matematicamente. Por esse motivo, o ensino do
calculo diferencial e integral é ensinado em diversos cursos de graduagdo, como por exemplo
o curso de licenciatura em matematica (CARVALHO; MACEDO; LOPES, 2021).

De acordo com Thomas, Weir e Hass (2013) a apresentacdo dos conceitos de calculo
ocorreu na ordem inversa daquelas que é, corriqueiramente, apresentada nos livros de calculo
e nas disciplinas das universidades. As primeiras apari¢des das integrais surgiram com a
utilizacdo em processos ligados ao célculo de &reas, volumes e comprimentos. Posteriormente,
criada bem mais tarde, surgiram diferenciagdo que resultou de problemas sobre a tangente e
curvas e questbes evolvendo maximos e minimos de fungfes. Ficando comprovado que a
integracédo e a diferenciacdo estdo relacionadas entre si, sendo uma operagao inversa da outra
(EVES, 2011).

Muitos matematicos antigos, das civilizagdes primitivas, conheciam as formulas
utilizadas para determinar areas de poligonos com geometria definida como retangulos,
tridngulos, quadrados e trapézios. Porém, quando se tratava de figuras geométricas com
contornos curvilineos, como o circulo, 0s matematicos primitivos se deparavam com grandes

dificuldades para encontrar as devidas formulas para determinar suas areas e volumes. Com
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IS0, 0 primeiro progresso veio com Arquimedes, que de forma geral, obteve um método para
determinar &reas de regides delimitadas por arcos de circulos, paraboloides e espirais e varios
outros tipos de curvas por meio do método da exaustdo (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

Diante disso, fica evidente a importancia de estudar métodos para calcular areas e
volumes de elementos com geometria ndo definida, onde um dos principais meios
desenvolvidos e utilizados é o uso do calculo da integral. Assim, o objetivo geral do presente
trabalho € realizar uma abordagem mais ampla sobre a utilizagdo das integrais na determinagéo
do célculo de volume e areas de superficie de sélidos de revolugdo. Abordando de forma
especifica o0 método do fatiamento para calcular volumes de sélidos, com énfase no método do
disco e no método do anel. Assim como também, a utilizacdo do método das cascas cilindricas
na determinacdo de volumes de solidos de revolugdo e como calcular areas de superficie de
solidos de revolugdo. De forma que o trabalho posso servir como material de apoio para

disciplinas de célculo diferencial e integral e também para trabalhos futuros.

Para conseguir os objetivos apresentados, o trabalho esta organizado da seguinte
forma: No capitulo 2 é apresentado a fundamentacdo tedrica, fazendo um resgate histérico das
integrais, falando sobre o problema da area e 0 método da exaustdo, assim como as integrais
indefinidas e definidas. No capitulo 3 abordamos sobre os métodos utilizados para calcular
volumes e areas de superficie de solidos de revolucgdo. Ja no capitulo 4 encontra-se as aplicagdes
das integrais no calculo de volumes e areas de solidos de revolucdo. Enguanto no capitulo 5
tem-se as consideragdes finais do trabalho. Por fim, no capitulo 6 € apresentado as referéncias
bibliograficas utilizados na escrita do trabalho.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

2.1 RESGATE HISTORICO DAS INTEGRAIS

O século XVII foi extremamente importante para o desenvolvimento da matematica,
gracas a grande quantidade de novas pesquisas elaboradas. Contudo, a realizacdo matematica
de maior destaque foi o surgimento do célculo, proximo do final do século, por Isaac Newton
e Gottfried Leibniz (EVES, 2011). Ja para MAOR (2003), é aos gregos que se deve a ideia que
da sustentacdo ao calculo. Pois, de acordo com o autor, a ideia de que o calculo foi inventado
por Newton e Leibniz durante a década de 1665 — 1675, ndo é inteiramente verdade. A ideia
central do célculo de usar limites para derivar resultados sobre objetos comuns e finitos, recua
até a época dos antigos gregos e chega a Arquimedes.

Arquimedes de Siracusa era um lendario cientista cuja invencgdes teriam desafiado os
invasores romanos de sua cidade durante mais de trés anos, e ele teria sido um dos primeiros a
usar o conceito de limites para calcular a area e o volume de vérias formas planas e sélidas
(MAOR, 2003). Arquimedes de Siracusa, juntamente com Newton e Gauss sdo considerados
0s trés grandes matematicos da historia. Uma das suas principais invencdes matematicas esta
no método da exaustdo, utilizado para calcular areas e volumes, utilizado para encontrar areas
limitadas por parabolas e espirais e volumes cilindricos, segmentos de esferas e paraboloides.
Onde para tal finalidade, utilizou procedimentos para aproximar os valores para 7. Dentre 0s
trabalhos que mais orgulhava Arquimedes, destacamos o método utilizado para determinar o
volume de uma esfera, onde o0 mesmo demonstrou que o volume de uma esfera era 2/3 do
volume do menor cilindro que a contém. Esse feito era tdo significativo para Arquimedes que
0 mesmo pediu para que fossem gravados na lapide de seu tumulo a figura de uma esfera e um
cilindro (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

Boyer (2010) afirma que o primeiro registro de uma possivel estimativa de
determinacio do calculo de uma area de uma superficie curva, encontra-se no Papiro Egipcio
de Moscou, que foi escrito por volta de 1890 a.C., onde o escriba utiliza uma férmula
semelhante a integracdo para determinar a area da superficie de um cesto. O mesmo Papiro
ainda apresenta outros problemas matematicos envolvendo a area de uma piramide e o volume

de um tronco de piramide.
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Para Eves (2011), outra grande contribuicdo ao problema da area foi utilizacdo da
quadratura do circulo. De acordo com o autor, era possivel exaurir a diferenca existente entre a
area de um circulo e um poligono regular inscrito nele mesmo. Para tanto, era necessario
realizar sucessivas duplicacdes do numero de lados do poligono, e sendo possivel construir um
quadrado com &rea de mesmo modulo a do circulo. Tal abordagem, se assemelha ao conhecido
método da exaustdo de Arquimedes.

Ainda de acordo com Eves (2011) os gregos antigos tinham conhecimento para
calcular areas de triangulos, circulos e demais areas de figuras de geometria conhecida.
Contudo, calcular areas de outras figuras de geometria desconhecida era considerado um
problema sem solucdo. Até que Arquimedes, desenvolveu o método do equilibrio para calcular
a area de regibes limitadas por esperais, parabolas e outras curvas. Arquimedes utilizada o
método do equilibrio para se auxiliar de um corpo para determinar o calculo da area ou volume,
e em seguida usava 0 método da exaustdo para conseguir demostrar de forma rigorosa os seus
resultados.

Boyer (2010) afirma que o método da exaustao € o equivalente do calculo integral, ao
qual foi creditado por Arquimedes a Eudoxo. O autor ainda afirma que uma grandeza pode ser
subdividida infinitamente. J& de acordo com Eves (2011), pode-se subtrair de uma grandeza
qualquer, uma parte ndo menor que sua metade, do restante subtrai-se também uma parte que
ndo seja menor que sua metade, e assim sucessivamente, até chegar a uma grandeza menor que
qualquer outra predominantemente da mesma espécie.

Entre todos os matematicos antigos, Arquimedes foi quem chegou mais proximo ao
atual modelo de integracdo, para tanto o mesmo foi quem melhor utilizou 0 método da exaust&o.
Com isso, Arquimedes conseguiu chegar a resultados semelhantes a muitas integrais definidas
atualmente utilizadas para determinacéo do calculo de areas e volumes (EVES, 2011)

Torre e Giraffa (2009) afirmam que outros matematicos também contribuiram bastante
para 0 nascimento do calculo, a exemplo de Fermat e Johan Bernoulli, onde o primeiro
desenvolveu técnicas para determinar areas de pardbolas maiores, através da aritmética do
infinito. J& o segundo, foi quem criou o0 nome de “célculo integral”, sendo o seu livro publicado
mais tarde pelo seu irmdo mais velho Jaques Bernoulli, em 1960. Atualmente o calculo de
integrais € bastante usado em diversas areas do conhecimento cientifico e com aplicacdes

diversas na economia, engenharia, astronomia, quimica, fisica e medicina.
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2.2 O PROBLEMA DA AREA E O METODO DA EXAUSTAO

A determinacdo de areas de figuras com geometria definida ficou simples de executar
apos as defini¢cbes dos matematicos primitivos. Contudo, o problema de encontrar areas de
figuras com perfil geomeétrico curvilineos ainda persistiu. Até que Arquimedes, de maneira
genial, desenvolveu o método da exaustdo. Onde esse método, quando aplicado ao circulo,
consiste na inscricdo de uma sucessdo de poligonos regulares dentro do préprio circulo,
permitindo que o nimero de lados do poligono cresca de forma indefinida, como apresentado
na Figura 1. A medida que cresce o nimero de lados do poligono, a area do mesmo tende e
igualar com a area do circulo, pois os poligonos tendem a exaurir a regido delimitada pelo
circulo (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

Figura 1: Aumento do namero de poligonos do método da exaustéo.

@ 2\
9

e

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014)

Para entender melhor a funcionalidade do método da exaustéo, considere um poligono
regular de n lados inscrito em um circulo de raio igual a 1 (uma) unidade de medida, e tomemos
por A(n) a area desse poligono regular. A medida em que os valores de n aumentam, os valores
correspondentes de A(n) se aproximam de m (unidades de area), conforme apresentado na

Tabela 1, a seguir.
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Tabela 1: Valores da area em funcdo do aumento do nimero de poligonos.

n A(n)
100 3,13952597647
200 3,14107590781
300 3,14136298250
400 3,14146346236
500 3,14150997084
1.000 3,14157198278
2.000 3,14158748588
3.000 3,14159035683
4.000 3,14159136166
5.000 3,14159182676
10.000 3,14159244688

Fonte: Adaptado de Anton, Bivens e Davis (2014)

Dessa forma, para um circulo de raio 1, o método da exaustdo equivale a uma equacao
do tipo:
lim Aln) = (1)
n—->oo

Simmons (1987) relata que os matematicos gregos tinham muitas duvidas quanto ao
conceito de infinito e evitavam seu uso. Ficando para Newton e Leibniz os créditos da
descoberta de um método matematico utilizado para determinar as areas que utilizavam a nogéo
de limites. Tal método se resume no problema geral de encontrar a area sob o grafico de uma
regido delimitada por uma funcdo y = f(x) e duas retas x = a € x = b, conforme apresentado

na Figura 2.

Figura 2: Area do grafico de y = f(x) no intervalo [a, b].
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v = flx)

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014)
Esse é o método dos retangulos para calcular areas, que consiste em dividir o intervalo

[a, b] em n subintervalos igualmente espagados, e em cada um deles construir um retangulo
que vai do eixo até algum ponto da curva y = f(x). Dessa forma, a area dos retangulos pode
ser interpretada como uma aproximacao da area exata sob a curva e acima do intervalo [a, b],
ou seja, a medida que n aumenta, as aproximagdes da area torna-se cada vez melhor como

apresentado na Figura 3.

Figura 3: Aproximacao da area do grafico de y = f(x) com o aumento de n.

4V LY AY

v = fx) v = f) v = fx)

a b " a b a b

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014)

A soma das areas dos retangulos tende a area exata do grafico da funcdo como um
limite. Dessa forma, se denotarmos A a rea exatada funcdoy = f(x) easretasx =aex =
b, e A,, for a aproximacdo de A para subdivisdo de n intervalos, logo:

A= lim A, (2

n—-+oo

é chamado de método dos retangulos para o calculo da area A.
2.3 ESTUDO DAS INTEGRAIS

2.3.1 Antiderivadas

De acordo com Thomas, Weir e Hass (2013), existe dois modos para encontrar uma

funcdo f(x) a partir de seus valores ja conhecidos e também de sua derivada f'(x). Um dos
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processos é encontrar uma férmula que forneca todas as funcdes que poderiam ter a fungdo f
como derivada, sendo essas fungdes chamadas de primitivas de f, que é a férmula que as
fornece elas, chamada de integral indefinida de f. J& o segundo procedimento é utilizar o valor
conhecido para determinar a primitiva associada a partir daquelas na integral indefinida. Com

iSS0, se podemos encontrar ao menos uma primitiva, entdo podemos determinar todas possivel.
Leithold (1994) define as primitivas da seguinte forma:

Defini¢do 1: Uma funcéo F sera chamada de antiderivada (ou primitiva) de uma fungdo f num

intervalo I se F'(x) = f(x) paratodo x em I.

Segundo Guidorizzi (2008), sendo F uma primitiva de f em I, entdo, para toda
constante C, F(x) + C também é uma primitiva de f. Contudo, se duas fun¢bes possuem
derivadas iguais num intervalo, elas podem diferir entre si por uma constante nesse intervalo,

como apresentado no teorema a seguir:

Teorema 1: Se f e g forem duas funcGes, tais que f'(x) = g’(x) para todo x no intervalo I,

entdo havera uma constante C, tal que f(x) = g(x) + C, paratodo x em I.

Assim, segue que as primitivas de f em I sdo as fungdes dadas da forma F(x) +

C, com C constante.
2.3.2 Integral indefinida

O processo utilizado para encontrar as antiderivadas é chamado de antidiferenciacéo,
ou ainda de antiderivacdo, ou ainda de integracdo. Sendo esse Ultimo, o mais usual na literatura.

Dessa forma, considere a equacao:

d
—[F()] = f@) ®3)

integrando a funcéo f(x), obtemos uma antiderivada na forma F(x) + C. Para enfatizar tal

processo, reescrevemos a equacao (3) usando a notacao de integral.

ff(x)dx =F(x)+C (4)
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onde devemos interpretar que C € uma constante qualquer. Ressalta-se que as expressdes (3) e
(4) séo representacdes distintas, contudo, expressam o mesmo fato.

Perceba que, se derivarmos uma antiderivada de f(x), iremos voltara obter a
funcéo f(x) (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014). Ou seja,

= [ o] = reo ©)

Da expressao (4) sabemos que C é chamada de constante de integracdo. O simbolo [ é
denominado de sinal de integracdo, ja a expressdo f(x) € chamado de integrando e x é a variavel
de integracdo. Também podemos dizer que a funcdo f(x) estd sob o sinal da integral na
expressdo [ f(x)dx. Assim, concluimos que o processo utilizado para calcular a expressao
[ f(x)dx, ou seja, encontrar F(x) + C, é denominada de integracéo indefinida. Onde, a palavra
indefinida é usada em funcdo da constante C, poder assumir qualquer valor e ndo poder ser
determinada pela funcéo f (x). Assim, devido a natureza arbitréaria que a constante de integracao
C assume, aexpressdo [ f(x)dx échamada de integral indefinida (MUNEM; FOULIS, 1982).

2.3.2.1 Propriedades das integrais indefinidas

Sempre que derivarmos uma funcéo, esta pode ter seu processo invertido e a fungédo

ser reescrita na forma de integral. Podemos exemplificar com a regra da poténcia, onde

ix" =nx™1 (6)
dx

torna-se,
fnx”‘ldx = x" (7)

ou seja, podemos reescrever a equacao (7) na forma integral mais padrdo e usual na literatura,

da seguinte forma:

Teorema 2: Regra da Poténcia - Se n for um nimero racional,

xn+1
n — -1
Jx dx n+1+C' n+ (8)

para integrar uma funcdo poténcia, some ao expoente uma unidade e divida a nova poténcia
pelo novo expoente (LEITHOLD, 1994).
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Dessa forma, Leithold (1994) apresenta outros teoremas com regras basicas para as

integrais indefinidas.

Teorema 3: Regra da homogeneidade — Se a € uma constante, entdo

faf(x)dx = aff(x)dx 9

Teorema 4: Regra da adigéo - Se f; e f, estdo definidas no mesmo intervalo, entdo

f [fG0) + f,(0)]dx = f £ dx + f £ () dx (10)

Teorema 5: Regra da linearidade - Se f3, f5, ..., f, estdo definidas no mesmo intervalo e

a,,a,, ..., a, € sdo constantes, entdo

f [anfy () + anfo(0)]dx = ay f i) dx + az f H)dx + -+ a f f@dx (A1)

2.3.2.2 Integrais imediatas

Flemming e Goncalves (2006) afirmam que o processo de encontrar as integrais
indefinidas € muito intuitivo, partindo do pressuposto que conhecemos apenas as derivadas.
Dessa forma, pode-se obter uma tabela de integrais, que sdo chamadas de imediatas, a partir

das derivadas das funcdes elementares, como apresentado na Tabela 2.

Tabela 2: Integrais imediatas

Integral indefinida Formula que a originou
1. fx"dx=xn:+C, n=*—1 4 (= = X"
n dx\n+1
= = d
2. [dx=[1ldx=x+C L=1
dx
K
3. [senkxdx=- Coi “+C % (- coikx> = sen kx
k
4. [coskxdx = Ser;( +cC % (serllckx> = cos kx
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5. [sec’xdx=tgx+C

d

o tgx = sec’x
2 —_
6. [cossec?xdx = —cotgx +C —(~cotg x) = cossecix
7. [secx tgxdx =secx+C isecx—secxt X
dx g
8. [ cossec x cotg x dx = —cossec x + C —_(—cossec x) = cossecx cotgx
dx g
9. fekxdxziekx+C i(lekx>:ekx
dx \k
10.f§dx=1nx+C, x>0 i(]nx)=l x>0
dx x’
11.faxdx=iax, a>0 a+1 i(i x): x
(lna) P lnaa a*, a>0, a#1
12. [——dx=arctgx+C d ta %) =
1+x a(arc gx)_1+x2
13.f%dx=arcsenx+€ i(arcsenx)=#
x dx V1—=x?
1 _ d 1
14. [—==dx=arcsecx+C, x>1 E(“rcsecx)=ﬁ’ x>1

Fonte: Adaptado de Thomas, Weir e Hass (2013)

2.3.3 Integracédo por substituicao

Existe algumas situacdes em que ndo é possivel encontrar a integral de uma funcgéo

aplicando as integrais imediatas, sendo necessario utilizar outras estratégias para tal finalidade.
O método da substituicdo, também conhecido como mudanca de variavel para integracdo, é um
recurso apropriado para tal situacdo, sendo utilizado para determinar integrais de fungdes
compostas. Para Flemming e Gongalves (2006) o método da substituicdo € analogo a regra da
cadeia para as derivadas de fungdes compostas, sendo possivel encontrar a integral de uma

funcdo aplicando as integrais imediatas depois de ser realizada uma mudanga de variavel.

Stewart (2010), afirma que o método da substituicdo funciona sempre que tivermos uma

integral escrita da seguinte forma:

[ FlgG)g Gorax

Veja que se F” = f, e utilizando a regra da cadeia,
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d
2 PGl = F(g(0)g (x) (12)

teremos a expressao,

[ Fla@)g wax = Flge) + ¢ (13)

Sendo F” = f, e fazendo a mudanca de variavel, ou substitui¢cdo, u = g(x) e suaforma

diferencial du = g’(x)dx, na equacdo (13), temos

ff(u)du =F(uw+C (14)

Assim, conseguimos provar a Regra da Substituicdo, que pode ser melhor definido

pelo teorema a seguir:

Teorema 6: Regra da Substituicdo — Se u = g(x) for uma funcdo diferencidvel cuja a

imagem € um intervalo I e f for continua em I, entdo

[ rlae)g@ax = [ raa (15)

O processo de calcular integral de uma funcdo composta, consiste em converter a
expressdo (13) na expressdo (14), com a substituicdo de u = (g(x) e du = (g’ (x)dxe
denominado Método da Substituicdo. Onde, a interpretacdo do uso da expressdo du = g'(x)dx
ndo se faz necessario, pois essa notacdo diferencial tem por finalidade servir como uma forma
viavel e conveniente para aplicar o método da substituicdo (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

2.3.4 Integral pela Soma de Riemann

Uma das maneiras de calcular areas, volumes e distancias é utilizando as somas finitas.
Onde, os termos das somas sdo obtidos por meio do produto entre os valores das funcdes
trabalhadas f (x+), pelos comprimentos dos intervalos Ax (THOMAS; WEIR; HASS, 2013).

Stewart (2010), apresenta a seguinte expressdo para essa afirmativa:

lim " O )x = im [F (i )0 + £ (e )x + -+ ()] (16)
k=1

Contudo, Thomas, Weir e Hass (2013) se interessaram em verificar o comportamento
do limite da soma, quando os comprimentos dos intervalos se tornarem infinitamente pequenos

e sua quantidade infinitamente grande. Essas somas sdo chamadas de somas de Riemann, em
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homenagem ao matematico Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) (STEWART,
2010).

Introduzir o conceito de soma de Riemann é de suma importancia para o entendimento
da integral definida. Dessa forma, considere uma funcdo f definida em um intervalo fechado

[a, b], podendo assumir valores positivos e negativos, conforme apresentado na Figura 4.

Figura 4: Gréfico da funcdo y = f(x) definida no intervalo [a, b].

y
£

y = f(x)

Fonte: Thomas, Weir e Hass (2013).

Dividindo o intervalo [a,b] em subintervalos, ndo necessariamente na mesma

magnitude, em n — 1 pontos que satisfacam a condicéo
A<x <Xy < <xXp_1<b
ou ainda, de forma mais consistente podemos indicar a = x, € b = x,,, € escrevemos
Aa=Xx) <X <X, << xXp_1<xX,=b

assim, o conjunto P = {xy, X1, X, ..., Xn_1, X, } € denominado particdo de [a, b] (SIMMONS,
1987).

O comprimento da largura do primeiro subintervalo é dado por Ax; = x; — x,, a largura
do segundo subintervalo é dado por Ax, = x, — x4, € a largura do k-ésimo subintervalo é
representado por Ax;, = x, — x,_4, conforme representado pela Figura 5, sendo k um nimero
inteiro entre 1 e n (THOMAS; WEIR; HASS, 2013).

Figura 5: Particdo do intervalo [a, b] em subintervalos.
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k-ésimo subintervalo

fp=a Xy Xq 24 X5 Xy E X

Fonte: Thomas, Weir e Hass (2013).

Em cada subintervalo selecionamos um ponto c arbitrério, onde c;, esta continho no k-
ésimo subintervalo. Construindo retdngulos compreendidos entre o eixo x e gréfico da funcéo
y = f(x), podendo os retangulos estarem acima ou abaixo do eixo x, dependendo do valor de

f (i) ser positivo ou negativo, conforme o gréafico da Figura 6.

Figura 6: Retangulos da regido entre y = f(x) e 0 eixo x.

'\'

y = f(x)

(g, fley))

~
>

~
o

[ S p———

0lxy =a Xy

-
3

Ar—1 X Xp-1 Ay = b

(¢y, fley)

e e e | D

(cy. flel))

Fonte: Thomas, Weir e Hass (2013).

Formando o produto f(c;)Ax;, podendo o resultado ser positivo se f(c) > 0, se

negativo se f(cx) < 0, ou nulo se f(c) = 0, somando todos os produtos, obtemos:

Sp =) flew) + b, (17)
k=1

onde, a soma Sp é chamada de soma de Riemann para a fungéo f no intervalo [a, b]. Caso 0s

intervalos tenham larguras iguais, escrevemos
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px =27 18
x=— (18)

podendo estreitar a largura dos intervalos com o aumento do nimero de n. Se a largura das
particbes tenderem a zero, com n — oo, teremos uma precisao cada vez maior do resultado
esperado (THOMAS; WEIR; HASS, 2013).

2.3.5 Integral definida

O célculo utilizando a soma de Riemann com 0 aumento do numero de parti¢des, com
a expressdo n — oo, ndo garante que as larguras de todos os intervalos tendam a zero. Para
tanto, utiliza-se a expressdo maxAx;, — 0, ao qual indica que a maior norma das particdes
tendera a zero. Dessa forma, espera-se que a area compreendida entre o grafico de f e o
intervalo [a, b] satisfaca a equacdo (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014):
n
A= lim Z Fc) * D (19)
k=1

maxAxy—0

De acordo com Anton, Bivens e Davis (2014) o limite contido na expressdo (19) é de
extrema importancia para conceituar a fundamentacdo do célculo integral, constituindo a base

da definicédo da integral definida, dada a seguir:

Definicdo 2: Dizemos que uma fungdo f é integravel em um intervalo fechado finito [a, b] se
o limite da expressdo (19) existir e ndo depender da escolha das paricdes ou da escolha dos

pontos c; nos subintervalos. Assim, apresentamos o limite pelo simbolo

maxAxy—

b n
L f(x)dx = lim oz f(c) * Axy (20)
k=1

que é denominado integral definida de f de a até b. Os nimeros a e b sdo denominados de

limite de integrac&o inferior e superior, respectivamente, e f(x) é denominado integrando.

De acordo com Stewart (2010), foi Leibniz que introduziu o simbolo [ e o denominou
de sinal de integral. O sinal de integral é uma letra S alongada e foi escolhida pelo fato da
integral ser um limite de uma soma. O simbolo dx ndo tem um significado oficial, indicando
apenas que x € a variavel de integracdo, podendo usar qualquer outra letra sem mudar o valor

da integral.
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O resultado da integral definida € um namero, e representa a area liquida com sinal
entre o grafico da funcdo e o intervalo [a, b]. Assim, Anton, Bivens e Davis (2014) apresentam

0 seguinte teorema:

Teorema 7: Se uma fungdo f for continua e um intervalo [a, b], entdo f sera integravel em

[a, b] e a &rea liquida com sinal A entre o grafico de f e o intervalo [a, b] sera

b
A =f f(x)dx (21)

Normalmente, quando utiliza um intervalo [a, b], supde-se que a < b, para os limites de
integracdo. Dessa forma, Flemming e Gongalves (2006), apresenta uma definicdo em que o

limite inferior € maior que o limite superior.

Definigéo 3:
a) Se a > b, entdo:
b a
| reax == reoa
a b

Se a integral a direita existir.

b) Se a = b e f(a) existir, entdo:

faf(x)dx =0

a

2.3.5.1 Propriedades da integrais definidas

Flemming e Gongcalves (2006) destaca que € de extrema importancia saber quais
funcdes sdo integraveis. Sendo as fungdes continuas em um intervalo especifico [a, b], as mais
usadas para o célculo de integracdo. A partir desse ponto de vista, pode-se apresentar algumas

propriedades da integral definida, por meio das proposicdes a seguir:

Proposicao 1: Se f é integravel em [a, b] e k € uma constante real arbitraria, entdo kf é

integravel em [a, b] e

fbkf(x)dx = kfbf(x)dx



29

Proposigdo 2: Se f e g sdo integraveis em [a, b], entdo f + g é integravel em [a, b] e
b b b
[ 1760+ getax = | feadx+ | gy dx
a a a
Proposicao 3: Sea < ¢ < b e f é integraveis em [a, c] e em [c, b], entdo f é integravel em
[a,b] e

fbf(x)dx = fcf(x)dx + fbf(x)dx

Proposicao 4: Se f é integravel e se f(x) = 0 paratodo x em [a, b], entdo:

b
j f(x)dx =0

Proposicao 5: Se f e g sdo integraveis em [a, b] e f(x) = g(x) paratodo x em [a, b], entdo:

fabf(x)dx > ng(x)dx

Proposicéo 6: Se f € uma funcgdo continua em [a, b], entdo:

fa o] < f ol

Proposicdo 7: Se f € uma funcgdo continua em [a, b], existe um ponto ¢ entre a e b tal que:

b
[ redx= - oy

2.3.6 Teorema Fundamental do Célculo

Através do teorema fundamental do calculo pode-se afirmar que as operagdes de
diferenciacéo e integragdo sdo inversas uma da outra, ou seja, 0 processo de diferenciacdo de
uma determinada funcéo, desfaz o processo de integracdo e vice-versa (MUNEM e FOULLIS,
1982). O teorema fundamental do célculo, também estabelece uma relacéo entre as integrais
indefinidas e definidas em duas partes, sendo que a primeira parte do teorema descreve a relacéo

entre os métodos dos retangulos e da antiderivada com o calculo de area, enquanto a segunda
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parte estabelece um método das integrais definidas usando antiderivadas (ANTON, BIVENS e
DAVIS, 2014).

Suponha que f seja uma fungdo continua e ndo negativa em um intervalo [a, b], em
que A é a area sob um gréfico de f acima do intervalo [a, b] dada pela expresséo (21) da integral

definida, ou seja A = f(f f(x)dx. O método da antiderivada sugere que, se A(x) é a area sob o

gréafico de f de a até x, onde x varia entre [a, b], logo, podemos propor que:

L A(x) =f(x)
. A(@) =0
N.  A(b) = A

A formula (I1) implica dizer que a area sob uma curva que vai de a até a é a area sob
um ponto, ou seja, € igual a zero. Em (l11), afirma-se que a &rea sob uma curva de a até b é
igual a A. J& a formula (1) diz que A(x) é uma antiderivada de f(x), dessa forma podemos
afirmar que qualquer antiderivada de f(x) no intervalo fechado [a, b] pode ser obtido pelo

acréscimo de uma constante a A(x). Assim, considere que

F(x)=Ax)+C (22)
seja uma antiderivada de f (x). Subtraindo F(a) de F(b), teremos
F(b) — F(a) = [A(b) + C] — [A(a) + C] (23)
F(b) — F(a) = A(b) — A(a) (24)
F(b)—F(a)=A—-0 (25)
F(b)—F(a) = A (26)

De posse das informac@es obtidas em (26), podemos apresentar a parte 1 do Teorema

Fundamental do Calculo.

Teorema 8: (Teorema Fundamental do Célculo, Parte 1) Se uma funcgdo f for continua e

um intervalo [a, b] e F for uma antiderivada de f em [a, b], entdo

b
[ reax =r) - F@ @7)

A equacdo (27) implica dizer que a integral definida pode ser obtida encontrando uma
antiderivada do integrando e, em seguida, realizando uma subtragéo dos valores da antiderivada
do limite superior de integracdo pelo valor do da antiderivada do limite inferior de integracao.

Com base no argumento apresentado que conclui que A"(x) = f(x), podemos dizer

que A(x) pode ser expressa como uma integral definida dada na forma,



31

A(x) =f f()dt (28)

a

Em que a mudanca da variavel de integracdo é usada para evitar confusdo com o x do
limite superior da integral em (28). Com base na expressdo (28) a relacdo A"(x) = f(x) pode

ser apresentada como

al dt| = 29
5[ row|=re 29)

Dessa forma, tem-se a parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo, apresentado no
teorema a seguir.
Teorema 9: (Teorema Fundamental do Calculo, Parte 2) Se uma fungdo f for continua e
um intervalo, entdo f terd uma antiderivada nesse intervalo. Em particular, se a for um ponto

qualquer desse intervalo, entdo a funcao F definida por

F(x) = f F(t)dt (30)

é uma antiderivada de f nesse intervalo, ou seja, F'(x) = f(x) para cada x desse intervalo.

Dizemos que se uma integral definida tiver um limite de integracdo superior variavel,
um limite inferior constante e um integrando continuo, logo a derivada da integral em relacao
ao seu limite superior é igual ao valor do integrando calculado somente com o limite superior
(ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).
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3 VOLUMES E AREAS DE SUPERFICIES DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

As integrais definidas sdo amplamente utilizadas para determinar areas de regides
planas. Contudo, existe diversas aplicacdes em problemas do célculo de volumes de regides
tridimensionais, sendo esses denominados de sélidos de revolucdo. O primeiro contato com
estudos dos solidos de revolucéo dar-se, ainda, no ensino médio ao estudar figuras geométricas
de solidos cilindricos, também chamados de corpos redondos, tais como: esferas, cones e
cilindros. Ja no ensino superior, estes estudos ocorrem de forma mais complexa nas disciplinas
de calculo diferencial e integral, ao abordar contedos de volumes de solidos de revolucéo e
areas de superficie de revolucdo. Flemming e Gongalves (2006) destaca que, um sélido de
revolucdo é obtido fazendo uma regido plana girar em torno de uma reta no plano, chamada
eixo de revolucéo.

Dessa forma, Simmons (1987) diz que, se a regido sob uma curva y = f(x) e entre
x = aex = b giraao redor do eixo x, ele constr6i uma figura tridimensional, chamada sélido

de revolucao, podendo ser visualizado em um grafico, conforme apresentado na Figura 7.

Figura 7: Sélido de revolucdo gerado em torno do x.

y ¥y
A A
y=f(x) y=rfx)

Fonte: Nagwa (2023).
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Usando processo analogo, também podemos determinar um sélido de revolucdo que
giraem torno do eixo y. Para tanto, considere uma regido compreendida entre a curva x = f(y)

easretasy = c ey = d girando ao redor do eixo y, conforme apresentado na Figura 8.

Figura 8: Sélido de revolugdo gerado em torno do y.
¥y ¥y
N

d =

«—x=f

Fonte: Nagwa (2023).

Nos sélidos de revolugdo o eixo de simetria passa, exatamente, no centro do sélido
gerando secc¢0es transversais circulares de raio y = f(x), quando x for o eixo de revolugéo, ou
raio x = f(y), quando a revolugéo for no eixo y. Por esse motivo, os solidos de revolucéo séo
considerados objetos simétricos, sendo o eixo de revolugdo seu eixo de simetria. Com isso,
também sdo chamados de corpos cilindricos (MEDEIROS; COSTA, 2020). Anton, Bivens e
Davis (2014), destaca que muitos solidos de revolucao conhecidos séo tipo: cilindro circular

reto, esfera solida, cone sélido e cilindro circular reto oco, conforme a Figura 9.

Figura 9: Solido de revolugdo conhecidos.
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Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014).

3.1 VOLUME DE SOLIDOS POR FATIAMENTO

A determinacdo de volumes e areas de solidos de revolucdo é visto desde o ensino
fundamental e médio em casos particulares e considerados simples, como os sélidos de
revolucdo apresentados na figura 9, onde ja existem férmulas pré-definidas para o devido
calculo. Sabendo que os sélidos de revolucdo sdo objetos que podem assumir varias outras
formas, as férmulas utilizadas no ensino fundamental e médio se tornam ineficazes,
principalmente quando surge casos como os apresentados na Figura 8. Sendo necesséario fazer
uso das integrais, ao qual pode-se calcular o volume e areas de superficie de revolugdo para
qualquer expressao.

Para Anton, Bivens e Davis (2014), o método do fatiamento € uma forma viavel para
o célculo do volume dos sélidos de revolugdo. Onde o principio basico desse método consiste
em:

e Dividir o sélido em fatias finas;
e Aproximar o volume da cada fatia;
e Somar as aproximagdes para formar uma soma de Riemann;

e Passa o limite para produzir uma integral para o volume.

O fato das fatias serem bastantes finas, faz com que o método do fatiamento se torne
eficaz, uma vez que as secgdes transversais ndo sofrem grandes variagdes no tamanho nem na
forma, facilitando a aproximacao dos seus volumes, ou seja, quanto mais finas as fatias, menor
a variacdo das seccdes transversais e maior a aproximacao do volume. Com a aproximacédo dos
volumes das secgdes transversais, podemos forma uma soma de Riemann, onde o limite leva
ao resultado do célculo do volume do sélido de revolugdo (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).
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As principais formas das fatias para o calculo dos sélidos de revolucdo sdo apresentadas na
Figura 10.

Figura 10: Diferentes formas de Fatias dos solido de revolucéo.

Esfera cortada em Piramide reta cortada Cone circular reto cortado Cone circular reto cortado
fatias horizontais em fatias horizontais em fatias horizontais em fatias verticais

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014).

Suponha que queremos determinar o volume de um solido S, utilizando o método do
fatiamento. Considere que A seja a area da base do sélido e h a sua altura. A equacdo base
utilizada para determinar volumes de sélidos cilindricos ou nao-cilindricos € dado por:

V=Axh (31)

Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de largura Ax; e fatiamos o sélido por
planos perpendiculares ao longo do eixo x nos pontos de particdo a = xp < x; < xp < -+ <
X, = b. Os planos P, perpendiculares ao eixo x nos pontos de particdo, dividem o sélido S

em fatias, conforme apresentado na Figura 11.

Figura 11: Fatias finas do solido S.

Fonte: Thomas, Weir e Hass (2013).

Aproximamos o volume da fatia compreendida entre os planos P, usando um solido

cilindrico com area da base A(xy) e altura Ax;, = xj, — x,_1. O volume V. do sélido cilindrico

da k-ésima fatia é:
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Vie = A(xx) * Axy (32)
A soma dos volumes cilindricos corresponde, aproximadamente, ao volume V do

solido inteiro S, ou seja, a soma de Riemann para a fungdo A(x) em [a, b].

n n
V= Z Vi = Z A(xy,) * Axy, (33)
k=1 k=1

Os valores de (33) se aproximam do ideal a medida em que a norma da particdo de
[a, b] tenda a zero, ||P|| — 0. Isso ocorre com o0 aumento no nimero de subintervalos, ou seja,
com n — oo. Logo, aplicando o limite, temos (THOMAS; WEIR; HASS, 2013):

n

b
7{1_{{;10 A(x;)Axy, =f A(x)dx (34)

k=1
A integral definida em (34) determina o volume dos solidos de revolugéo, por meio da
aplicacdo do limite na soma de Riemann das fatias do solido cilindrico. De forma geral, Stewart
(2010) define o volume de um s6lido de revolucdo como segue:
Definicdo 4: Seja S um sélido que esta entre x = a e x = b. Se a area da secdo transversal de
S no plano P, passando por x; e perpendicular ao eixo x, ¢ A(x), onde A é uma funcdo
continua, entdo o volume de S é

b
sz A(x)dx (35)

a

O resultado é analogo se o eixo de rotacdo for em y, com secdo transversal

perpendicular ao eixo y. Assim, temos a definicao:

Definicdo 5: Seja S um sélido que esta entre y = c e y = d. Se a area da secdo transversal de
S no plano P, , passando por y, e perpendicular ao eixo y, € A(y), onde A é uma funcdo

continua, entdo o volume de S é
d
V= j AG)dy (36)
C
3.1.1 Método do Disco

Considere o problema de determinar o volume de uma regido R de uma funcéo f

continua e ndo negativa definida em um intervalo [a, b], limitada acima por y = f(x), abaixo
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pelo eixo das abscissas e nas laterais pelas retas x = a e x = b, conforme apresentado na Figura
12a.

Figura 12: Discos perpendiculares ao eixo x.

y ¥y

v=flx)
R
Mo

a b '.,‘ 4

(ex) (b)

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014).

A resolucédo do problema pode ser realizada pelo método do fatiamento. Para tanto,
percebe-se que a secdo transversal do sélido formado perpendicularmente ao eixo x no ponto
x, € um disco de raio f(x), conforme visto na Figura 12b. A area de um disco, ou circulo, é
dado por:

A(x) = nr? = m[f (x)]? (37)

utilizando a expressdo do método do fatiamento (35), dizemos que o volume do sélido é

b
V=jnvunwx 38)

A utiliza¢ao dessa formula ¢ chamada de “método do disco” em funcdo das secoes
transversais terem a forma de discos (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).
Quando as regides sdo giradas em torno do eixo y, com sec¢do transversal perpendicular

ao eixo y, como apresentado na Figural3, de forma dedutiva a equacao (38) é dada por:

d
v=jnwwmwz (39)

Figura 13: Discos perpendiculares ao eixo y.
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Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014).

3.1.2 Método do Anel (Arruelas)

Alguns solidos de revolucdo ndo tem a sua regido interna totalmente preenchida, sendo
que alguns possuem orificios internos ou canais, que geram superficies interiores. Dessa forma,
temos um problema de determinar o volume de uma regido R formada pelas fungdes f e g,
continuas e ndo negativas em um intervalo [a, b] e supondo que f(x) = g(x) em cada ponto x
de [a, b]. A regido R é limitada acima por y = f(x), abaixo por y = g(x) e nas laterais pelas

retas x = a € x = b, conforme apresentado na Figura 14a (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

Figura 14: Anel perpendiculares ao eixo x.

AV

(@) (b)

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014).

Ao girarmos a regido R para gerar o solido de revolucdo, teremos a formacao de um
solido com um orificio no meio pelo fato da regido R nao atingir ou atravessar 0 eixo de
revolugéo, conforme apresentado na Figura 14b. As secdes transversais perpendiculares ao eixo

de revolucdo sdo anéis, também chamadas de arruelas, de raio externo f(x) e raio interno g(x)
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(THOMAS; WEIR; HASS, 2013). A area A(x) do anel é calculada pela diferenga da area do
raio externo R (x) pela area do raio interno r(x). A area do anel é

A(x) = r[f()]* = n[g ()] = n([f ()]* = [9()]*) (40)

Podemos resolver o problema pelo método do fatiamento, consequentemente, pela

definicdo de volumes, temos

b
v = [ 7P - [gGPdx 1)

Como as formas das fatias das se¢Oes transversais tém formato de anéis (ou arruelas),
a aplicacdo dessa formula para calcular volumes de sélidos de revolucdo é chamada de método
do anel (ou das arruelas) (THOMAS; WEIR; HASS, 2013).

Se a secdo transversal das fatias forem perpendiculares ao eixo y, tendo esse como
eixo de rotacdo, a determinacdo do volume é obtido de modo anélogo ao anterior, contudo,
integrando em relacdo a y em vez de x. Sendo os raios interno e externo funcdo de y, como
representado na Figura 15 (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

Figura 15: Anel perpendiculares ao eixo y .

¥
[l e
d
x=wvly)

x=wly)

(@) (b)

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014).

A equacéo dada para determinar o volume dos solidos de revolucéo, para esse caso, €
dado por

d
v = [ o - o)y (42)
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3.2 VOLUME POR CASCAS CILINDRICAS

A aplicacdo do método do fatiamento, que consiste em encontrar o volume do sélido
de revolucédo, tomando elementos retangulares de area perpendiculares ao eixo de revolugéo,
formando elementos de volume em formas de discos e anéis, ndo é viavel para situaces em
que determinar a area da secdo transversal de um sélido seja dificil. Isso torna o processo de
integracdo muito dificil para determinar o volume do sélido de revolugdo. Sendo necessario
desenvolver novos métodos para o calculo de volumes, ao qual podemos utilizar o método das
camadas cilindricas, também denominado de método das cascas, que consiste em tomar
elementos retangulares de area paralelos ao eixo de revolugdo (LEITHOLD, 1994).

Considere uma regido R delimitada pelo grafico de uma funcdo continua e néo
negativa y = f(x), abaixo pelo eixo x ao longo do intervalo [a, b] (0 < a < b) e nas laterais
pelas retas x = a e x = b. Suponha que queremos determinar o volume do sélido de revolucéo
S gerado pela rotagdo de R em torno do eixo y, conforme o esquema apresentado na Figura 16
(ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

Figura 16: Solido obtido pela rotacdo da regido R em torno do eixo y.

b YA

y=f(x)

0| 4 b A - s

Fonte: Adaptado Stewart (2010).
Girando o elemento de &rea em torno do eixo de revolucédo, iremos obter um invélucro

cilindrico, que é um soélido contido entre dois cilindros de mesmo centro e eixo, conforme
apresentado na Figura 17 (LEITHOLD, 1994):

Figura 17: Casca cilindrica obtido pela rotacdo da regido R em torno do eixo y.
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h

Fonte: Stewart (2010).

onde, r=raio médio da casca, r;= raio interno, r, = raio externo, Ar=espessura e h =altura. O
volume V da casca cilindrica é dado pela subtracdo do volume V; do cilindro interno do volume

V, do cilindro externo:

V == VZ - Vl (4‘3)
V=nr?h—nr?h =n(r? —r)h (44)
V=nlr+r)—r)h (45)
T +r
V=27r*[2 1]*h*(r2—r1) (46)
onde, rsz: raio médio da camada e r, — r; = espessura. Logo, a expressdo (46) pode ser

escrita como (STEWART, 2010):
V = 2nrhAr (47)
V = 21 * [raio médio] * [altura] * [espessura] (48)
Divida o intervalo [a, b] em n subintervalos, assim a regido R estara subdividida em
n fatias paralelas ao eixo x. Girando a regido R em torno do eixo y, serd gerado n solidos
alinhados e concéntricos, formando um dnico s6lido S, cujo volume total é a soma dos n
volumes das cascas cilindricas, conforme apresentado na Figura 18 (ANTON; BIVENS;
DAVIS, 2014).

Figura 18: Solido formado por n cascas cilindricas concéntricas em torno do eixo y.
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Fonte: Stewart (2010).

Sabendo que, na realidade, as cascas cilindricas terdo superficies superiores curvas, 0
procedimento que melhor se ajusta para determinar o volume do sélido € se as faixas forem
finas, onde poderemos aproximar cada faixa por um retangulo, conforme apresentado na Figura
19a. Girando os retangulos em torno do eixo y, teremos as cascas cilindricas, ao qual os
volumes de aproximam dos volumes das faixas originais, conforme apresentado na Figura 19b
(ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

Figura 19: cascas cilindricas formadas por faixas retangulares.

¥ ¥

]
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X
>
.\';._ 1 _I'k
Retangulo aproxlmando Camada cilindrica
a k-ésima faixa. gerada pelo retangulo.

(a) (h)

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014).
O volume total pode ser obtido por uma soma de Riemann, e fazendo o limite das

somas de Riemann com n — oo, obtemos uma integral que fornece o volume exato V. Para isso,

considere x; 0 ponto médio do intervalo Ax;, = x; — x;_; de um retdngulo de altura f(xy).

Fazendo o retangulo girar em torno do eixo y, teremos uma casca cilindrica de raio médio xy,
altura f(x;,) e espessura Axy. Pela expressdo (48), obtemos o volume V. da casca cilindrica

Vie = 21, f (x ) Axy. (49)

Pela soma de Riemann, aproximamos o volume V do so6lido S pela soma dos volumes

das n cascas cilindricas. Logo,

n
V=~ Z 2nxy f (x;)Axy. (50)
k=1
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Aplicando o limite na expresséo (50) com n — oo, fazendo max Ax;, — 0, temos
n
v =lim Z 2mxLf(x) Axy (51)
k=1
onde, a expressdo (51) é a integral definida, dada por

b
/4 =f 2nxf (x)dx. (52)

Sendo a equacdo (52) é usualmente utilizada para calcular volumes de sélidos de

revolucao pelo método das cascas cilindricas.
3.3 AREA DE SUPERFICIE DE REVOLUGAO

De acordo com flemming e Gonsalves (2006), quando giramos uma curva plana em
torno de uma reta no plano, obtemos uma superficie de revolucdo. Onde queremos determinar
a area S da superficie de revolucao, que foi gerada pela rotacdo de parte de umacurvay = f(x)

entre x = a e x = b em torno do eixo x, conforme representado na Figura 20.

Figura 20: Area S de uma superficie de revoluco.

|
I
|
a b}

Fonte: Anton, Bivens e Davis (2014).
Divida o intervalo [a, b] em n subintervalos atraves dos pontos a = xp < x; < X, <

-+ < x, = b. Sejam os correspondentes do grafico que formam um caminho poligonal que
aproximaacurvay = f(x) acimade [a, b], conforme apresentado na Figura 21a. Fazendo cada
segmento de reta do caminho poligonal girar em torno do eixo x, teremos uma superficie com
n partes, sendo cada uma delas troncos de cones circular reto, conforme apresentado na Figura
21b (FLEMMING; GONSALVES, 2006). A area S de cada parte da superficie de um tronco
de cone de raios das bases r; e r, e geratriz (altura inclinada) [, conforme apresentado na Figura
21c, pode ser obtido por

S=n(r +nr)l (53)
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Figura 21: Formacdo da area S de uma superficie de revolucgéo e tronco de cone.

.—r2—>

-— i —

(a) (b) ©

Fonte: Adaptado Anton, Bivens e Davis (2014).

A altura inclinada do cone do k-ésimo intervalo do segmento de reta do poligono é o

comprimento Ly, dado por:

L = (x )% + [f (x) — f (1)) (54)

onde, f(xy) e f(xx_1) s80 0s raios do tronco cone de altura Ax;, = x; — x4, conforme

representado na Figura 22.

Figura 22: k-ésimo tronco de cone do segmento de reta do poligono.
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Fonte: Adaptado Anton, Bivens e Davis (2014).
Com base na equacao (53), a area lateral S;, do k-ésimo tronco do cone € dada por:

S = wlf () + f G- )W (Bxi)? + [f () = f Ceie—1)]% (55)

Somando todas as areas, obtemos a aproximacéo da area S da superficie inteira. Logo,

N
S~ ) wlf (o) + DN @8? + [F o) — /G DI (56)
K=1

Aplicando o Teorema do Valor Médio, onde implica dizer que existe um x;, entre x;

€ Xx_1, assim temos que:

f ) = f (Xke-1)

Axk

= f(x) (57)
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dessa forma, escrevemos a expressao (56) como

S~ ) mlf G + £ Gl [(0007 + [ () bal? (58)
que pode ser reescrita como
N
S~ ) wlf G + f G )] 1+ [F GO * A (59)
K=1

A continuidade de f e o Teorema do Valor Intermediério comprovam a existéncia de
um ponto x," entre Ax;. Assim, escrevemos

fOa) + f(xk-1)
2

Com isso, podemos escrever (59) como

N
S~ 2nf (xg”) (14 [f (xp)]? * Axy. (61)
Z 0 D12 A

De forma imediata, a existéncia de duas variaveis, (x;) e x;*, impossibilita expressar

= f(xi). (60)

(61) por uma soma de Riemann. Contudo, pelo Célculo avangado, sabe-se que a existéncia as
duas variaveis ndo tem efeito sobre o limite em funcdo da continuidade de f, e dizemos que

X, = xj . Assim, (61) pode ser escrita como

N
S = lim > 2nf () 1+ [F G2 « b (62)
K=1

ou ainda, na forma de integral definida

b
S =f 2nf(x)\/1+ [f(x)]? dx. (63)

A integral definida (63) é comumente utilizada para determinar a area da superficie de
revolucdo gerada pela rotacdo da parte de uma curva y = f(x) entre x = a € x = b em torno

do eixo x. A expressdo (63) também pode ser apresentada como

b dy 2
S =Ja 2y |1+ [E dx. (64)

Caso tenhamos uma funcéo ndo negativa do tipo x = g(y) e definida no intervalo
[c,d], a superficie gerada por parte da curva x = g(y) entre e as retas y =c e y =d ao

rotacionar em torno do eixo y e dado por

d
5= | 2mgVT+ g OIF dy (65)
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S = deHx /1 + [Z—;rdy. (66)

ou ainda, como

4 APLICACOES DAS INTEGRAIS NO CALCULO DE VOLUMES E AREAS DE
SOLIDOS DE REVOLUCAO

A aplicacdo das integrais é de extrema importancia para o entendimento das
abordagens tedricas realizadas nos diversos cursos que tem as disciplinas de Calculo Diferencial
e Integral na grade curricular. Dessa forma, neste capitulo, iremos apresentar exemplos vistos
na literatura com aplicacdes das integrais por meio do uso dos métodos utilizados para calcular
volumes e areas de superficie de solidos de revolucdo estudados neste trabalho. Em especial,
0s métodos do disco, arruelas e cascas cilindricas para o célculo de volumes de solidos de

revolucdo, e também o célculo de areas de superficie de revolucéo.
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e Aplicacao das integrais: Método do Disco

Exemplo 1: Determine o volume do solido formado pela rotacdo em torno do eixo x da regido
limitada pelas retas x + 2y =2, x =0, x = 2 e y = 1. Esboce a regido e o solido formado
(Adaptado de THOMAS, 2013).

Resolucéo: O eshoco da regido limitada pelas retas dadas no enunciado é dado a seguir:

n|

Ao rotacionar a regido apresentada ao longo do eixo x e fatiar, obtemos um disco de

raioy =1— g Aplicando o método do disco, teremos

v=| rlf G
V= LG[l—;]zdx

2 4
x
V= nj <1—x2+—>dx
0 4

. x3+x52
— T T3 20]0
23 25 02 0°
VZ”K*?*%)‘(”‘?*%)]
14
V= ETL’ unidades de volume

. 20 , 14 . AT .
Assim, o volume do solido gerado ¢ =7 unidade de volume, e o solido formado é

apresentado pela Figura 23 a seguir:

Figura 23: Sélido formado pelo método do disco.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

e Aplicacdo das integrais: Método do Anel

Exemplo 2: Encontre o volume do s6lido resultante da rotacdo em torno do eixo x da regido
delimitada pelacurva y = 2 —x? e pelasretas y = x, x = 0, x = 1 e y = 2. Esboce a regido
delimitada e o s6lido formado no problema (Adaptado de ANTON, BIVENS e DAVIS, 2014).

Resolucdo: O eshoco da regido limitada pela curva e pelas retas dadas no enunciado é dado a

sequir:

RN

Ao rotacionar a regido apresentada ao longo do eixo x e fatiar, obtemos um anel de

raio externo y = 2 — x2 e raio interno y = x. Aplicando o método do disco, teremos

b

V= f R ([F 1 — [g(]1)dx
1

V= f m[(2 — x?)? — (x)?]dx
0

1
V=7rf (x* — 5x% + 4)dx
0
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v 1° 5%13 Lol 0> 5x%03 490

38
V= 1—571 unidades de volume

. . . T , 38 .
Assim, por meio do método do anel, o volume do solido gerado é = unidade de

volume, e o solido formado é apresentado é pela Figura 24 a seguir:

Figura 24: — Solido formado pelo método do anel.

Oe

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

e Aplicacdo das integrais: Método do Cascas Cilindricas

Exemplo 3: Use o método das cascas cilindricas para determinar o volume do sélido obtido
pela rotacdo em torno do eixo y da regido limitada pelas retas y = Vx2 + 1, x = 0, x = /3 ,
y = 1 ey = 2. Esboce a regido e o solido formado (Adaptado de THOMAS, 2013).

Resolugdo: O esboco da regido limitada pelas retas dadas no enunciado € dado a seguir:

0 V3
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Ao rotacionar a regido sombreada apresentada ao longo do eixo y, obtemos uma casca.

Aplicando o método das cascas cilindricas, teremos

b
sz 2nxf (x)dx

NE
V= f 2mx+/ x2% + 1dx.
0

Usando o0 método da substituicdo, temos
u=x2+1, %= 2x ouainda & = xdx.
dx 2
Alterando os intervalos de integracéo, temos que
e Parax=0,u=0*+1=1
2
e Parax=+V3,u=(V3) +1=4

Assim, podemos reescrever a expressao das cascas cilindricas da seguinte forma,

4
d
V=f 27r\/a—u
1 2

4
V=71'j Vudu
1

2 4
V:”Bf41

v =¥ -]

2
V==:n8-1
Znl8—1]

14
V= ?T[ unidades de volume.

. . . a1 - 2: , 14
Assim, por meio do método das cascas cilindricas, o volume do sélido gerado é 57

unidade de volume, e o s6lido formado é apresentado é pela Figura 25 a seguir:

Figura 25: — Solido formado pelo método das cascas cilindricas.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

e Aplicacdo das integrais: Areas de Superficie de Revolugéo

Exemplo 4: Determine a area da superficie gerada pela rotagdo da curva x = 2,/4 — y, para
15 . o T
0<x< ~ ém torno do eixo y. Esboce o gréfico forma pela curva e o solido formado pela

revolucdo (Adaptado de THOMAS, 2013).

Resolugdo: O esboco gréfico da regido formada pela curva dada no enunciado é dado a seguir:

15
4 R

Ao rotacionar a curva x = 2,/4 — y apresentada ao longo do eixo y, obtemos uma

superficie de revolucdo, cuja a area queremos determinar. Usando a expressdo apropriada,

b dx1?
S = f 2nx |1+ [—] dy
a dy

Uma vez que x = 2,/4 — y, temos que
dx -1

E:,M—y

tememos
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Logo, temos escrevemos a integral

15/, 1 71
S=f 21[2/% — y] 1+l l dy
0

4—y

15/ ’ 1
52477.'[ 4[1/4—}/] 1+mdy
0

15/, 5_y
s=4nf 4—y] |—=d
. [ y] =y

15/4 5—y
5=4nf [\/4 —y] dy
0 4—y

15/4
S=47Tf VS —ydy
0

Integrando a expressdo acima, temos

o]

Simplificando e aplicando os intervalos de integragéo, temos

1 1 ]
S =2m —
\/ 15 \/5—0‘
op—
| 4
S=2 L !
=2MT|— — —
5 V5
|\ 4
§=7 2 17
=211 | — — —
/5 /5.
1 5
S=27T—>l<£
V5 5
2v/5

S = Tn unidades de area.

. . ;. T ~ 7 2V5 . . 3T
Assim, a area da superficie do solido de revolugéo é ?\/_n unidade de area, e o0 solido

formado é apresentado é pela Figura 26 a seguir:

Figura 26: — Superficie de um solido de revolucéo.



Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

5 CONSIDERACOES FINAIS
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O desenvolvimento do presente trabalho possibilitou uma abordagem ampla sobre as
definicbes e aplicacdes das integrais no campo da matematica e demais area de ensino.
Observou-se, em meio ao resgate historico da matematica, que a evolucdo da integral ocorreu
de forma peculiar e lenta ao longo dos anos, em funcdo das dificuldades dos antigos
matematicos em calcular &reas de figuras geométricas com geometria ndo definida. Levando
em consideracdo a importancia do estudo das integrais no ensino da matematica no ambito
universitario, apresentamos as principais definicdes, proposi¢cbes e desenvolvimento de
expressdes matematicas utilizadas para determinar volumes e areas de superficie de sélidos de
revolugdo. Tal explanacdo tedrica, foi fundamental para realizar as devidas aplicacbes dos
métodos do fatiamento, em especial 0 método do disco e anel. Assim como também, o método
das cascas cilindricas para o calculo de volumes, e também a determinacdo de areas de
superficie de sélidos de revolucdo. Sendo apresentado, ao final de cada exemplo, os sélidos
formados pelas fun¢des dadas, possibilitando um maior entendimento das aplicagdes das
integrais. Com isso, esperamos que este trabalho possa contribuir em estudos futuros das
disciplinas de calculo diferencial e integral em cursos de nivel superior. Dessa forma,

concluimos nossos objetivos propostos para esse trabalho.
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