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RESUMO

O trabalho retrata esforcos em dois caminhos: Primeiro, no sentido de entender melhor o peso
do procedimento de ensino pela via da “Resolu¢do de Problemas™ na instru¢do matematica, e
por conseguinte se, quando mais amplamente utilizada e bem aproveitada durante as aulas como
recurso e(ou) metodologia, torna o ensino de matematica mais atraente e eficaz. Em relagdo a
esta vertente procuramos apresentar inicialmente uma abordagem historica sobre a funcao
desempenhada pela Resolu¢do de Problemas no desenvolvimento humano e seu emprego no
ensino, em seguida estabelecemos a conceituagdo de um verdadeiro problema e sua distingao
de meros exercicios e atividades de fixagdo e por fim seu uso, suas potencialidades, suas
dificuldades de implementagdo e limitagdes nas ocasides de ensino. Nosso segundo intento €
fornecer uma coletanea de problemas genuinos, estando eles em acordo com as definigdes e
conceituagdes de problema apresentadas neste trabalho e que possam servir de material de apoio
para uso na instru¢do matematica do mesmo modo que complemento, aprofundamento ou
gancho motivador para a introdugdo de contetidos presentes no curriculo regular. Tais
problemas foram separados em quatro temas que consideramos suficientemente abrangentes:
“Problemas Combinatoérios”, “Problemas Geométricos”, “Problemas Numéricos” e “Problemas
Légicos”. Os problemas foram coletados nas mais diversas fontes bibliograficas tanto nacionais

como estrangeiras, livros, revistas, provas de olimpiadas, concursos e sites da internet.

Palavras-chave: resolucdo de problemas; metodologia de ensino; aprendizagem.



ABSTRACT

The work portrays efforts in two ways: First, in order to better understand the weight of the
“Problem Solving” strategy in mathematics teaching, and consequently whether, when more
widely used and well used during classes as a resource and(or) methodology, makes
mathematics teaching more attractive and effective. In relation to this aspect, we seek to
initially present a historical approach to the role of Problem Solving in human development and
its use in teaching, then we establish the conceptualization of a true problem and its distinction
from mere exercises and fixation activities and finally its use, its potential, its implementation
difficulties and limitations within the teaching-learning process. Our second intention is to
provide a collection of genuine problems, which are in accordance with the problem definitions
and conceptualizations presented in this work and which can serve as material for use during
the application of the teaching methodology through problem solving (as well as a complement,
deepening or motivating hook for the introduction of content present in the regular curriculum).
These problems were separated into four themes that we consider sufficiently comprehensive:
“Combinatorial Problems”, “Geometric Problems”, ‘“Numerical Problems” and “Logical
Problems”. The problems were collected from the most diverse bibliographic sources, both

national and foreign, books, magazines, Olympiad tests, competitions and websites.

Keywords: problem solving; teaching methodology; learning.
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1 INTRODUCAO

O ensino de matemadtica tanto no cendrio mundial como no contexto brasileiro se
desenvolveu com uma diversidade de metodologias que s3o elaboradas e aplicadas nas
institui¢des de ensino visando contribuir para com a realizagdo de um aprendizado
verdadeiramente significativo, juntando-se a este fim o intuito de tornar o ensino de matematica
mais atrativo. Entende-se que a existéncia de novas metodologias de ensino ndo garante que as
dificuldades presentes serdo completamente sanadas e que estas mesmas metodologias serdo
adequadas para aplicagdo em qualquer realidade de educagdo apresentada. As metodologias,
por si, ndo tém o poder de assegurar a instru¢do plena do educando, sendo a acdo do docente
no ambiente de ensino, a sua compreensao sobre o método e do gerenciamento deste junto aos
alunos, que leva certa metodologia escolhida a atingir metas de ensino pretendidas. A vista
disso, Beatriz D’ Ambrosio (D’AMBROSIO, 1993) advoga que ndo ha uma ideia ou cenario
terminal, tal como ndo existe aprendizado que seja cabal, estando teoria e pratica intimamente
relacionadas. Em virtude do contexto apresentado, e da compreensdo de que os conhecimentos
que os futuros professores trazem de suas experiéncias quando estudantes servira de referéncia
para seu trabalho docente, foi que pensamos em uma metodologia especifica, a Resolucdo de

Problemas.

A resolugdo de problemas foi o gancho que me fisgou em tenra infincia e me mantém
preso em admiragdo até hoje. Portanto, houve um impulso advindo de experiéncias pessoais
para o estudo da aplicabilidade, potencialidades e deficiéncias do método no intuito de, como
professor, utilizar o mesmo recurso para aperfeicoar o trabalho em sala de aula e contribuir para

sua divulgacdo, entendimento e aplicacdo por outros docentes.

Em meu tempo de estudante do ensino médio os livro-textos eram escassos de verdadeiros
problemas. Em sua quase totalidade eram preenchidos por listas de exercicios de fixacdo, que
hoje, como professor, entendo serem necessarios para o objetivo que se propunham: assimilar
algum método ou técnica e tornando-se habil em seu uso. No entanto, esses exercicios nao
traziam nada de novo podendo ser resolvidos pelos caminhos ja habituais € que, notoriamente,
nao me encantavam. Como aluno, eram os problemas que me desafiavam e fascinavam. Ao
encarar um problema matematico sentia o impulso de colocar em pratica minha curiosidade,

intelecto, faculdades inventivas e capacidade de relacionar os dados com o mundo fisico que
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me rodeava. Em sala de aula sempre procurei proporcionar aos alunos o mesmo efeito positivo
que a resolucao de problemas interessantes causava em mim, pois tenho a convic¢do de que se
isso sucede em idade conveniente pode-se provocar no aluno um gosto pela atividade intelectual

que, acompanhada de disciplina constante, produz os melhores resultados.

A Resolugdo de Problemas, portanto, surge como sugestao metodoldgica favoravel para a
realizacdo de um ensino diferenciado de matematica. A partir da pesquisa realizada sobre parte
da vasta bibliografia existente sobre o assunto, foi possivel identificar os fundamentos mais
importantes do método e algumas limitagdes referentes ao seu entendimento e aplicabilidade

para fundamentar a Resolugdo de Problemas no ensino de matematica.

Existe um certo consenso entre aqueles que tiveram a experiéncia de ocupar a posi¢ao de
professor no ensino bdsico sobre o quanto ¢ complexa a tarefa de garantir um adequado
desempenho dos alunos em matematica, juntando aqui, ao conjunto de dificuldades ja
numeroso, a aversao a este componente curricular que o educando carrega consigo. A resolucao
de problemas matematicos que sejam instigantes e desafiadores, dentro de uma metodologia de
ensino adequada que potencialize seus efeitos benéficos, pode contribui significativamente para

transformar esse cenario.

A resolugdo de problemas surge como um recurso valioso para desenvolver as habilidades
de raciocinio do aluno, sua capacidade de induzir, deduzir, organizar as informagdes e escolher
as estratégias mais adequadas. A metodologia de ensino baseada na resolu¢do de problemas
torna-se, assim nos parece, um meio que congrega todo um conjunto de habilidades
possibilitando ao educando perceber e entender, com o tempo, 0s necessarios processos mentais
de raciocinio que ele usa, muitas vezes sem o saber, tanto dentro quanto fora de sala de aula,

arrancando da matematica aquela imagem de disciplina arida.

Nada obstante, ndo podemos negar que ha farto nimero de pesquisas nessa area e, mesmo
assim, o desenvolvimento da resolu¢do de problemas em nossos ambientes de ensino tem sido
lento e dificil. Mesmo em areas onde ela ¢ intrinsecamente conectada, como no ensino de
matematica, além dos obstaculos inerentes ao tema em si, ha inumeras duavidas e
questionamentos de ordem interpretativa que circundam este assunto, o qual se configura ora
como foco, ora como um fundamento ou ainda fornecendo uma logica para a instrugdo

matematica.
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Outro acontecimento também favoreceu a escolha do tema deste trabalho pois me marcou
profundamente. Ao longo da preparagdo para prestar o Exame Nacional de Acesso (ENA) ao
PROFMAT, resolvi durante varios meses dezenas de problemas dos mais variados niveis e
estilos e durante esse processo duas coisas foram se tornando evidentes. A primeira ¢ que era
divertido; a segunda era o quanto se tornava perceptivel minha evolugao. Era como diz o ditado:
“A gente aprende a nadar, nadando!” Participava de grupos de estudo em redes sociais e estava
em contato diario com outros candidatos e apreciadores da matematica que igualmente
demonstravam entusiasmo pela resolucao de problemas. Inimeras solugdes surgiam, cada uma
trazendo abordagens diferentes para um mesmo desafio. Isso foi tdo enriquecedor que ainda
continuo em muitos dos grupos. Acredito que podemos tornar a sala de aula um ambiente tao
propicio ao crescimento matematico quanto esses ambientes virtuais com uma intensa e salutar
troca de visdes, ideias e artificios de resolugdo, tudo isso acontecendo ao redor do prazer pela

resolucao de problemas.

Por experiéncia propria percebi o quanto ¢ salutar enfrentar os mais variados tipos de
situagdes-problema colocando em teste o meu arcabouco de conhecimentos e habilidades.
Aritmética, algebra, geometria, trigonometria, matemadtica discreta e continua, enfim,
problemas isolados em um destes campos ou reunindo uma misceldnea deles, todos
proporcionavam um aperfeicoamento das minhas capacidades cognitivas que se desenvolviam
sutilmente a cada problema resolvido e se tornavam mais evidentes apds passar por varias
dezenas de desafios, contribuindo com meu fazer pedagogico em sala de aula, pois, de acordo
com George Polya (POLYA,2006), ndo ¢ possivel ensinar aquilo que ndo se aprendeu, restando
ao professor passar e assimilar primeiramente a experiéncia da descoberta para somente entao

podé-la transmiti-la ao seu educando.

Algo inusitado foi notar nos problemas que eu ndo conseguia resolver, estavam os que mais
contribuiam para o meu crescimento, uma vez que eram 0s mesmos que exigiam maior esforgo,
reflexdo e consulta. Sentia também crescer minha capacidade de transpor os problemas para a
minha realidade dando significado a eles. Logo notei o evidente beneficio de poder associar o
contetldo matematico com a realidade do aluno dando-lhe significado também. Como asseverou

Roland Charnay (CHARNAY, 1996, p.44)
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O aluno deve ser capaz ndo s6 de repetir ou refazer, mas também de ressignificar em
situagdes novas, de adaptar, de transferir seus conhecimentos para resolver novos
problemas.

Espera-se que este trabalho contribua para chamar a atencdo dos professores a sobre
necessidade de promover atualizacdes que explorem o uso da metodologia em sala numa
perspectiva em que essa possa contribuir ndo apenas para consolidagao, mas principalmente
para a constru¢ao e aquisicdo significativa do conhecimento dentro da aprendizagem

matematica.

Com isso, entendemos justificar-se a importancia e a necessidade de abordar o tema em
pauta, cabendo levantar questionamentos sobre seu uso em sala, seus beneficios e limitagoes.
Assim, busca-se tratar do emprego da resolu¢do de problemas como método eficaz para o
ensino de matematica e, adjunto a isso, coletar e organizar um conjunto de problemas
matematicos que auxilie o trabalho do professor em sala, caso ele deseje adotar esse método, e

que:

I) Sejam utilizados como recurso motivador e porta de entrada para a introducdo de
assuntos constantes ao nivel dos anos finais do ensino fundamental (8° a 9° ano) e inicio do
ciclo de ensino médio (1° e 2° ano) mas sem descartar a possibilidade de serem usados nas

demais séries do ensino basico.

IT) que desperte a curiosidade dos alunos através das mais variadas maneiras possiveis,
seja pela enigmatica escassez de dados que induzem a acreditar que o problema nao € resolvivel,
seja pelo desenho geométrico apresentado, seja por um enunciado incomum com uma pergunta

aparentemente simples, mas que esconde um raciocinio habilidoso, entre outro.

III) que exija o minimo de formalismo simbdlico matematico (mas ndo os excluindo de
todo) poupando o aluno, sempre que possivel, da necessidade de memorizar uma colegdo de

férmulas.

IV) que ndo fossem muito simples a tal ponto de excluir certo esfor¢o do aluno e se
apresentassem como meros exercicios repetitivos € nem muito complexos de tal modo que

frustrasse o educando acarretando sua desisténcia.
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V) que possam ser compreendidos por todos os alunos, ou seja, que seja possivel para eles

prever uma possivel solugdo para o problema. Mesmo com os diferentes niveis de defasagem.

Em sintese, neste trabalho, apresentamos inicialmente (capitulo 2), um breve contexto
histérico da resolucao de problemas e sua conexao com o ensino da matematica. Nossa
intencao ¢ mostrar como a resolucdo de problemas e a matematica estdo ha tempos ligadas,
uma vez que a base do seu desenvolvimento surge da necessidade do homem em solucionar
problemas. Em seguida (capitulo 3), analisamos diferentes conceituagdes do que vem a ser
problema, apresentando algumas defini¢des a respeito do tema, conferidas por diversos
autores. Posteriormente (capitulo 4), apresentamos a resolucao de problemas como
metodologia de ensino, suas vantagens e limitagdes bem como as dificuldades de sua
implementagdo em sala de aula. E finalmente (capitulo 5), coletamos e organizados em secdes
varios problemas de acordo com o tema que prevalecesse na sua abordagem e seguindo os
assuntos que consideramos mais relevantes e gerais ao nivel de ensino mencionado

anteriormente.

1.1 JUSTIFICATIVA

Procurando trazer para dentro do trabalho realizado em sala de aula, durante as explanagdes
dos contetidos programaticos, uma abordagem mais motivadora que despertasse o interesse dos
alunos durante as situagdes de aprendizagem, dando significado ao que eles aprendiam ao
mesmo tempo que servissem de recurso pedagdgico para introdu¢do de novos conteudos, foi
que pensamos na “Resolu¢do de Problemas” como meio de atingir esse fim, baseando-se na
ideia de que o estudo de matematica e, em particular, a resolucdo de problemas, pode gerar o
mesmo entusiasmo que praticar um esporte com um time, sem ser necessariamente competitivo.
Existem excegdes, mas, em geral, tem-se observado que os alunos ndo encontram interesse nas
questdes apresentadas nos livros-texto que servem de aplicacdo e fixacdo da teoria explanada,
pois tais questdes muitas vezes nao se aproximam de sua realidade ou de seus interesses. Juan
Ignacio Pozo (POZO0,1998), ressalta a importancia de considerar a perspectiva do aluno que
pode, diferentemente do professor de matemadtica, considerar o problema disparatado ou

irrelevante, carecendo de significado.



23

Temos, portanto, como um dos nossos objetivos, enquanto professores, assim como uma
das finalidades da educacao basica, fomentar nos alunos o gosto pela resolu¢ao de problemas
bem como a capacidade de que possam tanto formulad-los como também desenvolver as
estratégias para resolvé-los. Nos Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL,1998, p.39-40)
ja se reconhece o quanto ¢ importante inserir a metodologia da resolu¢do de problemas em

oposicao a simples assimilagdo de técnicas e métodos de resolucao. O documento afirma:

Em contrapartida a simples reproducdo de procedimentos e ao acumulo de
informagoes, educadores matematicos apontam a resolucdo de problemas como ponto
de partida da atividade matematica. Essa opcdo traz implicita a convic¢ao de que o
conhecimento matematico ganha significado quando os alunos tém situagdes
desafiadoras para resolver e trabalham para desenvolver estratégias de resolug@o.

Nosso objetivo como mediadores entre o aluno e o conhecimento ¢ planejar, buscar e/ou
construir situagdes suficientemente amplas para fazer nascer nos educandos uma salutar procura
de formas convenientes ndo somente para darem resposta a perguntas feitas na rotina dos
trabalhos escolares como também, e principalmente, as da sua realidade de vida. Enfatizamos
que ¢ necessario o aluno ter certos conhecimentos previamente assimilados, o que faz da
memoria um recurso valioso, mas nao suficiente. Tomemos o exemplo de um aluno que foi
colocado diante da situacao de descobrir qual jogador de futebol ¢ mais eficiente. Cristiano
Ronaldo que marcou 4 gols nas 7 partidas que jogou ou Lionel Messi que marcou 3 gols dos 5
jogos que participou? Aqui o estudante necessita do conhecimento de proporgdes e do
significado na maneira como relacionamos seus termos. Um conhecimento puramente
conceitual e que talvez ndo encante o aluno por diversos motivos, mas que faz parte do cabedal
minimo de saberes que um aluno deve ter para poder comecar a usufruir do prazer de resolver

problemas que envolvam ferramentas desse tipo.

A importancia da resolugdo de problemas atinge diretamente as capacidades cognitivas do
aluno, promovendo seu crescente aperfeicoamento. Mesmo aqueles problemas em que, para
resolvé-los, ndo € necessario de nada além de bom senso e habilidades computacionais muito
simples demonstram contribuir com este objetivo, pois os mesmos principios usados e
desenvolvidos na resolugdo de problemas nas fases preliminares permitem que sejam possiveis
as solucdes, mais tarde, de problemas extremamente desafiadores. Como enfatiza novamente

Polya (POLYA,2006, p. V) no prefacio de seu livro, declarando o seguinte:
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(...) O problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo
as faculdades inventivas, quem o resolver por seus proprios meios, experimentara a
tensdo e gozara o triunfo da descoberta. Experiéncias tais, numa idade susceptivel,
poderdo gerar o gosto pelo trabalho mental e deixar, por toda a vida, a sua marca na
mente e no carater.

Solucionar um problema ndo se trata apenas de compreender o que foi enunciado e em
encontrar respostas utilizando algoritmos de resolucao adequados. Quando o aluno encontra a
resposta certa ou que pelo menos faga sentido para ser aceita por apresentar argumentos
minimamente convincentes, isto ndo necessariamente significa que o individuo se apropriou do
conhecimento que se estd sendo trabalhado. De forma concomitante torna-se necessario
desenvolver habilidades que permitam demonstrar os resultados obtidos, testar suas
consequéncias, comparar diferentes vias para se obter a solugao. Trabalhando dessa maneira, a
importancia e valor da resposta correta cede lugar para a importancia do processo de resolugao
que estd estreitamente ligado ao processo de raciocinio. O aluno tem que ser motivado a
questionar sua solugdo, a modificar o problema reproduzindo novas situagoes e criando novas
abordagens, a analisar o problema sob a luz de novas variaveis e condi¢des. Agir dessa maneira
enfatiza uma abordagem de ensino que se distancia da simples repetitividade, mas pela via da
acdo consciente, refletida que constroi conhecimentos. E ¢ na resolugcdo de problemas que

encontramos o campo onde vemos materializar-se tudo isso.

1.2 OBJETIVOS

Com este trabalho, temos o intuito de estimular o apreco pela aprendizagem matematica
por meio da resolu¢dao de problemas que foram coletados de diversas fontes e organizados em
areas de conhecimento acessiveis aos niveis de escolaridade correspondentes ao final do ensino
fundamental e inicio do ensino médio e mostrar que a matematica, além de ser o mais poderoso
instrumento para o desenvolvimento do pensamento logico, também ¢é agradavel. Outros

objetivos sdo:

e Motivar os alunos nas aulas de matematica trazendo situag¢des interessantes.
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e Apresentar situagcdes-problemas que examinem e desenvolvam a capacidade critica e de

raciocinio dos alunos estimulando seu raciocinio indutivo, dedutivo, especulativo, etc.

e Apresentar uma matematica desvinculada da forma “manipulagdo por manipulagao” que

normalmente é vista nos livros didaticos € nas aulas tradicionais.

2. ASPECTOS HISTORICOS DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A resolu¢dao de problemas se confunde com a propria histéria da matematica e do
desenvolvimento humano estando ambas fortemente conectadas sob a perspectiva de
solucionar questdes praticas ligadas as dificuldades enfrentadas no dia a dia dos povos,
partindo de conhecimentos empiricos e reconhecimento de padrdes. Em Huanca(HUANCA,

2006, p. 20) lemos que

Resolver problemas faz parte da natureza humana. Bem antes da invencdo dos
nimeros, os primeiros homens tiveram que desenvolver métodos para resolver
problemas da vida como, por exemplo, localizar-se no tempo e no espago e, também,
para tentar descrever e explicar o mundo fisico. Eles criaram maneiras de comparar,
classificar e ordenar, medir, quantificar, inferir os elementos fundamentais que a
tradigdo da cultura nomeia de Matematica.

Problemas como a duplicacdo do cubo, quadratura do circulo, trissec¢do do angulo, a
questao da incomensurabilidade, etc., sdo apenas alguns exemplos com os quais a humanidade
foi confrontada e cujo esforco em resolvé-los resultou em novos conceitos, ferramentas e até
mesmo nova visao de mundo. O papiro de Ahmes, por exemplo, foi escrito aproximadamente
em 1650 a.C., sendo constituido de inimeros problemas. A resolu¢do de problemas permeia
os curriculos desde a antiguidade, seja com os egipcios, mesopotamicos, jonicos, chineses ou
gregos (BOYER, 1996). George Polya (1897-1985), ja referindo-se ao uso de problemas para
0 ensino, sustentava que a resolugdo de problemas ja se apresentava como pilar da formagao

matematica desde tempos remotos.

Vemos assim, como a concepcao de problema e suas diferentes formas de serem

encaradas remontam aos tempos passados. As diferentes dificuldades do individuo no dia a
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dia ou mesmo de todo um povo, como a questdo da sobrevivéncia, da diversdo ou do
passatempo sao alguns dos aspectos da vida humana onde a capacidade de resolugao de
problemas se inseri. Com o desenvolvimento progressivo das ciéncias foi que tivemos,
posteriormente, o uso dos problemas se voltando para o ensino e tomando outras vertentes
como a de motivagao dos alunos, a contextualizacao de assuntos ou mesmo a metodologia de
ensino.

Roland Charnay (CHARNAY, 1996, p.42) assevera que

A histdria da matematica na complexidade de sua evolugdo e de suas revolugdes (...)
tem se construido como resposta a perguntas traduzidas em outros tantos problemas.
Tais perguntas tem tido variagdes em suas origens e em seu contexto: problemas de
natureza doméstica (divisdo de terras, calculo de créditos...), problemas formulados
em estreita vinculagdo com outras ciéncias (astronomia, fisica...), especulagdes
aparentemente “gratuitas” a respeito de “objeto” pertinentes a propria matematica.

A resolugdo de problemas foi relegada a um segundo plano com o advento do movimento
denominado Matematica Moderna que se propunha reformar o ensino de matematica. Tal
iniciativa ascendeu com mais énfase nas décadas de 1960 e 1970 do século XX quando se
difundiram pelo mundo indicag¢des de se ensinar matematica com énfase no método axiomatica,
abstrato, apoiando-se na teoria dos conjuntos e estruturas algébricas (ZANATA, 2010).
Inicialmente, contou com muitos adeptos, mas com uma abordagem demasiadamente abstrata,
sobremaneira rigorosa na linguagem e no simbolismo, preparagdo inadequada dos profissionais
que deveriam implementa-la e a posterior constatacao de sua ineficiéncia, levaram ao aumento
do numero de opositores culminando em seu abandono, permitindo que a resolucdo de
problemas voltasse com forca renovada sendo a partir de entdo tomada como foco do ensino de

matematica.

A pesquisa e o debate sobre a resolugdo de problemas bem como as iniciativas de
considera-la como uma forma de ensinar matematica e sua importancia dentro de um
cronograma de ensino ganharam mais énfase no século XX em especial apds a publica¢ao do
livito HOW TO SOLVE IT, do matematico hingaro George Polya (1887-1985), tomado por
muitos como referéncia necessaria para o estudo do tema. A obra tratou especificamente do
assunto e de sua importancia, destacando-se por elencar as fases que deveriam ser empregadas
durante a resolugdo de qualquer problema: entendimento da situagao-problema, feitura de um

plano de acao, realizagdo do plano e analise retrospectiva.
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Os professores e profissionais da educagdo, em especial aqueles ligados com educacao
matematica, passaram a tomar o trabalho de Polya como referéncia sempre que precisavam
lidar com o assunto. Conhecendo seus escritos, notava-se claramente que o objetivo era
aperfeicoar as capacidades dos alunos no sentido de torna-los o6timos solucionadores de
problemas pois, para Polya (POLYA,2006), uma significativa descoberta acaba contribuindo
para resolver grandes problemas, mas ha sempre alguma descoberta durante a resolugdo de um

problema.

Aqui no Brasil temos, ja em 1997, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) langando
luz sobre a resolugdo de problemas matematicos tomando-os como um meio eficaz de se fazer
matematica dentro do ambiente escolar. Os PCN (BRASIL, 1998, p. 40) asseveram

explicitamente o seguinte principio norteador:

(...)a situagdo-problema ¢ o ponto de partida da atividade matematica e ndo a
defini¢do. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e métodos
matematicos devem ser abordados mediante a exploracdo de problemas, ou seja, de
situagdes em que os alunos precisem desenvolver algum tipo de estratégia para
resolvé-las;

Nos dias de hoje, a resolucdo de problemas ainda se mantém como foco em diversos
encontros da 4rea de matematica bem como em congressos, simposios ou grupos de pesquisa
como os existentes na Universidade Estadual da Paraiba ou na Universidade Estadual Paulista
Julio de Mesquita Filho onde temos, respectivamente, o grupo de pesquisa “Resolugdo de
Problemas e Educacdo Matematica” e o grupo de trabalho e investigacdo “Resolugdo de
Problemas em Educacdo Matemadtica”, para citar alguns exemplos, deixando claro como essa

tematica ainda € corrente e valiosa.

E necessario destacar, neste momento, que exercicios e problemas apresentam conceitos €
formas que caminham lado a lado e sdo facilmente confundiveis, permitindo que, aquilo que
pode estar sendo apresentado como um genuino problema para um individuo, pode na verdade

estar sendo apenas um simples exercicio. Como afirma Pozo (POZO,1998, p.15):

Consequentemente, € importante, antes de comecar a analisar as estratégias e
processos envolvidos na solu¢do de problemas, estabelecer com a maior nitidez
possivel a distingdo entre um exercicio repetitivo € um problema.
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Portanto, ¢ importante definir com maior clareza possivel a diferenca entre um exercicio e

um verdadeiro problema, o que passaremos a fazer no capitulo a seguir.

3. DISTINCAO ENTRE EXERCICIO E PROBLEMA (O QUE E UM PROBLEMA?)

Para um melhor entendimento do tema em andlise, apresentamos algumas conceituacdes
sobre 0 que é um problema. E importante definir o que consideramos como um problema para
que o objeto ndo se confunda com outros que lhe sdo, apenas aparentemente, similares.

Por exemplo, em Lester (LESTER, 1983), um problema ¢ caracterizado como uma
circunstancia que individuos ou grupos de individuos demandam solucionar, mas da qual nao
estao munidos de um caminho rapido e direto para fazé-lo.

Para Onuchic (ONUCHIC, 1999), problema ¢ toda situagdo da qual se desconhece o meio
de resolvé-la ao mesmo tempo que existe o interesse genuino de encontrar a solugao.

J& para Dante (DANTE, 1997) um problema ¢ uma dificuldade que se deseja dirimir sem

que haja alguma receita procedimental que nos leve a solucio de forma instantanea.

Para os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998, p. 41), um problema ¢:

(...) uma situag@o que demanda a realiza¢do de uma sequéncia de agdes ou operagdes
para obter um resultado. Ou seja, a solugdo ndo estd disponivel de inicio, mas ¢
possivel construi-la. Em muitos casos, os problemas usualmente apresentados aos
alunos ndo constituem verdadeiros problemas, porque, via de regra, ndo existe um real
desafio nem a necessidade de verificagdo para validar o processo de solugéo.

Estas concepgdes sobre o significado de um problema apresentam um nucleo comum.
Vemos que um verdadeiro problema se caracteriza por ndo dispormos de um processo
automatico que possibilite encontrar a solu¢do do mesmo de forma rapida, dispensando um
necessario esforco de analise ou uma reflexdo sobre quais passos devem ser tomados assim
como uma motivacao pois deve-se estar interessado em resolvé-lo. Essas caracteristicas
diferenciam um problema genuino de outras situagdes que, embora semelhantes, se

apresentasse apenas como uma simples repeticdo de passos conhecidos. Em um artigo de
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autoria de George Polya, intitulado “O ensino por meio de Problemas” (RPM, 1985, p. 14),
temos €nfase nesse aspecto quando, ao referir-se a resolucao de problemas, joga-se luz sobre a

utilizagdo de situagdes que se afastam de uma trivial rotina, uma vez que, segundo o autor

O problema que nao se resolve por rotina exige certo grau de criagao e originalidade
por parte do aluno, enquanto o problema de rotina ndo exige nada disso. O problema
a ser resolvido sem rotina tem alguma possibilidade de contribuir para o
desenvolvimento intelectual do aluno, enquanto que o problema de rotina nao tem

nenhuma.

Ou seja, um exercicio se distingue de um problema, uma vez que, aquele, necessita apenas
da aplicacdo de mecanismos que nos possibilitam chegar a solucdo de forma rapida e com
minimo esforgo. Isso significa que os exercicios, frequentemente, sdo utilizados para saber
aplicar as técnicas que estdo sendo abordadas, em que se explora apenas a realizagdo de calculos
para encontrar resultados. Nos problemas, os alunos sdo levados a investigar, criar, relacionar,

buscar caminhos e solucdes consideradas satisfatorias.

Nesta linha de pensamento, Pozo (POZO, 1998) destaca que uma situagdo passa a ser
considerada um problema, caso exista o reconhecimento dela como tal, o que se concretiza a
medida que ndo se dispde de procedimentos automaticos que gerem, de forma mais ou menos
imediata, sua solu¢do. Em acréscimo, lembra que exercicio e problema se distinguem pelo fato
de que, no primeiro, dispde-se e utiliza-se de mecanismos que levam, de forma imediata, a
solugdo, enquanto que no segundo, ndo. Como apontam os Pardmetros Curriculares Nacionais

(BRASIL, 1998, p. 41) ao afirmarem:

O problema certamente nao € um exercicio em que o aluno aplica, de forma quase
mecanica, uma formula ou um processo operatorio. S6 ha problema se o aluno for
levado a interpretar o enunciado da questao que lhe € posta e a estrutura ou situacao
que lhe ¢ apresentada.

Um problema adequado deve conseguir angariar o interesse do aluno na busca de sua
solucdo. Ele deve conseguir ser para o aluno algo interessante, diferente, desafiador, criativo

no intuito de conseguir manté-lo motivado na busca de sua solucdo. Como vimos
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anteriormente, existem diferencas basicas entre um exercicio e um problema. No exercicio
nao hé a preocupacao em se decidir qual caminho ¢ mais adequado escolher. O caminho ja ¢
conhecido e o aluno apenas precisa percorré-lo. Juan Ignacio Pozo (1998, apud, SOARES &
PINTO, 2001) corrobora tal posicionamento quando sustenta que aquelas situacdes em que se
explica o uso e aplicagdo de uma férmula sdo uteis para fixar e tecnicizar ferramentas

essenciais a solucao de problemas futuros.

Dante (DANTE, 1997) igualmente faz essa distingdo em que um exercicio ¢ aplicado
para praticar, para assimilar um determinado algoritmo ou processo através de constante
repeticdo enquanto um problema € a colocacdo de uma circunstancia no qual deseja-se
encontrar algo incoégnito sem termos previamente nenhum algoritmo que garanta chegarmos
a solucdo. Ainda para Dante (DANTE, 1997), a busca da solu¢do de um problema exige do
aluno, em alguma medida, uma postura proativa e certa dose de criatividade, juntamente com
o conhecimento e aplicagdo de algumas estratégias.

Portanto, podemos afirmar que o conceito de problema esta ligado ao enfrentamento do
novo, ou ao questionamento que traz exigéncia clara e perceptivel. Desta forma, ndo estariamos
diante de um problema se apenas tivéssemos que repetir uma formula pronta ou uma sequéncia
de passos conhecidos. Nossos livros de matematica estdo repletos de exercicios e problemas de
aplicagcdo que, no todo ou em parte, sdo elaborados de forma a conter nos seus enunciados,
explicitamente, as informacdes e dados para sua resolucdo. Esses modelos de “problemas”
fazem com que os estudantes sintam dificuldades em lidar com situagdes diversas que
apresentem, diferentemente, muitas informag¢des com dados que ndo contribuem para
solucionar o problema ou que tenham diversas solu¢des ou mesmo que ndo possuam solugao.

Situacoes estas muito mais proximas daquelas que enfrentardo ao lidarem com a realidade.

Pode-se dizer que para a aprendizagem matematica os alunos necessitam de experiéncias
nos dois sentidos, pois para a resolucdo de alguns problemas, os exercicios podem ser um
instrumento de aquisi¢do, como assinala Pozo (1998) ao dizer que um problema €, em certa
medida, uma conjuncao inédita ou diversa do que ja havia sido visto e na qual ¢ exigido o uso

de taticas ou procedimentos conhecidos.

Assim, conforme se pode observar, os problemas e os exercicios constituem-se muito
mais num continuum do que numa dicotomia cujos limites, muitas vezes, ndo sao faceis de

estabelecer. Desta maneira, aceitando que um problema ¢ algo que exige um maior esforco e
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analise por apresentar um maior grau de dificuldade em relacao a simples exercicios acabamos
indo de encontro a ideia de Polya (2006), de acordo com a qual a existéncia de um problema,
para o individuo, acarreta a procura consciente de agdes que visam alcangar um objetivo certo,

porém “ndo atingivel de maneira imediata.”

4. A RESOLUCAO DE PROBLEMAS COMO METODOLOGIA.

Na Metodologia de Ensino de Matematica através da Resolug@o de Problemas o problema
¢ ponto de partida. Os PCN (BRASIL,1998, p. 40) corroboram com este posicionamento

quando afirmam explicitamente o seguinte principio norteador:

A situagdo-problema é o ponto de partida da atividade matematica e ndo a defini¢io.
No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias ¢ métodos matematicos
devem ser abordados mediante a exploracdo de problemas, ou seja, de situagdes em
que os alunos precisem desenvolver algum tipo de estratégia para resolvé-las.

A tomada da Resolugdo de Problemas como um método de ensino € assunto que merece
especial atencao por todos que ocupam ou se propdem futuramente a ocupar uma fungdo de
docéncia no ensino de matematica. A importancia se deve ao fato de que os alunos necessitam
adquirir habilidades para o enfrentamento de situagdes extraclasse e essas habilidades sdo
fortemente desenvolvidas e ampliadas pela resolugdo de problemas. Como bem coloca Juan

Ignacio Pozo (POZO, 1998, p.15) quando afirma que

(...) a aprendizagem da solu¢@o de problemas somente se transformara em auténoma
e espontdnea se transportada para o &mbito do cotidiano, se for gerada no aluno a
atitude de procurar respostas para suas proprias perguntas/problemas, se ele se
habituar a questionar-se ao invés de receber somente respostas ja elaboradas por
outros, seja pelo livro-texto, pelo professor ou pela televisao. O verdadeiro objetivo
final da aprendizagem da solugdo de problemas ¢ fazer com que o aluno adquira o
hébito de propor-se problemas e de resolvé-los como forma de aprender.

Ao realizar-se o trabalho de ensino-aprendizagem em sala por meio da resolucdo de

problemas os discentes sdo levados a construir elos entre dominios diversos da matematica
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engendrando o surgimento de novos topicos. Recorremos novamente aos PCN (BRASIL,1998,

p. 41), os quais sustentam que

(...) Um conceito matematico se constrdi articulado com outros conceitos, por meio
de uma série de retificagdes e generalizacdes. Assim, pode-se afirmar que o aluno
constrdi um campo de conceitos que toma sentido num campo de problemas, e ndo
um conceito isolado em resposta a um problema particular.

A execucdo da metodologia nos momentos de ensino tem sido empregada principalmente
no desdobramento de topicos de matematica estando seu emprego estreitamente associado as

quatro fases elencadas por Polya (POLY A, 2006) em seu livro “A4 arte de resolver Problemas”.

Quadro 1 — Etapas da resolu¢ao de problemas segundo Polya.

ETAPAS DESCRICAO
Compreensio do Aqui se procura entender o problema no
Problema muito de encontrar sua mcogmita
Elaboracio de um Estrutura-se, de posse da compreensao do
plano de resolucio problema, os caminhos a percorrer no intuito
de obter a mcognita.

Coloca-se em pratica o plano elaborado, examinando
Execugdo do Plano todos os detalhes decorrentes de sua execugdo. Caso

de Resolugdo haja contratempos, retorna-se a fase para elaboracido
de um novo plano.
Em consonancia com o planejamento inicial, verifica-se
Retrospecto ou o resultado fazendo uma revisdo da execucio de todo
Verficacdo dos
Resultados o plano tracado.

Fonte: O autor

Entretanto, autores renomados neste campo de conhecimento, com destaque para Silvanio
de Andrade (ANDRADE, 1998), Roger Ruben Huaman Huanca (HUANCA, 2006) e Lourdes
de La Rosa Onuchic (ONUCHIC,1999), sustentam ser erréneo tomar a metodologia da
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resolucao de problemas apenas como prossecucdo de passos com o intuito de resolver um

problema.

Atualmente, talvez por consequéncia do ensino ao qual foram submetidos e que replicam
em suas aulas, diversos docentes adotam o ensino pela resolugdo de problemas, como
meramente colocar o estudante diante de um problema e observa-lo forcejar em busca da
solucao. Onuchic (ONUCHIC,1999) afirma que, no passado, ensinar a resolver problemas
consistia em enunciar uma situagdo-problema acompanhada de alguns modelos similares ja
resolvidos. Temos, para ilustrar essa afirmagdo, um caso tipico de problemas dessa espécie
coletado no livro didatico de Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce e Antonio Machado (1991) intitulado

“Matematica e Realidade” - “Observe o exemplo a)

a) Ix—-1=14

Jx =14 = 1
Jx = 15
_1s

*T

x=3

v = {5}

e resolva as equacoes de b) até k)”

b) 2x — 3 = 17 g) 4x + 9 = 27
)5 —2x=-13 h) —11 + 19x = 27
d)1=2x + 11 ) —30 =2 — 65x
e) —3 =7 + 4x i) 31 = 61 — 90x
fl -1 =5 — 9 k) 100 = 7x — 12

Para Onuchic (ONUCHIC,1999) e muitos outros pesquisadores neste campo, ¢ muito
limitante tomar a metodologia sob essa oOtica. A autora aponta essa conduta como fazer
“instrucdo matematica pela repeticdo”, onde temos o mestre que pronuncia, os educandos que
colhem os dados, registram, relembram e refazem. A resolucdo de problemas como
metodologia tem como centro de sua abordagem as decisdes e estratégias empregadas pelo
aluno para alcangar o objetivo. E exatamente durante o processo que o aluno interage e se

envolve. Segundo Kétia Stocco Smole (SMOLE, 2010) temos um processo estratégico
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orientado para a superagao de barreiras pelos discentes, ndo podendo tais dificuldades serem de
facil resolucao, mas que possam apresentar uma forc¢a contraria a sua solugdo suficientemente
adequada aos esfor¢os empregados no intuito de exigir mobilizacdo de todos os seus recursos

cognitivos.

No Brasil, a base do método, em grande parte, encontra-se associada ao desdobramento
dos conceitos matematicos, onde sua aplicacdo, em suma, compreende organizar grupos na
turma de ensino, colocar um problema e acompanhar o trabalho dos alunos no processo de
resolvé-lo, instruindo, durante as tentativas, o uso de conhecimentos ja assimilados para a
formacao de novos. Modos mais satisfatorios de esquematizar as condutas durante o ensino por
meio da resolucdo de problemas sdo apontadas na literatura. Andrade (ANDRADE,1998),
argumenta que tal metodologia extrapola o simples aditamento de conteidos matematicos.
Entende que ¢ fundamental motivar o educando a examinar a configuragdo social que o

circunscreve agindo sobre ela.

Tocante a este ponto, citemos novamente os PCN (BRASIL, 1998, p. 27). que comenta:

Também ¢ importante salientar que a compreensdo e a tomada de decisdes diante de
questdes politicas e sociais dependem da leitura critica e interpretacdo de informagdes
complexas, muitas vezes contraditorias, que incluem dados estatisticos e indices
divulgados pelos meios de comunicacdo. Ou seja, para exercer a cidadania ¢é
necessario saber calcular, medir, raciocinar, argumentar, tratar informagodes
estatisticamente etc.

Com tudo isso exposto devemos pensar: como adotar a resolugdo de problemas na rotina
de sala de aula e se desprender das formas ja conhecidas? Para isso € necessario que o
professor rompa com o modelo que ele anteriormente adotava e com o qual se sentia
provavelmente confortavel e reorganize sua rotina pedagogica usando novas formas de lecionar
que alterem desde a escolha das atividades didaticas até o ambiente em que elas serdo
realizadas. Desenvolver um trabalho de ensino através da resolu¢do de problemas de forma
alguma segue uma execugao inflexivel. O professor deve entender que a resolucao de problemas
¢ algo fluido e dinamico que ndo precisa ser empregada somente depois que ele expor todo o
conteudo, mas que ela pode e deve ser tomada em varios momentos da atividade de ensino

como uma alternativa para proporcionar atividades que permitam a constru¢ao de conceitos

matematicos.
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Assim, € importante lembrar que ao tentar implementar a metodologia da Resolug¢ao de

Problemas ¢ recomendavel ao professor se desprender um pouco daquele modelo classico de

exposicdo unilateral, necessitando incrementar ao seu repertério de ferramentas de ensino

habilidades que sdo enfatizadas nos proprios PCN (BRASIL, 1998, p. 38), como organizador

da aprendizagem:

Como mediador:

Como organizador:

(...) precisara escolher os problemas que possibilitam a constru¢do de conceitos e
procedimentos e alimentar os processos de resolug@o que surgirem, sempre tendo em
vista os objetivos a que se propde atingir.

(...)ao promover a analise das propostas dos alunos e sua comparagdo, ao disciplinar
as condigdes em que cada aluno pode intervir para expor sua solu¢do, questionar,
contestar. Nesse papel, o professor ¢ responsavel por arrolar os procedimentos
empregados ¢ as diferengas encontradas, promover o debate sobre resultados e
métodos.

(...)ao estabelecer as condicdes para a realizacdo das atividades e fixar prazos,
respeitando o ritmo de cada aluno.

Como incentivador da aprendizagem:

(...)o professor estimula a cooperagao entre os alunos, tdo importante quanto a propria

intera¢@o professor-aluno. O confronto entre o que o aluno pensa e o que pensam seus
colegas, seu professor e as demais pessoas com quem convive ¢ uma forma de
aprendizagem significativa, principalmente por pressupor a necessidade de
formulagdo de argumentos (dizendo, descrevendo, expressando) e de valida-los
(questionando, verificando, convencendo).

Operar o ensino de matematica por meio da resolucio de problemas insta uma modificacao

de condutas por parte de todos os agentes envolvidos. Ao docente, por exemplo, demanda-se

conceber, ou coletar, problemas consentaneos ao conceito que tenciona gerar. Concernente a

isto, Dante (DANTE,1997) nos apresenta uma sugestdo de classificacdo de exercicios e

problemas, conforme apresentado no Quadro 2 abaixo:
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Quadro 2 — Proposta de tipificagcdo dos problemas segundo Dante.

TIPO

OBJETIVO

EXEMPLO

Exercicio de
reconhecimento

Identificar um conceito,
uma propriedade.

Dados os mmmeros 2, 5, 10, 103 ,
156 , 2007, quais sdo os pares?

Exercicio de

Aplicar diretamente um

a) 128 +79 =

¢ algoritmo, ou seja, sdo Efetue:
algorsimo resohvidos passo-a-passo b) 101 -68 =
_— Transformar o problema em Em uma classe ha 17 meninos e
r:;.df,g';s bnguagem matematica e em 22 meninas. Quantos ahmnos ha
seguida aplicar o algoritmo. na classe?
Motivar o almno a utilizar Em uma reuniio de equipe ha 6
conhecimentos prévios e a ahmos.Se cada um trocar um aperto
Problemas-processo S ok e
7 criatividade para encontrar a mdo com todos o5 outros, quan-
solucdo que ndo esta tos apertos de mdo teremos ao
contida no enunciado. todo?

Problemas de
aplicacio

Aplicar conceitos, técnicas e
procedmentos matematicos
para matematizar situagoes reais.

Como deve fazer o diretor de uma
escola para calcular o gasto mensal
de cada aluno com a merenda
escolar?

Problemas de
quebra-cabeca

Desahiar o aluno para
problemas que dependam
quase sempre de um "truque”.

Com 24 palitos de fosforo, forme 9
quadrados. Com fazer para tirar
apenas 4 palitos e deixar 5
quadrados?

Fonte: DANTE, 1997(adaptado)

Esta tipificacdo dos problemas ndo exclui outras que possam ser encontradas na literatura
adequada ou que sejam elaboradas pelo proprio docente de acordo com a sua realidade de sala.
Isto permitird que o professor possa organizar o que ¢ mais adequado submeter ao estudante de
acordo com uma avaliagcdo prévia do grau de desenvolvimento e bagagem que o mesmo
apresenta. O professor deve ser criterioso em sua sele¢do nunca esquecendo da distingdo entre

verdadeiros problemas, que sdo desafiadores e interessantes, € aquilo que € apenas exercicio

repetitivo.
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Em Dante (DANTE, 1997), vemos como a resolu¢do de problemas ¢ um tema dificil de
ser trabalhado em sala. E notdrio encontrar alunos que conseguem reproduzir os algoritmos,
mas ndo conseguem resolver um problema que envolva um minimo de reflexdo concomitante
a aplicacdo desses algoritmos aprendidos. Em parte, isso se deve ao exaustivo uso de exercicios
de fixacdo, que automatizam os alunos em uma acao irrefletida ao se depararem com uma
questao a se resolver em detrimento do emprego de uma metodologia que enfatiza o raciocinio

e a reflex@o. O autor afirma que um verdadeiro e bom problema deve:

(I) ser provocador para o aluno;
(IT) ser o componente de uma situacao efetivamente inexplorada; desconhecida;
(III) ndo se reduzir ao emprego literal de algoritmos aritméticos;

(IV) ter um grau adequado de dificuldade.

Voltando nossa ateng@o ao professor e sua postura em sala, ¢ recomendado ao docente
abdicar de colocar-se no foco da praxis, transpondo para os educandos um compromisso sério
com sua aprendizagem, que ocorrerd se os mesmos tencionarem verdadeiramente aderirem a
esse envolvimento. Tal pratica clama aos envolvidos, professor e aluno, modifica¢ao de conduta
que, por vezes, ndo ¢ facil alcangar. Com pretensao de auxiliar educadores a lidarem com essa
forma de ensino, encontramos nos trabalhos de Lourdes de la Rosa Onuchic (ONUCHIC, 1999)

um roteiro de atividades que orienta o uso dessa metodologia e que procuramos esquematizar

no Quadro 3.
Quadro 3 — Uma sugestdo de roteiro de aplicagdo da metodologia.
Metodologia da resolucdo de problemas
o giie dcontece:.
Selecionar um problema, visando a construgio de wm novo conceito,
Momento 1

principio ou procedimento
Preparacio do

problema Comentario: Esse problema sera chamado problema gerador. E bom
ressaltar que o conteudo matematico necessario para a resolugio do
problema ndo tenha, ainda, sido trabalhado em sala de aula.

= =

Momento 2
Leitura Entregar wma copia do problema para cada aluno e solicitar que seja

indivichial feita sua leftura.

S

o gig aconiece:.




- =
0 que acontece:
Formar grupos e solicitar nova leitura do problema, agora nos grupos.
Comentario:
Momento 3
. * Se houver dificuldade na leitura do texto, o proprio professor pode
Leitwra em e
. auxiliar os almos, lendo o problema.
conunto

surge um problema secundario. Busca-se uma forma de poder esclarecer
as dirvidas e, se necessario, pode-se, com os alunos, consultar um
dicionario.

* Se houver, no texto do problema, palavras desconhecidas para os alunos,

Momento 4

Eesolugéo do
problema

0 giie deontece:

A partir do entendimento do problema, sem dividas quanto ao enunciado,

os alunos, em seus grupos, em um trabalho cooperativo e colaborativo,
buscam resolvé-lo.

Comentario:

Considerando os alunos como co-construtores da matematica nova que se
quer abordar, o problema gerador ¢ aquele que, ao longo de sua
resolicio, conduzira os alunos para a construcio do contendo planejado

pelo professor para aquela aula.

Momento 5

Chservar e
e entivar

o gqiie decontece.

MNessa etapa, o professor ndo tem mais o papel de transmissor do
conhecimento. Enquanto os alunos, em grupo, buscam resobver o problema,
o professor observa, analisa o comportamento dos alunos e estimula o
trabalho colaborativo. Ainda, o professor como mediador leva os alunos a
pensar, dando-Thes tempo e incentivando a troca de ideias entre eles.

Comentdario:

O professor incentiva os almos a utilizarem seus conhecimentos prévios e
técnicas operatorias, ja conhecidas, necessarias a resolucio do problema
proposto. Estimula-os a escolher diferentes caminhos (métodos) a partir
dos proprios recursos de que dispéem. Entretanto, € necessario que o
professor atenda os alunos em suas dificuldades, colocando-se como
interventor e questionador. Acompanha suas exploracdes e ajuda-os,
quando necessario, a resolver problemas secundarios que podem surgir
no decurso da resolugio: notagio; passagem da linguagem vernacula
para a lingnagem matematica; conceitos relacionados e técnicas

operatorias; a fim de possibilitar a continnacio do trabalho.

~_
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‘q-lvl?
O gue acontece:
Momento 6 | Representantes dos grupos sio convidados a registrar, na lousa, suas
— | resolgdes.
Registro das = —
resolugdes Lomentario.
na lousa Resolugdes certas, erradas ou feitas por diferentes processos devem ser

apresentadas para que todos os alunos as analisem e discutam_

J L
S~ () qrie acatlece:

Momento T | para esta etapa sdo convidados todos os alunos, a fim de discutirem as
diferentes resolucdes registradas na lousa pelos colegas, para defenderem
sens pontos de vista e esclarecerem suas dinidas

Plenaria

Comentario:

O professor se coloca como guia e mediador das discussbes, incentivando
a participacdo ativa e efetiva de todos os alunos. Este é um momento

bastante rico para a aprendizagem

B -
Mg | ALHmeacontsor
— | Depois de sanadas as dividas, e analisadas as resolugdes e solugdes

Busca do obtidas para o problema, o professor tenta, com toda a classe, chegar a
consenso

JC
.

um consenso sobre o resultado cormreto.

O quie acontece:
O professor registra na lousa uma apresentacdo formal organizada e
estruturada em nguagem matematica.

Momento 9 —

— | Comentario:
£ a]lza:u;a::- Realiza-se a padronizacdo dos conceitos, os principios e os procedimentos
do contendo

construidos através da resoligdo do problema, destacando as diferentes
técnicas operatorias e as demonstracdes das propriedades qualificadas
sobre o assunto.

Fonte: o autor

Fortalecemos que, nessa metodologia, os problemas s3o sugeridos aos alunos
anteriormente a descri¢ao categorica dos assuntos ou ferramental tedrico que € objetivado ser
apresentado pelo professor. Deste modo, o ensino-aprendizagem de um tdpico matematico
principiasse com uma circunstancia problematizada que exprimi o &mago do tema objetivado,
ao qual, na busca de soluciona-la, sdo desenvolvidos os conceitos € em que a avaliacdo do
crescimento dos educandos ¢ feita continuamente, durante as tentativas de resolucdo do

problema. (ONUCHIC, 1999)
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4.1 POTENCIALIDADES DA METODOLOGIA DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS

De acordo com Luiz Roberto Dante (DANTE,1997), existem motivos fortes o suficiente
para convencerem qualquer profissional de ensino, em especial os professores, a usar a
Resolugdo de Problemas em sala de aula como opcao eficaz para a aprendizagem. O autor
enumera como razdes o crescente progresso do raciocinio, do pensamento metddico e produtivo
e o grande nimero de situacdes de desafio que transformam o momento de ensino e

aprendizagem em algo mais divertido e atrativo.

A metodologia da resolugdo de problemas, além do aprendizado dos conceitos
matematicos, viabiliza aos alunos a pratica de atributos de conduta como cooperagao, lideranga
e responsabilidade. Segundo Lourdes de la Rosa Onuchic (ONUCHIC,1999) um dos muito
proveitos no uso da instru¢ao de ensino através da resolugdo de problemas em sala de aula é a
ligacdo entre os contetidos presentes nos curriculos de Matematica. A situacdo-problema ¢ a
origem e a diretriz que conduz a formacgao dos conceitos matematicos onde, durante o processo
de edificagao do conhecimento, os docentes estabelecem os elos entre os diversos campos

existentes, delineando novos significados ou concepgoes.

Consoante a Dante (DANTE, 1997), na Metodologia de Resolucdo de Problemas o
professor aproxima-se dos aprendizes pelo estimulo do desafio que transforma os momentos
de aprendizado em situagdes mais vivas e instigadoras, suscitando o gosto pelo estudo, mais
do que a classica estrutura de explanar, refazer e firmar um conteido. A Metodologia
pressupde exercitar nos educandos a faculdade de converter-se em individuos criticos e
autdbnomos, capazes de desenvolver métodos e estratégias na solugdo de problemas por meio
de uma postura proativa durante sua formagao. Beatriz D’ambroésio (D’AMBROSIO, 1993, p.

36) assim assevera:

Dificilmente o aluno de Matematica testemunha a acdo do verdadeiro matematico no
processo de identificagdo e solu¢do de problemas. O professor faz questdo de preparar
todos os problemas a serem apresentados com antecedéncia; consequentemente, o
legitimo ato de pensar matematicamente ¢ escondido do aluno, e o unico a conhecer
a dindmica desse processo continua sendo o professor. O professor, com isso, guarda
para si a emogdo da descoberta de uma solugdo fascinante, da descoberta de um
caminho produtivo, das frustragdes inerentes ao problema considerado ¢ de como um
matematico toma decisdes que facilitam a solugdo do problema proposto. O que o
aluno testemunha é uma solugdo bonita, eficiente, sem obstaculos e sem duvidas,
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dando-lhe a impressdo de que ele também devera conseguir resolver problemas
matematicos com tal elegancia.

A resolugdo de problemas como proposta metodolégica tem como intento oportunizar a
aquisi¢ao de habilidades como a capacidade de elaborar estratégias, de elevar o comportamento
exploratorio, de experimentagao e validagao de solugdes. Essa proposta também tem como foco
promover a constru¢ao do conhecimento matematico de forma dindmica envolvendo os alunos.
Este aspecto ¢ apresentado nos PCN (BRASIL, 1998, p. 40) que em seu texto faz a seguinte

colocagao:

A resolucdo de problemas, na perspectiva indicada pelos educadores matematicos,
possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para
gerenciar as informagdes que estdo ao seu alcance. Assim os alunos terdo
oportunidade de ampliar seus conhecimentos acerca de conceitos ¢ procedimentos
matematicos bem como ampliar a visdo que tém dos problemas, da Matematica, do
mundo em geral e desenvolver sua autoconfianca.

Nesse processo, sdo abandonadas as formas de aprendizagem macgantes, em outros termos,
aquelas que modelam, unicamente, o habito de reproduzir o conteudo e aplicar formulas. O
ensino que se concretiza via resolucao de problemas, auxilia os educandos em sua aptidao de
aprender a aprender, aclimatando-o a estabelecer solu¢des para as interrogacdes que o
confrontam dentro ou fora da escola, diferentemente da postura passiva de se esperar uma

resolucao do professor (SOARES,2001).

Desta maneira, sintetizando algumas das ideias explicitadas no referencial tedrico,

podemos esquematizar (ver Quadro 4) certos aspectos positivos do uso da metodologia.

Quadro 4 — Aspectos positivos do uso da metodologia da resolu¢@o de problemas.

Aspectos Referencial teérico

Segundo Dante (DANTE,1997), na Metodologia de Resolucdo

de Problemas, o professor aproxima-se dos alunos com uma
proposta de trabalho que os desafia e tomna as aulas de

Aspecto
motivacional
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matematica mais dinamicas e motivadoras, fazendo o aluno
sentir o prazer de aprender matematica quando consegue
resolver um problema por si proprio, mais do que o classico
esquema de explicar, repetir e fixar o contendo.

De acordo com Soares (SOARES 2001), ensinar matematica
via resolugdo de problemas [cria] na sala de aula, um clima de
suporte que [encoraja] a participacédo volintaria dos almnos,

Aspecto de [estimula] sua curiosidade. Quando se ensina através da
autonomia na resolugdo de problemas, ajuda-se os alunos a desenvolver sua
aprendizagem capacidade de aprender a aprender, habituando-os a

determinar por si proprios, respostas as questdes que os
inquietam, sejam elas questdes escolares ou da vida cotidiana,
ao invés de esperar uma resposta ja pronta, dada pelo
professor ou pelo lvro-texto.

Segundo Onuchic (ONUCHIC,2005), uma das vantagens de
Aspecto de estabelecer| se usar a Resolugio de Problemas em sala de aula ¢ a ligagio
conexdes entre o novo | entre os contetidos presentes nos curriculos de Matematica. O

conhecimento e o problema é o ponto de partida e orientacdo para a
conhecimento ja aprendizagem e os professores através e durante a resolugio
aprendido dos problemas, devem fazer conexdes entre diferentes ramos

da Matematica, gerando novos conceitos e novos contetidos.

De acordo com Omuchic (ONUCHIC,2005), a Resolugdo de
Problemas desenvolve o poder matemitico nos alumnos, ou seja,
a capacidade de pensar matematicamente, utihzar diferentes e
convenientes estratégias, permitindo aumentar a compreensdo
dos conteudos e conceitos matematicos, (...) desenvolve a
crenca de que os alunos sdo capazes de fazer Matematica e de
que a Matematica faz sentido. [Ainda] a construcdo de
conhecimentos, relacionados a conceitos e conteudos
matematicos, se realiza de forma mais significativa e efetiva
pelos almnos

Aspecto de
aprendizagem

Fonte: Revista Espacios, vol 38(n°45), ano 2017, p.18(adaptado)

Além destas contribui¢cdes advindas do uso da metodologia de resolucao de problemas ¢
preciso que o professor esteja igualmente ciente das dificuldades e limitagdes que podera vir a

encontrar ao aplicar o método em sala de aula, o que passaremos a tratar a seguir.
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4.2 DIFICULDADES E LIMITACOES ENFRENTADAS PELA METODOLOGIA DE
RESOLUCAO DE PROBLEMAS EM SALA DE AULA

No Quadro 5, apresentamos uma pequena sintese das situagdes colhidas nos trabalhos de
Reis e Zuffi (REIS e ZUFFI, 2007) advindas de pesquisa realizada em uma escola publica de
Ensino Médio, do estado de Sao Paulo em que também se descreve os correspondentes

impedimentos e seus desenlaces.

Quadro 5 — Resultados obtidos da pesquisa.

Situacdes Dificuldade Desdobramento
Os alunos se habituaram e
Sala Nomerosa Nao era possivel dar atengdo total a |  Jeceqvolveram tentativas
i todos os grupos. de resolver os problemas
sozinhos.
Alinos inexperientes Contato frequente com a
com a resohicio de Resisténcia e reclamacao. resolugdo de problema
problemas amenizou a situacio.
Incentivou a estudarem
Def: em de Lﬂm na fm‘;a{) mﬂu‘:ﬂ = mﬂiﬁ-, prﬁpﬂrci_ﬂnmdu-ﬂ]eﬁ_
cckbecanento algebrica, dificultou os calculos na | momentos para
resolugdo dos problemas. exercitarem suas
habilidades metacognitivas.

Fonte: (REIS E ZUFFI, 2007) - adaptado

A estes se acrescenta outro fator que dificulta o uso da resolug¢do de problemas em sala de
aula; a carga horéria excessiva dos professores. Professor com demasiada carga horaria acarreta
um cendario desfavoravel para a implantacao do ensina através da resolu¢cdo de problemas dado
que o professor precisa provisionar os elementos para sua realizagdo. A preparagdo para
aplicacdo do método depreende alcancar clareza do que vai ser realizado e como fazé-lo e isto
pleiteia leitura constante, investigagdo escrupulosa, conferéncia com outros professores e
esquadrinhamento de situagdes-problemas com as quais se trabalhar (RODRIGUES e
MAGALHAES, 2011). Tal constatagdo ¢ reforcada em Redling (REDLING,2011, p.123)

quando a mesma afirma que
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As professoras ao serem questionadas a respeito das dificuldades em trabalhar com
problemas relataram que a maior dificuldade esta relacionada aos problemas de
compreensdo das situagdes por parte dos alunos, além da falta de tempo e o
compromisso de cumprir 0s cronogramas.

Ou seja, o diminuto tempo disponivel ao preceptor gera um obstaculo para que o mesmo
possa alterar sua atuacdo didatica tendo como pardmetro um roteiro de agdo que repare os
desajustes que surgem durante o fazer pedagdgico. Na realizagdo do trabalho em sala de aula,
particularmente durante as aulas de matematica, tem-se este contratempo permanente resistindo

as muitas consideragdes acerca de sua solugao.

Borba e Penteado (2001, apud Romanatto, 2012) afirmam que, frequentemente, os
professores deliberam em realizar seu trabalho em ambiente onde tudo € entrevisto e costumeiro
e, resultante a isso, perfeitamente coordendvel. Para os autores, a implementacdo do método
empurra os docentes para uma area onde se predomina o acidental, a hesitagdo, acarretando

uma constante averiguagao dos resultados advindos de cada pratica executada.

Desta forma, assim como fizemos na Sec¢do 4.1, e novamente apoiando-se no referencial
teorico, podemos esquematizar certos aspectos limitantes do uso da metodologia da resolugao
de problemas em sala de aula, sintetizando alguns dos obstaculos e explicitando-os no Quadro

6.

Quadro 6 — Aspectos limitantes do uso da metodologia da resolucao de problemas.

Metodologia da resolugéo de problemas

Limitacoes Referencial teérico

Segundo Reis e Zuffi (REIS ¢ ZUFFI1,2007), as dificuldades
encontradas s&o: salas numerosas, ahmos mexpenentes com
a resolugdo de problemas e defasagem de contetido.

Limitacdes em
contexto de sala
de aula

De acordo com Rodrigues ¢ Guimardes (RODRIGUES e
GUIMARAES, 2011), um fator que limita o uso da Resolugio
de Problemas consiste na carga horana dos professores.

. i Professores com carga horana cheia € um cenano negativo
devido a condigdes | .5 implantacdio da Resolucio de Problemas, uma vez que
de trabalho para tal, o professor necessita de se preparar. Tal preparagio
pressupde estudo de temas relevantes, leitura de artigos de
Educacdo Matematica, reuniio com outros professores para
propor trabalhos mterdiscipinares em equepes, elaboracdo de
problemas significativos para os ahmnos.

Limitacdes externas
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Segundo D’ Ambrosio (D'AMBROSIO,2008), é comum o
professor “estragar” o problema, elminando todo o desafio

O professor nio saber | Parao alno. O problema resolvido pelo professor ndo tem o
conduzir a metodologia | mesmo efeito daquele resolvido pelos alunos, sem muita
mterven¢do do professor. Professores que alteram a demanda
cognitiva de um problema ndo o fazem por mal, mas em geral o
fazem para evitar o desanimo do aluno(...).

De acordo com Redling (REDLING,2011), os professores
quando questionados a respeto das diiculdades em se
trabalhar com problemas, relataram que a falta de tempo e o
compromisso de cumpnr ou seguir o cronograma, kmita a
utthzacdo da Resolucdo de Problemas

Preocupacdes com
cobrancas externas
(cumprir o programa)

Fonte: Revista Espacios, vol 38(n°45), ano 2017, p.18(adaptado)

Vale notar que, quanto as limitagdes, esperava-se encontrar obstaculos para se recorrer ao
ensino através da resolugdo de problemas em contextos ligados aos contetidos e processos
matematicos, mas, pelo menos dentro do repertério tedrico pesquisado, isso ndo aconteceu. As
limitagdes estdo associadas a questdes atinentes as confrontadas por outros educadores do
ensino basico, como salas numerosas, falta de tempo habil para preparacao das aulas, entre

outros.

4.3 DIFICULDADES DOS ALUNOS AO “RESOLVEREM PROBLEMAS”.

Na presente se¢do, comentamos sobre os obstaculos mais evidentes apresentados pelos
alunos durante a resolu¢do de problemas, constatados ao longo das leituras realizadas nas

pesquisas bibliograficas.

Observou-se que a maior parte das dificuldades se encontram na percepcao do que deseja
o problema, precisamente por uma elaboracdo deficiente de nogdes matematicas, pelo
apedeutismo do significado de palavras ou expressdes contidas no enunciado assim como

contratempos na aplica¢do de formulas e algoritmos.
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A seguir, apresentamos no Quadro 7, esquematicamente, uma sintese das dificuldades dos

alunos nas etapas de representagdo (ou compreensao do problema), planejamento, execugao e

monitoramento (ou retrospecto do problema), respectivamente.

Quadro 7 — Dificuldade dos alunos na resolugdo de problemas

na de
J REPRESENTACAO L
V%lhe i 4\”{5}: i Qﬁmm@m
2 . conhecimento . .  conhecimento : Z :
Dificuldade ¢ | NGuisTico ||PfUdade t spapinTico || Dficuidade L psquEnATICO
T = = =
e M S
Referencial Teorico Referencial Teorico Referencial Tedrico
“A turma apresentou dificuldades|| “[...] os alunos nio possuem “[...] alunos confundiram o que
para perceber no problema conhecimentos sobre estava sendo pedido

que todos tinham de apertar a
mio de todos . Explicamos isso

varias vezes
(SILVA, 2016 . p.127).

perimetro e area
consolidados [...]"
( AZEVEDO, 2014 , p. 146).

e calcularam o valor da area
ao invés do perimetro ”

( AZEVEDO, 2014 , p. 149).

Os alunos apresentam dificuldades no wso do conlecimento semdntico, referenre
a diferenciar e utilizar conceitos matematicos como porcentagem, area, perimetro,
todlo (inteirol, dobro, metade, nimmeros paves e impares, taxa, frimestre e semestre,

Comentano *| liguide e bruto.No case do uso de conhecimentos esquemdticos ,isto esta relacionado
a ndo reconhecer o contetido de Matematica contemplado no “problema” e que
poderia ser utilizado na sua resolugdo, calculo de drea ao invés de perfmetro e vice-
versa, tenfativas de nuse da divisdo e da multiplicacdo sem sucesso.

e
na etapa de
PLANEJAMENTO L
V%ﬂmuu {VL ' J\V

: . : . . ESTRATEGIA : 5 .

Dificuldade ; B Dificuldade ; it Dificuldade ; GRAFICO
Referencial Tedrico Referencial Teorico Referencial Teorico
“A grande maioria dos ahmos “[..] ao representar graficamente
“[...] era para calcular duas queriam resolver o a situagdo, insistiram em

areas separadamente , porém
os ahmos calcularam como se
fosse uma sd "

( AZEVEDO, 2014 . p. 140)

problema do item 2, da mesma
forma que foram solicionados
os problemas com a
ideia/significado de Raciocinio
combinatério da altima aula "
({ SILVA, 2016 , p. 134).

passar o grifico pela
origem [...].
pois representaram a figura
de forma continua e nio
discreta , como deveria ser”
( SILVA, 2015 ,p. 119).
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Comentario :

Ha grande ocorréncia de dificuldades no uso de formula matemdatica para compor a
estratégia de resolicéio, em relacdio ao calculo de areas, a identificacéio e ao uso
corretos de divisor e dividende, a perceber e estabelecer o uso correto do tipo de
fimcéio, a ervos em algoritmas e a ndo saber calcular descontos. Ja nas estratégias
heuristicas e no uso de grifico, percebe-se gue as dificuldades estavam na relacédo
entre os cantextos e a linguagem matematica. Tais dificuldades na etapa

de planejamento podem rer origem, segundo estudo de Barrose e Ortiz (2007) , no
camprometimento do desenvolvimento de componentes afetivos dos alunos devidao
ao uso exacerbado de regras/formulas sem sua devida reflexdo. Tal uso pode
prejidicar os alunas na elaboracdo/propasicdio de estratégias de resolicéo.

| na etapa de ‘

EXECUCAO

L iyt <

Dificuldade

ALGORITMO || Dificuldade § TECNICAS Dificuldade ; DESENHOS

=

s ~ - =~ =

Referencial Teérico Referencial Teérico Referencial Teérico
“0 Almo A, amda em dirvida, “0 ghmo  procurou mobilizar
“[...] a dificuldade se fez no tentou o calculo utilizando uma as estratégias de resolucio pelo
caleulo da operagio calculadora. Tentando calcular desenho, desenhon setenta e
de divisio, nos passos do 2% de RS 1000,00 , observamos seis risquinhos . No entanto,

algoritmo ” que ele demonstrou certa davida a resolucio esta
(SILVA, 2016 , p. 102). em como representar isso na incompleta por nio responder
) ) calculadora ™ a0 enunciado da questio”
(KUNTZ, 2019 . p.120). (PIVA, 2014 p. 84).
O uso de algoritmes, de técnicas e de desenhos revelou dificildades dos alinos
nas operacdes arvitmeticas, em contagem, em calculo de porcentagem e em saber
utilizar desenhos. O que chama a atencédo é que as pesquisas de Silva (2015) e Kuniz
Comentério - (2019) tinham como participantes alinos do Ensine Medio, gue, espera-se, nédo
— | deveriam apresentar dificuldades para operar com cdlculos matematicos. No caso da

pesgiisa de Piva (2014) , também chama a atencdo o fato de alunos gue estavam no

final do 5° ano do Ensine Fundamental revelarem dificuldades em aperar com

adigdo, subtracdo, multiplicacdo e diviséo.

I |
na etapa de |
ql MONITORAMENTO l?
. AVAITAR , . REVER
Dificuldade 3 a resposta Dificuldade 2 a resolngdo
Beferencial Tedrico E.eferencial Tedrico
“Verificamos que a maioria dos alunos que “Ele mobilizou na resolucdo a estratégia do

responden essa questio [de perimetro] sem errar algoritmo da subtracio. Nio considerou as
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na contagem conseguiram obter apenas essa outras etapas do problema Dessa forma
resposta, nio se atentando ao que estava podemos dizer que nio concluiu a resolugio ™
sendo pedido na questio ”
( AZEVEDO, 2014, p. 145). ( PIVA, 2014, p. 82 ).

O que se verifica ¢ que possivelmente os ahmos niio se atentaram a relaciio entre o
contexto e suas resolugdes, pois ndo houve um ato de avaliar a resposta, verificando se
estava de acordo com a pergunta e seu contexto, nem uma atitude de rever a resolucio,
também com base no contexto envolvido, para verificar se estava adequada.

A iniciativa de avaliar a resposta, isso pode estar relacionado tanto ao ahmo quanto a
Comentdrio | postura do professor. Um exemplo é o estudo de Sousa e Mendes (2017) , que
mostrou que o participante de sua pesquisa, ahmmo do 2% ano do Ensino Fundamental, ndo
examinou a sohigdo de quatro dos seis problemas de subtragdo propostos, ato que,
segundo as autoras, “[...] pode estar relacionado com o facto de os alunos ndo se
questionarem ou ndo serem questionados sobre a solugdo obtida, pensando de imediato
que o primeiro resultado é a resposta correta”

Fonte: o autor

Concluimos aqui que, no intuito de transpor estes obsticulos, deve-se esquivar de
implementar uma mera recuperacao de assuntos e topicos curriculares, entendendo-se ser mais

proveitoso envolver uma perspectiva de elaboracao de nogdes e processos matematicos.

5. COLETANEA DE PROBLEMAS.

Os problemas listados a seguir estdo agrupados em quatro categorias: COMBINATORIOS,
GEOMETRICOS, NUMERICOS e LOGICOS. Houve esforco de nossa parte em agrupa-los
convenientemente, mas estas sdo areas tdo vastas e os problemas muitas vezes mesclam
variados conceitos que se torna dificil evitar que ocorram algumas sobreposicdes e um
problema de uma das categorias pode muito bem ser considerado como pertencente a alguma(s)
das outras. Este fato ndo impede nosso objetivo ao propor trabalhar com a Resolug¢do de
Problemas e, ao invés disso, possibilita ao profissional de ensino certa flexibilidade ao se
utilizar dos problemas apresentados. Nosso desejo aqui ¢ fornecer ao professor material para
que possa trabalhar com a resolucdo de problemas em sala de aula ajudando assim a cortar as

rotinas normais, melhorando a capacidade criativa dos educandos.
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5.1 PROBLEMAS COMBINATORIOS

A analise combinatoria trata-se do estudo de como as coisas podem ser arranjadas. De uma
forma menos geral, a analise combinatoria consiste no estudo de maneiras de agrupar os
elementos de um conjunto sujeitos a regras especificas e no estudo das propriedades desses
agrupamentos. Nesta se¢ao, apresentaremos problemas deste tipo com énfase na realizacao de

contagens.

5.1.1- Caminhos perplexos.

Figura 1 — O problema de Susan

(

Susan tem um problema. Quando vai para a escola,

encontra sempre Stinky.

Stinky: Ol4, Susan. Posso ir contigo?

Susan: N3o. Por favor, vai-te embora.

® [
J

Susan: Ja sei o que vou fazer. Vou para a escola por

um caminho diferente todas as manhds. Assim, o

-/ Stinky ndo saberd onde encontrar-me.

Fonte: Gardner, M. (1990)



Figura 2 — O problema de Susan(cont.)

Fonte: Gardner, M. (1990)
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Este mapa mostra todas as ruas entre a casa de Susan
e a sua escola. Neste caminho, Susan estd sempre a

andar para leste ou para sul

Aqui esta Susan noutro caminho. Naturalmente, ela
ndo quer andar no sentido oposto a escola. Mas

quantos caminhos ha?

Susan: Imagino por quantos caminhos diferentes
posso ir. Vejamos. Hum! Isto vai ser dificil de

descobrir. Hum! Nio ¢é nada dificil. E simples!

Que discernimento teve Susan?

Eis como ela raciocinou:

Susan: Ponho um 1 no canto onde vivo porque
tenho apenas um modo de comegar. Depois ponho
um 1 em cada esquina que esteja a um quarteirao de

distancia porque € o unico modo de 14 chegar.

Susan: Agora ponho um 2 nesta esquina, pois posso
la chegar por dois caminhos diferentes. Quando
Susan notou que 2 ¢ a soma de 1 e 1, percebeu de
repente que o numero em cada esquina deve ser a
soma dos numeros mais proéximos ao longo dos

caminhos que conduzem a essa esquina.
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Figura 3 — O problema de Susan(conclusao)

(" \ Susan: C&4 estd. Estdo etiquetadas mais quatro

esquinas. Acabo rapidamente as outras. Pode ajudar

a Susan a completar as etiquetas nas esquinas e dizer-

lhe quantos caminhos diferentes pode ela seguir para

l ir a escola?

Os cinco vértices restantes, lendo-se de cima
para baixo e da esquerda para a direita, tém as
etiquetas 1, 4, 9, 4 e 13. O 13, no ultimo vértice,

mostra que Susan tem 13 maneiras de ir para a escola

pelos caminhos mais curtos.

Fonte: Gardner, M. (1990)

Aquilo que Susan descobriu ¢ um algoritmo simples e rapido para o célculo do nimero de
caminhos mais curtos da sua casa para a escola. Se ela tivesse tentado desenhar todos esses
caminhos e depois contd-los, teria sido cansativo e estaria fora de questao se a rede de ruas
tivesse um grande ntimero de células. Apreciar-se-4 melhor a eficicia do algoritmo se se
tracarem os 13 caminhos. Para testar se percebeu o algoritmo, tente fazer um esquema de varias
outras redes de ruas e aplicar o algoritmo para determinar o nimero de caminhos mais curtos
de qualquer vértice ‘A’ para outro vértice ‘B’. A Figura 4 apresenta quatro problemas deste

tipo.
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Figura 4 — redes de ruas

B

Fonte: Gardner, M. (1990)

5.1.2- Formando palavras

Na Figura 5, de quantas maneiras ¢ possivel formar a palavra COMBINATORIA partindo-

se de um ‘C’ e indo sempre para a direita ou para baixo?

Figura 5 —constru¢dao de uma palavra

C OMB

C OMEBE

C OMB

C OMB 1

C OMBIN
COMBI1INA

Fonte: SATOS, José Plinio O. (2007)
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Solucao:

Primeiramente, observemos que todas as vezes que formamos a palavra
COMBINATORIA, finalizamos no ‘A’ situado no canto inferior direito do quadro exibido no
enunciado. Assim, podemos analisar as constru¢des de maneira inversa, partindo desse ‘A’ e
voltando ao ‘C’ inicial. Note, entdo, que, antes desse ‘A’, pode ter vindo o ‘I’ situado acima
dele ou o ‘I’ situado ao seu lado esquerdo. Estando num dos ‘Is’, notamos que também ha duas
possibilidades para a letra ‘R’ que se segue a ela. Prosseguindo com este raciocinio, como a
palavra em questdo tem 12 letras, tivemos 11 passos para voltar do seu ‘A’ final até o seu ‘C’
inicial, donde se tem 2! = 2048. possiveis maneiras de se formar a palavra

COMBINATORIA.

Aos professores:

Em problemas de contagem como este & notorio que as primeiras tentativas recorram a wma
construcio e enumeracio de todas as possibilidades, o que € comum neste tipo de circunstancia_
Isso os levara a perceber experimentalmente a impraticabilidade da contagem direta e com isso
motivar os alinos na busca de novas ferramentas (aqui o Principio Fundamental da Contagem)
Os professores podem reformular a situagdo reconstruindo semelhante problematica com poucos
elementos permitindo uma analise da mesma construcio simplificada

5.1.3-Pintando mapas.

A Figura 6 mostra um mapa com 5 paises:

Figura 6 -Mapa

pOLONIA
ALEMANHA )

L~
:";' \\
} RER

TCHECA

ESLOVAQULA

Fonte: o autor
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(a) Dispondo de ‘m’ cores diferentes (m > 5), de quantos modos esse mapa pode ser
completamente colorido de tal maneira que paises fronteirigos ndo sejam pintados da

mesma cor?
(b) Satisfazendo as condi¢des do item (a), qual o menor valor de ‘m’ que permite colorir o

mapa? Quantas sao as maneiras de colorir o mapa nesse caso?
Solucdo:
(a) Temos 3 casos a se considerar:

(i) Cada pais é colorido de uma cor diferente;
Sdo m.(m—1).(m — 2).(m — 3).(m — 4) maneiras distintas.

(ii) A cor usada para colorir a Alemanha é igual a usada para colorir a Eslovaquia, e
as cores da Polonia e da Austria sdo distintas, ou vice-versa.

Temos ‘m’ opgdes de cor para a Rep. Tcheca, (m — 1) opgdes para colorir os
dois paises opostos de mesma cor, e (m — 2). (m — 3) opg¢des para colorir os dois
paises opostos de cores distintas. Logo, considerando as duas possibilidades, ha
2m.(m —1).(m — 2).(m — 3) maneiras distintas.

(iii) A cor usada para colorir a Alemanha é igual a usada para a Eslovaquia, e a
usada para colorir a Polonia é igual a usada para a Austria.

Temos ‘m’ opgdes para colorir a Rep. Tcheca, (m — 1) opgdes para colorir um
dos pares de paises opostos e (1m — 2) para colorir o outro par de paises opostos.
Logo, sio m.(m — 1). (m — 2) maneiras distintas.

Somando os resultados obtidos, chegamos a um total de:
mm-—1).(m—-2).(m-3).(m—-4)+2m.(m—-1).(m—-2).(m—-3)+m.(m—-1).(m—-2) =
m.(m—-1).(m—-2).[(m-3).(m—4)+2(m—-3) +1]
m.(m — 1).(m — 2)(m? — 5m + 7) maneiras diferentes de colorir o mapa.

(b) Como vimos no item (iii) de (a), sdo necessarias pelo menos 3 cores para colorir o
mapa. Ainda pela resolugdo empregada, temos um total de 3.(3 —1).(3—-2) =6
maneiras distintas de colorir o0 mapa nesse caso.
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Aos professores:

O problema remete ao famoso “problema das 4 cores”, que pode servir de tema para pesquisa
e aprofundamento. Recomenda-se trabalhar inicialmente com valores fixados (111 = 3.6, etc) de
tal forma que a observagéo destes casos particulares permita perceber certas regularidades que
possibilitem posteriormente lidar com a generalizacio da situacio.

5.1.4-Haja retangulos.

Quantos retangulos podemos formar com um tabuleiro de xadrez de 8 X 8 casas?

Figura 7 —Tabuleiro de xadrez

Fonte: SANTOS (2007), adaptado
Solucdo:

Cada retangulo corresponde a escolha de duas retas horizontais e duas retas verticais entre
as 9 retas verticais e 9 retas horizontais que contém bordas de casas do tabuleiro.
A escolha das duas retas horizontais pode ser feita de C; assim como a escolha das duas retas
verticais. Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, podemos escolher as quatro retas de

C5 x C5 =36 x 36 = 1296 modos. Assim, ha 1296 retangulos.
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Aos professores:
Reforcamos que os problemas iniciais devem ser elaborados com poucos elementos, através da
sohligdo intuitiva e da contagem direta permitindo aos almos realizarem andlises simples para
depois enfrentarem casos mais numerosos como este. O problema aqui apresentado é
interessante por trazer mma perspectiva diferente de como se fazer a contagem. Aqui. deseja-se
contar retangulos, mas ndo se tomam os retangulos em si. De forma bem engenhosa o foco recai
para elementos da figura que, quando tomados, os determinam. Pares de verticais e pares de
horizontais. Os estudantes ampliam sua visio depois que percebem esse detalhe.

5.1.5- Torre de palitos

Quantos palitos de fosforo formam o seguinte castelo apresentado na Figura 8?

Figura 8 —Torre de palitos

Fonte: o autor
Solucdo:

E evidente que contar todos os palitos, um por um, ndo seria apenas tedioso, mas
extremamente laborioso. Aqui, olhamos para o fato de que o quantitativo de palitos na torre
obedece a uma certa formagdo que se relaciona com o nimero de “pés” a cada andar
acrescentado e que aumenta com eles. Quando um problema se apresenta como “simples”, mas
muito operativo e percebemos que os casos obedecem a uma certa formagao recorrente ¢ um

forte sinal de que devemos trabalhar com um raciocinio indutivo. Realizaremos uma contagem
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por indu¢do neste e nos dois problemas seguintes (5.1.6 e 5.1.7). Vamos pensar de forma

indutiva analisando os trés primeiros casos mais simples.

Figura 9 —Torre de palitos(continuacio)
{ N® de palitos

caso 1: ‘1 | %3—"@2—1

caso 2: lL e 8§ —» @52—1

J\, || .|\ 2()—» @ 1 =899

n° de palitos = 899

Fonte: o autor
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5.1.6- Fatiando o triangulo

Se na Figura 10 tragarmos 50 retas paralelas ao lado M N quantos tridngulos serdo

formados no total?

Figura 10 —Triangulo

M N

Fonte: o autor

Solugdo:

Igualmente exaustivo e pouco eficiente seria tragar as 50 retas e fazer uma contagem

manual. Entdo aplicaremos raciocinio logico indutivo analisando os primeiros casos mais

simples.

Figura 11 —Triangulos(construgao)

i ;“det:rifmgulos

n
1 & 6 =3(2)
L'_n"derctas e
o - tracadas
é 1 & 9=3(3)
2 L._n“dcretas
Al N tracadas + 1
% 12 = 3(4)
n® de retas
tragadas + 1

i i
I I

= ®= 3(51)=153
i ]_’n“d:rctas
tracadas + 1

& 153 tnangulos

Fonte: o autor



59

5.1.7- Contando triangulos.

Em uma folha quadrada e quadriculada com 100 quadradinhos por lado se traga uma

diagonal principal. Quantos tridngulos, no méximo, podem ser contados no total?

Solucdo:

Seria um trabalho extremamente penoso contar todos os triangulos na folha quadriculada
com 100 quadradinhos de lado. Vamos entdo analisar as situacdes onde o nimero de
quadradinhos no lado da folha ¢ menor e, aplicando raciocinio indutivo, chegar a soluciao do

problema.

Figura 12 — Diagonal e malha quadriculada

] ‘J.—nutnta]delli&nglﬂos
1 = 2 — 1x2
v l 3 quadrinhos
! 2 por lado
1
% 6 = 2x3 ,
’ L, quadrinhos
por lado
l 2 3
! =
2 12 = 3x4
. ? |_}qua::’n'i|ﬂios
’ i por lado
. :
L]
L]
!
3 N @ _ _
o = 100 x 101 IED]DD
100

Fonte: o autor
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Aos professores:

Nos problemas precedentes (5.1.5, 5.1.6 e 5.1.7) embora também tratem de realizar contagens,
usam do raciocinio indutivo, habilidade importantissima que deve ser fomentada no aluno. Leva-
se o estudante a observar as formacdes iniciais de tal maneira a reconhecerem padrfes que os
possibilitem estimar wma relacio(regra) de formacdo. Traz, intuitivamente, nogbes que remetem
ao conceito formal de inducio matematica, podendo estes problemas representarem um elo entre
os dois topicos.

5.1.8- Pintando ladrilhos.

Dispomos de 5 cores diferentes para pintar a Figura 13 de modo que os retangulos
adjacentes tenham cores diferentes. De quantas maneiras podemos fazer isso se o numero de

cores utilizados em cada caso ¢ minimo?

Figura 13 — retangulos

Fonte: o autor

Solucdo:
Figura 14 — retangulos(solucao)

(2) esta regiio com uma segunda | (4)aqui podemos usar novamente a
cor(qualquer uma das quatro * terceira cor(e assim sucessivamente)
restantes) ¥ C

(1)pintamos esta regiio B B

com uma primeira cor y 4 ’

ualquer um das cinco).

(qualg ) C C

(3) esta regifio com uma ter- 4 B

ceira cor{qualquer uma das

trés restantes)

Fonte: o autor
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Note que serdo necessarias trés cores, no minimo, para pintar a figura apresentada
obedecendo as condicoes estabelecidas. Portanto, o nimero de maneiras de escolhermos 3 cores

dentre as 5 existentes sera:

12 cor 2% cor 3%cor
’-N-\

5 X 'Z X H§ = 60 maneiras

Aos professores:
Um problema aparentemente “simples™ (que ainda sim exige wma andlise cautelosa) mas que
permite explorar os conceitos primitivos da Andlise Combinatoria, neste caso o Principio
Fundamental da Contagem ou o Prncipio Multiplicativo, trabalhando de modo intuitivo com o
almo_ descrevendo os casos possiveis, formando agrupamentos e contando-os, bem como
introduzindo ferramentas de contagem como a drvore de possibilidades. Uma analise adequada
dos processos de formacio de agmupamentos, pelos almos, evitard equivocos comuns entre os
miciantes, decorrente da tendéncia de se querer adivinhar as respostas.

5.2 PROBLEMAS GEOMETRICOS

A palavra geometria deriva das palavras gregas GEOS (terra) e METRON (medida). Os antigos
egipcios, chineses, babilonios, romanos e gregos usavam a geometria para topografia,
navegacdo, astronomia e outras aplicacdes praticas. E importante observar duas perspectivas
que a resolugdo de problemas geométricos nos trazem e que, num primeiro momento, parecem
ser contrarios mas que, na verdade, se complementam: primeiro, as revelagdes em geometria,
podendo ser “verificadas” com os proprios olhos e maos ganham mais for¢ga de convencimento
e convicgdo; segundo, exigindo comprovagdes logicas das conclusdes, problemas geométricos
conseguem fazer sentir o poder da engenhosidade humana, ou seja, da potencialidade de
engenho do proprio aluno. Com isto em mente buscou-se problemas que integrassem a
geometria plana com aritmética e algebra dentro de situagcdes que modelassem problemas do
mundo real (ver problema 5.2.12) e(ou) alguma manipulacio de material concreto (ver
problemas 5.2.2 e 5.2.3) mas nao excluindo de todo as situacdes puramente abstratas. Nesta

secdo apresentaremos problemas desta natureza.



5.2.1- Dimensoes disfarcadas.

Figura 15 — piscina no parque
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No meio do parque da cidade ha uma grande érea circular
para jogos. A Camara gostaria de construir uma piscina

em forma de diamante dentro da area circular.

Quando Doris Wright, a presidente da Camara, viu o

projeto, falou com o arquiteto.

Presidente Wright: Gosto da forma rombica da piscina
e dos azulejos vermelhos, mas qual € o comprimento de

cada lado da piscina?

Frank Lloyd Wrong, o arquiteto, ficou confuso. Sr.

Wrong: Vejamos. Sdo 5 metros de A até B e 4 metros
de B a C. Hum! Tem de haver uma maneira de encontrar

BD. Talvez tenha de usar o teorema de Pitagoras.

O Sr. Wrong estava quase a desistir quando

repentinamente a presidente gritou:

Presidente Wright: Ah! O lado da piscina tem

exatamente 9 metros. E evidente!
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Figura 16 -Piscina no parque (cont )

Sr. Wrong: Meu Deus! Tem razdo. E eu estou errado.

Que visdo tao simples lhes permitiu resolver o
problema tdo facilmente?

Fonte: Gardner M _(1990)

A Sra. Wright percebeu, repentinamente, que cada lado da piscina ¢ a diagonal de um
retangulo e a outra diagonal € o raio da area circular de jogos. As diagonais de um retangulo
sdo iguais; portanto, o lado da piscina tem o mesmo comprimento que o raio do circulo. O raio
¢ 54+ 4 = 9 metros; portanto, cada lado da piscina tem 9 metros. Nao ¢ necessario aplicar o

teorema de Pitagoras.

Pode-se avaliar melhor o valor deste discernimento se tentarmos calcular o comprimento
do lado da piscina de uma maneira mais convencional. Se utilizarmos apenas o teorema de
Pitagoras e triangulos semelhantes, a solucdo ¢ longa e trabalhosa. Pode ser ligeiramente
melhorada através de um teorema de geometria plana que diz que, se duas cordas se
intersectarem dentro de um circulo, o produto das duas partes de uma corda ¢ igual ao produto
das duas partes da outra corda. Este teorema da a altura do triangulo retingulo, vV56. Aplicando
o teorema de Pitdgoras, pode calcular-se entdo a hipotenusa do tridngulo retangulo, 9 metros.
Um problema muito relacionado com este ¢ um famoso quebra-cabegas sobre um lirio aquatico
que o poeta Henry Longfellow apresentou no seu livro Kavanagh. Quando o caule do lirio esta

na vertical, a flor estd 10 centimetros acima da superficie do lago. Se se puxar o lirio para um
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lado, mantendo o caule direito, a flor toca na 4gua num ponto que dista 21 centimetros do ponto

em que o caule cortava inicialmente a superficie. Qual ¢ a profundidade da agua?

Figura 17 — Problema do Lirio aquatico

b Pelo Teorema de Pitdgoras
: — 21 —

x+ 10

(x +10)* =5 + 212
X*+ 20x + 100 = x* + 441

20x = 341
x:% %ﬂ“x:]._."__uﬁ

Fonte: Gardner, M. (1990)

O problema pode ser resolvido desenhando primeiro o diagrama da Figura 17. Este ¢ um
diagrama idéntico ao do problema da piscina. A nossa tarefa consiste em determinar o
comprimento de X. Assim como o problema da piscina, este também pode ser resolvido de
varias maneiras, usando o teorema das cordas, por exemplo, ou, se nos lembrarmos do teorema

de Pitdgoras, também poderemos resolvé-lo com muito pouco esforco.

A moral de todos estes problemas €: em muitos casos, o discernimento que torna um
problema geométrico ridiculamente facil depende de nos lembrarmos de um teorema

fundamental da geometria euclidiana.

5.2.2- Onde cabe mais areia?

Usando uma folha comum de papel A4, podemos construir com ela a lateral de um cilindro,
bastando apenas escolher enrola-la no sentido da sua largura ou do seu comprimento e, por fim,

juntar as bordas com fita adesiva. Esta constru¢do nos fornece duas possibilidades:
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Figura 18 — Cilindro de papel

TN
S
5 (b A4 |b l
D

a

Fonte: RPM, n°68 (2009)
Nestas duas situacdes possiveis, qual dos cilindros cabe mais areia?

Solucdo:

Cilindro de altura a : O raio da base desse cilindro ¢ igual a pnp Logo seu volume V, ¢

. ab?
iguala I, = i

Cilindro de altura b : O raio da base desse cilindro ¢ igual a % . Logo seu volume V), ¢

. a?b
igual a V), = p

~ . ~ Va _ D .
Portanto, a razdo entre os volumes € a razao inversa entre as alturas: v = —. Ouseja, 0
b a

cilindro de menor altura tem o maior volume, portanto, mais areia que o cilindro de maior altura.

Aos professores:

A simplicidade deste problema esconde a riqueza de conceitos matematicos que podem ser
trabalhados durante seu enfrentamento. Permite ao professor fazer conexdes entre figuras de duas
e trés dimens@es quando se lida com a planificacdo de solidos geométricos, trabalhar com a
capacidade de se fazer estimativas e confronta-las com as conclisdes advindas do uso de
formulas. conceituar volume., efc. E salutar deixar os almnos construirem os sélidos manipulando
as folhas de papel e observar as conclusdes a que eles chegam




5.2.3- Brincando com dobraduras.
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Numa folha quadrada de papel de 30cm de lado, branca de um lado e cinza do outro,

marcou-se um quadrado ABCD em linhas pontilhadas como na Figura 19. A folha foi dobrada

ao longo das linhas pontilhadas e o resultado esta mostrado na Figura 20. Onde a parte cinza ¢

um quadrado de 4rea 144cm?. Qual é o comprimento do segmento PA?

Figura 19 — Folha de papel Figura 20 — Folha dobrada
o A
Ea .
» - - k II'I
o \ .."l

Fonte: OBMEP (2008) Fonte: OBMEP (2008)

Solucdo:

Considere x e y como sendo as medidas (em centimetros)
de PA e PD, respectivamente. Vemos entio que x +y = 30
e que o lado do quadrado central da folha dobrada ¢ x — y. Como
a area desse quadrado ¢ 144cm?, segue-se que seu lado mede 12cm,
ouseja, x —y = 12. Dessas duas equagdes segue que x = 21. O

que corresponde ao comprimento do segmento PA .

Aos professores:

Figura 21 — Solu¢do

P x A D
.’r""'\
o ...-" v
- \
Dy~ \
\ \
g \
%
. B
% L=
- -
bf

Fonte: OBMEP (2008)

Neste problema temos novamente a possibilidade de fazer uso de material simples, barato e
acessivel (uma folha de papel A4). Os ahmos podem ficar inclinados a realizarem uma medicio
direta (usando uma régua) fustificando sua agdo por “ser mais facil assim™. O professor deve
enfatizar que a situacio se trata de um modelo e que a medicio direta nem sempre € viavel sendo
necessario recorrer aos calculos para fundamentar o resultado.




67

5.2.4-Comparando distancias.

Numa regido limitada por um quadrado, ache, justificando, o ponto tal que a soma das

distancias aos quatro vértices do quadrado ¢ a menor possivel.
Solucdo:

Se um ponto P esta na regido quadrangular ABCD e ¢ diferente do centro O , ponto de

encontro das diagonais AC e BD , temos as desigualdades

PA+ PC = AC e PB+ PD = B

Figura 22 — Posicdes possiveis

A B A B A B A B=P
7 — :
. : . 13
0 0 0~ 0
D c D c D c D C

Fonte: RPM, n° 70 (2009)

Pela desigualdade triangular, uma delas deve ser estrita.

Logo, PA+ PC+ PB+ PD > AC+BD , no caso de P # O. Portanto, a soma das

distancias de P aos vértices € a menor possivel quando P = O.

Aos professores:
Este problema torna-se interessante por trazer dificuldades a ahmos que estio acostumados a
encontrar todos os dados necessdrios para sua resolicdo contidos no préprio emunciado do
problema Coloca-se o almno em uma situacdo mais similar ao enfrentamento de problemas da
vida real Nio hi simais de que tais ferramentas podem ser adequadas exigindo que o ahmno
percorra todo seu arcabouco de conhecimentos para resolvé-lo. A desigualdade triangular a
despeito de ser tema da matematica elementar, surge como ferramenta poderosa para a resolugdo
de immeros problemas.
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5.2.5-Os dois quadrados.
Figura 23 — Quadrados

As medidas em centimetros dos lados de cada um dos dois
quadrados sao numeros inteiros. Se o quadrado menor tivesse 2001
cm? a mais de area, os dois quadrados seriam iguais. Quanto pode

medir o lado do maior quadrado?
Fonte: OBMEP (2007)
Solugdo:

Se a ¢éamedida do lado do quadrado maiore b amedida do lado do quadrado menor,
entio pelo enunciado temos: a? = b%? +2001 - 2001 =a®?— b?>=(a+b)(a—Db) .
Como a e b sidonimeros inteiros, vemosque @ + b e a — b sio divisores de 2001.
Mas, 2001 = 3 X 23 X 29, segue que (a + b)(a—b) = 2001 X1 =667 x3 =87 x23 =

69 x 29 . Consequentemente, temos quatro possiveis formas de fatorar 2001 em dois fatores:

__ (a+b)+(a-b) _

esea+bh=2001 e a—b=1 = a=-"222-1001
esca+h=667 ¢ a—b=3 = a=212-335
esea+b=87 ¢ a—b=23 = a=-"—""=55
esea+b=69 ¢ a—b=29 = a=""2=49

Assim as possibilidades para o lado maior sao: 1001, 335, 55 e 49.

5.2.6-Duas rodas.

A roda A gira com 1200 voltas por minuto. A roda B com 1500 voltas por minuto. Calcule

o raio das duas rodas.
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Figura 24 — Duas rodas

~ . I
/ _\\ /,-f ~
A [ B
I"a\ I.-“fl i\\ / f
A
\“x__ . // S~—
I ~
9cm

Fonte: OBMEP (2007)
Solucdo:

Dos dados do problema podemos dizer que, enquanto a roda A da 12 voltas, a roda B da
15 voltas, ou equivalentemente, enquanto a roda A da 4 voltas, aroda B da 5 voltas. Denotemos
por R o raio daroda A e por 7 o raio da roda B. O comprimento da roda A é 2R e o da roda
B ¢ 2mr. Logo, o comprimento de 4 voltas daroda A é 4 X (21R) e o comprimento de 5 voltas
daroda B ¢ 5 x (2nr). Como esses dois comprimentos sdo iguais entdo temos que 4R = 5r.

Por outro lado, da figura temos que 2(r + R) = 9, assim
5 5 9
2r+2(—r) = (2+—)r=—r=9,
4 2 2

5
Portanto ¥ =2 e R=E.
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5.2.7-0O cubo

Alice tem uma folha de cartolina de 60cm por 25¢m. Ela quer cortar a folha para montar

um cubo. Qual o cubo de maior volume que ela pode construir?
Solucao:

Seja a aaresta do cubo que queremos construir. Como a area lateral do cubo ¢ 6a” R
devemos ter 6a* < 25X 60 ,istoé a®<250 eassim a<16. Com a=15
temos 4 =60+ 15 quadrados de lado 15cm e sobra um retingulo de 60cm por

10cm.

Figura 25 — Folha de cartolina

2. 5¢cm

7 5cm

A

L e e o -

25¢cm

'r 6 Ofin 1'

Fonte: OBMEP (2007)

podemos cortar um retangulo de 60cm por 2,5¢m e os pedagos marcados com [ de
dimensdes 15¢m por 7,5cm. Assim, na Figura 25, a linha pontilhada indica dobradura e a

linha continua indica corte e com os pedagos de cartolina marcados com - formamos a

tampa.

Aqui temos uma boa oportunidade para a realizacdo de tarefas de natuwreza exploratoria e
imvestigativa, que podem ser desenvolvidas na sala de aula, sem necessidade de um grande
mimero de pré-requisitos e evitando, sem grande dificuldade, uma visdo da Matematica centrada
na execugdo de algoritmos e em “receitas” para resolver exercicios. Trabalhando-se no plano ou
no espaco, com figuras planas ou com poliedros, este problema traz a relacéo entre situacdes da
realidade concreta e ferramentas matematicas que, em geometria, encontram imimeros exemplos.
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5.2.8-Perimetro e diagonal

O perimetro de um retdngulo ABCD ¢ 20m . Qual é o menor comprimento, em metros, que

a diagonal AC pode ter?
Solucdo:

Denotemos por @ ¢ b os comprimentos dos lados do retAngulo, assim 2a + 2b = 20.
Por outro lado, o quadrado do comprimento da diagonal pode ser calculado usando o teorema

de Pitagoras, assim  d? = a? + b2. Como
2d? = 2a% + 2b%? = (a® + 2ab + b?) + (a? — 2ab + b?) = (a+b)?> + (a—b)? =

=100 + (a — b)? . Temos que o comprimento da diagonal ¢ minimo quando @ = b, neste

caso 2d° =100 e d =+/50.

5.2.9-Quadro moderno

Para fazer um quadro bem moderno para sua escola, Roberto divide uma tela quadrada em
oito partes com quatro faixas de mesma largura e uma diagonal, como na Figura 26. Ele pinta
o quadro de azul e verde, de modo que duas partes vizinhas sempre tenham cores diferentes.

No final, ele repara que usou mais verde do que azul. Que fragdo do quadro foi pintada de azul?

Figura 26- Quadro moderno

/
L

Fonte: OBMEP (2010)
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Solucao:

Figura 27- Quadro 1 Figura 28- Quadro 2

Fonte: OBMEP (2010)

A Figura 27 mostra como foi pintado o quadrado nas duas cores, mas ainda ndo sabemos
qual dessas partes ¢ azul ou verde. Para isso, dividimos o quadrado em quatro faixas verticais,
como na Figura 28, com o que o quadrado ficou dividido em 16 quadradinhos iguais. A parte

nao hachurada compreende

4 meios quadrados + 8 quadrados = 10 quadrados.

2 quadrados

10 5
Logo, a parte nao hachurada corresponde a Te do quadrado, ou P e, portanto, a parte
hachurada corresponde a

16 10 _ 6

16 16 16 8

Assim, a parte hachurada da figura ¢ a que foi pintada de azul e corresponde a s do quadro.

Neste problema temos o uso da conceituacio de fracio como partes de uma figura que € a
forma como o assunto € introduzido aos alunos do ensino findamental. O estudante € exigido em
sua capacidade imaginativa para decompor a figura em partes iguais bem como sen conhecimento
operatorio com fragGes. Pode intrigar os alunos a auséncia de dados numéricos no enunciado
fazendo-os intnir que a matematica esta presente nos mais inusitados lngares mesmo que nio seja
explicitamente.
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5.2.10-Area do retangulo.

Um retangulo ABCD esta dividido em quatro retingulos menores. As areas de trés deles

estdo indicadas na Figura 29. Qual ¢ a area do retdngulo ABCD ?
Figura 29 — Retangulo dividido

A C

16

Fonte: OBMEP (2010)
Solugdo:

Figura 30 — Retangulo dividido(solu¢ao)

Sejam X e Y lados dos retdngulos de 4 C
dreas 12 e 27 , respectivamente, como 16 16 h,
X
indicado na Figura 30. Logo os outros lados
. L 12 . ’. 27
desses retangulos sao = (retangulo de area 1'_— 12 27 ',l—
X .
16 27 -B, . & -I)
12), — (retangulo de drea 16) e — o V il
X y : .
(retAngulo de area 27). Fonte: OBMEP (2010)
. . 16 = 12 28
Assim, o comprimento do retingulo ABCD ¢é X + y e sua largura g + = x
12 27 y 27 9
Claramente — = — ,de modo que — = — = — . A 4rea de um retangulo ¢ produto do
x y x 12 4

comprimento pela altura. Logo, a areade ABCD ¢ A= (x +y) X 2x—8 = 28+ % .

Assim,A:28+28><Z:28+7><9=91.
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5.2.11-Area do tridngulo.

A Figura 31 mostra um retingulo KGST e um triangulo A KGR. Os angulos KRT e

RGS sdoiguais. Se TR =6 ¢ RS = 2, qual é a érea do triangulo A KGR ?
Figura 31 - Retangulo

T R S

Fonte: OBMEP (2010)

Solugdo:

Os triangulos A TKR e A GRS sio proporcionais por serem tridngulos retingulos com um

RS _ GS S —— _
angulo agudo igual. Logo, temos a2 Como GS =TK , segue que (TK)? =

RSXTR=2x6=12, ouseja, TK = 23 . Também

KG=TR+RS=6+2=8

Assim, a area do tridngulo A KGR mede

N |-

KG x TK =-[8x2V3]=8Y3.
base altura
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5.2.12-Um terreno compartilhado. Figura 32 - Terreno

B A

Trés amigas compraram um terreno quadrado e querem

reparti-lo em trés terrenos de mesma area, conforme indicado

na Figura 32, pois no canto do terreno indicado por A se M

encontra uma boa fonte de dgua. A que distancia do vértice C

do terreno devem ficar os pontos de divisa M ¢ N ? C N D
Fonte: OBMEP (2010)

Solucdo:

Como as areas dos tridngulos A ABM e A ADN  sdo iguais, temos

1,55 =5 1, ==

E(BM X AB) = E(ND X AD) .
Como o terreno ¢ quadrado, temos AB = E, de modo que BM = DN e, portanto, a
figura AMCN ¢é simétrica em relagdo a diagonal AC . Logo, a 4rea do triangulo A ACN ¢
a metade da area do tridngulo A ADN. Agora, como esses tridngulos tem a mesma altura,

resulta. DN = 2NC e, por simetria, BM = 2MC .Concluimos que a distancia ao vértice C

do quadrado dos pontos M ¢ N deve ser 1/ 3 do comprimento do lado do quadrado.

Aos professores:
Um problema onde o professor pode explorar o uso de conceitos e ferramentas matematicas para
solucionar situagdes que, de fato, poderiam surgir na realidade, uma vez que a natureza do
problema ¢ baseada numa circunstancia verossimil Ha uma boa possibilidade de que os alnos
sejam motivados pelo uso “pratico” da matematica elementar aqui presente no uso dos conceitos
de area, congruéncia de triangulos, entre outros.




76

5.2.13-Um quadrilatero especial.
Figura 33 - Quadrilatero

Os angulos ABC ¢ CDA do quadrilatero B
ABCD da Figura 33 sdo retos € os quatro lados do A =
quadrilatero medem numeros inteiros que sao todos
distintos. Se AD =7 e BC = 11, quanto medem - i
os lados AB e CD ?
p-! 1 C
Solugdo: Fonte: OBMEP (2010)

Como os tridngulos A ABC e A ACD sio retangulos e tem a mesma hipotenusa AC pelo

teorema de Pitdgoras temos x% + 112 = y2 + 72 .onde AB = X e¢ DC = Y. Entdo,
-0 +x)=y*—x*=72=2%x3?

e, portanto, y — x ¢ y + x sdo divisores de 72. Para cada fatoragdo de 72, precisamos resolver
um sistema de duas equagdes com duas incognitas, como na Tabela 1 a seguir, e identificar os

casos em que existem solucdes inteiras.

Tabela 1 — Casos de existéncia de solucdes inteiras.

Fator de 72 Medidas de ;
Observacades
V+Xx | v—x | x v

72 ] — Ndo hda solugdo inteira
36 2 17 19 Possui solugdo inteira
24 3 — — Ndo ha solugdo inteira
28 4 12 16 Possui solucdo inteira
12 6 3 9 Possui solugdo inteira
9 8 — — Ndo ha solucdo inteira

Fonte: OBMEP (2010)

Assim, ha trés solugdes inteiras para o comprimento dos lados x e y .
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5.2.14-Dobrando papel.

Uma folha ABCD retangular com 1000 cm? de 4rea foi dobrada ao meio e, em seguida,
desdobrado segundo MN , conforme a Figura 34. Em seguida, foi dobrada e desdobrada

novamente, segundo MC e, finalmente, dobrada e desdobrada segundo a diagonal BD .Calcule

a area do pedaco de papel indicado na figura, que ¢ limitado pelos trés vincos.

Solucao:

Sejam E e F os pontos de intersecgdo, como na figura 34. Sejam AB = 2a e¢ BC =
2b. Entio AM = MB = DN = NC = a e ME = EN = b. Tragamos AN e denotamos por

P o ponto de interse¢ido dos segmentos AN e BD.

Figura 34 — Folha de papel retangular.

A M B
-
EF
D= N C

Fonte: OBMEP (2010)

Os segmentos AN e MC sio paralelos uma vez que AMCN determinam um paralelogramo
(pois AM = NC e AM || NC ). Como M ¢é o ponto médio de AB e MF || AP ,temos que F' é o
ponto médio do segmento PB(base média do A APB), analogamente, P ¢ o ponto médio do

segmento DF (base média do A ACF) e segue que DP = PF = FB. Por simetria,

- EF 1
verificamos que PE = EF e, entdo, 53 Por outro lado, area (A MBE) =
%érea(A ABD) =125 e,como A MEF ¢ A MBE tem a mesma altura relativamente

J4 . . . J4 1 ’
ao vértice M e a base do primeiro é 3 da base do segundo, concluimos que
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area(A MEF) = §1250m2

Aos professores:

Novamente um problema que traz a manipulacio de material concreto de facil acesso (folha de
papel) que permite “construir” o problema explicitado no enunciado. O célculo de dreas € um tema
vasto dentro da geometria que permite uma grande variedade de situagdes. Aqui, temos uma

problematica onde a aplicacio direta da formula tradicional para o célculo de area de tridngulos
_bh

(A_?j & insuficiente motivando os almos a wma reflexfo sobre novos caminhos ou mesmo se o

problema ¢ resolvivel apenas com o que ¢ apresentado. O professor pode utiliza-lo no  infuito de

estabelecer novos métodos e relacdes para o calculo de areas.
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5.3 PROBLEMAS NUMERICOS

Uma das aptiddoes mais uteis da cultura matematica ¢ a capacidade em calcular e estimar.
Os alunos precisam apropriar-se ndo apenas do “uso cego” de diferentes maneiras para realizar
estes aspectos, mas necessitam também entender os seus fundamentos. E impraticavel recordar
todos as técnicas, truques e formulas empregados no calculo matematico. Mas ¢ extremamente
necessario, e exequivel, orientar os educandos a realizarem as coisas por seus proprios meios.
A capacidade de desenvolver o raciocinio aritmético rapido e preciso pode ser desenvolvido
trabalhando-se com problemas que apresentem dados numéricos especificos como o que
agrupamos aqui. Nesta secdo reunimos problemas aritméticos que envolvessem numeros

inteiros e racionais aos resultados da adi¢do, subtragdo, multiplicacdo e divisao desses numeros.

5.3.1- O monstro de Loch Ness.

Figura 35 — Monstro de Loch Ness

Bob: Se o comprimento do monstro de Loch Ness for 20
metros mais metade do seu proprio comprimento, quanto

mede ele?

Helen: Vejamos, 20 e metade de 20 sao 30.

Portanto, ele tem 30 metros

Bob: Helen, estou admirado contigo. Contradisseste-te.

Como pode ter ele 20 metros e também 30 metros?

Helen: Tens razdo. A unica forma de a frase fazer sentido ¢
o comprimento total ser a soma de 20 metros e metade do

comprimento, agora ¢ simples. Consegue descobrir o

comprimento do monstro?

Fonte: Gardner, M. (1990)
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Figura 36 — Monstro de Loch Ness(continuagao)

Bob p6s o problema da seguinte maneira: o0 comprimento

do monstro ¢ igual a soma de 20 metros e metade do

comprimento do mesmo. Imaginemos o monstro dividido
em dois comprimentos iguais. Se o comprimento do

monstro for a soma de uma das metades, mais 20 metros,

entdo 20 metros devem ser a outra metade. Portanto, o

comprimento total sao 40 metros.

Fonte: Gardner, M. (1990)

A equacao algébrica ¢ simples. Se x for o comprimento total, entdo:
x=20+> - x =40

Agora, que podemos ver como a solucdo ¢ relativamente simples, com que rapidez pode
resolver a seguinte variante? Um tijolo num prato de uma balanga equilibra exatamente trés

quartos de um tijolo e trés quartos de um quilograma do outro lado. Quanto pesa o tijolo?

O problema do monstro do Loch Ness ilustra a importancia de perceber exatamente o que
significa uma pergunta antes de tentar responder. Se a sua primeira interpretacdo de um
problema conduzir a uma contradigdo, ou a pergunta ndo tem resposta ou vocé nao percebeu

bem o problema.

5.3.2- Corrida de gato e rato.

Um gato persegue um rato que tem, inicialmente, uma vantagem de 35 de seus pulos. A
cada dois pulos que o gato da em diregdo ao rato, este da 5 pulos; mas os pulos do gato sdo 3
vezes maiores que os do rato. Quantos pulos o gato deveria dar para alcancgar o rato?

Solucao:

Seja ‘d’ o deslocamento do rato a cada um dos seus pulos. Seja 3d o deslocamento
do gato a cada um dos seus pulos. A cada 2 pulos, o gato se desloca 6d; enquanto

isto, o rato d& 5 pulos e se desloca 5d. Portanto, em cada 2 pulos o gato avanga d em
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relacdo ao rato, que inicialmente possui uma vantagem de 35 de seus pulos, isto ¢,
35d. Se em 2 pulos o gato diminui a distancia em relagdo ao rato de d, entdo o gato

deve dar 70 pulos para diminuir de 35d, alcangando assim o rato.
5.3.3- O problema do elevador.

Um elevador pode levar 20 adultos ou 24 criangas. Se 15 adultos ja estdo nesse elevador,
quantas criangas podem ainda entrar?

Solugdo:

Se 20 adultos equivalem a 24 criangas, entdo 5 adultos equivalem a 6 criangas. Logo, 15
adultos equivalem a 18 criangas e, portanto, podem ainda entrar 24 — 18 = 6 criangas.

5.3.4- Contando numeros.

Escrevendo os inteiros de 1 a 1993, inclusive, quantas vezes o algarismo 1 ¢é escrito?
Solugdo:

Vamos calcular quantas vezes o algarismo 1 ocupa a posi¢do das unidades, das
dezenas, das centenas ¢ dos milhares.

e Nas unidades, ele aparece um vez a cada agrupamento de dez inteiros consecutivos.

0001, 0011, 0021, ..., 0091, 0101, O111, ..., 1991,

Portanto, de 0001 até 1990 temos % = 199 agrupamento e, consequentemente, 199

algarismos 1(um) nas unidades. Acrescentando o algarismo 1(um) pertencente ao inteiro

1991 temos um total de 199 + 1 = 200 posicodes.

e Nas dezenas, ele aparece em

0010, 0011, 0012, ..., 0019,
0110, 0111, 0112, ..., 0119,

1910, 1911, 1912, ..., 1919,
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paraum total de 20 X 10 = 200 posicdes.

e Nas centenas, ele aparece em

0100,0101,0102,---,0199,---, 1100,1101,---,1199,

100 vezes 100 vezes

para um total de 2 X 100 = 200 posigdes.

e Nos milhares, ele aparece em 1000,1001,1002, ...,1993, para um total de 994 posigdes.

Somando os resultados das quatro posi¢des, obtemos 1594 vezes.

5.3.5- Notas de matematica.

Jodo e Claudia receberam de volta suas provas de matematica em que os algarismos das

notas foram substituidos por simbolos. A nota de Jodo foi M * e a de Claudia ** Juntos

eles obtiveram #[1H . Alem disso, Claudia obteve 13 pontos a mais do que Jodo. Qual foi a

nota de cada um?

Solucdo:

Devemos encontrar os valores dos simbolos na soma

m X
.
#* [ H
As duas notas sdo numeros de dois algarismos e a soma deles tem trés algarismos, de modo que

a soma precisa ser maior do que 100 e menor do que 200. Assim, temos que # =1 Mas,

Claudia obteve 13 pontos a mais do que Jodo, portanto,

m X
+ 1 3

* 1
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Agora, como a soma de * e 3 termina em 1, temos que * =8 e, portanto, Hm=6

Assim, as notas de Claudia e Jodo sdo, respectivamente, 81 e 68.

Nesta sitnacio, quanto na seguinte (Problema 5.3 6),0 professor pode
surpreender os alnos mostrando como até mesmo daqueles conhecidos exercicios de fixacdo
pode-se formmlar problemas interessantes e desafiadores que exigem do estudante tanto o
conhecimento do algoritmo quanto um raciocinio dedutivo apurado. O educando, ao caminhar em
direciio a solucio.percebe com maior énfase cada pegueno passo como resultado de uma
conchisdo logica que é capaz de descrever.

5.3.6- Racional ou irracional?

O ntmero (\/8 + \/f) (\/§ - 2)\/\/§ + 2 ¢ racional ou irracional? Qual é exatamente seu

valor?

Solucdo:

Observe que, denotando por A, a expressio dada, temos:

42 = [(E+V2)(F-2)WVE+2|
— (B+V2) ' (V3-2) (Wa+2)
= (V6+32) (3-2)'(V3 +2)
= (642 (-3~ 2)(V5+2)]
= (6+ 212+ 2)(3-2) ((V3)' - 2)
= (6+2v12+2)(V3-2)(-1)
= (8+4V3)(2-+3) =4(2++3)(2-3)
=4(22-(V3) ) =4x1=4
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Assim, A? = 4 e, portanto, A pode ser 2 ou —2. Como V3 — 2 é negativo e os outros dois

fatores de A sdo positivos, temos que A deve ser negativo, ou seja, A = —2 .

5.3.7- A mesa circular.

Ja existem N pessoas sentadas em volta de uma mesa circular com 60 cadeiras. Qual € o

menor valor possivel para N se a proxima pessoa a se sentar vai ter que se sentar ao lado de

alguém?
Solugdo: Figura 37 - Mesa
Se a proxima pessoa a se sentar vai ter que se sentar ao . [:]
lado de uma cadeira ocupada, isso significa que existem, no |:|
maximo 2 cadeiras consecutivas desocupadas. (Na .

Figura37, as cadeiras ocupadas estdo representadas por
quadradinhos pretos e as desocupadas por quadradinhos
brancos.) Podemos, entdo, pensar nas cadeiras em grupos
ordenados de 3 cadeiras, em que a terceira ja esta ocupada.

Logo, o menor valorde N ¢ 60 + 3 = 20. Fonte: OBMEP (2009)

5.3.8- Soma constante.

Figura 38- Tabela

Preencha as cinco casas em branco da tabela 3 X 3 dada na Figura

| 2

38 com os niimeros de 3 a 8, sem repeti-los, de modo que as somas dos

quatro nimeros escritos nas quatro subtabelas formadas por quadrados 9

2 X 2 seja sempre a mesma.

Solugado: Fonte: OBMEP (2009)
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Sejam a, b, C, d, e e f os numeros que faltam preenche na tabela, ou seja, consideremos

| ]

l1|a
hlo
a tabela dle

~~|

, nas quatro subtabelas 2 X 2 que podemos formar, a saber,

Figura 39-Quatro subtabelas

o
o

1]a al2 b
9 9]¢ _ dle . e

| ™

Fonte: OBMEP (2009)

Devemos ter
l1+a+b+9=a+2+9+c b—1=c
1+a+bhb+9=b+9+d+e ou seja, at+l=d+e
a+2+9+c=9+c+e+f at2=e+f

Subtraindo a segunda igualdade obtida da terceira, obtemos 1 = f —d ,ou f = d + 1. Anossa

tabela entdo ¢ dada como segue

Figura 40-Tabela sendo preenchida

1|al 2
blolb—1
d

eld+1

Fonte: OBMEP (2009)

Para os nameros @, b,c,d,e e f temos apenas as opgdes 3, 4, 5, 6, 7 e 8, sem
repeticio. Se @ = 3, 4 ou 5,resulta d+e =a+1=4,5 ou 6, oque éimpossivel
para inteiros distintos d ¢ € maioresdoque2.Se a =7 ,resultad +e =a+1=8 ¢
poderiamos ter (d,e) =(3,5) ou (5,3).Sed =3 ,entioe =5,f =d+1=4c¢,

necessariamente, b = 6 ou 8, no entanto, isso ¢é impossivel, pois implicaria ¢ =

b—1=5=e ou c=b—-1=7=a.
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Assim, @ ndo pode ser 3, 4, 5 nem 7, restando, apenas, as alternativas @ = 6 ou

a = 8. Usando asrelagdesa + 1 =d + e e ¢ = b — 1 ,obtemos as duas tinicas op¢des

de preenchimento da tabela dada, como segue.

Figura 41 — duas tabelas como solucao

1162 1/8]2
819|7 e 5194
43|58 61317

Fonte: OBMEP (2009)

Aos professores:

Este problema permite que o professor explore um pouco a matematica hidica ao trazer para os
alunos toda a historicidade do “quadrado magico™ ao mesmo tempo em que, paralelamente, se
trabalha com os conceitos de sistema e verificacio das possiblidades por tentativa e erro.

5.3.9- Qual é o numero?

Na adi¢do ao lado, letras iguais representam o mesmo algarismo e letras diferentes,

algarismos diferentes. Encontre o nimero ABCDE . ABCDE
BCDE

CDE

DE

E

AAA4A44

Solucdo:

Note que 5 X E ¢ um multiplode 5 , e no caso, terminado em A. Como A nao pode ser zero,
segue que A =5e E ¢ impar. Observe que E ndo pode ser 1, pois, nesse caso, 4D =5, 0
que ¢ impossivel para algarismos. Logo, E = 3,5,7 ou 9. Analisemos cada uma dessas

possibilidades.
e Se £ =3entdo 4D + 1 terminaem 5 e, portanto, D =1 ou D = 6.

e Se £ =5entdo 4D + 2 ¢épareterminaem 5,0 que ¢ impossivel.
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e S¢ £ =7 entdo 4D + 3 terminaem 5 e, portanto, D =3 ou D = 8.
e Se £ =9entdo 4D + 4 ¢épareterminaem 5,0 que ¢ impossivel.

Restam, entdo, os quatro casos seguintes, de acordo com (D , E) ser dado por (1,3), (6,3),

(3,7)o0u(8,7).

5BC 13 5BC 6 3 SBC 37 5BCS 7
BC 13 BC6 3 BC 37 BCS 7
c13 C 63 C37 C87

13 63 37 8 7

+ 3 + 3 + 7 T 7
55555 55555 55555 55555

1%caso: Se D=1 e E =3, entdo 3C termina em 5 e, como C denota um algarismo, a

unica op¢ao ¢ C =5 = A, o que ndo pode ocorrer.

2%caso: Se D =6 ¢ E = 3,entdo 3C + 2 termina em 5, portanto 3C termina em 3. Como
C denota um algarismo, a tnica opg¢do ¢ C = 1, resultando 2B = 5 o que ¢ impossivel para

um algarismo.

3%caso: Se D =3 e E =7,entdo 3C + 1 terminaem 5, portanto 3C termina em 4. Como

C denota um algarismo, a Unica op¢do ¢ C = 8, resultando 2B + 2 = 5 o que ¢ impossivel.

4°%caso: Se D =8 ¢ E =7,entdo 3C + 3 terminaem 5, portanto 3C termina em 2. Como

C denota um algarismo, a inica op¢do ¢ C = 4 ,resultando 2B+ 1 =5 comoque B =2

Assim, a inica solucao ¢ ABCDE = 52487

5.3.10- Quem é o menor?

Sem usar calculadora, decida qual dentre os nimeros 33'?, 63'° ¢ 127% ¢é o0 menor?
Solucdo:
Observemos que:

3312 > 3212 — (25)12 — 260
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6310 < 6410 — (26)10 — 260

1278 < 1288 = (27)8 = 256 < 260

. , . 127 1
Logo, o maior dos nimeros é 332, Por outro lado, = = 2+ o3 garante que

2 2
() = (2+2) =4+=+5 < 4+=<5
63 63 63 63 63

€, portanto,

127

(5)4 <25 <63

Assim, 127% < 63° , acarretando 1278 < 631° . O menor dos trés ntimeros dados ¢ 1278.

m matematica, estas perguntas parecem “mgenuas , mas ajudam os estudantes a aprender como
calcular melhor e com mais precisdo, e a trabalharem com mumeros “realmente grandes™. E claro
que ndo estamos falando aqui sobre o uso de calculadoras, que nio ajudam se queremos ser
realmente rigorosos a nossas demonstracdes.

5.3.11- Multiplicacdo com letras.

Na operacdo dada, as letras a,b e c representam algarismos distintos e diferentes de 1.

Determine os valoresde a,b e c.

a b b
X c

becbl]

Solucdo:

Como o produtode b por c¢ terminaem 1, entdo b X ¢ pode ser 21 ou 81 e, portanto, 3 X 7
ou 9 X 9. A Unica possibilidade de escrever o produto de dois nlimeros distintos menores do
que 10 ¢ 21 = 3 X 7. Assim, temos somente dois casos possiveis.

1%caso: Se b =7 e c = 3, deveriamos ter
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a7 7
X 3
7371

7371

mas isso € impossivel, pois, = 2457 tem quatro algarismos.

2%caso: Se b=3 e ¢ =7,temos

a3 3

X 7

37 31

e, como @ = 533, necessariamente a = 5.

Logo, a nica possibilidade¢ a=5 ,b=3 e c =7.

Aos professores:

Assim como no problema 5.3 5, este pode levar os alunos a encarar aqueles exaustivos exercicios
de fixacio como verdadeiros desafios. O professor deve ressaltar para seus educandos que o
enfrentamento do problema exige que se conhega corretamente o algoritmo resolutivo, sem o gual
os estudantes ficam desprovidos da base minima necessaria para iniciar sen trabalho de analise. O
raciocinio dedutivo & fortemente trabalhado na problematica apresentada nesta sifuago.
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5.4 PROBLEMAS LOGICOS

Tem-se no desenvolvimento do raciocinio logico uma das bases para o crescimento
cognitivo dos discentes. Dentre os seus muitos beneficios podemos elencar: a organizagao do
pensamento antes da realizagdo de tarefas, desenvolvimento da capacidade de tomar decisdes,
avanco da aptiddo de se ter um pensamento critico com o intuito de validar argumentos ¢ uma
melhoria significativa da agilidade, o que significa menos tempo para o aprendizado de temas

complexos.

Nesta secdo o foco ndo estd na logica formal, mas no enfrentamento de problemas que
podem ser resolvidos por meio de bom raciocinio sem necessariamente qualquer conhecimento
especial de matematica. Existe, ¢ verdade, uma relacdo intima entre o tipo de problemas logicos
apresentados aqui e a matematica. Todos os problemas matematicos sdo resolvidos através do
raciocinio dentro de um sistema dedutivo no qual se encontram incluidas as leis basicas da
logica. Apesar de ndo ser necessario conhecer e dominar a logica formal para se resolver
qualquer um dos problemas desta secdo, o raciocinio informal que os soluciona ¢

essencialmente como o raciocinio que matematicos e cientistas utilizam em seus trabalhos.

5.4.1- Ligacao de Cores.

Figura 42 — encontro

//' . \\ O taxi apanhou trés jovens casais ¢ levou-os a uma
o discoteca. Uma moca estava vestida de PRETO, outra de
4, I_,l \ VERDE e outra de AZUL. Os rapazes tinham roupas das

! 3—54 .j‘ mesmas trés cores.

Quando os trés casais dancavam, o rapaz de PRETO
dangava de costas para a moga de VERDE e falava com
ela.

Fonte: Gardner, M. (1990)
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Figura 43 — encontro(continuagao)

~

R

Fonte: Gardner, M. (1990)

Frank: Nao ¢ engracado, Mabel? Nenhum esta a dancar
com o parceiro vestido da mesma cor.

Dada esta informagdo, consegue deduzir a cor que o

parceiro da moga de PRETO esta a usar?

O rapaz de PRETO deve estar com a moga vestida de
AZUL. Ela ndo pode estar de PRETO, senao eles estariam
a condizer. E ela ndo pode estar de VERDE porque o rapaz
de PRETO falava com a moca de VERDE quando ela

dangava com outro.

O mesmo argumento mostra que a mog¢a de VERDE
nao pode estar com o rapaz de PRETO nem com o de

VERDE. Portanto, ela deve estar com o de AZUL.

Assim, a mo¢ca de PRETO estd com o rapaz de

VERDE e o0 nosso problema esta resolvido, ndo ¢?

Hmmmlmwu LISTRADO = AZUL

UADRICULADO = VERDE
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A maior parte das pessoas ndo acham facil seguir o raciocinio para a solu¢do deste
problema. Nao ¢ provavel ter-se discernimento sem se compreender completamente o que esta
a ser declarado em cada afirma¢@o. Uma boa maneira de organizar esta afirmacao ¢ classifica-

la numa matriz quadrada do tipo mostrado na Figura 44:

Figura 44 — matriz 1

p v b

Fonte: Gardner, M. (1990)

As letras maitsculas do lado esquerdo da matriz representam as cores dos rapazes: P = preto,
V =verde, A = azul. As letras minusculas de cima representam as cores das mogas. Dizem-nos
que nenhum rapaz condiz, na cor, com as mogas. Podemos, portanto, eliminar trés combinagdes

possiveis: Pp, Vv e Aa. Isso indica-se na matriz sombreando as trés células correspondentes.

Figura 45 — matriz 2

P v el

Fonte: Gardner, M. (1990)
Como o rapaz de preto danca com a moga de verde, sabemos que ele ndo estd com a moga
de verde. Isto permite que eliminemos a célula Pv. Agora resta a célula na linha P, que prova
que o rapaz de preto esta com a moga de azul. Indicamos isto pondo um sinal na célula Pa. O

nosso quadro tem agora este aspecto:
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Figura 46 — matriz 3

Fonte: Gardner, M. (1990)

Como sabemos que a moga de azul estd com o rapaz de preto, ela ndo pode estar com
nenhum outro. Portanto, podemos sombrear a célula Va. S6 a célula Vp fica aberta na segunda
fila. Isto quer dizer que o rapaz de verde estd com a moga de preto, pelo que podemos por um

sinal na célula p:

Figura 47 — matriz 4

Fonte: Gardner, M. (1990)

Como a moga de preto esta com o rapaz de verde, ela ndo pode estar com qualquer outro
rapaz, pelo que sombreamos a célula Ap. Isto deixa aberta apenas a célula Av; portanto, o rapaz

de azul esta com a moga de verde.
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O nosso problema foi resolvido:

Figura 48 — matriz 5

Fonte: Gardner, M. (1990)

5.4.2- Um Crime perfeito?

Um crime ¢ cometido por uma pessoa e ha quatro suspeitos: André, Eduardo, Rafael e
Jodo. Interrogados eles fazem as seguintes declaragdes:
[ André: Eduardo é o culpado.
Eduardo: Jodo ¢ o culpado.

Rafael: Eu ndo sou o culpado.

| Jodo: Eduardo mente quando diz que eu sou o culpado.

Sabendo que apenas um dos quatro disse a verdade, diga se ¢ possivel, somente com
esses dados, determinar quem foi o culpado. Caso afirmativo, diga quem foi.

Solucdo:
Considerando a restri¢cao (apenas um dos quatro diz a verdade), conclui-se que:
Eduardo e Jodo dao declaragdes contrarias. Logo, seguramente, s6 um deles diz a verdade.

Se Eduardo diz a verdade, entdo Rafael também diz. O que ndo pode ocorrer. Logo, Eduardo
mente e, consequentemente, Jodo diz a verdade.

Se André diz a verdade, entdo Rafael e Jodo também dizem. Logo, André mente, respeitando
a restricao.

No item ii), verificou-se que quem diz a verdade € Jodo, logo todos os outros mentem. Mas se
Rafael mente, entdo ele ¢ o culpado.
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Aos professores:

Problemas desse tipo sfo ricos em oportunizar aos alnos uma proximidade com o méfodo
cientifico. O professor deve trabalhar com esta situagdo-problema de tal forma a fazer o
educando compreender que se, durante a andlise de uma hipotese, for gerada uma proposicio
incoerente(incompativel) com qualquer regra do enunciado, on com qualquer deducio anterior. a

hipotese & falsa, e trabalharemos com sua negacio, que, com certeza, € verdadeira. Vemos que
mesmo nio explicitamente apresentadas, os principios findamentais da logica, principio da ndo-
contradigdio e o principio do terceire excluido, estdo fortemente presentes.

5.4.3- Uma festa com muitos amigos.

Prove que em toda festa (evidentemente com mais de uma pessoa) existem pelo menos
duas pessoas com 0 mesmo nimero de amigos presentes.

Solucdo:

Suponha que haja n pessoas na festa, onde n > 1. Cada pessoa pode ter um
numero diferente de amigos na festa. O nimero de amigos pode variar de 1 (se a
pessoa tem apenas amigo na festa) a n — 1(se a pessoa ¢ amiga de todos os outros).
Temos n pessoas (elementos) e n — 1 possiveis nimero de amigos (categorias). Se
todas as pessoas tivessem um numero de amigos diferente, entdo precisariamos de n
categorias Unicas (nimeros de amigos) para acomodar todas as pessoas. No entanto,
o nimero maximo de categorias possiveis ¢ n — 1. Se o numero de pessoas
(elementos) for maior do que o niimero de categorias (nimeros de amigos), entdo,
pelo menos uma categoria (numero de amigos) tera mais de um elemento (pessoa).

Assim, existe pelo menos um par de pessoas que tem o mesmo nimero de amigos

na festa.

5.4.4 — Jogos olimpicos da “adivinhacio”.

Um avido regressa dos jogos olimpicos transportando os cinco primeiros classificados numa

determinada prova. Eles afirmam:

A) Eu nao fui o ultimo.
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B) ‘C’ ficou em terceiro lugar.
C) ‘A’ ficou atras do ‘E’.

D) ‘E’ foi o segundo.

E) ‘D’ ndo foi o tltimo.

O primeiro e o segundo classificados mentiram. Qual foi a verdadeira classificagao?
Solucdo:

‘A’ esta dizendo a verdade pois do contrario estaria mentindo e seria Gltimo(5°).
Mas se esta mentindo seria 1° ou 2°. Entdo ‘A’ € 3° ou 4°, supondo 3°, entdo ° B’
mente, ‘B’ ¢ 1° ou 2°. Supondo 1°, verifico que ‘D’ diz a verdade e ‘E’ mente.

Concluimos que a ordem correta é: B, E, A, C,D.

5.4.5 — Uma pesagem inusitada.

Oito bolinhas de gude tem o mesmo tamanho e cor. Sete delas tem o mesmo peso
e a restante ¢ mais pesada que as demais. Usando uma balanga de dois pratos, como

encontrar a bolinha mais pesada, efetuando s6 duas pesagens?

Solucdo:

Tomam-se 6 bolinhas quaisquer e colocam-se 3 delas em cada prato, restando 2 bolinhas fora
da balanga. A partir dai, somente um dos casos seguintes poderia ocorrer:

D Os pratos se equilibram.

Neste caso, seguramente a bolinha mais pesada e uma das duas que ficaram de fora da
balanca. Assim, basta fazer uma segunda pesagem pondo uma em cada prato para se descobrir

qual das duas ¢ a mais pesada.

(I) Os pratos nao se equilibram.
Neste caso, ¢ evidente que a bolinha mais pesada esta no prato com o trio mais pesado de
bolinhas. Assim, tomam-se duas das bolinhas deste trio para uma segunda pesagem, pondo
uma em cada prato e deixando a terceira de fora da balanga. A partir dai, somente um dos

casos seguintes podera ocorrer:

(1) Os pratos se equilibram.

Neste caso, ¢ facil ver que a bolinha que ficou de fora desta pesagem ¢ a mais
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pesada.
(i1) Os pratos ndo se equilibram.

Neste caso, o problema ja esté resolvido.

5.4.6 — Um casal muito estranho.

Pedro e Maria formam um estranho casal. Pedro mente as quartas, quintas e sextas-
feiras, dizendo a verdade no resto da semana. Maria mente aos domingos, segundas e

tergas-feiras, dizendo a verdade no resto da semana. Certo dia , ambos dizem:

“Amanha eu vou mentir”

Qual o dia em que foi feita essa afirmagao?

Solucdo:
Com os dados do problema, fazemos a Tabela 9 abaixo, onde ‘V’ representa

uma afirmacao verdadeira e ‘F’ uma falsa.

Tabela 2 — dias da semana

D § T Q Q § S
Pedro v VvV V
Maria F F F v v vV V

Fonte: Silva (2000)

Na terca-feira Pedro nao mente dizendo: “Amanha eu vou mentir”.

Na terga-feira Maria mente dizendo: “Amanha eu vou mentir”.

5.4.7 — Escolhendo as cegas.

No ultimo blecaute, uma pessoa entrou em um quarto, sem enxergar

absolutamente nada, e abriu uma gaveta onde havia 20 meias pretas, 15 meias brancas



e 10 meias marrons (¢ nada mais), misturadas e indistinguiveis ao tato. Qual a
quantidade minima de meias que essa pessoa deve apanhar para que tenha certeza de

que apanhou: Um par de meias da mesma cor? Um par de meias brancas?

Solucdo:

1) Quatro meias, pois as trés primeiras poderdo ser cada uma de uma cor
diferente; mas a quarta obrigatoriamente formara um par com uma das trés

primeiras.

ii) 32 meias, pois as trinta primeiras podem ser somente meias pretas e

marrons.

5.4.8 — Procurando a saida.

Sidnelson est4 perdido dentro de uma assustadora caverna. Consultando um mapa ele

encontra exatamente trés passagens (1, 2 e 3), como ilustra a Figura 49:

Figura 49 — trés passgens

A saida A saida ndo A saida ndo esta
esta aqui esta aqui na passagem |

1 2 3

Fonte: Silva (2000)

Para o desespero de Sidnelson, o mapa diz que quem entrar numa passagem onde ndo

esteja a saida ndo conseguira voltar, e que cada uma das trés passagens possui, além da

98
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numeragao, uma unica mensagem, mas somente uma das mensagens ¢ verdadeira. Em qual

passagem esta a saida?

Solucdo:

Se a saida estivesse na passagem 1, teriamos duas mensagens verdadeiras: as passagens 1
e 2 estariam dizendo a verdade. Se a saida estivesse na passagem 3, teriamos duas mensagens
verdadeiras: as passagens 2 e 3 estariam dizendo a verdade. Se a saida estiver na passagem 2,
teremos somente uma mensagem verdadeira: as passagens 1 e 2 estardo mentindo. Assim, a

saida encontra-se na passagem 2.
5.4.9 — Confusio entre cachorros.
Ambrosio ndo usa coleira e anda no mesmo sentido que Pafuncio, cujo pelo ¢ igual ao de

Jeremias. Jeremias anda no mesmo sentido que Anacleto, cujo pelo ¢ igual ao de Felisberto.

Descubra qual é cada um dos cachorros.

Figura 50 - cachorros

gt

"Iu ¥ Ly

Fonte: Silva (2000)
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Solucdo:
Comegamos supondo que Ambrosio € o cachorro pintado sem coleira. Obtemos
Pafuincio e dai Jeremias. Chegamos a uma contradi¢ao com Anacleto e Felisberto.
Ambroésio € entdo o cachorro branco. Seguindo as condigdes do problema e

supondo que Pafiincio é o cachorro escuro, chegamos a primeira solugao:

Tabela 3 - solucao 1

Pafincio ‘ Anacleto

Jeremias ‘ Felisberto

Ambrodsio |

Fonte: Silva (2000)
Seguindo as condi¢des do problema e supondo que Pafincio ¢ o cachorro pintado,
chegamos a segunda solugao:

Tabela 4 - solugao 2

Felisberto Jeremias ‘

Anacleto Pafincio ‘

‘ Ambroésio ‘

Fonte: Silva (2000)

5.4.10 — Trocando a sorte por logica.

Jodo ndo estudou para a prova de matematica; por conta disso, ndo entendeu o
enunciado da primeira questdo. A questdo era de multipla escolha e tinha as seguintes
opcoes:

(A) O problema tem duas solu¢des, ambas positivas.

(B) O problema tem duas solucdes, uma positivas e outra negativa.

(C) O problema tem mais de uma solugao.

(D) O problema tem pelo menos uma solugao.

(E) O problema tem exatamente uma solugao.
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Jodo sabia que s6 havia uma opgao correta. Ele pensou um pouco e cravou a resposta

certa. Qual a escolha feita por Jodo?

Solucdo:

i) Se (A) ¢ correta, entdo (C) e (D) também o s3o. Logo, (A) ndo ¢ correta.
ii) Se (B) “e correta, entdo (C) e (D) também o sdo. Logo, (B) ndo ¢ correta.
iii) Se (C) € correta, entdo (D) também o é.

iv) Mas (D) pode ser correta sem que nenhuma outra alternativa também o seja.

Por exemplo, se a solugdo for —2.

v) Se (E) ¢ correta, entdo (D) também o €. Logo, (E) ndo ¢ correta.

Aos professores:

Neste e em outros problemas desta secéio, o professor deve orientar os almos a ler com atencéo,
tanto enunciado, quanto as alternativas de solicdo apresentadas para o problema. Primeiro, para
que satbamos claramente o que vamos procurar, o que declara as proposigdes e se podemos
chegar a contradices que as refutem; segundo, e principalmente, porque, as wvezes, sio
apresentadas alternattvas que nos permitem conclusGes preliminares, que, no minimo, reduzirio a
quantidade de hipoteses a serem levantadas e verificadas. Os alunos podem ser levados a “sentir™
os beneficios de organizar as informacgées utilizando tabelas auxiliares que irfo preenchendo com
suas conclusfes parciais.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Ao apresentar a resolucao de problemas como recurso didatico ou metodolégico buscamos
trazer o uso do mesmo de forma diferente daquela que comumente vemos ser utilizada em sala
de aula ao qual surge como simples aplicagdo da teoria exposta, como deveres de classe/casa
ou como conclusdo do ensino de matematica. Entendemos a resolugcdo de problemas como
recurso pedagdgico eficaz para angariar o interesse do aluno na aquisicdo de novos
conhecimentos presentes no curriculo regular assim como forma de manté-lo motivado através
das atitudes de busca, pesquisa, experimentacdo de possibilidades, afericdo de resultados,
compartilhamento de solucdes viaveis, etc. Acreditamos entdo caber ao professor trazer
situacOes para a sala de aula que estejam bem alinhadas tanto com o conteudo que se deseja
trabalhar quanto com o conhecimento prévio do aluno para que este se sinta suficientemente
desafiado para tentar e motivado para ndo desistir diante das dificuldades que possa encontrar.
Possa entdo o professor se afastar do papel de mero “comunicador” ou “apresentador” de algum
assunto para tornar-se um ‘“guia” e “motivador” que entende a posi¢do do aluno como co-
construtor de sua inerente aprendizagem. O educador entdo, ao adotar a resolugao de problemas
como meio de ensino, passa a desempenhar também as fungdes de mediador, consultor,
observador e incentivador, levantando questionamentos a cada acdo do aluno permitindo que
este construa ou perceba os conceitos matematicos fazendo-o pensar produtivamente a0 mesmo
tempo que se instrumentaliza para enfrentar novas situa¢des, passando a identificar e
compreender aplicacdes da matematica dentro e fora do ambiente escolar. Esperamos assim,
que as ideias apresentadas neste trabalho sirvam de amparo relativamente ao proveito da

metodologia, bem como a difusdo e implementagao da mesma.
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