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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo estudar a teoria e as aplica¢des acerca dos ntimeros complexos, apre-
sentando métodos matematicos utilizados para resolver esse tipo de equacdo. Esse artigo traz consigo
o mundo dos nimeros imaginérios, buscando relacionar a sua importancia para o ramo da matematica
visando mostrar como as operagdes matematicas funcionam e se comportam.
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Abstract

This paper aims to study the theory and applications of complex numbers, presenting mathematical
methods used to solve this type of equation. This article brings with it the world of imaginary numbers,
seeking to relate their importance to the field of mathematics in order to show how mathematical opera-

tions work and behave.
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1 Introducao

Os ntimeros complexos surgiram da necessidade da resolugao de equagoes quadraticas que apresentavam
raizes negativas como exemplo pode-se citar:

A equagao do segundo grau pode ser dada por:
ar? +br+c=0 (1)

O discriminante da equagao é:
A =b? — 4dac (2)

As raizes da equacao sdo dadas por:

_ —b+Vb? —4dac

X
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Se A < 0, temos que X € C, pois:
b? — dac < 0 (4)

Ou seja,
b’ < dac (5)

E, consequentemente,

b < 2y/ac (6)

“QO primeiro registro do interesse do ser humano por equagoes cibicas data da antiga civilizacao
babilénica, [3], por volta de 1800-1600 a.C". Posteriormente, por volta de 1545, Girolamo Cardano
publicou a resolugdo de uma equagéo cibica no seu livro Ars Magna, ganhando assim destaque para a
féormula da resolucdo, envolvendo a unidade imaginaria.

Até entao, os matematicos da época nao conseguiam compreender como a raiz quadrada de um
nimero negativo poderia possibilitar uma solugao, nesse sentido chegou-se a conclusao de que os nimeros
reais eram insuficientes para se tratar de expressoes algébricas. O italiano Raphael Bombelli (1526-
1573), discipulo de Cardano, ajudou na compreensdo do mundo complexo quando aplicou a férmula do
seu mestre para resolver uma equacao cibica no capitulo 2 do seu livro [’Algebra. A partir dos feitos
algébricos de Bombelli, os matematicos comecaram a utilizar em seus postulados raizes quadradas de
numeros negativos.

Somente no século XVIII, o matemdtico suigo Leonhard Euler (1707-1783) ousou representar
algebricamente /—1 = 3.

"Posteriormente, Abraham de Moivre (1667-1754) introduziu métodos sofisticados na investigagao
das propriedades dos nimeros complexos, relacionando-os com a trigonometria” (CHAVES, 2013, p. 23).
'O termo "Numeros complexos” se popularizou quando foi usado em trabalhos de Gauss e Hamilton ,
reconhecendo os nimeros complexos como sendo um par ordenado de ntumeros reais (a, b) e reescrevendo

as definigoes geométricas de Gauss na forma algébrica” (CHAVES, 2013, p. 24).

2 Aplicacao pratica

Considere a forma geral de uma equagio do segundo grau

az? +bxr+c=0, 2 4+224+2=0

Cujo discriminante pode ser dado por A = b —4ac=4—-4-1-2= —4, A < 0. Nos niimeros reais,
teriamos;
—2+4++—4 —2—/—4
T I v
Mas, como os nimeros complexos podemos fazer uso de ¢, a unidade imaginéria, definida por

i? = —1, com /—1 = i, podemos fazer /—4 = \/4- (1) = v/4-/—1 =2-y/—1 = 2i, e obter as raizes

-2+ 2 -2 2
21 5 9 + 5 +1

—2—(=2i) -2 -2
o2l 2 N

2 2 2



3 O conjunto dos ntimeros complexos:
O conjunto dos nimeros complexos é definido como:

C={z=z+yi|z,y R}

Como exemplos de ntiimeros complexos, tem-se: z = 1 + 54,2 = 3 + /2,2 = mi, 2z = % — 2.

Observa-se que, quando y = 0, temos z = x € R, ou seja, o conjunto dos niimeros reais R é um sub-

conjunto do conjunto dos nimeros complexos C.

3.1 Unidade imaginaria:

A unidade imagindria, denotada como ¢, é um conceito fundamental dos nimeros complexos. Ela é
definida como a raiz quadrada de —1, ou seja, i = v/—1.

Como nenhum ntimero real elevado ao quadrado pode resultar em um ntimero negativo, o niimero
i foi criado para expandir o conjunto dos ntimeros reais, permitindo a solucio de equacdes como 241 =
0, cuja solucio é x = =i, visto que. i-4i = i> = —1, istoé, i = /-1 comoem R, /z >
0, entdao i¢R.

As poténcias de i = v/—1 apresentam um comportamento ciclico pois seguem um padrio que se
repete a cada quatro potencias. Esse comportamento se torna facil de ser observado quando calculamos

as sete primeiras poténcias de i:

it=iiii=d?=1, P=i-it=i, *=i-P=-1 i"=i-S=i-(-1)=—i

Seja z = 2 + 3i, onde o nimero 2 é a parte real da composi¢do e o nimero 3, acompanhado da

letra ¢, é considerado a parte imaginéria, ou

e' =cosl+isinl

e' ~ 0.54 4 i0.841

eteC
Se Z =5, entdao, Z =5+ 0i, Z c C. E importante observar que dois niimeros complexos sao

iguais se suas partes reais e imagindrias forem iguais.



4 Operagoes em C

Do mesmo modo que, para nimeros reais pode-se definir operagoes de soma, subtragdao, multiplicagao

e divisao, para os nimero complexo também é possivel. Veja a seguir defini¢oes e propriedades.

4.1 Adicao em C
Sejam z; = x1 +vy1© e 2o = To + yoi. Definimos a soma como sendo
21+ 22 = (21 + 22) + (Y1 + y2)i.

Seja z1 =3 e 29 =44 5i. Como no exemplo anterior, para resolver efetuar a soma, fazemos

a parte real com a parte real e a parte imagindria com a parte imaginaria, obtendo-se assim:
21 + 29 = 7+ 5i.

A operagao de adi¢do em C verifica as seguintes propriedades:

Al) (21 4+ 22) + 23 = 21 + (22 + 23), V21,22, 23 € C (propriedade associativa);
o A2) 21429 =29+ 21, Vz1,22 € C (propriedade comutativa);
e A3) JecCtal que z+e=2, Vze C (existéncia do elemento neutro);

e A4) Jwe Ctal que z4+w =¢e, Vze C (existéncia do elemento simétrico);

A soma de niimeros complexos é comutativa e, como z+0 = z, Vz € C, o niimero complexo e = 0
é o elemento “neutro da adigao” ou “zero” de C. Se z = a+bi e w = —a — bi, entdo z + w = 0. Assim,

todo niimero complexo z possui elemento inverso para a soma, ou seja, existe w € C tal que w+ z = 0.

4.2 Subtracao em C:

Usando do fato de que existe apenas um tunico complexo z € C tal que z; + 2 = 23, dados z; =

r1 + Y1t Z9 = T + Y21, podemos definir a subtragdo z; — zo como
21— zp = (11 — 22) + (y1 — Y2)i
Sejam z; =3 — \@i, z9 = ™ — 3i. Entao
s—z=(3—7)+(—V2+3)i

4.3 Multiplicagcao em C:

Sejam W = a+ bi e Z = ¢+ di, definimos a multiplicagdo como sendo W - Z = (ac — bd) + (ad + be)i.

Que pode ser verificada usando produtos notaveis e a unidade imaginaria,

W -Z = (a+bi)- (c+di) = ac + adi + bei + bdi*
= ac + adi + bci — bd = (ac — bd) + (ad + be)i.
As operagoes de multiplicacdo em C verificam as seguintes propriedades:

o M1) (2122)23 = 21(2223) Vz1, 22,23 € C (propriedade associativa);



o M2) 2129 = 2921, V21,29 € C (propriedade comutativa);
e M3) Je,, € C tal que e,z = 2, Vz € C (existéncia do elemento neutro);
e M4) 32/ € C tal que 2z’ = e, Vze C,z#0 (existéncia do elemento inverso).

a) Seja Z1 =2+ 3ie Zy=1—1,

Zy-Zy=(2+3i)- (1—i)=2—-2i+3i —3i*=5+i

b) Seja Z =a+bie W = 1.

Z-W=(a+bi)1l=a+bi=Z=W 2

Como caso particular, dados Z =3+4ie W = 3;54i, o produto satisfaz

3 4\ 9 120 120 162 9 16 25
ZW=0+4i) (= -—o)=" 222 20 2 02y
(8+40) (25 25) 25 25 ' 25 25 25 ' 25 25

Com isso, conclui-se que o ntmero W é o inverso multiplicativo de Z, dado por:

a—bi a— bi
Z: ) = = .
atbi W= b - 20

Logo, W é o inverso de Z.

4.4 Divisao em C:

A divisao em z € C vem como consequéncia da multiplicagdo z; - z = z».

Sejam Z = a + bi, W = c+ di, definimos a divisdo como

Z _a+bi  acH+bd+ (bc— ad)i

W c+di c2 + d?

e pode ser verificada como sendo,

a+ bi 1 a+bi c¢c—di ac—adi+bci—di*  (ac+ bd)+ (be — ad)i

c+di = c+di c—di c? +d? 2+ d?
Sejam, Z; =2+ 3i, Wi =1—1i, Zo =+/2i, W, = mi. Temos,

Z 243 2+43i 14+i (24+2i+3i+32) 145 -1 5i

W17 1-i 1+i (+i—i-® 2 32 %
g_@_@ —T —ﬂ\@i—ﬂ'iQ_ﬂ—wﬁi_l ﬂ'\/ﬁi_l V2
W owm wm -7 —242 - m T2 2 o T

5 O Plano Complexo

O plano complexo ¢ uma identificacdo de C com R2, onde:
e O eixo horizontal (eixo real) representa a parte real do ndmero complexo.
e O eixo vertical (eixo imagindrio) representa a parte imagindria.
Cada ntimero complexo z = a + bi pode ser representado como o ponto (a,b) no plano, onde:

e a ¢ a coordenada no eixo real.



e b ¢é a coordenada no eixo imaginario.

Il |

Helz)

'

O ponto (0, 0) representa o ntimero complexo 0 = 0 + 0.

C={a+bi|abeR}

Considerando uma funcao, tem-se:

F:C—R?
a+ bi — (a,b)

A fungéo é injetora pois f : a — b é considerada injetora se os elementos distintos de a tiverem
imagens distintas em b e sobrejetora pois f : a — b somente é considerada sobrejetora se o seu conjunto-
imagem for igual ao contradominio (b), fornecendo um isomorfismo ou seja possuindo a mesma estrutura

entre C e o plano R?, podendo representar cada niimero complexo a + bi como par ordenado (a, b).

5.1 Modbdulo de um Numero Complexo

A partir da identificacdo acima, podemos definir o médulo de um nimero complexo como sendo a

medida da distancia até a origem, no plano. Sua representacao é dada por:

|Z| = V/a? + b2eassim|Z| = a® + b?
Considere Z; = 3 + 4i, Z, = v/2 4 7 . Os médulos siao dados por

1Z)| = V32 4+42=/9+16=V25=5

122 =/ (V2P + 72 = V2 1 2



Dados os ntimeros complexos w = a + bi e z = ¢ + di, é possivel fazer suas representagoes vetoriais

i .Iir.l'H'

L

W

o

5.1, sua parte Real e sua parte Imaginaria z; w; w+z

Representacao do Médulo de z,w e z +w

Lembrando da Regra do Paralelogramo para a soma vetorial, |w+z| é a diagonal do paralelogramo
cujos vértices sdo a origem O = (0,0), w, w+ z e z.
Usando a notacdo z.w para o segmento de extremos em w e z, temos:
Oz=|z| e z(w+z)=0w=|w|. (7)

Dados trés pontos A, B e C, a soma dos comprimentos dos segmentos AB e AC' é maior ou igual

ao comprimento do segmento BC, e a igualdade ocorre se, e somente se, A, B e C sdo colineares.

5.2 Conjugado de Z:

Dado z = a + bi, o conjugado de z, é definido por z = a — bi.
Aqui destaca-se a representacdo de alguns numeros complexos e seus respectivos conjugados,
Z1=2+43i = Zl1=2-3ieZ2=4—+2i = Z2=4++/2i.

5.3 Forma trigonométrica ou polar dos nimeros complexos:

Dado um nimero complexo z = x + yi, consideremos sua representacio vetorial na figura a seguir,

Dado o niimero Z = a + bi, temos:

r=+1a? + b2

X =rcosf, Y =rsinf

O 6 é chamado de argumento de Z, arg(Z), Desta forma, temos:
Z =r(cos® +isinf)

Z =r(cosf —isinb)



Im

Figura 1: Conjugado

Note que Z.7 =12

Dado Z = %ﬁ + %z Para calcular 6, podemos escrever

3v3 3\2/5_\/32 T

_ 2 _ 2 _V° ==
cosf = . 3 3 0 5

) ()

A representacao polar de Z é dada por:

Z =r(cosf +isinf) = 3((305% + isin %) = 3(cos30° +4sin30°) .



Escrever Z = —1 4 /3i na forma polar

sin@—\/—g
2
- 2"
3

2 2
Z:2<cos§+isin§)

Para Z = —3 — 3i, temos o ponto (—3, —3):

1Z) = /(=32 + (-3)2 = VI8 =92 = 32
57
sent) = i

7 =3V2 (cos%T7T +isin%)




117
0= —
cos 5

11 11
Z =1 (cosﬁﬂ- —|—isin67r>

Note que, é possivel efetuar todas as operagoes usando a forma polar, usando as propriedades

trigonométricas,
Zl . ZQ =7T1-T9" (COSGl . C0892 +iT1 cTo - COSGl . sin¢92 +iT1 c T - sin91 . COS@Q

+7r1 -7 - (sinby - cosbz) = ry - 1o - [cos(01 + O2) + isin(fy + 62)]

Aqui estao alguns exemplos em que se destaca a importancia da aplicacdo da multiplicacdo dos
nimeros complexos. Dados Z; =1 — V3i e Zy =T+ /Ti com tanf; = %\/g = —/3. Calcular
Zl-ZQ,ondeﬁlz%’T, 922g6T1:|Z1|:2, 7"2:|Z2|:\/14,

om w .. fom m
AR —2\/ﬁ |:COS <3+4> + 7sin <3+4>:|

23w 237
=214 - —— | +dsin [ —
{cos( 12 ) zsm( B )}

5 5
Zs =15 |:COS (5;) + 2sin (5;)}

Usando os mesmos argumentos, podemos efetuar a divisdo de ntimeros Z; = 11 (cos 01 +isinfy), Zs =

1o (cos 03 + isin f2) como sendo,

Z ..

7; = :—; [cos (01 — B2) + isin (61 — 62)]
ou 7 A

1 1 .

— = — . [cos(0; — 02) + isin(6; — O

7~ %) [cos(8; — 62) (01— 62)]

Utilizando os resultados obtidos em exemplos anteriores, tem-se o seguinte:

A 2 cos S5t 0w +isin 5t 0w
L OT M\ Lusin (2F_T
Zy /14 3 4 3 4

= —2 cos E + ¢sin ﬂ

V14 12 12

2\/14 17x\ .. (1T¢

=———1cos| —— | +esin| ——

14 12 12

6 Raizes n-ésimas de niimeros complexos

Nos ntimeros reais, raizes n-ésimas sdo solucdes de equacdes polinomiais . Por exemplo X2 = 2 satifeito
por X = :t\/§, X3 = 2 satifeito por X = +/2 e ete.
J4& nos niimeros complexos, a equagio Z" = Zy tem como solugdo Z = /| Zp|.

Sejam Z e Zy € C, podemos escrever;

Z =1Z|(cosp +ising), Zy=|Zy|(cosf+isinb)

10



Considerando a equagao:
Z" = Zy

Z™ (cosnp + isinng) = | Zg| (cos§ + isin 6)

Daqui, obtemos:

Z" cosnp = |Zy| cos b

Z"sinnp = |Zy|sin 6

Logo:
zn =1z = |2l= Y1z
Neste caso:
ne=0+2kr, keZ
2
O 012 -1
n
Assim:

Z: n

( 0+ 2kr . 9+2k7r)
Zo| | cos ———— +isin ———
n n

Aqui destaca-se um exemplo onde Zy = 1 + 4 e pede-se para encontrar Zy tal que Z* = Z,

(Z = /| Zo]). Sabe-se que:

0+ 2k 0+ 2k
Z = /2| (cos—:7T + isin +47T)

Dado que:
9:27 |Z0\:\/m:\f2
Temos:
Zy = ﬂ(cosg +isin£)
Z = (\/5)4 [cos (Z + QITTF) +isin (Z + 21?)

6.1 Conjuntos no C

Mostramos a representacdo natural dos nimeros complexos no plano bidimensional R?, proporcionando
uma representacao algébrica z = a + bi, onde a representa a parte real e b a parte imaginéria, podendo
ser escrito como um par ordenado (a,b).

Quando representado no plano cartesiano, esse ponto define um vetor de posicao que, em relacgao

a origem, forma um angulo #, chamado de argumento do nimero complexo.
C=R+iR~R?

x4y ~ (z,y)
p: fC—-C
z—¢(2)
Na reta:

lim ¢(x)

Tr—ra

O0<l|z—a|<e = |p(z)—Ll<e

11



Defini¢do: Dizemos que ¢ : C — C, 2z € X' satisfaz a seguinte condigao:

lim ¢(z) =L se, paracadae >0, 30 >0talque 0<|z—20|<d = Jp(z)—Ll<e

zZ—20

Exemplo:

lim (22 + 32)

z—21

Seja ¢ : C — C, z — 2% + 3z. Entdo:

lim (2% 4 32) = (2i)? + 3(2i) = —4 + 6i

z—21

6.2 Propriedades dos Limites

A definicao de limite de fun¢des complexas é determinado como:

lim f(z)=1L

Z—r20
Quando z tende a se aproximar de zg em qualquer diregdo, os valores de f(z) se aproximam o tao quanto
queiramos de L.

Sejam lim,_,,, ¢(2) = L1 e lim,_,,, g(z) = Lo, temos as seguintes propriedades, [2]:

1.
Jim [£() 421 9(2)] = lim () + 21 Jim g(2)
2.
Jm [0(z) - 9(2)] = lim o(z) - lim o(:)
3.

lim (80(2)> _lmann0(z) 9(2) £ 0

a0\ g(2) ) lim,,., g(2) 220

Sejam Z € C, ¢ : C — C, com Zy = z + iy, entdo, se p(z) = p(z +iy) = p(z,y) + V(z,y)i, temos:

lim o(Z) =a+bi, se

zZ— 20

lim play) = o
lim V(z,y) =b
zZ—r20

Relagao da exponencial com os nimeros complexos:

Sendo € =cosh +isinf e

Z = |z| (cos 8 + isin6)

entao 7 = |z|e'?

Portanto para 0 =m temos Z=me" =

12



10y = 7T17T2€i(01+02)

Verificando que lim,_,,, e* = e**. Note que

e* = et = e%e" = e”(cosx + isiny) = e” cosx + ie” siny =

p(z) +iv(z,y)
w(x) =e"cosz e
v(z,y) = e®siny

Entao, verificamos:

lim u(x) = e*° cos xg
(z,y)—(20,y0)

lim v(z,y) = e¥ sinyy
(@,y)—(w0,y0)

Sendo assim

lim e* = e® cos xg + ieY° sin yg
zZ—r 20

7 Continuidade de fungoes de uma variavel complexa

Uma fungdo complexa f é continua em zq se

lim f(z) = f(z0)

Z—20

Dizemos que f é continua em um dominio D se é continua em todos os pontos de D, assim :

Dada a fungdo ¢ : C — C, dizemos que ¢ é continua em zg se

lim ¢(2) = ¢(20), onde zp€ A=D,.

Z—r20

2 ¢ continua em z = 0.

Verificar se ¢(z) = z
Como z =0 € D, temos

lim ¢(2) = lim 22 = 0% = 0.
z—0 z—0

Portanto, ¢ é continua em z = 0.

Seja z = x + iy, entdo
p(2) = p(z +iy) = (x +iy)* = 2 + 2zyi — y* = 2° — 4 + 2uyi.

Logo,
o(2) = w(z,y) + V(z,y)i.

Agora, calculando os limites:

lim  (2* —¢*)=0-0=0;
(w)y)g)(op)( Y )

lim 2zy =0;
(z,y)—(0,0)

13



7.1 Calculo diferencial de fun¢gbes a uma variavel complexa

Seja ¢ : A — C tal que B(z,7) C Ay, onde B(zg,7) = {z € C: |z — 29| < r} é uma bola aberta de raio
r centrada em zg.

Temos que a derivada de ¢ em zy é dada por

¢'(20) = lim P(Az + 2) — p(20)

Az—0 Az ’

quando o limite existir. Nesse caso, ¢ é dita diferenciavel em z.

Exemplos:

1) Sendo F(z)=C €C, calcule F'(z) se existir em Z

. F(Az+2)— F(2) . C-=-C
4 = 1 = 1
Fiz) = Jim A A =

. F(Az+z2)— F(z) . 2(Az42) -2z
/ o _
R ey v v
. 20z + 22 — 22
= lim ——— =2
Az—0 Az
3) F(z) =22
F(Az+z) — F(z) (Az + 2)% — 22
/ o _
R ey v S
o (A2)2 + 22024 2% — 22 Az(Az +2z)
= i = 1 =2z
Az—0 Az Az—0 Az

4) Se F(z)=ZzZem0=0+0i=(0,0) entdo

F(Az+0)—F(0)

! — 1-
Fiz) = fim A-
AZ
A Az =iy =(y)

Pelo eixo X:

x — 02 . ox
=lim—-=1
x—0

lim =2 =
ABoAZ T aS0z + 0

Pelo eixo Y:

. AZ . O0+iy
lim — = lim = =
Az—0 AZ y—00— iy

Nao existe F'(0 4 0i) = F'(0) = F7(0,0).

-1

14



7.2 As equagoes de Cauchy-Riemann

Agora serdo abordados as equagdes de Cauchy-Riemann. Dada a funcdo F : C — C, F(2) = p(z,y) +
iV(z,y)

Se F' é diferencidvel em zg = x¢ + o,

F(Az + zp) — F(z0)

F'(z0) = lim

Az—0 Az
- lim 1Az + m0, Ay +yo) — iV (Az + 20, Ay + yo) — [1(w0, yo) + iV (0, %0)]
(Az,Ay)—(0,0) Ax + 1Ay

_ lim Az + 20, Ay + yo) — (0, Yo) lim (iV(Az + 20, Ay + yo) — V(20,%0))
(Az,Ay)—(0,0) Ax + iAy (Az,Ay)—(0,0) Az +iAy

Vamos nos aproximar pela reta horizontal, Ay = 0.

lim Az 4 x9,y0) — (0, Yo) 4 lim (iV(Az + x0,90) — V(20,%0))
Az—0 Ax Az—0 Ax

)

entio F'(2) = pau(z,y) +iVe(z,y) = piz + Vs

Se aproximando pela reta Ax =0 temos:

lim w(xo, Ay + o) — p(xo, yo) 4 lim (tV(zo, Ay +y0) — V(20,90))

Ay—0 iAy Az—0 iAy

F'(2) = py(x,y) + Vy(@,y) = po + ivy
Assim as equagbes de Cauchy-Riemann sdo definidas da seguinte forma :
Kz = Vy» Hy = Vi

Entéao f é diferencidvel logo as equagoes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas.

Exemplos:

1) Calcular ¢(z) = 22

o(z) = p(x,y) +iV(z,y)

Note que z = x + 1y

p(2) = p(x +iy) = (z +iy)? = 2 + 2zyi + v = 2° — y® + 2wyi

Resolvendo pela equagdo de Cauchy — Riemann:

Mﬂc(may) = Mz = 2z, V,= 2y
py = =2y, V, =2z

como
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e =2x=V,, p,=-2y=V, entdo ¢ ¢é diferenciavel.

A derivada:

i) @(2) = pg +1iVy = 22 + 12y = 2(x + iy) = 22

i) ¢'(2) =V, —ipy =2z —i(—2y) = 2z +i2y = 2(x + iy) = 22

2) Sendo ¢(z)=2z=2x+2iy, p=2, V=2, temos

PR)=pr+iVe=2+1i-0=2

3) Sendo ¢(z) =4z +2z temos

oz +iy) = 4(a® — y* + 2xyi) + = + yi = 42® — 4y® + = + (Szy +y)i

O'(2)=8r+1+i8y=8(z+iy)+1=8z+1

Aqui serdo abordadas algumas aplicagoes das equagoes de Cauchy—Riemann.
Dada F(z) = u(z,y) + iV (z,y), com z = x + iy, sabemos que F" é diferencidvel.

As equagoes de Cauchy-Riemann sdo dadas por:

Mz = Vy
Hy = -V

Ly eV, sdo continuas.

Neste caso, temos:
F'(2) = po +iVy ou F'(2) =V, —iu,.
J& a funglo exponencial se comporta da seguinte maneira. A fun¢do exponencial é dada por:
F(z)=¢*, onde z=uz+iy.
Sabemos que da formula obtida por Euler temos o seguinte:

0

e"” =cosf +isinf,

logo,

e* =" T = e%e" = ¢”(cosy + isiny) = e” cosy + ie” siny.

Portanto, temos:
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p(z,y) = e cosy, V(z,y)=e"siny.

Pelas equagoes de Cauchy—Riemann, temos:

He = €e"cosy, fpy, = —e"siny,
Ve =€e"siny, V, =e"cosy.

Assim, podemos concluir que:

F/(Z) = vy Fipy = e®cosy +ie” siny = €.

8 Funcgoes trigonométricas complexas

Sabemos que, para z = z + iy, da equacdo de Euler, e**% = cosf + isin #. Também temos que:

e = 710 — (=0 — 050 4 isin(—0) = cos — isin6,
ou seja:

e = cosf +isinf, e = cos(—0) —isind.

Além disso, temos as identidades trigonométricas complexas 2cos @ = e*? + e~ que nos da

¢if 1 it it _ o—if
sinf =

0= —— - -
€08 2 %

Agora, vamos calcular sin’ z e cos’ z.

) 62’2 et
F(z)=sinz=— — —,
21 21
] ) 1 B 1z e~ ® 62’2 + et
F'(z)=sin"2=—-ie"* — = - (—i)e " = — + = = cos 2.
) 2 2 2 2
Por fim:
T 7 T i
g (2) =cos’' z = —ie”* — e = 56” — e " = —sinz.

8.1 Funcgoes Hiperbdlicas

As fungoes complexas cosseno hiperbélico f(z) = cosh z e seno hiperbélico ¢g(z) = sinh z sdo definidas

como no caso real, isto é:

A derivada de senh z é:

A derivada de cosh 2z é:
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assim, temos:

d d
E(senh z)=coshz e a(cosh z) =senhz

9 Logaritmo de Numeros Complexos

As funcgoes logaritmicas nos nimeros complexos sao consideradas fun¢des multivaloradas, ou seja possui

infinitas solu¢des devido a periodicidade da fungao exponencial .

0

Seja z = x + iy = me'? = w(cosf + isinf) = (z,y), temos:

log,z=Inz=1In|z|+i0 = In7 + iarg(z)

Se z =1+ 1, entdo:

=VET2=v2 e 6="

4
Logo:

In(1 + ) :1n\/§+z% + 2km
Se z =1 — 1, entao:

2l =V124+12=V2 e 0:%

Logo:
. NG
In(l—1) = ln\/ﬁ—l—@Z

9.1 Funcgao logaritmica

A ideia de funcao logaritmica complexa é representar a inversa da funcao exponencial, sendo definida
da seguinte forma:Para um niimero complexo z = re’® onde r = |z| e § = arg(z), o logaritmo natural é

definido como:

In(z) =In|z| +i(0 + 2kw), keZ (8)

Isso ocorre porque a exponencial complexa é periddica com periodo 27i, resultando em infinitos
valores possiveis para In(z).

Aqui destaca-se mais uma representagdo de uma fun¢io logaritimica complexa:
F(z) =lnz =1In+/22 + y? + i0;
Y

tan"'(tan ) = tan* (E)

tan™!(x) = arctan(z)
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F(2) =In\/a? +y2 +itan* (%)

w(z,y) +iV(z,y) = In/2? 4 2

Suponha que F(x) satisfaca as equagoes de Cauchy-Riemann:

F'(2) = pa(a,y) +iVa(z,y)

ou
Fl(2) = —ipy(x,y) + Va(z,y)

Calculando as derivadas parciais:

T &[22 4y 1 2 x

JEry @R Joig 2t

Logo:

T .y T —1y z 1
— - Lz
1'2 +y2 x2_’_y2 x2_’_y2 2z z

F'(z) =

9.2 Logaritmo como inversa da exponencial

Sejam F(z) =e* e g¢g(z)=Inz, a composta

(Fog)(z) = F(g(z)) = em? = el 2140 — gnlzl i — |5] . (cos§ +isinf) = 2

(go F)(z) = g(F(z)) = In(e®) =In(e*(cosy +isiny)) = In|e”| + iy =z + iy = 2
Logo:
"=z e F(2)=¢° éainversade g(z)=Inz

9.3 Integrais

As integrais de funcoes complexas se comportam da seguinte maneira:
Dada uma fun¢io F(t) = u(t) + iV (t), temos:

/ab]-'(t)dt:/abp(t)dt—ki/abV(t)dt

Considere a fungdo f(t) = (1 +it)?, Sua integral pode ser dada por,

2 2 2 2
/(1+it)2dt:/ (1+2it—t2)dt:/(1—t2)dt+i/ 2t dt
1 1 1 1
[ 812 127
f-]f]
3 1 2 1
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Um caso mais conhecido é dado pela funcao f(t

T Bl
/ e dt = / (cost 4+ isint)dt
0 0

z z
:/ costdt+i/ sint dt
0 0

= [sint]og +i[—cos t}og

1

+

—14i(0—(-1)) =1

10 Conclusao

Para finalizar, concluimos que o conjunto dos niimeros complexos nao é apenas uma extensao teérica dos
numeros reais, mas uma ferramenta essencial para o avanco da ciéncia e da tecnologia, mostrando como
as operagoes matematicas impactam o mundo ao nosso redor, relacionando campos como a geometria, a

fisica, visando aprofundar conceitos e mostrar que tudo estéd interligado e que a matemaética foi a base

para essa evolucao.
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