UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL PO SEMIARIDO - UFERSA
CURSO DE BACHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA C I
Trabalho de Conclusdo de Curso (2020). ‘ CiEncia £ TecnoLOGIA

ARITMETICA DE NUMEROS BINARIOS E SUAS RELACOES COM

CIRCUITOS LOGICOS.
Rafael Pinheiro Leite!, Prof. Dr. Matheus da Silva Menezes °

Resumo: Esse estudo consiste em compreender a aritmética de numeros binarios através da algebra booleana
e sua relagdo com as portas logicas. Ao explanar um pouco sobre numeros bindrios ¢ as suas operagdes
aritméticas, para que possamos visualizar sua ligagdo com a algebra booleana, bem como a relagdo com as
portas logicas basicas (OR, AND, NOT) e suas portas conjuntas (NOR, NAND). Através desse embasamento,
analisamos de forma analitica dois circuitos compostos, dividindo em pequenos circuitos basicos gerando
uma tabela verdade para cada circuito.
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1.INTRODUCAO

O surgimento dos nimeros aconteceu pela necessidade dos homens pré-historicos de contar, quando iam
cagar, levavam ossos ou pedagos de madeira com a finalidade de fazer um risco para cada animal que cagavam.
No momento em que o homem comegou a deixar de ser ndmade ¢ firmou-se em certos locais, iniciou a criagao
de animais em pastos, precisando assim de uma nova forma de contagem capaz de controlar seu rebanho. Para
isso, 0 homem pré-histérico comecou a utilizar pedras, para cada animal que ia pastar era colocada uma pedra
num saco. No fim do dia, cada animal que voltava era retirado uma pedra, assim tornou-se mais facil saber se um
animal tinha se perdido ou morrido. Essas foram as formas mais antigas encontradas para se contar, ao formarem
civilizacdes, cada uma utilizou uma forma diferente [1].

Com o passar do tempo veio a necessidade de uma forma de representar os numeros simbolicamente, e
posteriormente de unifica-los por todo o mundo. O nosso sistema de numeragdo mais utilizado atualmente usa os
algoritmicos indo-arabicos, sendo composto por 10 digitos, chamado de sistema decimal. Porém, este ndo ¢ o
unico sistema utilizado, ainda existem os sistemas com 2, 8 e 16 digitos, os quais sdo chamados de sistema
binario, octal e hexadecimal, respectivamente. A quantidade de algoritmicos determina qual a sua base. No
sistema decimal, utilizamos os digitos de 0 a 9; enquanto o sistema binario utiliza apenas os digitos 0 e 1; o octal
usa os digitos de 0 a 7; em contrapartida o sistema hexadecimal utiliza os digitos de 0 a 9 adicionando cinco
letras do alfabeto maiusculas: A, B, C, D, E e F, que correspondem, nessa base, aos nimeros 10, 11, 12, 13, 14 ¢
15. [2]

A contagem em outras bases ¢ realizada de forma semelhante a base decimal, iniciando do zero e
acrescentando numeros, até quando ndo existir outro algoritmico possivel. Entdo, comeca a colocar o algarismo
significante a esquerda e zera-se os digitos a direita. Assim, temos a representacdo das contagens das bases:

e Decimal:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14,15, 16, 17, ...

e Binaria: 0, 1, 10, 11, 100, 101, 111, 1000, 1001, ...

e Octal:0,1,2,3,4,5,6,7,10, 11, 12, 13, 14, 15, ...

e Hexadecimal: 0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F, 10, 11, 12, ...

Com o advento do surgimento dos computadores, a base binaria tornou-se de extrema importancia, pois € o
sistema utilizado na linguagem digital, correspondendo também a varios caracteres, nimeros, palavras, imagens
e sons, além de ser um sistema mais rapido e ter maior facilidade de leitura.

O computador faz o uso do sistema bindrio por ser composto de circuitos, podemos interpretar que quando
ndo existe passagem de energia no circuito, temos que o numero ¢ 0, por outro lado, entendemos ha passagem de
energia com o numero 1.

A interpretacdo pelo computador dos circuitos ¢ feita utilizando a algebra booleana, estruturando de uma
forma algébrica tornando-se mais facil captar caracteristicas basicas das portas logicas e seus conjuntos, além de
possibilitar estrutura para as afirmagdes recebidas do circuito.

A informagao recebida pelo computador ¢ armazenada em um bit (binary digit), equivalente a menor unidade
de informagao, armazenando apenas um valor, 0 ou 1. O computador, mesmo podendo manipular varios bits
simultaneamente, geralmente ¢ programado para armazenar as informag¢des em um conjunto de oito bits,
chamado de bytes.

Por esse motivo, no presente trabalho abordaremos a relagdo binaria com circuitos 16gicos para realizar
calculo aritméticos simples.




2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Esta se¢do apresenta os conceitos necessarios para uma melhor compreensao do tema abordado. A comegar
por uma apresentacdo dos numeros bindrios, suas operagdes e conceitos basicos de algebra booleana e circuitos
logicos.

2.1. Numeros binarios

Mesmo apds anos de existéncia do sistema decimal, muitas pessoas tinham dificuldade em fazer operagdes
aritméticas com esse sistema. Por isso, um novo sistema de numeragdo foi criado. Primeiramente os nativos da
Mangareva, uma pequena ilha situada na Polinésia. O novo sistema facilitou as atividades mais comuns como a
de conta peixes, frutas, polvos e outros bens. Posteriormente, gracas a esse sistema tornou-se possivel grandes
avangos tecnologicos e da informatica [7].

Como aponta [3], por existir apenas os digitos 0 ¢ 1, a contagem no sistema binario se torna mais intuitiva,
seguindo da seguinte forma: 0, 1, 10, 11, 100, 101, 111, 1000, 1001, ¢ assim sucessivamente.

Para podermos converter um nimero binario para decimal, temos que escrever o nimero como o somatdrio
de cada algarismo (a, ), multiplicado por 2™, onde 7 ¢é a posi¢do do ultimo algoritmo, tendo a seguinte expressio:

N=ay2" +a,_12" 1+ a,_,2" % + ..+ a,2% + a; 2 + ay2° (D)

A representacdo de um numero N em uma base qualquer é dada por (N), onde b representa a base de
representacdo. Tomando como exemplo o numero (111001),, sua conversdo para decimal fica:
N=1.25+1.2%+1.2240.224+0.2141.2°= (57) 4,

Para fazermos a conversdo inversa, do sistema decimal para binario, dividimos o niimero por 2, visto que ¢ a
base, guardando o resto que sempre sera 0 ou 1. Em seguida dividiremos o quociente também por dois e ficamos
repetindo o processo até que quociente seja um, entdo, o numero bindrio serd a juncdo do ultimo resto até o
primeiro. Utilizando o exemplo anterior, temos a seguinte conversao exposta na Figura 1: [3]

3 2
Figura 1. Conversdo de decimal para binario. (Autoria propria)

2.1.1. Aritmética Binaria

Tomando como base [4], para a aritmética binaria a soma entre nimeros bindrios segue a mesma regra de
soma entre numeros decimais, 0 +0=0,0+1=1,1+ 0= 1 porém, ao somarmos 1 + 1, o qual a soma seria 2
em decimal, ¢ representado como 10 em binario. Logo a soma resulta em 0 levando o digito 1 para a proxima
coluna de soma, que sera levado em considera¢do na proxima operagdo de soma. As setas indicam quando um
numero passa para a proxima coluna, também conhecido em linguagem coloquial pela expressao "vai um", como
podemos ver na Figura 2.
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101010
+ 101100
1010110

Figura 2. Operagdo de soma em binario. (Autoria propria)

Do mesmo modo, a subtragcdo também utiliza a regra do sistema decimal, diferenciando apenas quando existe
a operagdo 0 — 1, a qual o resultado ¢ 1, por retirar um digito da préxima coluna. Caso essa retirada seja na
ultima coluna, o nimero serd negativo, a depender de sua estrutura de representacdo numérica. Um exemplo
dessa operacao ¢ apresentado na Figura 3.
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101100
- 101010
000010

Figura 3. Operag@o de subtrag@o em binario. (Autoria propria)

A multiplicagdo binaria segue a interpretagdo dada pela decimal, onde qualquer numero multiplicado por 0 é
0, e 1 multiplicado por ele mesmo ¢ 1. Segue também o método de deslocamento e de adi¢do para que assim
possa encontrar o produto. Isso pode ser visualizado no exemplo apresentado na Figura 4.

100
x 011

100

100
000
01100

Figura 4. Operacao de multiplicacdo em bindrio. (Autoria propria)

A divisao ¢é realizada da mesma maneira que no sistema decimal, inclusive os deslocamentos na divisdo
decimal, porém de uma forma mais simplificada, ao existirem apenas dois valores para o quociente, 0 para
quando o divisor for menor que o dividendo e 1 no caso ao contrario, como ¢ exposto na Figura 5.

101010 | 110

-110 111
1001
-110
0110
-110
000

Figure 5. Operacao de divisdo em binario. (Autoria propria)

2.2. Algebra booleana

Esté secao usaremos como base [5]. A algebra booleana comecgou a ser estudada em 1854 por George Boole,
o qual ficou conhecida por seu sobrenome. Esse estudo teve grande relevancia para a computagdo atual. A
algebra de Boole preocupa-se em expressar as operagdes de um circuito na forma de uma operagdo algébrica.
Para isso, utiliza apenas dois valores, 1 ou 0, que também podem ser utilizados como verdadeiro ou falso, ligado
ou desligado, respectivamente.

Pelo fato de existirem valores finitos, assim como as condi¢cdes possiveis na algebra Booleana, torna-se
possivel prever as provaveis saidas, dependendo das variaveis utilizadas na entrada (0 ou 1) perante a andlise das
condi¢des ou caracteristicas da operagdo desejada, construindo assim, uma tabela verdade onde sdo expressos
esses valores. Sendo 4 e B entradas e X a saida, como mostrado na Tabela 1.

Tabela 1. Representacao de tabela verdade.

A B X
0 0 ?
0 1 ?
1 0 ?
1 1 ?

Fonte: Autoria propria (2020)

A tabela anterior demonstra entrada em dois conjuntos 16gicos (4 e B) situados nas duas primeiras colunas,
sendo a ultima referente aos valores de saida obtido. Néao foram expressos seus valores, pois para tal torna-se
necessario saber a operacdo logica utilizada.




Na algebra booleana, possuem apenas trés operagdes basicas AND (E), OR (OU), NOT (NAO), além das
combinagdes NAND (NAO-E) e NOR (NAO-OU).

2.2.1. Operacao OR
Esté operacdo também ¢ conhecida como adicao légica e representada pela expressdo booleana a seguir:
X =A+B 2)
Lé-se da seguinte forma: X ¢é igual a 4 ou a B, ou seja, X somente assumira o valor 1, quando pelo menos um
dos valores de 4 ou B forem iguais a 1. Caso contrario, o valor resultante da operagdo sera igual a zero. Assim,

construimos a tabela verdade para a operagdo OR, exposta na Tabela 2.

Tabela 2. Tabela verdade da operacdo OR

A B X
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Fonte: Autoria propria (2020)
2.2.2. Operacao AND

Esta operacdo é também conhecida como multiplicagdo logica e representada pela expressdo booleana a
seguir:
X=AB 3

Lé-se da seguinte forma: X ¢é igual a 4 e B; ou seja, X somente assumira o valor 1, quando os valores de 4 ¢ B
também forem 1, do contrario, em qualquer outra forma o valor de X sera igual a 0. Logo construimos a tabela
verdade para a operacao AND, vista na Tabela 3.

Tabela 3. Tabela Verdade da operagio AND
B

A
0
0
1
1
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Fonte: Autoria propria (2020)
2.2.3. Operagao NOT
Esta operagdo ¢ também conhecida como inversdo e representada pela expressio booleana a seguir:
X=A “
Lé-se da seguinte forma: X ¢ igual ao inverso de 4; ou seja, X assumira o valor oposto de 4. Sendo a tnica
operacdo possivel com uma tUnica variavel de entrada. Assim, construimos a tabela verdade para a operacao

NOT, apresentada na Tabela 4.

Tabela 4. Tabela verdade da operagao NOT

A X
0 1
1 0

Fonte: Autoria propria (2020)




2.2.4. Operacio NOR

A representagdo da expressdo booleana ¢ dada a seguir:

X=4+B (&)

Lé-se da seguinte forma: X ¢ igual ao inverso de 4 ou B, ou seja, X assumira o valor 1, quando os dois

valores, de 4 e B forem 0, se ndo, o valor de X serd igual a 0. Assim, construimos a tabela verdade para a
operacao NOR, exibida na Tabela 5.

Tabela 5. Tabela verdade da operagdo NOR

A B A+B X
0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 1 0
Fonte: Autoria propria (2020)
2.2.5. Operacao NAND
A representagdo da expressdo booleana ¢ dada a seguir:
X=4.B (6)

Lé-se da seguinte forma: X ¢ igual ao inverso de 4 e B, ou seja, X assumira o valor 1, quando um dos valores

de 4 e B forem 0, se ndo, o valor de X sera igual a 0. Assim, construimos a tabela verdade para a operagado
NAND, expressada na Tabela 6. [5]

Tabela 6. Tabela verdade da operagdo NAND

A B A.B X
0 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

Fonte: Autoria propria (2020)

2.3. Circuitos logicos

Apenas em 1938, o matematico Claude Shannon compreendeu a ligagdo entre a légica proposicional e alguns
circuitos elétricos, comecando a utilizar a algebra booleana para estruturagdo de novos estudos na eletronica.

Desse modo, os circuitos digitais fazem o uso das operagdes booleanas empregando portas logicas, sendo
constituidas de diodos, transistores e resistores, de tal forma que o circuito gere uma saida com o resultado de
uma operacao algébrica booleana (OR, AND, NOT) explicada anteriormente, tendo em vista disso, as portas
logicas tem os mesmos principios e defini¢des das operacdes booleanas [6].

2.3.1. Porta OR

Nos circuitos digitais, portas do tipo OR sdo circuitos que possuem duas ou mais entradas ¢ uma saida X, na

figura 6 apresentamos um exemplo com 3 entradas 4, B e C que passam pela operagdo booleana OR, tendo como
saida o resultado X

Ao——
Beo-

o X




X=A+B+C

—l——|lolo|lo|o|P
—|lo|lol—|—~|lo|lo|®
ol~|lol~|lol~|olA

1 1 1

Figura 6: Exemplo de representacdo de uma porta l6gica OR com trés entradas genéricas e sua
respectiva tabela verdade. (Autoria propria)
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2.3.2. Porta AND

Nos circuitos digitais, portas do tipo AND sdo circuitos que possuem duas ou mais entradas e uma saida X, na
figura 7 apresentamos um exemplo com 3 entradas 4, B e C que passam pela operacao booleana OR, tendo como
saida o resultado X.

A B C X=A.B.C

0 0 0 0

0 0 1 0
A®—— 0 1 0 0
2 }'X 0 i i 0
co—

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

Figura 7: Exemplo de aplicagdo de uma porta logica AND com trés entradas genéricas e sua
respectiva tabela verdade. (Autoria propria)

2.3.3. Porta NOT

As portas do tipo NOT se diferenciam por necessitar apenas uma entrada 4 e sua saida X é a inversdao da
varidvel de entrada, como na operagdo booleana NOT, representado na Figura 8.

A X
Ac—Do—ox 0 1
1 0

Figura 8: Exemplo de aplica¢do de uma porta logica NOT com uma entrada genérica e sua
respectiva tabela verdade. (Autoria propria)

2.3.4. Porta NOR

Nos circuitos digitais, portas do tipo NOR sdo circuitos que possuem duas ou mais entradas e uma saida X
através da jung@o das entradas e o inversor como utilizado na operagdo booleana NOR, como exposta as duas
possiveis formas de representagdo na Figura 9.
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Figura 9: Exemplo de aplicagdo de uma porta logica NOR com duas entradas genéricas e sua
respectiva tabela verdade. (Autoria propria)




2.3.5. Porta NAND

Nos circuitos digitais, portas do tipo NAND sdo circuitos que possuem duas ou mais entradas ¢ uma saida X
através da juncdo das entradas e o inversor como utilizado na operagdo booleana NAND como mostra as duas
possiveis formas de representagdo na Figura 10.

Ao Ao
DS P I

A B A.B X
0 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

Figura 10: Exemplo de aplicacdo de uma porta logica NAND com duas entradas genéricas e sua
respectiva tabela verdade. (Autoria propria)

Portanto, qualquer circuito l6gico, complexo ou ndo, ¢ possivel ser escrito utilizando as trés operacdes

basicas booleanas e suas jungdes, facilitando criar um diagrama com todas as respectivas representagdes das
portas utilizadas.

3. METODOLOGIA

Com o objetivo de facilitar o entendimento dos circuitos logicos, sera realizado uma simulagao analitica para
exemplificar o comportamento dos tipos de circuitos vistos acima (OR, AND, NOT, NOR, NAND).

Iremos analisar a saida de circuitos compostos através da fragmentagdo do circuito completo em pequenos
circuitos logicos basicos, onde cada operagdo estd enumerada de 1 até 4 nos dois exemplos, possibilitando
melhorar o entendimento de cada um e depois o circuito completo.

Iremos analisar dois exemplos (a) e (b), mostrados na Figura 11 e na Figura 12, respectivamente.

Ae e Do —

Be

B > Fom D
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Figure 11. Representacdo do circuito composto para o problema (a). (Autoria propria)
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Figure 12. Representacdo do circuito composto para o problema (b). (Autoria propria)

4.RESULTADO E DISCUSSOES

Neste topico apresentamos detalhadamente os resultados parciais e totais dos problemas propostos.

4.1 Problema (a)

Neste problema temos um circuito composto por 4 entradas 4, B, C, D e operagdes do tipo AND, NOR e
NOT. A Figura 13 representa esquematicamente cada etapa do processo que serd explicado na sequéncia.




Figura 13. Representacdo esquematica para solucionar o problema (a). (Autoria propria)

No circuito 1, temos a entrada 4, que passa por uma porta NOT, tendo seu valor alterado para 4. No circuito
2, temos as entradas 4, B, C, por se tratar de uma porta AND a saida sera 4.B.C. O circuito 3 ¢ do tipo NOR, um
OR seguido de um NOT, com a entrada de 4 e D e saida A + D. Finalmente no circuito 4 temos uma a AND com
entradas 4.B.C e A+ D, resultando na saida total da composigdo aritmética dada por X = 4.B.C.(A + D).
A tabela verdade desse circuito composto € mostrada na Tabela 7.

Tabela 7. Tabela verdade do circuito composto do problema (a)

A B C D A ABC A+D X
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0

Fonte: Autoria propria (2020)
4.2 Problema (b)

Neste problema, temos um circuito composto por 5 entradas 4, B, C, D, E e operagdes do tipo OR, NAND e
AND. A Figura 14 representa esquematicamente cada etapa do processo que serd explicado na sequéncia.

:

————————————————————————————————————————————————

Figura 14. Representacdo esquematica para solucionar o problema (b). (Autoria propria)

O circuito 1 é composto por duas entradas, 4 ¢ B que passam por uma porta do tipo OR com a saida A+B. No
circuito 2, temos as entradas A+B ¢ C, como ¢ uma porta NAND, uma AND seguida de uma NOT, a saida sera
(A + B).C . O circuito 3 ¢ uma porta do tipo OR com entradas (4 + B).C ¢ D com saida [(A + B).C]+D. Por fim,
no circuito 4 temos uma porta AND com as entradas [(4 + B).C]+D e E gerando uma saida total da composi¢ao
dada por X = {[(A + B).C]+D}.E. A tabela verdade desse circuito composto é exposta na Tabela 8.




Tabela 8. Tabela verdade do circuito composto do problema (b)
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Fonte: Autoria propria (2020)

5. CONSIDERACOES FINAIS

O presente estudo teve como principal finalidade analisar a relagdo entre os nimeros binarios, algebra
booleana e circuitos 16gicos basicos. Entendemos que este estudo ¢ importante, pois o0 mesmo faz a ligag@o entre
a matemadtica na base bindria e a construgdo de circuitos eletronicos que estdo presentes em varias tecnologias
que utilizamos diariamente.

Uma das principais aplicagdes deste conteudo diz respeito ao contexto computacional, que a partir de
circuitos basicos (OR, AND, NOT) e suas portas conjuntas (NOR, NAND), os mesmos podem ser agregados em
formas compostas para os mais variados fins envolvendo uma grande gama de aplica¢des mais complexas.

Nesse estudo, apresentamos os numeros binarios e posteriormente verificando o comportamento das
operagoes algébricas nessa base numérica, relacionando com a algebra booleana. Boole facilitou essas operagdes
binarias ao fazer o uso da logica, criando um sistema simplificado tornando mais facil a manipulagdo das
varidveis, além da existéncia uma tabela verdade para cada operagdo, onde é possivel conferir o resultado. O
estudo de Boole possibilitou a criacdo de novas tecnologias empregando a ideia da sua algebra nos circuitos,
elaborando assim as portas logicas.

O foco do presente trabalho foi expor a relagdo binaria da 4lgebra booleana com os circuitos logicos, através
de uma explanagdo analitica de cada componente dos problemas. Para esta problematica, apresentamos dois
exemplos de circuitos compostos, que consistem em varios circuitos basicos agregados. Podemos observar que
ndo importa o tamanho do circuito, pois podemos fazer a analise de cada circuito basico separadamente e ir
progredindo as entradas de acordo com seus resultados de saida parcial, que serdo as entradas do proximo
circuito, utilizando a estratégia "dividir para conquistar".

Como o estudo tem grande relevancia para a computacdo, ¢ importante que essas relagdes sejam mais
aprofundadas com a ampliacdo dos circuitos 16gicos e de circuitos integrados. Acreditamos que esses conceitos
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basicos poderiam ser vistos em estudos de calculo numérico para fazer a ligagdo entre a matematica binaria e sua
transformagdo e utilizagdo em circuitos eletronicos sem, contudo, perder o enfoque da disciplina em si.
Salientamos que essa sugestdo ¢ valida se a carga horaria comportar essa alteracao.
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