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Resumo

A nocao de continuidade é um dos pontos centrais da Topologia e tem véarias aplicagoes, tanto em
Matematica, quanto em outras dreas da ciéncia. Intuitivamente, uma fungdo é continua num ponto de
seu dominio quando seu grafico ndo apresenta “salto” nesse ponto. Claro que essa ideia intuitiva precisa
ser esclarecida com um certo rigor e as propriedades mais elementares da continuidade de uma funcao
estudadas em detalhes. O Teorema de Weierstrass surge entdo como uma ferramenta poderosa em diversos
aspectos. Provaremos aqui esse resultado no caso em que f é definida em um subconjunto compacto de
ndmeros reais.
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1. INTRODUCAO

Para preparar o terreno para estudar a continuidade de uma fungao estudaremos, as principais nogoes
topoldgicas de subconjuntos da reta, chamam-se, assim, as propriedades que se baseiam nas nogoes de proxi-
midade e limite. Elas estdo fortemente ligadas com o comportamento das fungoes continuas. As ideias aqui
apresentadas, é claro, sao bem mais gerais e pertencem a uma parte da matematica chamada Topologia.

Abordaremos os conceitos de limite primeiramente sob a sua forma mais simples, que é o limite de uma
sequéncia. Posteriormente, a nogao de limites no caso particular de uma sequéncia serd estendida a situagao
mais geral onde se tem uma funcao f: X — R, definida num subconjunto qualquer X C R.

Para se indagar sobre a continuidade de uma fung¢ao, o dominio e o contradominio dela devem possuir
um certo tipo de estrutura, tornando-se o que se chama de “espago topolégico”. O conjunto dos numeros
reais é o espago topoldgico mais frequente utilizado e, por isso, talvez seja o mais importante. Estudaremos,
portanto, nogoes elementares acerca da topologia da reta, a saber, abertos, fechados, compactos, assim como
as propriedades destes.

De uma maneira bem direta, nosso problema é provar que “toda fungao continua definida num intervalo
compacto da reta é limitada e atinge seus extremos (dentro desse intervalo)”. Claro que antes disso hd uma
gama de informacoes a serem esclarecidas para se chegar ao resultado.

Buscaremos entao estudar funcées continuas na reta, conhecer um pouco a estrutura topoldgica desse
espago, chegando ao Teorema de Weierstrass.

Esse trabalho segue as linhas de [3] e tem como um dos principais objetivos esclarecer, facilitar, auxiliar,
de modo que a leitura dessa obra se torne simples e agradavel. Logicamente, por questoes de espaco, algumas
demonstracoes podem ser omitidas, citando sempre as devidas referéncias a fim de nao deixar lacunas no
texto.

2. DESENVOLVIMENTO

Nosso ambiente de trabalho, por assim dizer, durante todo este texto sao subconjuntos de ntimeros reais.
Assumiremos aqui, sem muita preocupacdo, propriedades elementares do conjunto R. Do ponto de vista
algébrico é conhecido o fato de que “R € corpo ordenado completo” o que quer dizer, dentre outras coisas,
que toda sequéncia de Cauchy em R é convergente. Uma vasta bibliografia pode ser consultada para mais
informacoes sobre esses assuntos, tanto em obras de andlise (por exemplo, [4]), como em obras de dlgebra (por
exemplo, [7]).

Destacaremos dois elementos importantes de um subconjunto de R que serao utilizados algumas vezes
durante o texto, a saber, o supremo e o infimo.
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Definigao 1 Dado um subconjunto X C R limitado superiormente, o nimero b € R chama-se o supremo de
X quando é a menor das cotas superiores de X. Isso quer dizer x < b para todo x € X e, além disso, se
existe ¢ € R tal que x # ¢ para todo v € X entdo b # c.

De modo inteiramente analogo, definimos o infimo de um subconjunto X C R limitado inferiormente.

Notagao: Escreveremos b = sup X e a = inf X para indicar que b é o supremo e a o infimo de um conjunto
X respectivamente.

Por exemplo, o infimo do conjunto X = {1/n;n € N} é igual a 0. Com efeito, claro que 0 < 1/n para todo
n € N, ou seja, 0 é cota inferior de X. Agora dado 0 < ¢ € R, como N ¢ ilimitado superiormente, podemos
sempre encontrar, n € N tal que n > 1/¢, mas isso nos diz que 1/n < ¢, e desde que 1/n € X, concluimos que
¢, nao pode ser cota inferiore de X.

Na verdade, é possivel provar que esse resultado equivale a dizer que o conjunto N C R dos numeros
naturais nao é limitado superiormente. Essas condigoes significam que R é um corpo arquimediano.

Assumiremos as propriedades mais elementares do supremo e do infimo de um subconjunto limitado da
reta. Mais detalhes encontram-se, por exemplo, em [4].;

O resultado a seguir é, as vezes, chamado de “Principio do Intervalos Encaixados”, ele serd usado no
Teorema de Bolzano-Weierstrass, no teorema e em outros teoremas apresentados futuramente.

Teorema 2 Dada uma sequéncia decrescente Iy D Iy D --- D I, D --- de intervalos limitados e fechados
I, = [an, by], existe pelo menos um nimero real ¢ tal que ¢ € I,, para todo n € N.

Prova: Como I,11 C I,,n € N, temos que I,41 C I, C I,_1 C--- C I3 C Iy CI; ouainda, [ap+1,bns1] C
[an,by] C -+ C [az,bo] C [a1,b1], ou seja, todo intervalo I,,, n € N, estd contido no intervalo Iy = [ag, b1].
Pondo A = {ay,...,an,...} temos que A é limitado superiormente, j4 que cada b,, n € N, é uma cota superior
para A, logo, existe ¢ = sup A. Evidentemente, a,, < ¢, para todo n € N. Além disso, ¢ < b,, para todon € N,
pois os b, sao cotas superiores para A e ¢, sendo o sup 4, é a menor dessas cotas. Portanto, ¢ € I,,, seja qual
for n € N. |

Além das aplicagbes mostradas anteriormente, uma outra aplicacao bem interessante do teorema anterior
¢ o fato de que o conjunto R dos nimeros reais é ndo-enumerdvel (veja, [3]).
2.1 Sequéncias de Nimeros Reais

Conceitos centrais em andlise se referem a limites: limite de fungoes, derivadas, integrais, sequéncias de
fungoes, etc. Comegaremos pelo limite de uma sequéncia de nimeros reais, que sdo mais simples.

Definigao 3 Uma sequéncia de nimeros reais € uma fung¢ao z : N — R, que associa a cada nimero natural
n um numero real x,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Escreve-se (21,22,...,Zn,...) OU (Zn)neN, Ou simplesmente (z,,), para indicar a sequéncia cujo n-ésimo termo
é x,,.
Cuidado, a sequéncia (z,)ncn, € diferente do conjunto de seus termos {x1, z3,..., %, ...}. Por exemplo, a

sequéncia (z,)nen, dada por x, = 0, se n é fmpar, x,, = 1, se n é par, ndo é a mesma coisa que o conjunto
{0,1} de seus termos.

Exemplo 1: Seja a > 1 um nimero real. A sequéncia (a,a?,...,a",...) é claramente limitada inferiormente
(por a). Por outro lado, sendo a > 1 entdo existe d > 0 tal que a = 1 + d. Lembrando da desigualdade de
Bernoulli: em qualquer corpo ordenado K, sen € Nex > —1, entao (14+z)™ > 1+n-z (isso pode ser verificado
utilizando inducédo sobre n). Segue da desigualdade acima que (1 + d)™ > 1+ nd. A desigualdade é estrita
pois d > 0 > —1 também é uma desigualdade estrita. Assim, a™ > 1+ nd. Portanto, dado qualquer ¢ € R,
novamente o fato de N nao ser limitado superiormente, garante a existéncia de n € N tal que n > %’

isto é, 1 + nd > ¢. Logo, a™ > ¢, o que mostra que (a™) ndo é limitada superiormente.

Definigao 4 Dizemos que uma sequéncia (z,) converge para o nimero a ou tem limite a quando, para todo
e > 0, podemos sempre encontrar ng € N tal que n > ng = |z, —a| < e. Uma sequéncia se chama convergente
quando ela possui um limite, caso contrdrio, ela chama-se divergente.

Escreve-se entao a = limz,,, ou lim z, = a, ou lim z,, = a, ou =, — a.
n—00 neN

Em simbolos, podemos escrever

a=limz,.=.Ve>0,3IngeN;n>ng= |z, —al <e.



Cabem aqui algumas observagoes, ao dizermos “dado qualquer € > 07, fica subentendido que € pode ser
tao pequeno quanto se queira, ou seja, para valores muito grandes de n, os termos z,, tornam-se e mantém-se
tao proximos de a quanto se deseje.

Dito de outro modo, x,, — a significa que dado € > 0, z,, € (a — €,a + €) sempre que n > ngy para algum
ng € N, ou seja, fora do intervalo (a — ¢, a + €) estdo apenas um ntmero finito de termos da sequéncia z,,, a
saber os termos 1,2, ...,Tne—1, Tn,

Teorema 5 (Unicidade do limite) Se uma sequéncia tem um limite, entao esse limite € unico.

Prova: Seja uma sequéncia x,, de nimeros reais tal que lim z,, = a. Suponha que lim z,, = b. Por definicao,

3 €

existem ny,ne € N tais que n > ny = |z, —a| < 5 € |z, — b < 7 Tomando ng = max{ni,na} = ng <nj e
€ ¢

ng < ng, assim, |a —b| = la — b+ x,, — zp| = (@ — ) + (T, — 0)| < |2y, —a| + |2n + b] < 54—5 =¢. Como ¢

é arbitratiamente pequeno, fazendo ¢ — 0 concluimos que a = b. |

Quando retiramos algum (ou alguns) termos de uma sequéncia, obtemos o que se chama uma “sub-
sequéncia”’da sequéncia dada. Assim, a sequéncia de nimeros impares positivos é uma subsequéncia da
sequéncia de nimeros naturais, 0 mesmo ocorre com a sequéncia dos niimeros pares positivos, ou da sequéncia
dos nimeros primos, mais precisamente:

Defini¢ao 6 Dada uma sequéncia * = (Tn)nen, uma subsequéncia de x € a restri¢gio da func¢do x a um
subcongunto infinito N' = {ny <ng < --- < ny, <---} de N. Escreve-se &' = (&p)nen 0U (Tnyy. oy Tngy--.)
para designar a subsequéncia x’ = x|N.

Claro que uma subsequéncia de x é ela mesma na sequéncia.
Teorema 7 Se uma sequéncia (x,) converge para a, entdo qualquer subsequéncia de x,, converge para a.
Esse resultado é imediato, ja que
Tpn > a= VYe>0,3Ing €N talque n >ng =z, € (a —¢,a+¢),

em particular, todos os termos z,, , n; > ng, também pertencem ao intervalo (a+¢,a—e). Ou seja, liin T, =G
qualquer que seja a subsequéncia x,, de (x,).

O teorema anterior, apesar de simples, pode ser ttil para verificar que uma dada sequéncia nao é con-
vergente. Se uma sequéncia (x,) possui pelo menos duas subsequéncias com limites distintos, ela ndo pode
convergir. Outro fato imediato é o:

Teorema 8 Toda sequéncia convergente € limitada.

Prova: Seja (z,) uma sequéncia convergente e suponha lim z,, = a. Para todo £ > 0, existe um indice ng tal
quen >ng=a—¢c <z, <a+e. Isso quer dizer que a partir do indice n = ng + 1 a sequéncia é limitada
inferiormente por a — € e superiormente por a+¢. Seja L o menor e M o maior dos dos elementos do conjunto
finito

{z1,29,...,Zp,,a+e,a—c}.

Naturalmente, L < x,, < M, para todo n € N. Logo, (z,) ¢ limitada. [ ]

A reciproca desse resultado é claramente falsa. De fato, é imediato que a sequéncia (0,2,0,2,0,...) cujo
termo geral é z,, = 1 — (—1)"*! ¢ limitada mas nao é convergente, j4 que possui duas subsequéncias com
limites distintos.

Definicao 9 Uma sequéncia (x,) € dita crescente quando x, < x,4+1 para todo n € N. Se ocorrer x,, <
Tn41 para todo n € N, dizemos que (z,) € nao-decrescente. Analogamente, (x,) € chamada decrescente
e nao-crescente respectivamente quando T, > Tpi1 € T > Tpy1 para todo n € N. Sequéncias crescentes,
decrescentes, nao-crescentes e nao-decrescentes sao chamadas sequéncias mondtonas.

Suponha (x,) uma sequéncia ndo-decrescente e limitada. Claro que (z,) é limitada inferiormente por x;
e, desde que, (z,) é limitada, ela é limitada superiormente, o conjunto X = {x1,...,2,,...} dos valores de
x, é, portanto, limitado e, consequentemente, possui um supremo, digamos a.

Afirmagao: limx, = a.

De fato, dado ¢ > 0, pela definicdo de supremo, a — € ndao é cota superior de X. Assim, deve existir
no € N tal que a — ¢ < z, < a. Como (z,) é ndo-decrescente, x,, < z, para todo n > ng. Logo,
n>ng=a—¢e< Ty, <y, <a<a+e o que mostra que T, — a.

Aqui supomos (x,) nao-descrecente, mas é imediato ver que argumentos andlogos podem ser usados nos
demais casos de uma sequéncia mondétona. Isso prova o



Teorema 10 Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

O teorema a seguir, devido a Karl Weierstrassﬂ (1815 — 1897), pode ser obtido como consequéncia do
teorema no entando, devido a sua importancia, daremos a ele o destaque merecido.

Teorema 11 (Bolzano-Weiestrass) Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia
convergente.

Prova: Seja (z,) uma sequéncia limitada, digamos contida num intervalo fechado I tal que ¢(I) =1 (I é igual
a amplitude do intervalo I). Dividindo esse intervalo ao meio, obtemos outros dois intervalos fechados, cada

um de amplitude é Como (x,,) possui infinitos elementos algum dos intervalos anteriores possui infinitos
elementos de (x,) (ou ambos!). Seja I tal intervalo. Repetindo o argumento, obtemos um intervalo Io
de amplitude %,
sequéncia de intervalos limitados e fechados I,, de tal modoque Iy D Is D -+ I, D I,41 D -+ comc C (I,) =

contendo uma infinidade de elementos (x,). Prosseguindo indefinidamente, obtemos uma

on e, além disso, cada intervalo contém uma infinidade de elementos de (z,). Pelo principio dos intervalos
encaixados, teorema existe ¢ € I, para todo n =1,2,... Agora seja z,, um elemento de (x,) no intervalo
I, xp, no intervalo I, e assim sucessivamente, tomados um apds o outro, de modo que ny < ng ... Afirmamos

que a subsequéncia (x,, ) obtida converge para c¢. Com efeito, dado € > 0, seja ng € N tal que ¢(I,,) < ¢,

(tal escolha é possivel pois ¢ = (I,,) = o tende a 0 quando n tende a +00) de modo que I, C (¢ —g,¢c+¢€)

para m > ng. Portanto, para k > ng, ny > ng pois ny > k e, dai, z,, € (¢c—¢€,c+¢€) para todo k > ng o que
significa que a subsequéncia x,, converge para c. |

1 1
Exemplo 2: A sequéncia (z,) dada por z,, = —,n € N, é mondtona decrescente, poisn <n+ 1= p—— <
n n

— = Zpy1 < x, para todo n € N. Além disso, no exemplo apds a deﬁnigéo vimos que o conjunto
n

X = {1/n;n € N} é limitado inferiormente por 0 e, desde que — < 1 para todo n € N, temos que (x,) é
n

limitada. Pelo Teorema (z,,) é uma sequéncia limitada.
Finalmente, dado € > 0, o fato de N nao ser limitado superiormente garante que existe ng € N tal que

<

no

1 . 1 .
ng > —. Assim, n > ng = ‘ <e. . limz, =0.
€ n

Exemplo 3: Vamos analisar a sequéncia (a™) das poténcias de a € R.

Quando a = 0 ou 1 ela é constante, e, portanto, convergente. Quando a = —1, (a™) é dada por
(=1,+1,-1,+1,...) e, portanto, (a™) diverge, pois possui duas subsequéncias que convergem para limites
distintos (teorema . Quando a > 1, a sequéncia ¢ limitada (a < a® < a®> < ---), o mesmo ocorre quando
a < —1, logo ela é divergente em ambos os casos (teorema .

Agora suponha 0 < a < 1. Nesse caso, a sequéncia é limitada (entre 0 e 1), mondtona (decrescente). Pelo

teorema (a™) converge. Vamos provar que lima™ = 0. De fato, seja ¢ > 0. Observe que 1 > a = — > 1
a

1
e também — > — (basta multiplicar a desigualdade 1 > a por a em ambos os lados), isso nos diz que as
a a
1

- 1 . o . 1\"
poténcias de — formam uma sequéncia crescente limitada. Logo, existe ng € N tal que n > ng = () > -,
a a €

isto é, a™ < e. Logo, n > ng = |a™ — 0] = |a"| = a™ < &, 0 que confirma que lima™ = 0. Para finalizar,
quando —1 < a < 0, ainda se tem lim a”™ = 0. Basta observar que, nesse caso, 0 < |a|] < 1 e, pelo caso anterior,
0 = lim |a|™ = lim|a™| .. lima™ = 0. Aqui estamos utilizando o fato mais geral, limz,, = 0 < lim|z,| =0, o
que também nao é dificil de ser verificado a partir da definicao de limite.

Propridades operatérias do limite de uma sequéncia (soma, multiplicagao, divisdo, etc) sdo facilmente
verificadas como consequéncia do resultado a seguir.

Teorema 12 Se limz, =0 e (y,) € uma sequéncia limitada (convergente ou nao), entdo lim (x,y,) = 0.

Prova: Como (z,,) converge para o dado € > 0, existe ng € N tal que |z,| < %7 onde M é tal que |y,| < M,
para todo n € N, dado pela limitagéo de (y,). Assim,

€
e

30 conhecido teorema de Bolzano-Weierstrass foi formulado por Weiertrass originalmente como “todo subconjunto infinito
limitado de R possui algum ponto de acumulagio” argumentos andlogos ao que fizemos aqui, levam a prova desse teorema nessa
versao.

|Zn - Yn| = |Zn] - [yn] < M=e




sempre que n > ng. Logo, lim (z,y,) = 0. |
Se limz,, = a e limx,, = b, ndo é dificil mostrar que lim (z,, + y,) = a + b. Por outro lado, sendo
Ty Yn —a-b=x,(yn — b) + (z, — a)b.
Como (x,) é convergente, portanto, limitada. Segue do teorema anterior que

lim (z,yn — ab) =0,

ou seja, lim z,y, = ab, pois lim (y, —b) = 0 = lim (z,, — a). Se b # 0, o quociente <xn> é tratado de forma
Yn
parecida. Isso prova o:

Teorema 13 Se limz, = a e limy, = b entdo:
1. lim (z, £ yn) = a £ b;

2. lim (zy, - yn) = a-b;
Tn G

3. lim — = —, se b #0.
Yn b

1 1
Exemplo 4: Como —1 < sen(n) <1 elim — = 0, segue que lim (z,y,) = 0, onde z, = —,y, = sen(n)
n n

mesmo sem que (y,) seja convergente. E possivel dar exemplos em que (i,y,) diverge ou converge para um
valor nao nulo quando se tem lim z,, = 0 e (y,) ndo limitada.

2.2 Introducgao a Topologia da Reta

Para adquirirmos a ideia de proximidade, precisamos obter parametros que estao relacionados com essa
ideia, que sao as nogoes de limite e continuidade de uma fungao. Veremos nessa secao alguns dos conceitos
bésicos sobre a topologia de R que serao utilizadas nas secoes a seguir.

Defini¢ao 14 Dado um conjunto X C R, dizemos que o ponto a € interior a X quando existe um nimero
e > 0 tal que o intervalo aberto (a —e,a + €) estd contido em X. Chama-se o interior do conjunto X todos
0s pontos que sao interiores a X. Um conjunto A C R chama-se aberto quando todos os pontos de A sdo
interiores a A.

O interior do conjunto X representa-se pela notacao int. X. Assim, dizer que A C R é um conjunto aberto,
significa que A = int.A.

Exemplo 1: Todo ponto ¢ do intervalo aberto (a, b) é um ponto interior a (a,b), ou seja, um intervalo aberto
é um conjunto aberto. Os pontos a e b, extremos do intervalo fechado [a,b] ndo sdo interiores a [a, b], pois
dado qualquer € > 0 o intervalo de raio € centrado em a (ou em b) contém pontos fora do intervalo [a, b].
O interior do conjunto Q dos numeros racionais é vazio. De fato, basta imaginar que préximo de qualquer
nimero racional, digamos que ¢, existem pontos nao racionais, consequentemente qualquer intervalo centrado
em ¢ nao estard contido em Q. Do mesmo modo, int. (R — Q) = 0.

Exemplo 2: Seja A = (0,1)U(2,5). Entdo A é um subconjunto aberto da reta. Com efeito, para todo z € A
tem-se z € (0,1) ou z € (2,5). Em qualquer caso, existe um intervalo aberto que contém z e estd contido em
A. Esse fato serd generalizado no teorema [15|a seguir.

O limite de uma sequéncia pode ser reformulado em termos de conjuntos abertos: tem-se a = limx,, se e
somente se, para todo aberto A contendo a existe ng tal que n > ng = =z, € A.

Teorema 15 a) Se Ay e Az sdo conjuntos abertos entdo a intersecao Ay NAs € um conjunto aberto. Mais
geralmente, intersecdo finita de abertos € um aberto.

b) Se (Ax)aer € uma familia qualquer de conjuntos abertos, a reunidgo A = U Ay € um conjunto aberto.
el

Prova: a) Sejax € AjNAgentdo x € A e x € Ay. Logo existem €1, €5 > 0 tais que ¢ € (x —e1,x+¢e9) C Ag
exr € (x —eg,x+€2) C Az, Seja € = min. {e1,e2}. Entdo x € (z —e,24+¢) C (x —e1,x+€1) C Ay e
x € (x—¢e,x+e) C(x—egx+e2) C As e, portanto, x € (z —e,x +¢) C A; N Ay. Assim, todo ponto
x € A1 N Ay é interior e, cosequentemente, esta intersecao é um conjunto aberto. Para uma quantidade finita
basta usar indugao.

b) Seja © € A = UA,. Entéao existe A € L tal que z € Ay. Como A, é aberto, podemos obter um intervalo



(a,b) tal que x € (a,b) C Ax. Como Ay C A temos z € (a,b) C A. Logo, todo ponto = € A ¢ interior e, por
conseguinte, A é aberto. |

Exemplo 3: Embora por b) a reunido de uma infinidade de cojuntos abertos seja ainda aberta, a intersecdo de

um niimero infinito de abertos pode nao ser aberta. Por exemplo, se A; = (=1,1), Ay = (—1/2,1/2),..., A, =
(=1/n,1/n),...entdo A;NA2N---NA,N--- ={0}. Com efeito, se x # 0 entdo existe n € N tal que || > 1/n
logo x ¢ A, donde x ¢ A = m A,

neN

Defini¢ao 16 Diz-se que um ponto a € aderente ao conjunto X C R quando a € limite de alguma sequéncia
de pontos z, € X. O fecho do conjunto X, denotado por X, é o conjunto de todos os pontos aderentes a X.
Quando X = X dizemos que X € um conjunto fechado.

Evidentemente, todo ponto a € X é aderente a X, basta tomar a sequéncia constante z, = a. Além disso,
X CY = X CY. Tem-se também X C X para todo X.

Teorema 17 Um ponto a € aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhan¢a de a contém algum
ponto de X.

Prova: Seja a aderente a X. Entao a = limz,,, onde x,, € X para todo n € N. Segue da definicao do limite
de sequéncias que dada uma vizinhanga qualquer V' 3 a temos x,, € V para todo n suficientemente grande,
logo VN X # (. Reciprocamente, se toda vizinhanga de a contém pontos de X podemos escolher, em cada
intervalo (a — 1/n,a + 1/n),n € N, um ponto z,, € X. Entéo |z, — a|] < 1/n, logo limz,, = a e a é aderente
aX. |

Pelo teorema acima, a fim de que um ponto a ndo pertenca a X é necessario e suficiente que exista uma
vizinhanga V' de a tal que VN X = ().

Corolario 18 O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado.

Com efeito, se a é aderente a X entdo todo conjunto aberto A contendo a contém algum ponto b € X. A
¢ uma vizinhanga de b. Como b ¢é aderente a X, segue-se que A contém algum ponto de X. Logo qualquer
ponto a, aderente a X, é também aderente a X, isto é, a € X.

O resultado a seguir pode ser visto como uma maneira de “construir”’exemplos de conjuntos fechados.
Teorema 19 Um conjunto F' C R € fechado se, e somente se, seu complementar A =R — F ¢ aberto.

Prova: Seja FF C R um conjunto fechado, entao F' é igual ao seu fecho, dai, todos os pontos aderentes a F'
pertencem a F. Se a € A = R— F entdo nao pode ser um ponto aderente a F', segue do teorema [17] que existe
um intervalo aberto I tal que a € I ¢ I N F = (). Mas isso significa que a € I C A com I C aberto, ou seja, a
pertence ao interior de A. Sendo a € A um ponto genérico, concluimos que A = R — F é aberto. A reciproca

é analoga, basta observar que essas afirmagoes sao, na verdade, equivalentes. |
Exemplo 4: Todo conjunto finito F' = {x1,za,...,z,} é fechado. Para verificar isso, sem perda de genera-
lidade, vamos supor que z1 < xg < «-+ < Ty, assim, R — F = (—o0,z,) U (z1,22) U - -- U (z,,, +00), ou seja,

R — F' é aberto por ser uniao de abertos, consequentemente, F' deve ser fechado. Por motivo andlogo, Z é
fechado.

Exemplo 5: O fecho dos conjuntos Q e R — Q é a reta toda, logo, esses conjuntos nao sao fechados. No
exemplo 1 desta se¢do, vimos que esses conjuntos também néao sao fechados, ou seja, Q e R — QQ ndao sao nem
abertos e nem fechados. Analogamente, um intervalo do tipo [a,b) ou (a, b], ndo é nem aberto e nem fechado.

Exemplo 6: Os conjuntos R e () sao ao mesmo tempo fechados e abertos. R é fechado porque qualquer
de seus pontos é aderente, basta tomar a sequéncia constante igual ao préprio ponto, seu complemetar () é,
pontanto, aberto. R também é aberto, ja que dado qualquer a € R, o intervalo (a — €,a + €) estd contido em
R seja qual for o € > 0. Logo, seu complementar () deve ser fechado pelo Reciprocamente, se X C R é
ao mesmo tempo fechado e aberto, entdo X = @) ou X = R. Com efeito, nestas condigdes, X U (R — X) sao
ambos abertos. Como R = (—oo, +00) = X U (R — X), implica que X = () ou X = R.

Segue imediatamente dos teoremas [19] e [I5] que:

Teorema 20 a) Se Fy e Fy sao fechados entdo Fy U Fy € fechado.

b) Se (F)\)xer € uma familia qualquer de conjuntos fechados entao a interse¢ao F' = ﬂ Fy € um conjunto

AEL
fechado.



Exemplo 7: Seja X C R limitado, nao-vazio. Entao a = inf X e b = sup X sdo aderentes a X. Com efeito,
para todo n € N, podemos escolher z,, € X com a < x,, < a+1/n, logo a = limz,,. Analogamente, vé-se que
b=1limy,,y, € X. Em particular, a e b sdo aderentes a (a, b).

Definigao 21 Uma cisao de um conjunto X C R € uma decomposi¢io X = AU B tal que AN B=>0c¢e
AN B =0, isto €, nenhum ponto de A é aderente a B e nenhum ponto de B € aderente a A. (Em particular,
A e B sao disjuntos.) A decomposicao X U ) chama-se a cisdo trivial.

Exemplo 8: Se X = R — {0}, entdo X = Ry UR_ é uma cisdo. Dado um ndmero irracional a, sejam
A={zeQ;z<a}leB={{xeQ;z>a}. Adecomposicio Q = AU B é uma cisdo do conjunto Q dos
racionais. Por outro lado, se a < ¢ < b, entdo [a, b] = [a, ] U (¢, b] ndo é uma ciséo.

Teorema 22 Um intervalo da reta so admite a cisao trivial.

Prova: Suponha I = AUB com, ANB=0e ANB = (. Tomemos a € A,b € B, digamos com a < b,
logo [a,b] C I. Seja ¢ o ponto médio do intervalo [a,b]. Entdo ¢ € A ou ¢ € B poremos a1 = ¢,b; € B. Em
qualquer caso, obteremos um intervalo [a1,b1] C [a,b], com by —a; = (b—a)/2 e a; € A, by € B. Por sua vez,
o ponto médio de [ay, b1] o decompde em dois intervalos fechados justapostos de comprimento (b — a)/4. Um
desses intervalos, que chamaremos [ag, bo], tem as € A e by € B. Prosseguindo analogamente, obteremos uma
sequéncia de intervalos encaixados [a,b] D [a1,b1] D -+ D [ap,by] D --+ com b, —a, = (b—a)/2",a, € A
e b, € B para todo n € N. Pelo teorema [2] existe d € R tal que a,, < d < b, para todo n € N. O ponto
d € I = AU B nao pode estar em A pois d = limb, € B e o fecho de B ndo tem intersecio com A, nem em
B pois d = lima,, € A e o fecho de A nio tem intersecio com B. Absurdo, e esse absurdo veio de supor que
I = AU B era uma cisao nao trivial. |

Definigao 23 Diz-se que a € R ¢ ponto de acumulagao do conjunto X C R quando para todo € > 0 tem-se
(a—e,a+¢e)N (X —{a}) #0. Ou seja, quando toda vizinhanga de a contém algum ponto de X diferente do
Proprio a.

Indica-se com X' o conjunto dos pontos de acumulagido de X. Portanto, a € X’ & a € X — {a}. Seae X
nao é ponto de acumulagao de X, diz-se que a é um ponto isolado de X. Isto significa que existe € > 0 tal
que a é o tnico ponto de X no intervalo (a — €,a + ). Quando todos os pontos do conjunto X séo isolados,
X chama-se um conjunto discreto.

123 n
231l
seu Unico ponto de acumulagao é o ntimero 1. Considerando o intervalo (a,b), temos que todos os pontos do
intervalo sao seus pontos de acumulagao e também os extremos a e b.

Exemplo 9: O conjunto A = { é discreto, pois seus pontos sao todos isolados, e

Teorema 24 Dados X C R e a € R, as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:
1. a € um ponto de acumulacdo de X ;
2. a € limite de uma sequéncia de pontos x, € X — {a};

3. Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Prova: Se a € X' entdao para todo n € N podemos achar um ponto z, € X,z, # a, na vizinhanca
(a —1/n,a + 1/n) e, desse modo, limz, = a, o que prova (2). Por outro lado, supondo (2), entdo, para
qualquer ng € N, o conjunto {z,;n > no} é infinito porque do contrério existiria um termo z,, que se
repetiria infinitas vezes e isto forneceria uma sequéncia constante com limite x,,, # a. A afirmagdo (3) segue
entdo da defini¢do de limite. Finalmente, a implicagao (3) = (1) é 6bvia. |

Exemplo 10: Se X é finito entdao X’ = () (conjunto finito ndo tem ponto de acumulagdo). Z é infinito mas
todos os pontos de Z séo isolados. Q' = R. Se X = (a,b) entdo X’ = [a,b]. Se X = {1,1/2,...,1/n,...}
entdo X' = {0}, isto é, 0 é o unico ponto de acumulagido de X. Note que todos os pontos deste conjunto X
sao isolados (X é discreto).

Definigao 25 Chama-se cobertura de um conjunto X a uma familia C' de conjuntos Cy cuja reunido contém
X. Quando do todos os conjuntos C) sao abertos, diz-se que C' € uma cobertura aberta. Quando L =
{1,y An} € um congunto finito, diz-se que X C Cx, U---UC), € uma cobertura finita. Se L’ C L € tal
que ainda se tem X C Uy ¢, Cn, diz-se que C" = (Cx/)xers € uma subcobertura de C.



Exemplo 11: Os intervalos A,, = (1/n,2), n € N, constituem uma cobertura aberta do conjunto X = (0, 1]

pois (0,1] C ﬂ A,, Entretanto, esta cobertura ndo possui subcobertura finita pois, como A; C As C A3 C

neN
-+ A, C---, toda reunido finita de conjuntos A, é igual aquele de maior indice, logo néo contém (0, 1].

O Teorema de Borel-Lebesgue a seguir é utilizado para caracterizar subconjuntos compactos. Nele, mais
uma vez, vemos a importancia do Principio dos Intervalos Encaixados.

Teorema 26 (Borel-Lebesgue) Toda cobertura aberta de um intervalo limitado e fechado [a,b] C R admite
uma subcobertura finita.

Prova: Tomemos uma cobertura aberta [a,b] C U Ay do intervalo compacto [a,b]. Suponhamos, por

AEL
absurdo, que C' = (A))xer ndo admita subcobertura finita. O ponto médio do intervalo [a, b] o decompde em

dois intervalos de comprimento (b — a)/2. Pelo menos um destes intervalos, o qual chamaremos [a,b1], néo
pode ser coberto por um nimero finito de conjuntos Ay. Por bissecdes sucessivas obteremos uma sequéncia
decrescente [a,b] D [a1,b1] D [ag,b2] D -+ D [an,bn] D --- de intervalos tais que b, —a, = (b —a)/2" e
nenhum [a,,b,] pode estar contido numa reunifo finita dos abertos Ay. Pelo Teorema [2| existe um nimero
real ¢ que pertence a todos os intervalos [a,, b,]. Em particular, ¢ € [a,b]. Pela definigdo de cobertura, existe
A € L tal que ¢ € Ay Como A) é aberto, temos [c — &,¢ + €] C Ay para um certo € > 0. Tomando n € N tal
que (b—a)/2™ < e temos entao ¢ € [an,by] C [c —e,c+¢], donde [an, b,] C Ay, logo [an, by] pode ser coberto
por apenas um dos conjuntos Ay. Contradigao. |

Teorema 27 As sequintes afirmagdes a respeito de um conjunto K C R sao equivalentes:
1. K € limitado e fechado;
2. Toda cobertura aberta de K possui subcobertura finita;
3. todo subconjunto infinito de K possui ponto de acumulacdo pertencente a K;

4. toda sequéncia de pontos de K possui uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Prova: O Teorema de Borel-Lebesgue nos dé (1) = (2). Na verdade, o teorema de Borel-Lebesgue foi provado
aqui apenas para um intervalo do tipo [a,b], mas é imediato generalizar para um subconjunto F' limitado e
fechado da reta, basta usar o fato que F' fechado implica R — F' aberto, F' limitado implica que F' contido
em algum intervalo limitado e fechado. Para provar que (2) = (3), seja X C K, e suponha que X nao tenha
ponto de acumulagao em K, para cada = € K podemos achar um intervalo aberto I, de centro = que nao
contém ponto algum de X — {x}. Em outras palavras, temos I, N X = {z} sexz € X e [, N X = 0 se

x ¢ X. Isto nos fornece uma cobertura aberta K C U 1., da qual podemos extrair uma subcobertura finita

zeX
K clI,, U---Ul,, . Em particular, esta reuniao finita contém X. Ora, para cada € X, o tnico intervalo da

cobertura original que continha x era o préprio I,. Segue-se que, para cada z € X o intervalo I, comparece
na colegdo I,,..., I, . Logo, X é finito. Assim, quando se supoe que K cumpre a condigdo (2), os dnicos
subconjuntos de K que nao possuem ponto de acumulagdo em K sdo os finitos. Segue-se que (2) = (3).

Mostremos agora que (3) = (4). Dada uma sequéncia de pontos x,, € K hd duas possibilidades: ou
o conjunto X = {x1,x2,...,2Zy,...} é finito ou infinito. No primeiro caso, algum valor z,, = z,, = ---
deve repetir-se uma infinidade de vezes, o que nos d4 uma subsequéncia constante (e, portanto, convergente)
de (z,). No segundo caso, a hipétese (3) nos dd ¢ € K, um ponto de acumulagdo de X. Todo intervalo
aberto (a — &,a + £) contém uma infinidade de pontos de X e, portanto, contém os termos x,, com indices
arbitrariamente grandes.

Finalmente, mostraremos que (4) = (1). De fato, se K fosse ilimitado (digamos superiormente), to-
mariamos z; € K e veriamos que existiria zo € K tal que zo > x1 + 1. Prosseguindo analogamente,
obteriamos uma sequéncia de pontos z,, € K com z,4+1 > x, + 1. Toda subsequéncia de z,, seria ilimitada e,
portanto, nao-convergente. Por outro lado, se K nao fosse fechado, existiria uma sequéncia de pontos z,, € K
com limz, =z ¢ K. Qualquer subsequéncia de (x,) convergiria para x, portanto estaria violada a condigdo
(4). Isto conclui a demonstragao. n

Definigao 28 Diremos que um subconjunto K C R é compacto quando cumpre uma das (e portanto todas
as) condig¢oes do Teorema .



Por exemplo, um intervalo [a,b] o conjunto {0,1,1/2,...,1/n,...} sdo compactos. Todo conjunto finito é
compacto. A reta R, o conjunto Q dos racionais, QN [0,1] e Z ndo sdo compactos. Por outro lado, (a,b) é
limitado mas nao é fechado, logo nao é compacto. Também Z nao é compacto pois ¢ ilimitado, embora seja
fechado (seu complementar R — Z é a reunido dos intervalos abertos (n,n + 1),n € Z, logo é um conjunto
aberto).

Observag¢do. Se X C R é compacto entdo, a = inf X e b = sup X pertencem a X. Assim, todo conjunto
compacto contém um elemento minimo e um elemento maximo. Ou seja, X compacto = existem xg,zr; € X
tais que zg < = < x; para todo x € X. Quando falarmos sobre fungoes continuas, veremos que esse é
precisamente o conteido do Teorema de Weierstrass (objetivo principal deste trabalho). Noutros termos,
veremos que X compacto e f continua em X implicam f(X) compacto, consequentemente, devem existir zg
e x1 em X tais que f(zg) < f(x) < f(x1) para todo z € X.

Alguns comentarios sobre compacidade. Como vimos, na reta, uma cobertura aberta de um subconjunto
K admite uma subcobertura finita se, e somente se, K é limitado e fechado. Nada hé de especial no fato de
termos n = 1. Mais geralmente, em qualquer R", mais ainda, em espagos métricos (a grosso modo, um espago
métrico é qualquer conjunto nao vazio munido de uma métrica e satisfazendo algumas condigdes) mais gerais
essa equivaléncia continua vélida. H4, no entanto, lugares (por “lugares” entenda-se certos espacos topoldgicos)
onde uma cobertura aberta de um subconjunto limitado e fechado pode nao admitir uma subcobertura finita.
Nesses espagos a compacidade de acordo com o item 2 do teorema [27]| se mostra mais 1til. Por exemplo, em
espacos de Hilbert, estudados em andlise funcional, ndo é verdade que uma equivaléncia (1) < (2) anéloga a
do teorema (Veja as reférencias [0] e [6]).

2.3 Limites

Em vez de sequéncias, como visto na secao 2.1, trataremos agora de funcoes reais, mais especificamente,
de limites numa forma geral.

Definigao 29 Seja f : X — R wma fungdo com valores reais, definida num subconjunto X C R. Seja a € R
um ponto de acumulagdo de X. Diremos que o numero real L é o limite de f(x) quando x tende para a, e
escrevemos

lim f(z) =L,

r—ra
para significar o sequinte: para cada numero real € > 0, dado arbitrariamente, podemos encontrar § > 0 de
modo que se tenha |f(x) — L| < e sempre que x € X e 0 < |z —al < 4.

Simbolicamente:

lim f(z) =L.=.Ve>0,3>0;z2€ X,0< |z —a|<d=|f(z) - L| <e.

r—ra
Informalmente: lim f(z) = L significa que temos um f(x) que pode se tornar tao préoximo de L quanto
Tr—a

se queira, desde que se tome z € X suficientemente préximo, porém diferente, de a.

A restricao 0 < |z — a| significa que x # a. Assim, quando falamos de limite, é de suma importancia que
tenhamos um a que seja um ponto de acumulagao do dominio da funcao mas nao é de grande relevancia que a
pertenca ou nao a X, ou seja, que f esteja ou nao definida no ponto a. Num dos exemplos mais importantes
de limite, a saber, a derivada, estuda-se lim ¢(z), onde a fungéo g(z) = [f(z) — f(a)]/(z —a) ndo estd definida
para z = a. e

Na verdade, se a ¢ X’ é possivel provar que todo nimero real L seria limite de f(z) quando x tende para
al

Em termos de sequéncias, o limite de uma funcao se traduz em:

Teorema 30 Sejam f: X >R ea € X'. A fim de que seja lim f(x) = L € necessdrio e suficiente que, para
Tr—ra

toda sequéncia de pontos x, € X — {a} com limz, = a, tenha-se lim f(x,) = L.

Prova: Suponhamos, primeiro, que lim f(z) = L e que se tem uma sequéncia de pontos z,, € X — {a} com
r—a

limz, = a. Dado arbitrariamente ¢ > 0, existe § > 0 tal que z € X,0 < |z —a| < § = |f(z) — L] < e.
Existe também ng € N tal que n > ng = 0 < |z, — a|] < ¢ (pois z,, # a para todo n). Por conseguinte,
n > ng = |f(x,) — L| < e. Reciprocamente, suponhamos que z,, € X — {a} e lim z, = a impliquem
lim f(z,) = L e provemos que se tem }1_1}}1 f(zn) = L.

Com efeito, negar esta igualdade implicaria em afirmar a existéncia de um nimero £ > 0 com a seguinte
propriedade: qualquer que seja n € N podemos achar x,, € X tal que 0 < |z, —a| < 1/n mas |f(z,) — L| > ¢.
Entao terfamos z, € X — {a},limz,, = a sem que fosse lim f(z,) = L. Esta contradigdo completa a prova. l



De posse do teorema segue imediatamente da unicidade e das propriedades operatoérias do limite de
uma sequéncia dadas respectivamente nos teoremas | e a unicidade do limite de uma funcao num ponto
assim como as propriedades operatorias do limite dadas nos corolarios a seguir.

Corolério 31 (Unicidade do limite) Sejam f: X - R ea € X'. Se lim f(z) =L e lim f(z) = M entao

r—a Tr—ra
L=M.
Corolario 32 (Operagées com limites) Sejam f,g: X = R,a € X', com li_r>n flxy=1Le 1i_r>n glx)y =M
x a x a
L
entao ;grz[f(x) tyg(z) =L+ M; ;%[f(x) cglx)) =L-M ilg}lg((g = 3 %€ M # 0. Além disso, se

lim f(xz) =0 e g é limitada numa vizinhanga de a, tem-se lim [f(z) - g(z)] = 0.
z—a z—a

Exemplos:
1. Seja f : R — {0} — R definida por f(z) = + é—‘ (isto significa: f(x) =ax+1sex>0e f(z)=x—1 se
-1
2 < 0.) Entéao lim f(z) néo existe, pois lim f() =—1.
Tr—ra n—roo n

2. Um dos exemplos mais populares de uma fungéo sem limite é dado por f : R — {0} — R, onde f(z) =

2
vale x,, — 0 e lim f(x,) = 1. Na realidade, para todo ntimero ¢ € [—1, +1], podemos obter uma sequéncia de
pontos z,, # 0, com z,, — 0 e f(z,) = ¢ para todo n. Basta tomar um nimero b tal que senb = ¢ e por z,, =

. _
sen (1/z). Tomando-se x, = —, temos x,, — 0 e lim f(x,) = 0. Por outro lado, para z,, = (27177 + ﬂ-) ,
nm

1
(b+2nm)~1. Assim, ndo existe limsen (1/x). Mas esta funcio é limitada. Logo vale lirr%) g(x)-sen () = 0 para
T—r T

toda fungéo g : R — {0} — R tal que lir% g(z) = 0. Em particular, para todo n € N, temos limz" - sen— = 0.
xT—r X

2.4 Continuidade

Chegamos ao apice do nosso trabalho. A ideia de funcao continua é o tema central da Topologia. Nossa
intengao aqui é apresentar a continuidade de uma fungao e estabelecer fatos e conceitos topoldgicos que
poderao ser utilizados em estudos mais aprofundados, longe, claro, de esgotar o assunto.

Uma funcdo f : X — R diz-se continua no ponto a € X quando é possivel tornar f(x) arbitrariamente
préximo de f(a), desde que se tome z suficientemente préximo de a.

Em termos mais precisos:

Defini¢ao 33 Diremos que uma fungao f : X — R, definida no conjunto X C R, é continua no ponto a € X
quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que v € X e |z — a| < & impliquem
|f(z) — f(a)| < e. Dizse que f : X — R é uma funcdo continua em X quando f é continua em todos os
pontos a € X.

Em simbolos, f continua no ponto a significa:

Ve>03>0;z€ X, |z —a|l<d=|f(x)— fla)] <e.

Chama-se descontinua no ponto a € X uma funcao f : X — R que nao é continua nesse ponto. Isto quer
dizer que existe € > 0 com a seguinte propriedade: para todo § > 0 pode-se achar x5 € X tal que |z5 —a| < ¢

e |f(zs) — fla) = e

Iremos destacar agora algumas observagoes a respeito da continuidade de uma funcgao:
1. Ao contrario da definicdo de limite, s6 faz sentido indagar se f é continua no ponto a quando a € X;

2. Se a é um ponto isolado de X, entdo toda funcdo f : X — R é continua no ponto a. (Dado qualquer
e > 0, basta tomar ¢ > 0 tal que (a —d,a+)NX = {a}. Entdo |z —a| < § com z € X implica z = a e,
portanto, |f(z) — f(a)] = 0 < e.) Em particular, se todos os pontos de X séo isolados, entdo qualquer
funcao f : X — R é continua; logo, toda sequéncia é uma fungao continua, j4 que seu dominio N é um
conjunto discreto.

3. Seja agora a € X um ponto de acumulacao de X. Entao f : X — R é continua no ponto a se, e somente
se, lim f(x) = f(a). Isto reduz essencialmente a noc¢ao de funcao continua & de limite. Reciprocamente,
r—a
poderfamos definir lim f(x) = L pela condigdo de ser continua no ponto a a fungao g : X U {a} — R,
r—a

onde g(a) =L e g(;v) = f(z) para z € X — {a};
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Exemplo 1: Todo polinémio p : R — R é uma fungéo continua. Toda fungéo racional p(z)/g(x) (quociente
de dois polinémios) é continua no seu dominio, o qual é o conjunto dos pontos x tais que ¢(x) # 0. A fungéo
f: R — R, definida por f(z) = sen(1/x) se z # 0 e f(0) = 0, é descontinua no ponto 0 e é continua nos
demais pontos da reta. A funcdo g : R — R, dada por g(z) = = -sen (1/z) se  # 0 e g(0) = 0, é continua
em toda a reta. A fungdo ¢ : R — R, definida por ¢ = 0 para z racional e p(x) = 1 para z irracional,
é descontinua em todos os pontos da reta porém suas restrices a Q e a R — Q s@o continuas porque sao
constantes. Se definirmos ¢ : R — R pondo ¢(z) = - ¢(x) veremos que 1 é continua apenas no ponto x = 0.

Apresentaremos agora algumas propriedades elementares decorrentes da definicdo de continuidade.
O Teorema da Conservagdo do Sinal a seguir serd utilizado no Teorema do Valor Intermedidrio.

Teorema 34 Sejam f,g : X — R continuas no ponto a € X com f(a) < g(a). FErxiste 6 > 0 tal que
f(@) < g(x) para todo x € X N (a —d,a+ ).

Prova: Tomemos ¢ = [g(a) + f(a)]/2 e e =g(a) —c=c— f(a). Entao e > 0 e f(a) +e = gla) — e = c.
Pela definicao de continuidade, existem 6; > 0 e dz > O taisque z € X, |z —a| < 61 = f(a) —e < f(z) <ce
z€X,|r—a|l <d=c<g(x)<gla)+e. Seja § o menor dos nimeros §; e dy. Entdao v € X, |z —a| < § =
f(z) < ¢ < g(x) o que prova o teorema. [ |

Corolario 35 Seja f : X — R continua no ponto a € X. Se f(a) # 0, existe § > 0 tal que, para todo
zeXN(a—46da+59), f(x) tem o mesmo sinal de f(a).

Corolério 36 Dadas f,g: X — R continuas, sejamY = {z € X; f(x) <g(z)} e Z={x € X, f(x) < g(z)}
Ezistem A C R aberto e FF C R fechado tais que Y = XN A e Z =XNF. Em particular, se X € aberto
entdo Y € aberto e se X € fechado entdo Z € fechado.

Com efeito, pelo teorema para cada y € Y existe um intervalo aberto I,, de centro y, tal que {y} -

X NI, CY. Dai resulta U{y} C U (XNI,)CY,ouseja, Y C XN(J,yIy) CY. Pondo A=
yey yey

o teorema [15]| assegura que A é um conjunto aberto. Além disso, Y C X N A C Y concluimos que Y = X N A.

Quanto ao conjunto Z, temos Z = X —{x € X; g(z) < f(x)}. Pelo que acabamos de ver, existe B C R aberto

tal que Z = X — (X N B) = X N (R — B). Pelo teorema[19] F =R — B é fechado, portanto Z = X N F como

se pretendia mostrar.

yey er

Teorema 37 A fim de que a funcdo f: X — R seja continua no ponto a € necessdrio e suficiente que, para
toda sequéncia de pontos x, € X com limz, = a, se tenha lim f(z,) = f(a).

A demonstragao segue exatamente as mesmas linhas do teorema por isso é omitida.

Corolario 38 Se f;g : X — R sdo continuas no ponto a € X entdo sdo continuas nesse mesmo ponto as
fungoes f+g, f-g: X = R, bem como a fun¢ao f/g, caso seja g(a) # 0.

O dominio da fun¢ao f/g, bem entendido, é o subconjunto de X formado pelos pontos z tais que g(z) # 0.
Existe § > 0 tal que X N (a — d,a + J) estd contido nesse dominio.
A composta de duas fungdes continuas é continua, mais precisamente:

Teorema 39 Sejam f : X — R continua no ponto a € X,g9 :' Y — R continua no ponto b = f(a) € Y e
() C 'Y, de modo que a composta go f € continua no ponto a. (A composta de duas fungdes continuas é
continua.)

Prova: Dado ¢ > 0 existe, pela continuidade de g no ponto b, um nimero n > 0 tal que y € Y, |y — b| < n
implicam |g(y) — g(b)| < e. Por sua vez, a continuidade de f no ponto a assegura que existe § > 0 tal que
x € X, |r — a] < ¢ implicam |f(z) — b] < n. Consequentemente, x € X N (a —d,a +08) = |g(f(z)) — g(b)| =
|(go f)(x) — (go f)(a)] <&, o que prova o teorema.

Passaremos a analisar a continuidade de uma func¢ao num intervalo da reta. Inicialmente, veremos que
uma fungao continua nao pode passar de um valor a outro sem passar por todos os valores intermedidrios,
como sugere o:

Teorema 40 (Teorema do valor intermedidrio) Seja f : [a,b] = R continua. Se f(a) < d < f(b) entdo
eziste ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

Prova: Consideremos os conjuntos A = {z € [a,b]; f(z) < d} e B = {z € [a,b]; f(x) > d}. Pelo Corolario
l A e B sao fechados, i.e., A=A e B = B, por conseguinte, ANB = AN B = AN B. Além disso, é claro
que se tem f(c) = d para qualquer c€ AN B = {x € [a,b]; f(x) = d}. Se, entretanto, fosse AN B = ) entdo
[a,b] = AU B seria uma cisao nao trivial, o que contradiz o teorema Logo, deve ser AN B # () e o teorema
esta provado. |
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Corolério 41 Se I C R é um intervalo e f : I — R ¢é continua entdo f(I) € um intervalo.

Isto é ébvio se f é constante. Caso contrario, sejam o = inf f(I) = inf {f(z);x € I} e 8 =sup f(I') =
sup{f(x);z € I}. Se f(I) for limitado, tomaremos @ = —o0 e/ou § = +oo. Para provar que f(I) é um
intervalo (aberto, fechado ou semiaberto) cujos extremos sdo « e 8, tomemos d tal que a < d < . Pelas
definigoes de inf e sup, existem a,b € I tais que a < f(a) < d < f(b) < . Pelo teorema [40| existe ¢ € [a, b],
logo ¢ € I, tal que f(c) = d. Assim d € f(I). Isto prova que que (o, 8) C f(I). Como « é o inf e 3 é o sup
de f(I), nenhum numero real menor do que « ou maior do que 8 pode estar em f(I). Portanto, f(I) é um
intervalo cujos extremos sao a e 3.

Observagao: Se I = [a,b] é um intervalo compacto entao f(I) é também um intervalo compacto, pelo teorema
a seguir. Mas se I nao é fechado ou limitado, f(I) pode nao ser do mesmo tipo que I. Por exemplo, seja
f:R — R dada por f(z) = senz. Tomando sucessivamente os intervalos abertos Iy = (0,7),Io = (0,7/2) e
I3 = (0,7) temos f(I1) =[-1,1], f(I2) = (0,1) e f(I3) = (0, 1].

O Teorema do Valor Intermediario possui diversas aplicagoes, vejamos aqui duas das mais conhecidas.

Exemplo 2: Seja p: R — R, p(z) = ap2™ + an_12" 1 + -+ + a1z + ap polindmio real de grau fmpar (isto é,
a; €R,i=0,...,n com a, # 0 en impar). Afirmamos que p possui uma raiz real, ou seja, existe ¢ € R tal
que p(c) = 0. Para fixar as ideias, suponhamos a,, > 0. Entdo podemos escrever p(z) = a,, - 2™ - r(z), onde

ap—1 1 a 1 a 1
re) =1+—22. — 4. 4 L. n_1+70.7
an T an T an  Tn
. . _ . o . . ny
Evidentemente, lll)rinoor(ﬂc) = 1. Como xgrfoo(anx ) = 400 e (por ser n {mpar) wgr}rloo(anx ) = —oo0,
concluimos que lim p(x) = 400 e lim p(z) = —oo. Tomando, I = R no coroldrio vemos que p(R) é
T—+00 T—+00

ilimitado nos dois sentidos. Portanto p(R) = R. Assim, p : R — R é sobrejetiva. Em particular, existe ¢ € R
tal que p(c) = 0.

Exemplo 3: Seja y > 0 um ndmero real. Dado n € N, consideremos a fungéo f : [0,4+00) — [0,400),
definida por f(z) = z™. Evidentemente, f é continua. Logo sua imagem é um intervalo. Como f(0) =0 e
lim, 400 f(z) = +00, tal intervalo é [0, +00) isto é, f é sobrejetiva. Assim sendo, para todo y > 0, existe
x > 0 tal que ™ = y. Além disso, f é crescente e, portanto, injetiva. Concluimos que f é uma bijegdo. Dado
y > 0, o ntimero x > 0 tal que " = y ¢ tnico e se escreve /Y.

Esse exemplo mostra a existéncia da raiz n-ésima de um numero real qualquer y > 0.

Muitos problemas em matematica e nas suas aplicagoes consistem em procurar pontos de um conjunto X
nos quais uma certa fungao real f : X — R assume seu valor méximo ou seu valor minimo. Antes de tentar
resolver um desses problemas, é necessario saber se realmente tais pontos existem. Para comegar, a fungao f
pode ser limitada superiormente (e entdo nao possui valor maximo) ou inferiormente (no terd valor minimo).
Entretanto, mesmo limitada, f pode nao assumir valor maximo em X, ou minimo, ou nenhum dos dois.

Exemplo 4: Sejam X = (0,1) e f : X — R dada por f(z) = z. Entao f(X) = (0, 1) logo, para todo x € X
existem 2’ e 2”7 € X com f(z') < f(x) < f(2"). Isto significa que, para nenhum = € X, o valor f(z) é o
maior nem o menor que f assume em X. Noutro exemplo, podemos tomar g : R — R, g(x) = 1/(1 + 2?).
Temos 0 < g(z) < 1 para todo € R. Como ¢(0) = 1, vemos que ¢(0) é o valor maximo de g(z) para todo
x € R. Mas nao existe z € R tal que g(z) seja o menor valor de g. Com efeito, se > 0 basta tomar 2’ > z
para ter g(z') < g(x). E se x < 0, toma-se z’ < x e se tem novamente g(z’) < g(x).

Observe que nesses exemplos o dominio de cada uma das fungoes f e g nao sdo conjuntos compactos, por
isso nao conseguimos obter valores maximos ou minimos para essas fungdes em pontos de seus dominios.
Chegamos agora ao principal resultado do nosso trabalho, ele serda consequéncia do teorema a seguir:

Teorema 42 A imagem f(X) de um conjunto compacto X C R por uma fung¢ao continua f : X — R € um
conjunto compacto.

Prova: De acordo com a condigdo (4) do teorema devemos provar que toda sequéncia de pontos y, € f(X)

possui uma subsequéncia que converge para algum ponto em f(X). Ora, para cada n € N temos y, = f(z,),

com z, € X Como X é compacto, a sequéncia (x,) possui uma subsequéncia (z,),en/, que converge para um

ponto a € X. Sendo f continua no ponto a, de lielg &, = a concluimos que, pondo b = f(a) temos b € f(X)
n !

e, além disso, HIII\III Yn = liIINl f(zn) = f(a) = b, como querfamos demonstrar. ]
ne neN’

O teorema a seguir assegura a existéncia de valores méaximos e minimos de uma fungao continua quando
seu dominio é compacto.
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Teorema 43 (Weierstrass) Toda fun¢do continua f : X — R definida num compacto X € limitada e atinge
seus extremos (isto é, existem x1,x9 € X tais que f(x1) < f(x) < f(x2) para todo x € X ).

Com efeito, como X é compacto, o teorema anterior garante que f(X), é compacto. Pelo teorema
f(X) é limitado e fechado. Logo sup f(z) € f(X) e inf f(z)inf(X) (veja a observagdo feita apds esse
mesmo resultado). Portanto existem x1,z2 € X tais que inf f(X) = f(z1) e sup f(X) = f(z2). Assim,
inf f(X) = f(z1) < f(x) <sup f(X) = f(x2) com z1,25 € X. O

Exemplo 5: A fungdo f : (0,1] — R definida por f(z) = 1/, é continua porém néo é limitada. Isto se dd
porque seu dominio (0, 1] nao é compacto.

Exemplo 6: Dado um ponto ¢ € R e um subconjunto fechado nao-vazio F' C R, existe um ponto xg € F
tal que |a — xg| < |a — x| para todo z € F. (O ponto zy é o ponto de F mais préximo de a.) Para ver
isto, basta considerar, um intervalo fechado [a — n,a 4 n] suficientemente grande de forma que a intersecao
K = [a — n,a + n] N F seja ndo-vazia. K é limitado e fechado, donde compacto. Consideremos a fungao
continua f : K — R, definida por f(z) = |x — a|. Pelo teorema de Weierstrass, f atinge seu valor minimo
num ponto zo € K. Para todos os pontos & € F tem-se |zg — a| < |z — a| porque os pontos de F' que néo
pertencem a K situam-se fora do intervalo [a —n,a + n] e, portanto, estao mais longe de a do que o ponto
xo. Note que se F nao fosse fechado, poderiamos tomar a € F — F, logo o infimo da funcdo f seria zero, ndo
atingido em ponto algum x € F. Portanto, quando F' nao é fechado, pode-se sempre achar um ponto a, do
qual nenhum ponto de F' é o mais proximo.

Exemplo 7: Seja f : [a,b] — [a,b] uma fungao continua em [a,b]. Vamos mostrar que existe ¢ € [a, b] tal que
f(c) =c. Se f(a) =a ou f(b) = b, ndo hé o que fazer. Suponhamos entdo, f(a) # a e f(b) # b. Pelo teorema
f([a,b]) é compacto, logo, ndo pode ocorrer f(a) < a e f(b) > b. Assim, devemos ter f(a) > a e f(b) <b.

Defina h : [a, b] — [a,b] pondo h(z) = z — f(z). Claro que h é continua em [a, b] pois é a diferenca de duas
fungoes continuas. Observe ainda que h(a) = a— f(a) < 0 e h(b) = f(b) > 0. Ou seja, h(a) < 0 < h(b) com h
continua. Segue do teorema [40] que existe ¢ € (a,b) tal que h(c) = 0 e, consequentemente, ¢ — f(c) = h(c) = 0.
Logo, f(c) =c.

O ponto ¢ do exemplo acima é chamado de ponto fizo da fungao f.

O resultado do exemplo 7 é conhecido como Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, ele continua valido em
dimensoes maiores e é uma poderosa ferramente da andlise matematica. E possivel provar, por exemplo, a
existéncia de solugoes de equagoes diferenciais ordinarias via Teorema do Ponto Fixo em espacgos métricos
mais gerais

Esse Resultado, teorema [43] tem importantes aplicagoes quando estudamos a derivada de uma funcao
num ponto. No entanto, para apresentéd-las aqui precisariamos definir a derivada de uma funcao, estudar suas
propriedades mais imediatas (pelo menos) para entdo termos bagagem para enunciar os resultados. Convém
citar alguns resultados decorrentes do teorema

1. Teorema do valor intermedidrio para a derivada.
Devido a Darbouxﬂ esse resultado diz que a derivada de uma fungao, mesmo se for descontinua, cumpre
a condigao do teorema [40]

2. Teorema de Rolleﬂ: Seja f : [a,b] — R continua, tal que f(a) = f(b). Se f é derivivel em (a,b) entdo
existe um ponto ¢ € (a,b) onde f'(c) = 0.

3. Teorema do Valor Médio, de Lagmngfﬂ Seja f : [a,b] — R continua. Se f é derivével em (a,b), existe
¢ € (a,b), tal que
f(b) — f(a)

7o) = 20—

O Teorema do Valor Médio segue do Teorema de Rolle, que segue do Teorema de Weierstrass. Logo
“Weirstrass = Lagrange”. Segue ainda do Valor Médio a Férmula de Taylor tanto infinitesimal como com
resto de lagrange. Esta, por sua vez, tem aplicagoes em fungoes convexas, mdximos e minimos.

4Jean-Gaston Darboux Nimes (1842 - 1917) foi um matemético francés, diretor da faculdade de ciéncias de Paris e membro
da Academia Francesa de Ciéncias. Realizou varias descobertas em andlise e mecanica racional.

5Michel Rolle (1652 — 1719) foi um matemadtico francés que trabalhou principalmente com equagdes algébricas. Desenvolveu
a expressao moderna para o termo n-ésima raiz de x, que chamou de método “cascata”para separar as raizes em uma equagao
algébrica.

6 Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), nascido como Giuseppe Lodovico Lagrangia foi um matematico italiano, responsavel
por estudos envolvendo aplicagoes do célculo diferencial & teoria da probabilidade e pelo problema de oscilagao da lua, recebendo,
por este ultimo, o grande prémio da Academia Francesa de Ciéncias.
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3. CONCLUSAO

Por meio do que foi apresentado, pudemos obter nogoes de sequéncias de niimeros reais, topologia da reta,
fungoes continuas e limites de sequéncias e fungoes. Esses conceitos foram de suma importancia para chegarmos
ao Teorema de Weierstrass, onde pudemos afirmar que qualquer func¢ao continua de um intervalo [a,b] € R
é limitada, e que, além disso, tem um valor méximo f(z;) e um minimo f(x3) nesse intervalo. Utilizamos
teoremas, corolarios, provas, definicées e exemplos para facilitar o estudo e deixar de forma concisa e clara o
entendimento.

Os teoremas apresentados sao amplamente abordados em praticamente todos os ramos das ciéncias exatas,
e, mais precisamente, em cursos de matematica propriamente ditos. O Teorema de Weierstrass ¢, sem duvidas,
uma ferramenta poderosa na drea de limites e derivadas, servindo como auxilio para outros teoremas, incluindo
o teorema de Rolle e do Valor Médio, podendo ser estendida até mesmo para outras areas.
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