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Resumo: O estudo, simulagdo, analise e interpretacdo de muitos fendbmenos reais que ocorrem pelo mundo, s6
sdo possiveis, na maioria dos casos, por ter sido determinado uma equagdo ou conjunto de equagdes que sdo
capazes de representa-los matematicamente, e isto, pode ser feito através de uma modelagem matematica.
Neste viés, este trabalho tem como principal objetivo a modelagem matematica de um sistema fisico vibrante
com quatro graus de liberdade, denominado de plano bola ou mesa bola, e a partir da determinacdo das
equacdes que regem o sistema, em um trabalho futuro, fazer a simulacdo utilizando um software. Na
modelagem foi utilizado algumas ferramentas, dentre elas as equaces diferencias, a transformada de Laplace
e algumas ferramentas da mecanica, sobretudo, a equacdo de Lagrange. Para um trabalho futuro, serdo
utilizadas as duas equacdes que representam o comportamento da bola sobre a plataforma em relagéo aos eixos
coordenados x e y e feita uma simulacéo do sistema no software matlab, sobretudo utilizando o simulink.
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1. INTRODUCAO

A modelagem matematica pode ser definida como a determinagdo de uma ou um conjunto de equagdes, sejam
elas algébricas ou diferenciais, que sejam capazes de representar um fendmeno real. Seu principal objetivo € a
formulagdo de um modelo matematico capaz de predizer o funcionamento do sistema e, com isso, fazer-se uma
andlise, simulacdo e derteminacdo de parametros. Quando se trata de modelagem de sistemas dindmicos, as
ferramentas para determinagédo das equagfes que regem o sistema sdo as mais diversas, dentre elas pode-se citar o
uso das equagdes diferenciais, bem como da transformada de Laplace e dos conceitos da mecénica lagrangeana.

No que se refere as equacBes diferenciais, de acordo com [1], a sua utilidade é de grande importancia em
diversas areas da engenharia, bem como das ciéncias, haja vista que sdo elas as responsaveis por estabelecer o
suporte matemaético para formular ou descrever os mais diversos sistemas fisicos em termos mateméticos. De
acordo com [2], equagBes diferenciais sdo aquelas que possuem derivadas e, quando uma descreve ou representa
algum processo fisico, € denominada, na maioria dos casos, de modelo matemético do processo. O entendimento
desse tipo de equacéo faz-se necessario para compreender e investigar a gama de problemas encontrados por todo
0 mundo, dentre eles 0 movimento de fluidos, o fluxo de corrente elétrica em circuitos, a dissipacao de calor em
objetos sélidos e até mesmo a deteccdo e propagacdo de ondas sismicas.

Outra ferramenta ou operador bastante Gtil na resolugéo de problemas praticos € a transformada de Laplace, de
acordo com [3], ela tem a capacidade de transformar uma equacdo diferencial em uma equac&o algébrica, o que
pode facilitar bastante a anélise de um determinado sistema. Uma importante caracteristica da transformada de
Laplace é a capacidade de converter um determinado problema em outro equivalente com maior facilidade de ser
resolvido, e quando determinada a solucdo e aplicada a transformagdo inversa, tem-se a solucdo do problema
inicial.

No tocante a sistemas vibratorios com n graus de liberdade, isto é, possiveis deslocamentos que um conjunto
de corpos unidos pode realizar no espaco fisico, de acordo com [4], a determinacéo das equacdes de movimento
ou do modelo matematico que representa o sistema torna-se mais simples através das equacOes de Lagrange do
gue pelo método de Newton, isto, pelo fato daquelas usarem uma abordagem escalar, ja este, usa uma abordagem
vetorial.

O presente trabalha tem como objetivo principal a modelagem matematica de um sistema dinamico
conhecido como plano bola, e em trabalhos posteriores, sua simulacéo. Para isso, serdo usadas as ferramentas ja
citadas anteriormente mais o software matlab. A contribuicdo deste trabalho estd pautada na ideia de que a
modelagem transforma um problema da realidade em um problema matematico capaz de ser resolvido e analisado.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Equacdo de Lagrange

Em sistemas vibratorios com varios graus de liberdade a deducdo das equagBes de movimento que regem o




sistema frequentemente podem ser realizadas de maneira simples em termos de coordenadas generalizadas com a
utilizacdo de equaces de Lagrange [5]. Considerando um sistema com n graus de liberdade a equacgdo de Lagrange
é representada como,
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A Equacéo 1 representa um conjunto de n equacdes diferencias parciais, sendo que cada uma esta associada a
um dos graus de liberdade existentes no sistema analisado. Vale destacar, que L é denominada de funcédo
Lagrangeana, em que sua representacdo matematica pode ser expressa como:

L=T-V 2
Onde T representa a energia cinética do sistema e V a energia potencial.
2.2 Equagdes diferenciais

De acordo com [6], as equacBes diferencias sdo definidas como derivadas de uma ou mais varidveis
desconhecidas, isto €, dependentes, em relagdo a uma ou mais variaveis independentes. Essas equacfes podem ser
classificadas quanto ao tipo, ordem e linearidade.

2.2.1 Classificagdo quanto ao tipo
Quanto ao tipo, pode-se destacar dois, ordinarias (EDO) e parciais (EDP). A primeira, é definida quando na

equacdo diferencial sé h&d uma varidvel independente associada. J4 a segunda, é quando existe mais de uma variavel
independente associada.
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2.2.2 Classificacdo quanto a ordem

A ordem de uma equacdo diferencial, seja ela ordinaria ou parcial, € a ordem da maior derivada presente na
equagcéo.

2.2.3 Classificacéo quanto a linearidade

Uma equacdo diferencial (ED) sera considerada linear se puder ser apresentada da seguinte forma:

dny dn—ly dy _
0y (1) 2+ 1 () T+ o+ () 2+ a0y = g(x) (5)
Além disso, elas sdo caracterizadas por duas propriedades. As quais dizem que a variavel dependente y e suas
. dy d? an Lo ..
derivadas é : d—xi ﬁ devem ser de primeiro grau. Os coeficientes a,, a,, a,,..., a, devem ser constantes ou

dependentes de uma Unica variavel independente (x).
2.3. Equacdes diferencias parciais
Equacdes diferenciais parciais (EDP) sdo equac6es que tem a forma geral:
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em que x, Y, t, ... sdo varidveis independentes e u(x, z, t, ...) € a variavel dependente.
2.4. Transformada de Laplace
A transformada de Laplace, assim como a integragdo e a derivagdo, também é considerada como um operador,

isto &, ela transforma uma equacé&o diferencial em uma equacao algébrica, o qual facilita o processo de resolucdo
de muitos problemas. Vale destacar que, essas trés operagdes possuem a propriedade de linearidade [6].




Seja f uma funcdo definida por t > 0, a transformada de Laplace é representada pela integral impropria
LIF©) = [, e~ f(Ode W

Sendo esta integral imprépria definida por um limite, isto é:
LUF®Y = [ et f(®)de = lim [ e~ f (D)t ®)

diz-se que a integral converge quando o limite existe, caso contrario, diverge.

Em caso de convergéncia, a integral transforma uma funcéo na variavel t em outra na variavel s. Para denotar
a funcédo que esta sendo transformada usa-se letras minusculas, ja a que foi aplicada a transformada de Laplace
usa-se letras maidsculas, assim como demostrado na Equagao (9):

LIF()} = F(s) ©)
2.5. Energia cinética

De acordo com [7], a energia cinética é aquela que esté associada diretamente com o estado de movimento de
um objeto, isto €, existe uma dependéncia da massa, sobretudo da velocidade do corpo, ou seja, quanto maior a
velocidade com que o objeto se move, maior serd sua energia cinética, oposto a isso, se 0 corpo estiver em repouso,
sua energia seré nula.

Sua representacdo matematica € dada da seguinte forma:

K =m" (10)
em que m represnta a massa do objeto e v a velocidade com a qual est4 se movendo.

2.6. Energia potencial gravitacional

A energia potencial gravitacional esta relacionada ao estado de separacéo entre dois objetos ou dois pontos que
se atraem mutuamente através da forca gravitacional, ou seja, da forga peso [7].
A equacdo matematica que representa essa forma de energia é dada por:

U= —-mgy (11)

onde m representa a massa do objeto, g a constante gravitacional, y representa a altura ou a variagao de altura, caso
a energia potencial gravitacional inicial do corpo seja diferente de zero, o sinal negativo presente na equagdo é
pelo fato de que a forca gravitacional (F, = mg) esta no sentido oposto ou negativo do eixo coordenado y.

3. METODOLOGIA

Com o intuito de observar e analisar 0 comportamento do sistema dinamico, este trabalho realiza uma analise
através da utilizagdo de ferramentas e conceitos da mecénica Lagrangeana, mais especificamente da equacdo de
Lagrange, que é composta por um conjunto de equagdes diferenciais parciais, e por fim, a aplicagdo da
transformada de Laplace para determinar a fungdo de transferéncia que descreve o sistema.

3.1 Descricdo do sistema

O sistema plano bola analisado no presente trabalho consiste em uma plataforma de formato retangular, com
dimensdes 25 cm x 26,5 cm. E um sistema que possui quatro graus de liberdade, sendo dois referentes ao
movimento da bola e dois em relagdo a inclinagdo da plataforma, em que sobre ela é posicionada uma bola, com
uma massa aproximadamente de 2,4 gramas e com pequeno valor de momento de inércia, que pode mover-se
livremente sobre o plano. Sua principal finalidade é manter a bola em uma posicédo pré-determinada, mesmo sob
perturbacdes externas. E isso, s6 é possivel através do sensoriamento da posicdo da bola e controle da inclinagéo
da plataforma. Aquele, no sistema confeccionado por alunos da Universidade Federal Rural do Semi-Arido
(UFERSA), dar-se através de uma camera webcam, com uma capacidade maxima de resolucdo de até 640x480
pixels, e este, com ajuda de servo-motores posicionados em lados adjacentes da plataforma, permitindo-a inclinar
em dois eixos. Em relacdo ao material utilizado para confeccdo da mesa, foi retirado de sobras de materiais
utilizados em uma construcao.




A Figura 1 mostra uma imagem do sistema fisico simulado com todos os componentes, exceto 0s sevo-motores.
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Figura 1. Sistema simulado em vista isométrica. [8]

Ja a Figura 2 mostra uma imagem do sistema real. Como é possivel observar, a camera esta posicionada no
tripé de maneira que fique no centro da plataforma, para que dessa forma tenha-se 0 melhor angulo de captacgéo da
posicdo da bola.

Figura 2. Sistema real. [8]

3.2 Ferramentas utilizadas na modelagem do sistema

Como este trabalho tem como objetivo inicial somente a modelagem do sistema, as ferramentas utilizadas
foram aquelas ja citadas anteriormente, ou seja, a equagdo de Lagrange, as equacdes diferencias e a transformada
de Laplace.

4. MODELAGEM DINAMICA
Inicialmente serdo feitas algumas consideracGes importantes para facilitar o desenvolvimento dessa

modelagem, sendo elas:
1. A bola néo desliza sobre a superficie da plataforma;




A bola é completamente simétrica;
As inclinacGes da plataforma serdo pequenas;
Néo ha forgas dissipativas ao sistema;
Os graus de liberdade ou as variaveis x, y;,, a, B sao funcdes do tempo;
Os de apoios dos eixos sdo simétricos em relacdo ao centro da plataforma.
A Flgura 3 mostra um diagrama esquematico do sistema que servira de auxilio para a modelagem matematica
a partir das equacdes de movimento.
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Figura 3. Diagrama dindmico do sistema. [9]

A partir do diagrama apresentado e da Equacéo 1, serdo determinadas as equacdes préprias do sistema. Sabendo
que a Equacdo 1 é expressa na forma
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onde g; representa as coordenadas generalizadas ou as coordenadas de dire¢do do sistema, isto é, x;, e y, que estdo
associadas a posicao da bola sobre a plataforma; Q; representa uma for¢a composta ou dissipativa ao sistema. Vale
destacar que L é composta pela soma da energia cinética mais a energia potencial do sistema.

No tocante a energia cinética (T}), ela é composta pela soma de duas parcelas, ou seja, energia cinética de
translacdo (ECT) mais a energia cinética de rotagdo (ECR), assim como exposto na Equacdo 12.

T, = ECT + ECR (12)

ECT = Smy (if + ) (13)

ECR = %Ib(w,% + w3) (14)
Logo,

Ty = smy(f + 38 + 1, (03 + w}) (15)

onde m,, representa a massa da bola; x,, ¥, € w,, w, sdo, respectivamente, as velocidades de translacdo e as

velocidades de rotacéo da bola em relacéo aos eixos coordenados x e y; I, € 0 momento de inercia da esfera.
Considerando que as velocidades de rotagcdo podem ser representadas como:

)Zb = rwa (16)

Vp =Tp wy, (17)

onde 13, é 0 raio da bola.
Ao substituir as Equacfes 16 e 17 na Equacédo 15, tem-se a Equagdo 18:
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Ty = 2|mo G +58) + 2 (i3 +39) (18)
Rearranjando a Equacéao 18, obtém-se:

1 I . .
Ty = 3(my +22) G2 + 92) (19)

A energia potencial da bola sera calculada por:

Vb = _mbghxy
(20)
onde h,,, para os dois eixos coordenados sera dado por,
hyy, = xpsen (@) + ypsen (B) (21)
Logo,
Vy = —mpg(xpsen (a) + yysen (B)) (22)
Dessa forma, a funcdo lagrageana seré representada como,
L=2(my +12) G + 38 + mygCxysen @ + yysen () @)

Por consideragdes iniciais tem-se que Q; = 0, ou seja, as for¢as ndo-conservativas presentes no sistema estdo
sendo desconsideradas, pelo fato de serem pequenas. Com isso, ao aplicar a Equacdo 1 na Equacdo 23, obtém-se:

z=2 %(mb + :«_E) (2 + 93) + mypg(xpsen (@) + yysen (B) (24)
== (mb + '—g) €3 (25)
2 [my g Capsen (@) + ypsen (B))] (26)
& = mygsen (@) (27)
4o (mb + ;_E) ) (29)

De acordo com as considerac@es iniciais, os dngulos de inclinagdo da plataforma serdo muito pequenos,
permitindo-se fazer as seguintes simplificacGes:

sen (a(t)) = a(t) (30)
sen (B(t)) = B(t) (31)
a= %9 (32)

Sabendo que alfa pode ser representado pela Equacéo 32, onde d representa o brago de alavanca do servo motor
e L a distancia entre o centro da plataforma e o ponto de apoio de movimento do eixo. Dessa forma, a equacéo
diferencial linearizada referente ao eixo coordenado x que representa 0 comportamento do sistema sera dada como:

(mb +;—§)5€(t) + mygT6(t) = 0 (33)

Analogamente, tem-se que a equagdo linearizada que representa 0 movimento da bola no eixo y é dada por:




(o +22) 5@ + myg 20y = 0 (34)

A funcéo de transferéncia do sistema referente ao eixo x sera obtida aplicando a transformada de Laplace na
Equacéo 33, tendo como resultado:

(mb + i—g) s2X(s) + mug % 0(s) (35)
X(s) [(mb + :—’;) sz] = —myg % 6(s) (36)
G(s) = X© o __—mpod__ 37)

sy
b

Analogamente, a equacao de transferéncia para o eixo y sera dada por:

Ys) _ _ -mpgd

H(s) = == = ——25— (38)

Ee=r
b

A Tabela 1 mostra um resumo de todas as constantes presentes no sistema analisado.

Tabela 1. Constantes do sistema. (Autoria propria)

Constantes Valor
my 0,0024 kg
Ty 0,0175m
I, 0,735 e-6 kg.m?
d 0,195m
L 0,125m
g 9,8 m/s?

5. CONCLUSAO

Diante de tudo que ja foi exposto, pode-se afirmar que a modelagem matemaética é de grande importancia para
a ciéncia e a sociedade, haja vista que ela é capaz de formular um modelo matemético (padrdo ou formula) que
permite a interpretacdo ou compreencdo de determinados fendmenos naturais. Vale destacar, que cada vez mais
ela tem se mostrado versatil no que se refere as relagdes com outras areas do conhecimento, exemplo disso, tem-
se sua utilizacéo para entender e acompanhar o crescimento de uma determinada populacéo, seja ela de pessoas
ou até mesmo de pragas em um determinado setor da agricultura.

Pode-se afirmar que a maior utilidade ou contribuigdo da modelagem matematica para a ciéncia e a sociedade
é o fato dela transformar um problema ou fendmeno real em um modelo matematico capaz de ser analizado,
interpretado, sobretudo, simulado. Se tratando de sistemas fisicos dinamicos com mais de um grau de liberdade,
isto &, possiveis deslocamentos que um conjunto de corpos unidos pode realizar no espago fisico, 0 modelo
matematico que representa tal sistema torna-se mais facil ser encontrado utilizando conceitos da mecénica
lagrageana, ou seja, da equacdo de Lagrange, devido o tratamento escalar dado por ela na analise.

Dessa forma, é valido afirmar que o presente trabalho obteve um resultado satisfatério, uma vez que foi
alcancado o objetivo proposto inicialmente, que era a determinacdo das equagdes que representasse o
comportamento da bola sobre a plataforma. Sendo assim, as EquagBes 33 e 34 proporcionara futuramente a
simulacédo do sistema via matlab e simulink, proporcionando uma analise do sistema de forma mais didatica.




6. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] MOTTA, Alexandre. Equagdes diferenciais: introducéo. Floriandpolis: If-sc, 2009. 165 p.

[2] BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C. Equagdes diferenciais elementares e problemas de valores
de contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: Ltc, 2010. 607 p.

[3] GEROMEL, José C.; PALHARES, Alvaro G. B. Analise linear de sistemas dindmicos: teoria, ensaios
praticos e exercicios. Sdo Paulo: Edgard Blucher, 2004. 375 p.

[4] SILVA, Renato Molina da; BECK, Jodo Carlos Pinheiro. Introducéo a engenharia das vibracées. Porto
Alegre: Edipucrs, 2012. 602 p.

[5] RAO, Singiresu S. Vibracgdes mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson, 2008. 424 p.

[6] ZILL, Dennis G.; CULLEN, Michael R. Equacdes diferenciais. 3. ed. Sdo Paulo: Pearson, 2001. 473 p.
[7] HALLIDAY, David; RESNICK, Robert; WALKER, Jearl. Fundamentos de Fisica: Mecanica. 9. ed. Rio de
Janeiro: Ltc, 2012. 338 p.

[8] MORAIS, Sabrina Loiola de; VALE, Marcelo Roberto Bastos Guerra. Projeto de um sensor de posi¢do
utilizando webcam para um sistema mesa bola. 2019. 9 f. TCC (Graduagdo) - Curso de Engenharia Elétrica,
Ufersa, Mossoro, 2019.

[91 ARAUJO, Douglas Henrique Caetano de et al. Modelagem e implementacéo de um sistema Ball and
Plate.Ciéncia e Tecnologia, Campinas, v. 19, p.1-7, jun. 2016.




