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RESUMO

Em diversas &reas de estudo, constantemente desejamos descrever ou modelar o
comportamento de sistemas fisicos em termos matematicos. Muitas vezes, o modelo
matematico que descreve um determinado problema é dado por uma equacdo diferencial. Nesse
intuito, esse trabalho foi feito com o objetivo de motivar alunos nos cursos de Ciéncia e
Tecnologia ao estudo de equacdes diferenciais, mostrando suas aplicagdes dentro da area de
vibragbes mecanicas. Nesse trabalho foi feito um levantamento tedrico dentro da area de
equacdes diferenciais, apresentando conceitos, exemplos e resultados dentro da teoria. Foi feito
um estudo dentro da teoria de vibragdes mecanicas, apresentando alguns modelos de um sistema
massa-mola e sua solucdo através de equacgdes diferenciais. Finalmente, apresentamos as
aplicacOes das equacOes diferenciais nessa area, através de problemas que foram resolvidos
utilizando métodos usuais de resolucédo das equacdes diferencias e de transformada de Laplace.
Com isso, podemos concluir que os estudos dentro da area de vibragBes mecénicas estdo
diretamente ligados aos estudos de equacdes diferenciais que sdo relevantes para um bom

desempenho dentro dessa area da engenharia.

Palavras-chave: Equacgdes Diferenciais, Sistema massa-mola, Transformada de Laplace
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1 INTRODUCAO

As equacgOes diferenciais sdo importantes ferramentas matematicas que modelam os
mais diversos tipos de problemas, sejam eles fisicos, quimicos, bioldgicos e etc. Ao modelar
uma equacao diferencial podemos encontrar expressdes que envolvem a taxa de variagdo com
0 tempo das grandezas que descrevem o problema. Com o avancar da fisica, o estudo das
equac0es diferenciais foi de vital importancia para seu desenvolvimento, sendo utilizada para
o célculo das equacdes de movimento dos fluidos, das oscilagdes de um sistema vibratorio, da
termodindmica e de diversas outras areas (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

A utilizacdo das equaces diferenciais surgiu através de observacdes e a necessidade em
modelar situacdes reais, sendo de grande importancia para a interacdo da matematica, com
outras areas de conhecimento. Em vibragGes mecénicas, as equagdes diferencias séo de grande
valia, sendo utilizadas para descrever o movimento de corpos que oscilam em torno de uma
posicao de equilibrio. (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Muitos alunos sentem dificuldade ao cursarem a disciplina de equacg6es diferenciais,
seja nos conceitos iniciais, como tambeém nas suas resolucdes, incluindo a interpretacéo e
compreensdo de suas aplicacdes em problemas praticos. Por meio deste trabalho, estaremos
interessados em modelar e solucionar problemas de vibragdes mecanicas por meio do uso das
equacOes diferenciais, a fim de despertar um maior interesse dos alunos que pretendem cursar
alguma engenharia. Na metodologia desse trabalho foi feita uma pesquisa bibliografica na
biblioteca da UFERSA, campos angicos e também pesquisas na plataforma online, tomando
como base, artigos e monografias, a fim de obter um aprofundamento nos assuntos aqui

tratados.

Com esse objetivo, desenvolvemos nas se¢bes 2 e 3 um estudo tedrico acerca de
equacOes diferencias e transformada de Laplace, com foco nas equacdes diferenciais ordinarias
de segunda ordem lineares, bem como alguns métodos de solucéo, tais como a transformada de

Laplace, equacdo caracteristica e 0 método dos coeficientes indeterminados.

Na secdo 4, apresentamos a teoria de vibragdes mecanicas, mostrando os tipos de
modelos, que sdo: sem amortecimento, com amortecimento e forcados. Sera feita a modelagem
dos problemas e através da aplicacdo das equacOes diferenciais, encontraremos a solucdo dos

mesmos.



Por dltimo, na se¢do 6, foram selecionados problemas de vibracfes mecéanicas acerca
dos modelos abordados nesse trabalho, com base na bibliografia de Bronson e Costa (2008),

onde utilizamos os métodos vistos nas se¢des anteriores para obter suas solucoes.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS

Em diversas areas de estudo, constantemente desejamos descrever ou modelar o
comportamento de sistemas fisicos em termos matematicos. Muitas vezes 0 modelo matematico
que descreve um sistema € dado por uma equacdo diferencial. Nessa se¢do, apresentaremos
algumas definicdes sobre equacbes diferenciais e, também, serdo desenvolvidos alguns
métodos para encontrar a solugdo dessas equacdes. As definicbes dessa secdo foram baseadas
no livro do Zill e Cullen (2001).

Definicdo 2.1 Uma equagdo contendo derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis
dependentes, em relacdo a uma ou mais variaveis independentes, é dita uma equacéo diferencial
(ED).

Exemplo 2.1 O movimento oscilatério de um péndulo simples de massa m e comprimento [ é
descrito pela seguinte equacéo diferencial

40 9 eng =0
dtz I senov = uU. (21)

Essas equacbes podem ser classificadas quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.
2.1 Algumas definicGes béasicas
2.1.1 Classificacéo pelo tipo

Existem dois tipos de equacdes diferenciais: equacdes diferenciais ordinarias e equacdes

diferenciais parciais.

Definicéo 2.2 Equacdes que contém apenas derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis
dependentes, com relacdo a uma Unica variavel independente, é dita equacdo diferencial
ordinaria (EDO).

Exemplo 2.2 Equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem

d
x% + y =senx. (2.2)

Definicdo 2.3 Uma equacdo diferencial que contém as derivadas parciais de uma ou mais
varidveis dependentes de duas ou mais variaveis independentes € dita equacdo diferencial
parcial (EDP).

Exemplo 2.3 Equacéo diferencial parcial
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0%f 0*f
9T 9T (2.3)
8x2+8y2 0

Neste trabalho serdo abordados apenas os conceitos acerca das equagdes diferenciais
ordinérias. Portanto, a partir daqui, ndo sera mais discutida a teoria sobre as equacdes

diferenciais parciais.
2.1.2 Classificacédo pela ordem

Por defini¢cdo, a ordem de uma equacéo diferencial é dada pela derivada de maior ordem
que aparece na equacao. A equacdo na forma

F (x, y(x),y (%), ..., y(") (x)) =0 (2.4)

é dita uma equagc&o ordinaria de n-ésima ordem, onde y™ representa a derivada de ordem n

da funcéo.
2.1.3 Classificagdo em relacgéo a linearidade

Uma equagcéo diferencial de ordem n é dita linear se F for linear em y,y’, ...,y b,
Assim, uma equacdo diferencial ordinaria de n-ésima ordem € linear quando pode ser escrita

na forma
an (Y™ + ag- 1y (Y™ + 4 a; ()Y + ap()y = g(x). (2.5)

Veja que as equacdes diferenciais lineares sao caracterizadas por duas propriedades:
e A varidvel dependente y e suas derivadas sdo do primeiro grau; isto €, a poténcia dos
termos que envolve y é 1.
e Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.

Uma equacdo que nao € linear é chamada de néo linear.
2.1.4 Solucdes de Equac6es Diferenciais

Qualquer funcdo f definida em algum intervalo I, que tem pelo menos n derivadas
continuas em I, que, quando substituida na equacao diferencial de ordem n, reduz a equacédo a
uma identidade, é denominada de solucdo para a equagdo no intervalo I. Esse intervalo é
chamado também de Dominio da Solugdo e pode ser classificado como aberto, denotado por

(a, b), fechado denotado por [a, b], infinito, denotado por (0, ) e assim por diante.
2.1.5 Problema de Valor Inicial

Para uma equagcéo diferencial de n-ésima ordem, o problema
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y® =f(x,y,y,.y@D) (2.6)

sujeito as condicdes iniciais y(xo) = ¥o, ¥ (xo) = ¥1, ..., YD (x0) = Yn-1y, ONde yg, ¥4,
.1 Y(n—1) S80 constantes reais especificadas, em um intervalo I, contendo x,, é dito como

problema de valor inicial. Problemas de valor inicial sdo constantemente encontrados nas

diversas areas da ciéncia, como, por exemplo, a fisica e a biologia.
2.2 Equac0es diferenciais lineares de segunda ordem
Uma Equacéo Diferencial Ordinéria de segunda ordem tem a seguinte forma
y'=fl,yy), (2.7)
onde f é uma funcdo conhecida. A equagéo (2.7) é dita linear quando a fungdo f esta na forma
fl,y,y) =g —px)y —qlx)y. (2.8)

Na equacdo (2.8) as funcbes g, p e g dependem somente de x. Dessa forma, a equacéo

(2.7) pode ser reescrita da seguinte forma

Y +p(x)y +qx)y = g). (2.9)
Se g(x) = 0, entdo a equacdo (2.9) é chamada de equacdo homogénea. Supondo que
g(x) # 0 aequacdo (2.9) é dita ndo-homogénea.
2.2.1 Existéncia de uma unica solucéo
E muito importante saber se uma equacéo diferencial possui ou ndo solucdo, pois, ao se
trabalhar com um problema aplicado a uma situacéo real, se for de conhecimento a existéncia

de sua solucdo, é possivel ganhar tempo e evitar maiores custos para a busca da solucdo do

problema.

Teorema 2.1 (Existéncia de uma unica solucdo). Se p(x) e g(x) sao funcdes continuas em um
intervalo qualquer I e x, pertence a I, entdo o problema y" + p(x)y’ + q(x)y = 0, sujeito as

condi¢des iniciais y(x,) = v,, ¥ (x,) = y, tem uma Unica solucdo y(x) no intervalo I.
As demonstracdes dos teoremas a seguir podem ser encontradas em Zill e Cullen (2001).
2.2.2 Principio de Superposi¢cao

O principio de superposi¢éo diz que a soma de duas ou mais solu¢bes para uma equacao

diferencial linear homogénea também € uma solucéo.
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Teorema 2.2 (Principio da Superposicdo: Equacbes Homogéneas). Sejam y;, V,, ..., Yk
solugdes para a equacdo diferencial linear de ordem n homogénea (2.5) em um intervalo 1.

Entéo, a combinag&o linear

y =y () + ey () + -+ ey (x), (2.10)
emqueosc;, i=1,2,..,k, sdo constantes arbitréarias, € também uma solucao no intervalo.
2.2.3 Dependéncia e independéncia Linear

No estudo das solugbes de equacdes diferenciais homogéneas, precisamos da
linearidade para determinar a solucdo das equacdes, devido o conjunto solugdo ser um espago
vetorial. Entdo, digamos que precisamos de um conjunto linearmente independente para
determinar a base desse espaco. Sendo assim, as seguintes defini¢cdes sdo de grande importancia

no estudo das solucGes de equaces diferenciais de segunda ordem.

Definicéo 2.4 Um conjunto de fungdes f; (x), f5(x), ..., f,(x) é linearmente dependente em um

intervalo I, caso existam constantes c,, 5, .., ¢, ndo nulas, tais que
c1fi(x) + o)+ -+ cpfn(x) =0,
para todo x pertencente a esse intervalo.

Definigdo 2.5 Um conjunto de fungdes f; (x), f>(x), ..., f,(x) é linearmente independente em

um intervalo I se ele nio é linearmente dependente nesse intervalo.

Dito isso, € possivel afirmar que um conjunto de fungdes é linearmente independente

em um intervalo se as Unicas constantes para as quais
cifi(x) + cfo(x) + -+ cpfp(x) =0,
para todo x pertencente a esse intervalo, sdo ¢; = ¢, =..c, = 0.

Para o caso de duas fungdes f;(x) e f,(x), € dito que, se essas fungdes séo linearmente
dependentes em um intervalo, entdo existem constantes c; e ¢, ndo nulas, tais que, para todo x

pertencente a esse intervalo,

c1fi(x) + cofo(x) = 0.

Portanto, se ¢; # 0, temos

fi= _%fz(x);
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isto é, duas funcBes sdo linearmente dependentes se uma € multipla da outra. Com isso, é
possivel afirmar que duas funcGes sdo linearmente independentes em um intervalo, se uma ndo

é multipla da outra.
2.2.4 Critério para Independéncia Linear de Funcdes

Teorema 2.3 (Critério para Independéncia Linear de Funcgdes). Suponha que as funcgdes f; (x),

f2(%), ..., f(x) sejam diferenciaveis pelo menos n — 1 vezes. Se o determinante

iRk
o f

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo I, entéo as fungdes f; (x), fo(x), ...,
fn(x) séo linearmente independentes no intervalo.

O determinante do Teorema (2.2.3) é denotado por

W(f1(0), f2(x), ..., fu ()

e € chamado de Wronskiano das fungdes.

Teorema 2.4 (Corolario). Se f; (x), f>(x), ..., f, (x) possuem pelo menos n — 1 derivadas e sdo

linearmente dependentes em I, entdo

W(fi (), f(x), e, (X)) = 0

para todo x pertencente a esse intervalo.
2.2.5 Solucéo de Equagdes Homogéneas

E de extrema importancia que as solugdes f;(x), £, (x), ..., f,(x) de uma equacio
diferencial ordinaria sejam linearmente independentes, com isso, pode-se afirmar que essas

solugdes formam um conjunto fundamental de solucGes para a equacao.

Devido a semelhanca entre equacdes diferenciais lineares homogéneas e algebra vetorial
pode-se provar que, o conjunto de solugdes de uma equacdo diferencial linear homogénea de
ordem n forma um espaco vetorial de dimensdo n e que qualquer conjunto de n solucdes
linearmente independentes da equacéo diferencial forma uma base para o espaco. Dessa forma,
ao buscar um conjunto fundamental de solucGes € possivel obter a solugdo geral e a partir dela,

todas as solucGes particulares da equacdo diferencial (BOYCE; DIPRIMA, 2010).
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2.2.6 Equacao caracteristica

O objetivo aqui é apresentar um método para solucionar equacdes diferenciais lineares
de segunda ordem, sendo o primeiro passo para isso, obter a solu¢do das equa¢des homogéneas.

Considere a equacdo de segunda ordem com coeficientes constantes
ay” +by +cy=0. (2.10)
Pode-se supor que uma solucdo de (2.10) é na forma exponencial, isto é,
y(x) = e™ (2.11)
onde r € constante. Substituindo a solu¢do (2.11) na equacéo (2.10), obtemos
a(r?e™) + b(re™) +c(e™) =0
Colocando o fator comum em evidéncia, tem-se:
e™(ar? + br + ¢) = 0. (2.12)

Como e™ nunca seréd nulo para valores reais de x, entdo, para que (2.12) seja satisfeita,

deve-se determinar um r de tal forma que, ele seja raiz da equacao de segundo grau

ar? + br + ¢ = 0. (2.13)
A equacdo (2.13) e chamada de equacdo caracteristica da equacao diferencial (2.10).

Sendo a equacdo 2.13 uma equacdo do segundo grau, existem 3 casos a se considerar:
Caso 1. Raizes reais distintas

Com a hipotese de que a equacao (2.13) possui duas raizes reais distintas r; e r,, obtém-
se duas solucgoes:

11X X

yp=¢e ey, =e
Com o Principio de Superposicao temos que a soma de duas solucGes também é solucédo

para a equacdo (2.10) entdo, a solucdo da equacdo pode ser escrita da forma:

y =ce"* + ce"?*, (2.14)
Caso 2. Raizes reais iguais
Se r, = r, obtém-se apenas uma solucdo exponencial y; = e™* para a solucdo geral

da equacéo.

Pelo Principio de Superposicdo e com a necessidade de independéncia linear das

solugdes, tem-se que a solucdo pode ser escrita da forma
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y = cie™* + cyxe’?*, (2.15)

Caso 3. Raizes complexas conjugadas
Sendo r, e r, raizes complexas, entdo pode-se escreverr; = a + if er, = a — i3, onde

a e B > 0 sdo reais e i? = —1. Entdo,
y = c,e@FHB* 4 ¢, e(@=iB)x, (2.16)

Na pratica, é preferivel trabalhar com fungdes reais em vez de exponenciais complexas, sendo

assim, utilizando a férmula de Euler

et™ = cos(x) + i sen(x)

pode-se reescrever (2.16) como
y = e*|[c; cos(Bx) + ¢, sen(Bx)]. (2.17)

2.2.7 Equag0es Diferenciais de Segunda Ordem N&o-Homogéneas

Definicdo 2.6 Uma funcéo y,, ndo dependente de parametros arbitrarios e que satisfaz a seguinte

equacéo diferencial
an ()Y + a1y )y + -+ a1 ()Y + ag(x)y — h(x) = g(x) (2.18)

é dita solucdo particular da equacdo. Seja y;, y,, ..., ¥» Solucdes da equacdo (2.5) em um
intervalo I e se y, € uma solugdo particular de (2.18) nesse intervalo I, pode-se afirmar que a

combinacdo linear

y=cy1(x) + oy, () + -+ v () +y, (2.19)

também sera solucéo da equacdo (2.18).
2.2.8 Solucéo Geral

O seguinte teorema fala sobre a solucdo geral de uma equacdo diferencial néo-
homogénea. O teorema diz que para encontrar essa solucdo, devemos encontrar uma solucéao

particular da equacdo ndo-homogénea e as solugdes fundamentais da equacdo homogeénea.

Teorema 2.5 (Solugdo Geral de equagGes ndo-homogéneas). Seja y, uma solucdo particular
qualquer da equacdo diferencial linear ndo homogénea de ordem n (2.18) em um intervalo I, e
seja, y;(x),y,(x),...,y,(x) um conjunto de solucdes da equacdo diferencial homogénea

associada a equagdo (2.5) em I. Entdo, a solugdo geral nesse intervalo é dada por

y = c1y1(x) + 2y, (%) + -+ (%) + ¥, (2.20)
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onde ¢;,i = 1,2, ..., n sdo constantes arbitrarias.
2.2.9 Método dos Coeficientes Indeterminados

A seguir, apresentamos um método aplicado a uma classe de fun¢es como fator ndo-
homogéneo de uma equagdo diferencial, afim de encontrar uma solucdo particular dessas

equacoes.
Esse método de solucdo é aplicado a equac@es diferenciais da forma

ay” + by +cy=g(x) (2.21)
com coeficientes constantes a, b, c € R, sendo g(x) funcdes do tipo polinomiais, exponenciais,

Senos, cossenos, somas e produtos dessas fungoes.

Aresolucéo através desse método requer que inicialmente seja dada uma hipotese inicial

sobre a solucdo particular y,,, mas com seus coeficientes a determinar.

Ao substituir a funcéo escolhida na equacéo (2.21) tenta-se determinar os coeficientes
para que a equacao seja satisfeita. Se a hipotese escolhida for correta, sera obtida a solugéo
particular y, da equacdo diferencial. Caso os coeficientes ndo tenham sido determinados,
significa que ndo existe solugédo para a hipotese inicialmente dada. Nessa situacéo € necessario

supor uma nova hipotese e repetir 0 processo.

O método dos coeficientes indeterminados funciona bem na classe de funcGes
polinomiais, exponenciais, Senos e cossenos, pois essas funcdes possuem a notavel propriedade:
derivadas de suas somas e produtos s@o ainda somas e produtos de polindmios, exponenciais,

senos e cossenos. Como a combinacdo linear das derivadas ayy, + by, + cy, tem de ser

identicamente igual a g(x), € razoavel supor que y,, tem a mesma forma que g(x).

Na seguinte tabela, séo ilustrados alguns exemplos especificos para g(x) em (2.21)

juntamente com a forma correspondente da solucéo particular.

Tabela 1 - Tentativas para solucGes particulares

gx) Forma de y,

1. k (qualquer constante) A

2. senax A cosax + B sen ax

3. cosax Acosax + Bsen ax

4. e cosfx Ae* cos ffx + Be“ sen fx
5. e sin fBx Ae®™ cos ffx + Be“™ sen fx

Fonte: (ZILL; CULLEN, 2001)
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O exemplo a seguir ilustra como se da a solugdo de uma equacao diferencial de segunda

ordem ndo-homogénea pelo método dos coeficientes indeterminados.

Exemplo 2.2.1: Encontre uma solucdo particular e a solugdo geral da equacédo diferencial de

segunda ordem
y —4y = e* cosx. (2.22)

Solucdo: A equacéo caracteristica de (2.22) é dada por 2 — 4 = 0, cujas raizes séo dadas por
r, =2 er,=—2. Entdo, a solucdo da equacdo diferencial homogénea associada a equagéo
(2.22) 6y, = cie® + c e,

Com g(x) = e*cosx vemos na entrada 4 da tabela de tentativas de solucOes

particulares que deve ser escolhida a seguinte forma de solucao
yp = Ae* cosx + Be* sen x.
Derivando essa expressao duas vezes em relacdo a x, obtemos
yp = A(e* cosx —e*senx) + B(e*senx + e* cosx)
yp = —2Ae*senx + 2Be* cos x.
Substituindo em (2.22) temos,
yp — 4y, = (—4A + 2B)e* cosx + (—2A — 4B)e* senx = e* cos x.

Dessa igualdade obtemos o seguinte sistema

—4A+2B =1
—2A—4B =0,
que possui a solugdo A = —§ eB = % Logo, uma solucéo particular €
1 X 1 X
Yp = —ge cos x +Ee sen Xx.

Assim, a solucdo geral da equacdo (2.22) é dada por

=vy.+vy =ce** +c,e > ——e¥*cosx + —e*¥senx.
c Y4 1 2 5

10
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3 TRASFORMADA DE LAPLACE

A Transformada de Laplace é uma importante ferramenta usada na resolugdo de
equacdes diferenciais, em particular, as equacdes diferenciais ordinarias lineares com

coeficientes constantes que envolvem problemas de valor inicial e condi¢des de contorno.

Nesta secdo serd apresentado alguns conceitos sobre Transformada de Laplace e suas

propriedades.

Definigdo Bésica: Seja a funcdo f(t), definida para t = 0, entdo a integral impropria

f K (s, 0f (Odt
0

é definida por um limite

oo b
j K (s, t)f(t)dt = limj K(s, t)f (t) dt.
0 b=eo Jo

Se esse limite existir, dizemos que a integral existe e converge; se o limite ndo existe, dizemos
que a integral ndo existe e diverge. O limite em questdo existe somente para certos valores da

variavel s. O termo K (s, t) é uma funcdo dada, chamada de nicleo da transforma. Quando
K(s, t) = e st (3.1)
podemos definir uma importante transformada integral.

Definigdo 3.1 (Transformada de Laplace) Seja f(t) uma funcéo definida para t = 0, define-se

a sua Transformada de Laplace, F(s), por:

LIF()} = F(s) = f we‘“f (O)dt, (3.2)

desde que a integral convirja para algum valor de s.
Exemplo 3.1 Calcular a transformada de Laplace da fungdo constante f(t) = 1

Solucéo:

o b
L{1} = f e St (dt = lim | e Stdt
0 b—eo J,

_o—e™st o —eTt 41
= lim g = lim
b—oo0 S b—co S
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1
S

desde que s > 0. Em outras palavras, para £{1} existir tem-se que s > 0, dessa forma o
expoente —st é negativo e e 75t —» 0 quando b — co. Quando s < 0, a transformada ndo existe,

pois a integral diverge.
3.1 Condigdes suficientes para existéncia da Transformada de Laplace de uma fungéo

Nem sempre a integral (3.2) ird convergir, dessa forma nem sempre uma funcéo teré sua
Transformada de Laplace. As condi¢des a seguir garantem a existéncia da transformada: f(t)
é continua por partes em qualquer intervalo limitado de [0, o) e é de ordem exponencial para
t>T.

Definigdo 3.2 (Ordem Exponencial) Uma funcéo é dita de ordem exponencial se existirem
nameros ¢, M > 0e T > 0 tais que |f(t)| < Me*t paratodot > T.

Seja f(t) uma funcéo crescente, entdo a condicdo acima diz simplesmente que o grafico
de f(t) no intervalo (T, o) ndo cresce mais rapidamente que o grafico da funcdo exponencial
Me*“t, onde ¢ é uma constante positiva, ou seja, estamos determinando uma limitacéo superior

para a funcdo f(t).

Teorema 3.1 (Condigdes Suficientes de Existéncia) Seja f(t) uma fungdo continua por partes
no intervalo [0,) e de ordem exponencial para todo t > T, entdo, a sua transformada de

Laplace existe para todos s > c.
3.2 Propriedades da Transformada de Laplace

As propriedades abordadas a seguir sdo de grande serventia, pois sua utilizacdo nos

permite solucionar as equacdes diferenciais.
3.2.1 Linearidade da transformada de Laplace

Na resolucdo de equacdes diferenciais por Transformada de Laplace a linearidade é uma

propriedade de grande importancia, sendo indispensavel.

Teorema 3.2 (Linearidade) Seja f e g funcBes que possuam transformadas de Laplace, entéo:

Liaf (®) + g ()} = aL{f ()} + BL{g(D)} (3-3)

sendo a e B constantes. Por causa da propriedade (3.3), a transformada de Laplace é uma

transformada linear, ou operador linear.
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3.2.2 Transformada de Laplace de Derivadas

Na utilizagdo da transformada de Laplace para solucionar problemas de valor inicial,
além da linearidade, é necessario calcular as transformadas de derivadas. Sera deduzida a
formula geral a partir da transformada da derivada primeira de f(t). Seja f'(t) continua para
t > 0, da definigéo (3.2) tem-se que

co

@)= | e

0

a integracao por partes proporciona
LIF D) = et F O + s j e=StF(D)de
0
LI ()} = —f(0) + sL{f ()}

LI (0} = sF(s) — £(0) (3.4)

desde que e 5t f(t) — 0 quando t — oo. Analogamente, para a segunda derivada tem-se que,

L) = f e=Stf(8)de
0

o

LF @Y= et O +s [ etp @t
0

L)} = —f(0) + s L{F7(0)}
LI ()} = s[sF(s) — f(0)] - f7(0)

LI (D)} = s*F(s) — sf(0) — f7(0) (3-5)

As transformadas (3.4) e (3.5) sdo dois casos especiais do teorema a seguir, que fornece

a transformada de Laplace da n—ésima derivada de f(t).

Teorema 3.3 (Transformada de uma derivada) Se f(t), f'(t), ..., f*~D(t) forem continuas

em [0, ), de ordem exponencial, e se f™(t) for continua por partes em [0, ), entdo
LU (6)} = s"F(s) = s Vf(0) = sT2 f7(0) — - — fF71(0),
onde F(s) = L{f(t)}.

A tabela a seguir fornece as Transformadas de Laplace de algumas fungOes elementares.

Essas transformadas podem ser demonstradas a partir da definicdo (3.2).
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Tabela 2 — Transformadas de algumas fungdes elementares

1

1 £{1} =+

2. L{t"} =5, n=1,2,3,..
ty— L

3. L{e“}—s_a

4. L{senkt} = _k_

s2+k2
s
s2+k2

6. L{e*f(t)}=F(s—a)
Fonte: (ZILL; CULLEN, 2001)

5. L{coskt} =

3.3 Transformada inversa

Na se¢do anterior estavamos interessados em encontrar a transformada de Laplace de
uma funcdo, isto €, transformar uma dada funcdo f(t) em outra funcdo F(s) por meio da
integral. Agora sera feito o inverso, dada uma funcédo transformada F (s), encontraremos uma
funcdo f(t) cuja transformada de Laplace seja F(s). Isso significa que f(t) é a transformada

de Laplace inversa de F(s), sendo denotada por
f(©) = LHF(s)), (3:6)

A seguinte tabela é andloga a tabela 2 e fornece as principais transformadas inversas.

Tabela 3 — Principais Transformadas Inversas

1 1=c"{}
2. tn=r {2 n=123,..
3. ett=r"1 {ﬁ}

4, senktzL‘l{ i }

s2+k?2

5. cosktzL‘l{ > }

52+k?2

. etf(t) =LYF(s —a)}

(o]

Fonte: (ZILL; CULLEN, 2001)

Semelhante a transformada de Laplace, a transformada de Laplace inversa é também

um operador linear, o seguinte teorema afirma isso.

Teorema 3.4 (Linearidade da Transformada de Laplace inversa) Seja F(s) = L{f(t)} e
G(s) = L{g(t)}, entdo
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L7HaF (s) + G ()} = af () + Bg (D),
para a e 8 constantes.
3.2.1 Aplicagoes

O método de Transformada de Laplace é Util para solucionar equagdes diferenciais
ordinérias lineares com coeficientes constantes, sujeitas a uma condicdo inicial. O método
consiste em reduzir a equacdo diferencial em uma equacao algébrica, sendo assim, mais facil a

resolucéo. Para isso, considere o problema de valor inicial

(n-1)

{any(”) +am-1yy" P+t @y +agy = g(x)
y(0) = yo; ¥'(0) = yg; ..; y®V(0) = Yo

ondea; =0,1,2,...,n €Y, Y5 > yé" sdo constantes. Aplicando a transformada de Laplace

em toda a equagédo temos
L{any™ + agoyy @ + -+ a1y + agy} = L{g (X))
Utilizando a propriedade de linearidade, podemos escrever,
@ Ly P} + @ Ly D} + -+ aoLly} = L{g (0} 3.7)
Pelo teorema (3.3), a equacdo (3.7) torna-se
ap[s"Y (s) = s Dy (0) — - — y ™D (0)]
+ An-1) [s(”‘l)Y(s) —sm=2Dy(0) — - — y("‘z)(O)] + -+ agY(s) = G(s).
Colocando Y (s) em evidéncia e reagrupando os termos, temos
Y($)[ans™ + agn_1ys™ P + - + ag]
= ap[s™ Dy + -+ Yy D O)] + apm_ry [s(n_z)yo R yén'z)] + - G(s).
Explicitando Y (s), podemos encontrar y(t) através da transformada inversa
y(t) = L7HY (s)}.
Exemplo 3.2 Utilizando a transformada de Laplace, resolva o seguinte problema de valor
inicial:
y" —y'=etcost, y(0)=0, y'(0) =0.

Solugdo: Aplicando a transformada de Laplace na equacdo diferencial e utilizando a

propriedade de linearidade, temos
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L{y"} — L{y'} = L{e cost]. (3.8)

Utilizando o teorema (3.3) e combinando as entradas (5) e (6) da tabela 2, temos,

respectivamente, as seguintes transformadas:
L{y"} = s?Y(s) — sy(0) —y'(0) = s*Y(s),

L{y'} = sY(s) — f(0) = sY(s)

L{et COoS t} = m

Substituindo esses valores em (3.8), obtemos

SZY(S) - SY(S) = m

Explicitando Y (s) e expandindo (s — 1)2, temos:

1

() = s(s?2 —2s+2)

Para calcular a transformada inversa de Y(s), utilizaremos o método de fracBes parciais

aplicados a funcGes racionais:

1 A Bs+C
s(s?—=2s4+2) s s?2—2s5+42
Multiplicando ambos os lados da igualdade por s(s? — 2s + 2) implica
1=A(s?*—-2s+2)+ (Bs+C)s,
1=A4s?>—-2As+2A+ Bs?*+Cs
1=52(A+B) +s(C—2A) + 2A.
Igualando os coeficientes das poténcias de s, obtemos o seguinte sistema
A+B=0
C—2A=0
24 =1
cuja solucdo é dada por A = % B = —% e C = 1. Substituindo esses valores em (3.9), obtemos
1
1 1/2 —5S +1

s(sz—Zs+2): S +52—25+2'
Logo,
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1 1 (1) 1_.( s—2
ot 3 e ()
s(s?—2s+2)) 2 s) 2 s2 —2s+2

Reescrevendo a equacéo, temos

£ {5(52 —125 + 2)} - %L_l {%} B %L_l {ﬁ} + %L_l {ﬁ}

Utilizando a entrada (1), combinando as entradas (5) e (6) e (4) e (6) da tabela 3, temos

1L_1{1}_1
2 s) 2

L‘l{ s—1 }_ 1t ;
2 GG-—1)2+1  2°
e
1L_1{ 1 }_1t t
2 —1)2+1) 2°°%n°
Logo,
L‘l{ 1 }_1 L tcosss Loteent
STzt 2 5efcost +oelsent.

Portanto, a solucdo do problema é dada por

1 1 1
y(t) = E—Eetcost + Eetsen t.
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4 VIBRACOES MECANICAS

As vibragdes mecénicas sdo de grande importancia no dia a dia. Muitas atividades
humanas envolvem vibrac6es de uma forma ou de outra. A respiracao esté associada a vibracdo
dos pulm@es, os batimentos cardiacos sdo movimentos oscilatérios do coragdo e andar envolve
oscilagbes de bragos e pernas. Recentemente, muitas investigacdes foram motivadas pelas
aplicacdes da vibracdo na area da engenharia, como projeto de maquinas, motores, fundacoes,
turbinas e sistemas de controle (RAO, 2008).

De acordo com Balachandran e Magrab (2016), maquinas equipadas com pecas
rotativas, tais como ventoinhas, ventiladores, separadores centrifugos, maquinas de lavar roupa,
tornos, bombas centrifugas, prensas rotativas e turbinas, quando sujeitas a qualquer

desbalanceamento podem causar vibragoes.

Em muitas situacdes, a estrutura ou componente de uma maquina sujeita a vibracoes
pode falhar devido a fadiga do material, ocasionada pela variacdo ciclica da tensdo induzida.
Apesar dos efeitos danosos, as vibracbes sdo de grande utilidade em vérias aplicacoes
industriais e de consumo. Por exemplo, a vibracdo entra em acdo em peneiras, maquinas de

lavar, relogios e unidades de massagem elétrica (RAO, 2008).

O principal objetivo desse trabalho € motivar o estudo de equacdes diferenciais através
da aplicacdo dessas equacdes em vibracdes mecanicas. Nesta secdo, apresentamos um

referencial tedrico para conhecermos algumas defini¢cdes dentro dessa area de aplicacao.
4.1 Vibracao livre

Vibracdo livre ocorre em um sistema quando este oscila depois de sofrer uma
perturbacao inicial, de modo que nenhuma forca de excitacdo atue sobre este sistema apds isso.
Um sistema massa-mola com um grau de liberdade representa o sistema vibratorio mais simples
que se pode ter. Esse sistema possui apenas um grau de liberdade, pois somente uma coordenada

é suficiente para descrever o movimento da massa em qualquer instante do tempo (RAO, 2008).

Os sistemas vibratorios sdo classificados em: sistemas amortecidos ou ndo amortecidos.
Sistema ndo amortecido € aquele onde forcas que causam dissipacdo de energia durante o
movimento ndo atuam sobre o sistema e a amplitude do movimento permanece constante ao
longo do tempo. Na realidade, exceto no vacuo, a amplitude de uma vibracdo livre diminui
lentamente ao decorrer do tempo, em funcdo do atrito ou da resisténcia do meio ao qual o

sistema esta inserido, tais vibragdes sdo chamadas de amortecidas. (RAO, 2008).
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4.1.2 Equagao do movimento de um sistema massa-mola

A segunda lei do movimento de Newton pode ser enunciada da seguinte forma:
A forca resultante que age sobre um corpo, € igual ao produto da massa desse corpo pela a
sua aceleracao.

Dessa forma, se uma massa m for deslocada por uma distancia X(t) apds uma forca

resultante ﬁ(t) agir sobre ela na mesma dire¢éo, a segunda lei do movimento de Newton resulta

em
5 d2x(t) 5
onde
d?x(t) s
ez~

¢ a aceleracdo da massa.

Considere o sistema massa-mola mostrado na figura 1(a). A massa estd presa na
extremidade inferior de uma mola. Em repouso, a massa fica em uma posi¢cdo chamada de
posicao de equilibrio estatico, onde a forca da mola dirigida para cima esta em equilibrio com
a forca gravitacional dirigida para baixo que atua sobre a massa. Se supusermos que O
alongamento x da mola é pequeno, a for¢ca da mola fica muito préxima de ser proporcional a x;
isso € conhecido como a lei de Hooke. Dessa forma, escrevemos F; = —kx, onde a constante
de proporcionalidade k € chamada de constante da mola e o sinal negativo indica que a forca
da mola age no sentido oposto ao movimento. O comprimento da mola na posicédo de equilibrio
é dado por [, + &5, em que J,; € a deflexdo estatica, que é causada pelo peso W da massa m.
De acordo com a figura 1(a), temos que, para o equilibrio estético,

W =mg =kl (4.2)

em que g é a aceleragdo da gravidade. Se a massa sofrer um deslocamento até uma determinada
posicdo +x em relacdo a sua posicdo de equilibrio estatico, entdo a forca da mola é dada por

E, = —k(x + &), como é mostrado na figura 1(c).

No problema dindmico, estamos interessados em estudar 0 movimento da massa, apés
sofrer um deslocamento inicial. Denotamos por x, sendo o0 sentido positivo para baixo, 0o
deslocamento da massa a partir da sua posic¢éo de equilibrio estatico no instante t. Temos que

x esté relacionado as forcas que atuam sobre a massa pela segunda lei do movimento de Newton
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mi = —k(x+8g) +W

e pela equacéo (4.2) temos que W = ké,,, dessa forma, obtemos
mX + kx = 0. (4.3)

Figura 1 - Sistema massa-mola.

ANNNANARNY

kg Iy + 84
a l _____ — . Posicao de equilibrio
m m 1 estatico
. . m————l——— — Posigéo final Y
l +x _ W

+x 4

k@ + x)

kg
i

(a) (b) (©)

Fonte: RAQ, S. (2008)
4.1.3 Métodos de energia

De acordo com Rao (2008), um sistema é conservativo quando ndo existe perda de
energia devido ao atrito, ou membros inelasticos que dissipam energia. Caso ndo exista a
realizacdo de trabalho sobre um sistema conservativo causado por forcas externas (exceto a
forca gravitacional ou de outras forcas potenciais), entdo a energia total do sistema permanece
constante, esse principio € conhecido como o principio da conservacdo da energia. Em um
sistema massa-mola, temos que a energia é parcialmente cinética e parcialmente potencial,
sendo a soma dessas energias constante. A energia cinética T é armazenada na massa em funcéo
de sua velocidade, e a energia potencial U é armazenada na mola em funcéo de sua deformacéo

elastica. Pelo principio da conservacao da energia, temos que
T + U = constante.

Derivando em relacdo ao tempo, isto é

d T+U)=0

T +tu)=0. (4.4)
As energias cinética e potencial sdo dadas por

1
T =mi? (4.5)
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1

Substituindo as equagdes (4.5) e (4.6), na equacéo (4.4) obtemos a equacdo desejada
mi + kx = 0.
4.1.4 Solugéo

A equagdo (4.3), € uma equacdo diferencial linear com coeficientes constantes de

segunda ordem. A equacao possui solucédo do tipo
x=e'. (4.7)
Substituindo a equacao (4.7) na equacéo (4.3), obtemos a equacdo caracteristica
mri+k=0

cujo as solugdes sdo r = +/k/mi e r = —\/k/mi , onde i =+—1. Como as raizes da

equacdo caracteristica sdo complexas, iremos utilizar a equacdo (2.17). Sendo a =0 e 8 =

\ k/m, temos que a solucdo da equacdo (4.3) é dada por

k k
x(t) = C,cos |—t+ C,sen |—t.
m m

Podemos ainda reescrever a solu¢do como

x(t) =Cicosw, t +C,senw,t (4.8)

k
“n = Im (4.9)

é chamada de frequéncia natural e é expressa em rad/s. As constantes C; e C, podem ser

onde a constante w,,, dada por

determinadas pelas condices iniciais do problema.
4.1.5 Movimento Harménico

O sistema massa-mola é um tipo de movimento oscilatério bastante comum. Por ser
periddico, pode ser caracterizado como um movimento harménico. De acordo com Barreto
Filho e Silva, (2015) para ocorrer um movimento em torno de uma posicdo de equilibrio, €
necessario um mesmo intervalo de tempo para ir e voltar & posi¢do de equilibrio, portanto,
devem-se determinar as grandezas, periodo e frequéncia. O tempo gasto pelo objeto para

executar um ciclo completo é chamado de periodo, sendo dado por
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1
T=-, (4.10)
f
onde f é a frequéncia e é definida como o nimero de ciclos completos por unidade de tempo,
dada por
_n
f= o (4.11)

A equacao (4.8) é a equacdo geral que descreve o movimento do sistema massa-mola,

podendo ser expressa de forma mais simples. Sejam

C; = Asen¢ (4.12)

C, = Acos¢ (4.13)

onde A e ¢ séo duas constantes arbitrarias a serem determinadas. Substituindo essas expresses
na equacao (4.8), obtemos
x = Asen¢ cosw, t + Acos¢ senw,t.
Utilizando a identidade trigonométrica sen(a + ) = sen a cos 8 + cosa sin g,

podemos escrever
x(t) = Asen(wyt + ¢). (4.14)

O deslocamento maximo relativo a posicdo de equilibrio é chamado de amplitude A. O
argumento da fungdo seno, w,t + ¢, é a fase do movimento, e a constante ¢ é chamada de
angulo de fase, ou fase inicial, pois representa quanto a curva esta deslocada em relacdo a
origem no tempo t = 0. Podemos encontrar os valores das constantes A e ¢ através das

equacoes (4.12) e (4.13). Elevando ao quadrado e somando as duas equacdes, obtemos para a

A=/Q2+Q? (4.15)

Dividindo a equacdo (4.12) pela equacdo (4.13), obtemos para o angulo de fase, a

amplitude o resultado

seguinte relacdo

¢ =tan™?! (&> (4.16)

Cy
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4.2 Vibracao for¢gada sem amortecimento

Vibragdo forcada sem amortecimento € um tipo de movimento vibratorio muito
importante em trabalhos de engenharia, onde 0s principios que regem esse movimento séo de
grande importancia na analise de forcas que causam vibracdo em diversos tipos de maquinarios
e estruturas (HIBBELER 2005).

A figura 2(a) representa um sistema massa-mola sujeito a uma forca periddica F =
F,sen wt, onde essa forca possui amplitude F, e frequéncia angular w. A figura 2(b) é a

representacdo do diagrama de corpo livre para o bloco.

Figura 2 — Sistema massa-mola sujeito a uma forca periddica.

Posigdo de W=mg
equilibrio

v |F=Fysenor

F = Fj sen ot

N=W
() (b)
Fonte: R.C.HIBBELER (2005)
A aplicacdo da segunda lei do movimento de Newton resulta em
Fysen wt — kx = mi
ou
mX + kx = F, sen wt. (4.17)

A equacdo (4.17) é uma equacdo diferencial linear de segunda ordem ndo-homogénea
com coeficientes constantes, cuja solucao geral consiste na soma da solu¢do complementar, x.,

com a solugéo particular, x,,.

A solucdo complementar pode ser obtida através da equacdo homogénea associada a
equacdo (4.17), isto é, a equacdo obtida ao fazer o segundo membro da equacdo igual a zero,

sendo equivalente a equacdo (4.3), onde a solugédo é dada pela equacéo (4.8), logo
x. = Cycosw, t + C,senw,t. (4.18)
Como o movimento é periddico uma solucédo particular da equacéo (4.17) é da forma

xp, = Csenwt, (4.19)
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onde C € uma constante a ser determinada. Derivando duas vezes em relacdo ao tempo e

substituindo o resultado na equacéo (4.17), obtemos
m(—Cw? sen wt) + k(C sen wt) = F, sen wt.

Colocando o termo sen wt em evidéncia e resolvendo para C, obtemos

Fo/k
C= 0—/(‘)2 (4.20)
1 — (—
o)
Substituindo essa expressdo na equacao (3.19), obtemos para a solugéo particular
Fo/k
Xp o - sen wt. (4.21)
1- ()
le
Portanto, para a solucdo geral, temos,
Fo/k
x=Cicosw, t+ Cysenw,t +Wsen wt. (4.22)
1 — (—
wn

Nessa equacéo, x descreve dois tipos de vibracdo do bloco. A solu¢do complementar x,.
descreve a vibracdo livre, que depende da frequéncia angular w,, e das constantes C; e C,, que
sdo determinadas pelas condigGes iniciais do sistema. A solugdo particular x, descreve a
vibracdo forcada do bloco causada pela forca aplicada F = F, sen wt. Pelo fato dos sistemas
vibrantes estarem na realidade, sujeitos a atrito, a vibracéo livre, x., se atenua com o passar do
tempo e tende a desaparecer. Por causa disso, a vibracdo livre € transitéria. Por sua vez, a
vibracdo forcada é denominada de vibracdo permanente, pois se mantém de forma indefinida
(HIBBELER 2005).

4.3 Vibracéo livre com amortecimento viscoso

Segundo Tipler e Mosca (2009), quando um corpo é solto vibrando livremente, ele acaba
por voltar a sua posicdo de equilibrio, porque a energia mecéanica é dissipada por forcas de

atrito.

Na pratica, 0s sistemas mecanicos sempre estdo submetidos a algum grau de atrito,
dissipando assim energia mecanica. A analise do movimento de vibracdo das se¢des anteriores
ndo incluia os efeitos do atrito ou amortecimento no sistema, de modo que as soluc@es obtidas
sdo aproximagdes. No amortecimento viscoso, a forca de amortecimento, F, atua no sentido

aposto e é proporcional a velocidade do corpo sujeito a vibragdo, sendo dada por

F = —cx, (4.23)
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onde a constante ¢ é chamada de coeficiente de amortecimento viscoso e tem como unidades
N-s/m.
A figura 3 representa um sistema com um grau de liberdade submetido a um

amortecimento viscoso, junto ao diagrama de corpo livre.

Figura 3 — Sistema com amortecimento viscoso.

Posicao de L—x_;
equilibrio mg

N

Se x for medido em relacdo a posicao de equilibrio da massa m, a aplicacdo da segunda

Fonte: MERIAM, J. L

lei do movimento de Newton fornece
mx = —cx — kx
ou
mX + cx + kx = 0. (4.24)
A solucdo da equacdo (4.24) € da forma
x = et (4.25)

onde s é uma constante a ser determinada. Substituindo essa funcéo na equacao (4.24) obtemos

a seguinte equacdo caracteristica

ms?+cs+k=0, (4.26)
cujas raizes sdo dadas por
—c++Vc?—4mk c
S12 = =—--—= (4.27)
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Essas raizes ddo duas solucGes para a equacdo (4.24):
x; = Cies1t e x, = C,e52t (4.28)
Assim, a solucdo geral da equagdo (4.24) é dada pela combinacdo linear das duas

solucdes x; e x,:

c c\2 k I c\2 k
x = Cleslt + Czeszt — C1e{_m+ (m) —m}t n Cze{_m_ (ﬁ) —m}t (4.29)

onde C; e C, sdo constantes arbitrarias a serem determinadas pelas condicdes iniciais do

sistema.
4.3.2 Constante de amortecimento e fator de amortecimento

O amortecimento critico ¢, é definido como o valor da constante de amortecimento ¢

para qual o radical na equacéo (4.27) torna-se zero:

2k
() ~m=0

k
C. = ZmE = 2mw,. (4.30)

E definido como fator de amortecimento ¢ a razdo entre a constante de amortecimento

logo

e a constante de amortecimento critico:

== 4.31
‘= (431)
Utilizando as equaces (4.30) e (4.31), podemos escrever
c c C.
—=—>—={w, (4.32)

2m ¢, 2m

e, por consequéncia,

512 = (~C £ 1) wy. (433)
Assim, podemos reescrever a solucdo, equacdo (4.29), da seguinte forma
x = Cle(—€+\/€2—1)wnt + Cze(—f—\/fz—l)wnt. (4.34)

Como 0 < { < oo, 0 radicando (¢? — 1) pode ser positivo, negativo ou nulo, dando

origem a trés tipos de amortecimento:
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Caso 1. Sistema subamortecido

((<1louc<c,ouc/2m < k/m).Paraessa condicdo, ({2 — 1) é negativo e as raizes s, e

s, sao expressas da seguinte forma

51 = (=( +iy1 =0y

5= (- t/T=2) wn,
onde i = v—1. Assim, podemos apresentar a solugéo (4.34) como
x = Cle(—é+i,/1—{2)wnt + Cze(—(—i1/1—52)wnt_ (4.35)

Como e(@*h) = e%eb e ytilizando a formula de Euler (et™ = cosx + isenx), podemos

reescrever a equacédo anterior como
x = e~$wnt {(Cl +C,) cos+/1 = (2 wyt +i(C; — C;) sen \/TCzwnt}.
Fazendo C; = C, + C, e C; = i(C; — C;), obtemos
x = e~ S@nt {Cl’ cos/1 — {2 w,t + C sen \/1—7{2wnt},
que simplificando ainda mais, temos
x = Xe $@nt gen (\/1—_{2wnt + ¢), (4.36)

onde (Cy, C;) e (X, ¢) sdo constantes arbitrarias a ser determinadas pelas condigdes iniciais.

As constantes (X, ¢) podem ser expressas como

X =y(CD*+(C)? (4.37)

C’
¢ = tan™? <C—l> (4.38)

O movimento descrito pela equacdo (4.36) € um movimento harmdnico amortecido de

frequéncia angular /1 — {2w,, por causa do fator e~—$®nt g amplitude diminui

exponencialmente com o passar do tempo, como ilustrado na figura 4. A quantidade

wg =1 - Cw, (4.39)
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é chamada de frequéncia natural de vibracdo amortecida. A frequéncia natural de vibracdo
amortecida w,; € sempre menor que a frequéncia natural ndo amortecida w,. O caso
subamortecido é muito importante no estudo de vibra¢cdes mecéanicas porque é o Unico que

resulta em um movimento oscilatério.

Figura 4 - Solucéo ndo amortecida.

x(7)
A
B A T4 #%7;
S~
X '""'--...,___--_ Xe ot
. p - =
Xq 7/ 21 U A T Sy .
{ 1'7 1* xzs\ /..\v/ N > wl
o f R A
|t T
L -
/,,”
dl

Fonte: RAQ, S. (2008)

Caso 2. Sistema criticamente amortecido
((=1ouc =c.ouc/2m = /k/m). Nesse caso, as duas raizes s, e s, da equacado (4.33) sdo
iguais:

S1=S; = o = Wy (4.40)

Por causa das raizes repetidas, a solucdo da equacéo (4.24) é da seguinte forma
X = (Cl + Czt )e_w"t (4.41)

O movimento representado pela equacgédo (4.41) é aperiddico (isto €, ndo periodico).

Como e~®nt — ( quando t — oo, 0 movimento diminuira até zero, como ilustrado na figura 5.

Caso 3. Sistema superamortecido

(C>1ouc>c.ouc/2m > .k/m). Para,/{? —1 > 0, as raizes s, € s, S40 reais e distintas,

sendo dadas por

s$1;=((+y?-1VDw, <0

5= (=0~ = Dw, <0,
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com s, < s;. Assim, a solucdo da equacdo (4.24) é dada por
X = Cle(—<+\/(2—1)wnt + Cze(—(—\/fz—l)wntl (4.42)

O movimento descrito pela equacdo (4.42) é aperiddico, independente das condicbes
iniciais do sistema. Como as raizes s; e s, sdo ambas negativas, 0 movimento diminui

exponencialmente com o passar do tempo, como mostrado na figura 5.

Figura 5 - Movimentos com tipos diferentes de amortecimento.

x(7)

Nio amortecido ({ = 0)

Superamortecido (¢ > 1)
Criticamente
~.amortecido ({ = 1)
]

Subamortecido (¢ < 1)

Pt {(w, € menor
/ \(/ do que ®,)
\

X0

Fonte: RAQ, S. (2008)
4.4 Vibracéao forcada com amortecimento viscoso

O caso mais geral de movimento vibratério com um grau de liberdade ocorre quando o
sistema estd submetido a forcas de excitacdo e ao amortecimento viscoso. Se uma forca
periddica F = F, sen wt atua sobre o sistema representado pela figura 3, a equacéo diferencial

que descreve o movimento é dada por
mX + cx + kx = Fy sen wt. (4.43)

A equacdo (4.43) é ndo homogénea, sua solucdo geral é dada pela soma da solucédo
complementar, x., com uma solucdo particular, x,. A solugdo complementar pode ser
determinada ao igualar o primeiro membro da equacao (4.43) a zero, e resolvendo a equacgéo
homogénea resultante, sendo ela a equacdo (4.24). Dessa forma, a solu¢do complementar é dada
pelas equagdes (4.36), (4.41) ou (4.42), dependendo dos valores de s; e s,. Como a forca

aplicada é harménica, a solugdo particular também é harmdnica, tendo a seguinte forma

X, = Asen wt + B cos wt. (4.44)
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Para determinar as constantes A e B é necessario calcular as derivadas com rela¢do ao
tempo necessarias e substitui-las na equagdo (4.43). Feito isso, e simplificando o resultado,

obtemos
(—Amw? — cBw + kA) sen wt + (—Bmw? + cAw + kB) cos wt = F, sen wt.

Essa equacdo é valida para qualquer valor de t. Assim, igualando os coeficientes das
funcbes sen wt e cos wt, temos 0 seguinte sistema

{—Amou2 —cBw +kA=F,

—Bmw? + cAw + kB = 0.

Resolvendo esse sistema e lembrando que w,? = k/m, temos
(Fo/m)(w,* — w?)

4= (w2 — w?)? + (cw/m)? (445)

B —Fo(cw/m?)
B = o7 —0?) 1 (ca/m" (4.46)
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5 METODOLOGIA

Na construgdo deste trabalho, foi feita uma pesquisa bibliogréfica na biblioteca da
UFERSA, campos angicos, utilizando referéncias indicadas por professores do campus e
também pesquisas na plataforma online, tomando como base, artigos e monografias a fim de
obter um aprofundamento nos assuntos aqui tratados. Através de um levantamento teérico, foi
definido importantes conceitos acerca de equacgdes diferencias, transformada de Laplace e
vibracdes mecanicas, bem como algumas de suas principais propriedades. Além disso,
buscando uma maior aplicabilidade, foram selecionados problemas envolvendo vibracoes
mecanicas, onde, apresentamos a resolucdo dos mesmos através de métodos de resolugdo de

equac0es diferenciais e transformada de Laplace.
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6 APLICACOES: VIBRACOES MECANICAS E EQUACOES DIFERENCIAIS

O objetivo desta se¢do é mostrar a aplicacdo das equacdes diferenciais na resolucéo de
problemas envolvendo vibragdes mecanicas. Sera utilizado aqui, os resultados vistos nas se¢des
anteriores afim de solucionar os diversos tipos de problemas vibratorios abordados neste
trabalho. Utilizaremos aqui, problemas da literatura de Bronson e Costa (2008).

Problema 1: (Bronson e Costa, p 133) Uma massa de 2 kg esta suspensa por uma mola cuja
constante € 10 N/m e permanece em repouso. Ela é entdo colocada em movimento com uma
velocidade 150 cm/s. Determine uma expressdo para 0 movimento da massa, desprezando a

resisténcia do ar.

Dados:
m = 0,5 kg;
k =6 N/m.

Solucéo: Por ndo existir forca externa, nem forca de amortecimento aplicada a massa, a equacao

do movimento é regida pela equacéo (2.34). Sendo m = 2 kg e k = 10 N/m, temos
2X+10x =0
ou
¥ +5x=0. (5.1)

A solucdo dessa equacéo diferencial, é dada pela equacéao (2.39), onde

k ’10
Wy, =\/;= 7::» w, =2,24rad/s

substituindo esse valor na equacéo (2.39), obtemos a seguinte solucao para (5.1)
x(t) = C; cos(2,24 t) + C, sen(2,24 t). (5.2)

Pelo enunciado, temos que para t = 0, x = 0 m. Aplicando essa condic¢do inicial em
(5.2), obtemos

x(0) =Cycos0+C,sen0 =0
=0, =0
logo, reescrevemos (5.2) como

x(t) = C, sen(2,24 t). (5.3)
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Quando t = 0, x = 150 cm/s = 1,5 m/s. Derivando a equagdo (5.3) em relacdo ao

tempo, obtemos, para a velocidade,

x = 2,24C, cos(2,24t).
Aplicando a condicéo inicial, temos

x(0) = 2,24C,cos0 =1,5= 2,24C, = 1,5
assim temos,
C, =0,67.

Substituindo o valor de C,, obtemos para a solucéo

x(t) = 0,67sen(2,24 t). (5.4)

Iremos agora solucionar o problema por transformada de Laplace. O problema de valor
inicial é dado por

¥+5x=0, x(0)=0, x(0)=15

Aplicando a transformada de Laplace na equacéo diferencial e utilizando a propriedade de

linearidade, temos
L{x} — 5L{x} = L£{0]. (5.5)
Pela equacéo (3.5), escrevemos (5.5) como
s2X(s) — sx(0) — x(0) + 5X(s) = 0,
substituindo as condicdes iniciais
s?X(s)—1,5+5X(s) = 0.
Explicitando X (s), obtemos

1,5

Para encontrar a solugédo x(t), basta calcular a transformada inversa de (5.6), logo

x(t) = L7HX(s)} =L {szlf 5}

S x(t) = 1,51:—1{ } (5.7)

s2+5
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A fim de usar a entrada 4 da tabela 3, iremos dividir e multiplicar a equacio (5.7) por v/5, dessa

forma

15 (V5
x() = \/EL {52 + 5}

Logo, a solugdo é dada por
1,5
x(t) = —=sen(V/5¢t
(0 = Zsen(¥51)

ou
x(t) = 0,67sen(2,24 t).

Problema 2: (Bronson e Costa, p 143) Uma massa de 2 kg estd suspensa por uma mola,
distendendo-a em 0,392 m. O sistema esta em repouso. Coloca-se a massa em movimento
aplicando-se uma forca externa F(t) = 4 sen2t. Determine 0 movimento subsequente da

massa, considerando que a resisténcia do meio ambiente seja desprezivel.

Dados:

m = 2 Kg;

65t = 0,392 m;
x(0) = 0;
x(0) = 0;

w = 2 radfs;
Fy =4 N.

Solucéo: Pela lei de Hooke, temos que mg = k&, onde &, € a deflexdo estatica, causada pelo
peso mg da massa. Resolvendo para k, temos
_mg 2-9,8 N

k="9 k =50—
5., 0392 m

Como a resisténcia do ar é desprezivel, ndo existe amortecimento no sistema, logo a
equacdo que descreve o movimento € dada pela equacdo (4.17). Substituindo os valores,

obtemos a seguinte equacdo diferencial ndo-homogénea

2% + 50x = 4sen 2t (5.8)
cuja solucdo geral € dada pela soma da solugdo complementar, x., com a solugdo particular, x,,.

A solucdo complementar é dada pela equacéo (4.18), onde
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L 50=> = 5rad
Wy = = |52 Wy = rad/s.

Substituindo esse valor na equacéo (4.18), a solugcdo complementar € dada por
x. = C, cos 5t + C, sen 5t¢.
A solucdo particular é dada pela equacdo (4.21). Substituindo os valores, temos

4/50

=1 _(2/5)

sen 2t = x, = 0,095sen 2t.

Portanto, a solucdo geral da equacdo (5.8), é expressa como
x(t) = C; cos 5t + C, sen 5t + 0,095 sen 2t (5.9)
Aplicando as condigdes iniciais, obtém-se
x(0) = C;cos0+ C,sen0 + 0,095sen0 = 0
=0, =0
logo, reescrevemos (5.9), como
x(t) = C, sen 5t + 0,095 sen 2t. (5.10)
Derivando (5.10) em relacdo ao tempo, obtemos para a velocidade
x = 5C, cos 5t + 0,19 cos 2t.
Aplicando a condicdo inicial, temos
x(0) =5C,cos0+0,19cos0 =0 = 5C, =—-0,19
logo,
¢, = —0,038.
Substituindo a constante C, em (5.10), obtemos para a solugédo
x(t) = —0,038sen 5t + 0,095 sen 2t. (5.11)

Aplicando a transformada de Laplace na equacdo (5.8) e utilizando a propriedade de

linearidade, temos
2L{k}+ 50L{x} = 4L{sen 2t} = L{k} + 25L{x} = 2L{sen 2t}. (5.12)

Utilizando a equacéo (3.5) e a entrada 4 da tabela 2, podemos escrever (5.12), como
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$2X(s) — sx(0) — #(0) + 25X (s) = 2 (ﬁ)

Substituindo as condicdes iniciais, temos

s?2X(s) + 25X(s) =

s2+4
Explicitando X (s), obtemos

4
(s? 4+ 25)(s? + 4)

X(s) =

Aplicando a transformada inversa, x(t) é dado por

-1 — -1 4
x(6) = LYX(s)} = £ {(52 IEGTT 4)}. (5.13)

Para calcular a transformada inversa de X (s), utilizaremos o método de fracGes parciais

aplicados a funcGes racionais:

4 =As+B+Cs+D. (5.14)
(s2+25)(s?+4) s2+25 s2+4
Multiplicando ambos os lados da igualdade por (s? + 25)(s? + 4) implica
4= (As+ B)(s>+4) + (Cs + D)(s? + 25).
Simplificando essa expressao, temos
4=53(A+C)+s%(B+D)+s(44 + 25C) + (4B + 25).
Igualando os coeficientes das poténcias de s, obtemos o seguinte sistema
A+C=0
B+D=0
4A+25C =0
4B + 25D =4
cuja solucdo é dadaporA=C =0,B = —24—1 eD = 24—1. Substituindo esses valores em (5.14),
obtemos
4 _ —4/21 4 4/21
(s2+25)(s2+4) s2+25 s2+4
logo,

(t) = 41:—1{ 1 }+4L—1{ 1 }
U= 757% 2+25) 7217 G2 +4f
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Reescrevendo a equacéo, temos

SRR NESES
MU=7521" sz+25) 72217 52445

Utilizando a entrada 4 da tabela 3, a solucéo x(t) é expressa como

4 2
x(t) = —ﬁ.ssen 5t + S sen 2t.

Ou

x(t) = —0,038sen 5t + 0,095 sen 2t.

Problema 3: (Bronson e Costa, p 143) Uma massa de 0,5 kg esta suspensa por uma mola cuja
constante € 6 N/m. A massa € posta em movimento deslocando-a 0,5 m abaixo de sua posi¢ao
de equilibrio, sem velocidade inicial. Determine o movimento subsequente da massa,

considerando que a resisténcia provocada pelo meio seja -4xN.

Dados:

m = 0,5 kg;

k = 6 N/m;

c =4 N-s/m;

x(0) =0,5m;

x(0) = 0.

Solucdo: Como existe amortecimento nesse sistema, a equacao que rege o movimento desse
sistema, é dada pela equacdo (4.24). Substituindo os valores, obtemos a seguinte equacéo

diferencial homogénea
05k +4x+6x=0
ou
X+ 8%+ 12x = 0. (5.15)

Antes de encontrar a solucdo, primeiro vamos classificar o sistema, quanto ao seu

amortecimento. Sendo o coeficiente de amortecimento critico

k ,6
CC=2mwn=2m\/;=2-0,5 E:>CC=3,46N-s/m.

O fator de amortecimento é dado pela equagéo (4.31)



46

c
(:—:

. 346 ¢ = LIS

Como ¢ >1 o sistema é superamortecido e sua solucdo é dada pela equacdo (4.42).
Substituindo os valores, obtemos

x(t) — Cle(—1,156+,/(1,156)2—1)3,46t + Cze(—1,156—\/(1,156)2—1)3,46t

= x(t) = C;e %t + C,e™°t, (5.16)
Aplicando a condig&o inicial, temos

x(0) = C,e° + C,e° = 0,5

=C +C, =0,5.

Derivando (5.16) em relacdo ao tempo, implica

X =—2Ce % —6C,e "
Substituindo a condigéo inicial, temos a seguinte relacéo

x(0) = —2C,e° — 6C,e° =0
= —2C, — 6C, = 0.

Resolvendo esse sistema, os valores das constantes sdo, C; = 0,75 e C, = —0,25. Substituindo

as constantes em (5.16), temos para a solucéo

x(t) = 0,75e7%t — 0,25e°¢, (5.17)

Aplicando a transformada de Laplace na equacéo (5.15), temos

L{z}+8L{x} + 12L{x} = 0. (5.18)

Pelo teorema 3.3, escrevemos (5.18) como
s2X(s) —sx(0) — x(0) + 8[sX(s) —x(0)] + 12X(s) = 0.
Aplicando as condicdes iniciais e simplificando, obtemos
s?2X(s) +8sX(s) + 12X(s) = 0,5s + 4.

Explicitando X (s) implica em

0,55+ 4

X&) =Fies 11z

Fatorando o denominador, temos
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0,5s + 4
(s+2)(s+6)

X(s) =

Para calcular a transformada inversa de X (s), utilizaremos fracdes parciais, dessa forma

0,5s + 4 B A B
G+2)G+6) G+2) Groy

Multiplicando ambos os lados da igualdade por (s + 2)(s + 6), implica em
0,5s+4 =A(s+6) + B(s + 2).

Fazendo s = -2 e s = —6 na Ultima equacdo, concluimos que A=3/4 ¢ B=—1/4,
respectivamente.
Consequentemente,

3/4 1/4
(s+2) (s+6)

X(s) =
Calculando a transformada inversa,

LX)} = %L_l {(s Jlr 2)} - %L_l {(s Jlr 6)}

Utilizando a entrada 3, da tabela 3, temos que a solugéo x(t), é dada por

3
x(t) = Ze‘Zt — Ze‘“,

ou

x(t) = 0,75e7%t — 0,25¢7¢t (5.19)

Problema 4: Um sistema massa-mola amortecido, sujeito a uma forca hormdnica, é descrito

pelo seguinte problema de valor inicial. Determine 0 movimento subsequente da massa.

{5& + 4x + 4x = sent (5.20)
x(0) =0, x(0)=0.
A equacdo diferencial do problema é ndo-homogénea, dessa forma, sua solucdo geral,
e dada pela soma da equacdo complementar x., com a solugéo particular x,,.
Do problema, temos os seguintes dados:
m = 1Kg;
¢ =4 N-s/m;
k =4 N/m;
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w = 1 rad/s.

Pelos dados, obtemos os seguintes valores

L 4—2 d
Wp = |—= 7= rad/s

c _ 4 _
. 2mw, (2)-(1)-@)

7= 1.

Como ¢ = 1, asolucdo complementar é dada pela equacgéo (4.41). Substituindo o valor de w,,,
temos
Xe = (C1 + Czt)e_Zt. (521)

A forca harmdnica aplicada ao sistema é dada por F(t) = sen t, logo, para a solucdo particular,

temos
X, = Asen wt + B cos wt, (5.22)

onde A e B sdo constantes dadas pelas equaces (4.45) e (4.46), logo

(o E/mad—e?) /D@ -1
C (wp? — 02?2+ (cw/m)2 (22-12)2+(4-1/1)2 7
e
_ 2 _ . 2
B - Fy(cw/m#) 1(4-1/1%) 016,

(02 — 02)? + (co/m)2  (22—12)2 + (4-1/1)2
Substituindo esses valores em (5.22), obtemos para a solucéo particular
x, =0,12sent — 0,16 costt.

Assim, a solucao geral é dada por

x(t) =x.+x,=(C; + C;t)e™** +0,12sent — 0,16 cos t.
Pelas condi¢des iniciais, temos
x(0)=(C;+C,-0)e°+0,12sen0 — 0,16 cos0 =0

=>(—-016=0

= ¢, = 0,16.
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Substituindo C; na solucdo geral, obtemos

x(t) = (0,16 + C,t)e ?* + 0,12sent — 0,16 cos t. (5.23)
Derivando (5.23) em relagcéo ao tempo, implica em

x(t) = C,e™%t — 2e72(0,16 + C,t) + 0,12 cost + 0,16 sen t.
Aplicando a condicéo inicial, temos
x(0) = C,e% —2e°(0,16 + C,-0) + 0,12cos0 + 0,16sen0 = 0
=(,—0324+0,12=0

=C, =0,2.
Logo, a solugédo do problema, € expressa como

x(t) = (0,16 + 0,2t)e % + 0,12sent — 0,16 cos t. (5.24)
Aplicando a transformada de Laplace na equacéo (5.20), temos
L{i}+ 4L{x}+ 4L{x} = L{sen t}. (5.25)

Pelo teorema 3.3, e utilizando a entrada 4 da tabela 2, reescrevemos (5.25) como

s2X(s) —sx(0) — x(0) + 4[sX(s) — x(0)] + 4X(s) = 21T

Aplicando as condicdes iniciais, obtemos

s2X(s) + 4sX(s) +4X(s) = FRET

Explicitando X (s), implica em

1

XS = i+ Hez+ D

1

=X() = (s+2)%(s2+1)

A fim de calcular a transformada inversa de X (s), utilizaremos fracdes parciais, dessa forma

1 __A B Cs+D
(s+2)2(s2+1) s+2 (s+2)2 s2+1

(5.26)

Multiplicando ambos os lados da igualdade por (s + 2)%(s? + 1), temos
1=A(0+2)(s?+1)+B(s>+ 1)+ (Cs + D)(s + 2)>.

Simplificado, implica em
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1=53(4+C)+5s?(QA+B+2C+D)+s(A+4C +2D) + (2A+ B + 4D).

Igualando os coeficientes das poténcias de s, obtemos o seguinte sistema

A+C=0
2A+B+2C+D=0
A+4C+2D =0

2A+B+4D = 1.
A solucdo desse sistema, fornece os seguintes valores, A =4/25, B=1/5, C=—4/25¢

D = 3/25. Substituindo esses valores em (5.26), obtemos

1 _4/25+ 1/5 +—4S/25+3/25
(s+2)2(s2+1) s+2 (s+2)2 s2+1 '
Logo,
4/25 1/5 —4s5/25+4+3/25
wio M2,V 5/25+3/

+
s+2 (s+2)? s24+1

R I U B 4 s 3 1
=05 s+2 75 (s+2)2 25 s2+1 25 s2+1

Aplicando a transformada inversa, temos

4 1 1 1 4 S 3 1
L YX =—L‘1{ } L1 {—}——L‘l —L‘l{ }
O e T P ) S () ST {52+1}+25 s2+1
Utilizando as entradas 3, 4, 5 e combinando as entradas 3 e 6 da tabela 3, obtemos para a solucao

4 1 4 3
— =2t 4 =2t -

x(t) T +5te 25cost+255ent

= (0,16 + 0,2t)e %' — 0,16 cost + 0,12 sen t.
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7 CONCLUSAO

Esse trabalho, foi desenvolvido a fim de despertar uma maior motivagdo de alunos no
estudo de equacdes diferenciais. Foi exposto o referencial tedrico sobre equacdes diferenciais,
onde abordamos importantes definicdes e métodos de solugbes, como o0 método dos coeficientes
indeterminados e também transformada de Laplace. No estudo de vibragcdes mecénicas, foi
apresentado a teoria sobre o sistema massa-mola, considerando o sistema vibrando livremente
ou sobre efeito de amortecimento viscoso e forgas externas. Por fim, buscando uma maior
aplicabilidade, selecionamos alguns problemas, onde, apresentamos a resolu¢cdo dos mesmos
através de métodos de resolucdo de equaces diferenciais e transformada de Laplace. Com isso,
mostramos a importancia da teoria de equacOes diferencias dentro do estudo de vibragdes

mecanicas e sua relevancia dentro da resolugéo de problemas nessa area.
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