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RESUMO

As curvas de Bézier, desenvolvidas pelos matematicos franceses Pierre Bézier e
Paul de Casteljau, desempenham um papel importante em diversas areas, como,
por exemplo, arquitetura e computacdo grafica. Neste trabalho, exploramos a
estética desse tipo de curva por meio de uma abordagem que une matematica e arte
na qual foi utilizado o soffware de matematica dindmica GeoGebra. Nosso objetivo é
ilustrar como conceitos basicos da matematica podem ser utilizados na construgao
de belas imagens, tornando-se uma ferramenta que ajuda no despertar do interesse
e compreensdo entre os estudantes. Para este trabalho, exploramos os comandos
de Sequéncias, criagdo de Pontos, criacdo de Segmentos, Listagem, dentre outras
coisas. As construgbes artisticas desenvolvidas neste trabalho ilustram a
versatilidade das curvas de Bézier no contexto visual, promovendo uma apreciacao
mais profunda da matematica e estimulando uma abordagem criativa e estética em

relagao aos conceitos trabalhados.

Palavras-chaves: Curvas de Bézier. Estética. Abordagem Artistica. GeoGebra.



ABSTRACT
Bézier curves, developed by French mathematicians Pierre Bézier and Paul de
Casteljau, play an important role in various fields, such as architecture and computer
graphics. In this paper, we explore the aesthetics of this type of curve through an
approach that combines mathematics and art, using the dynamic mathematics
software GeoGebra. Our aim is to illustrate how basic mathematical concepts can be
used in the construction of beautiful images, making it a tool that helps to arouse
interest and understanding among students. For this work, we explored the
Sequences commands, creating Points, creating Segments, Listing, among other
things. The artistic constructions developed in this work illustrate the versatility of
Bézier curves in a visual context, promoting a deeper appreciation of mathematics

and stimulating a creative and aesthetic approach to the concepts worked on.

Keywords: Bézier curves. Aesthetics. Artistic Approach. GeoGebra.
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1.  INTRODUCAO

As curvas de Bézier sao amplamente utilizadas em diversas areas, como
design grafico, modelagem de objetos tridimensionais e animagéo, devido a sua
capacidade de gerar formas suaves e curvilineas. Nesse contexto, o software
GeoGebra se apresenta como uma ferramenta pratica e acessivel para a construcéo
e visualizagao dessas curvas, visto que tem a potencialidade de proporcionar uma
interagdo entre algebra e geometria que facilita a compreensdo dos conceitos
matematicos subjacentes.

A origem das curvas de Bézier remonta ao trabalho pioneiro do engenheiro
mecanico francés Pierre Bézier (1910-1999). Rabut (2002) destaca que Bézier
trabalhou na renomada empresa automobilistica Renault, onde se dedicou ao
desenvolvimento de métodos para modelar a programagédo de computadores com
pouca memoéria. Sua pesquisa resultou na criagdo do que, posteriormente ficou
conhecido como “curvas de Bézier’” quando obteve a patente para o software Unisurf
em 1966 Rabut (2002).

A colaboracao de Bézier com outros pesquisadores, como M. de la Boixére e
Paul de Casteljau, foi fundamental para o avango dos estudos sobre esse tipo de
curva. Molinari e Retslaff (2019) destacam que esses pesquisadores trabalharam
juntos na area de modelagem desde 1958, e somente em 1985 tiveram autorizagao
de seus empregadores para publicar seus trabalhos, devido ao carater confidencial
dessas pesquisas, como afirmado por Simoni et al. (2005).

O software GeoGebra, por sua vez, desempenha um papel fundamental neste
estudo. Araujo et al. (2018) ressaltam que o GeoGebra é uma ferramenta de
matematica dinamica que permite a interagdo entre algebra e geometria em um
mesmo ambiente. Sua interface intuitiva e recursos graficos facilitam a construcao
de representagdes visuais e oferecem a oportunidade de explorar conceitos
matematicos de forma concreta, rompendo com a abstragcdo que muitas vezes limita
o entendimento dos estudantes.

Diante desse contexto, este trabalho visa demonstrar as possibilidades
estéticas das curvas de Bézier, utilizando o software GeoGebra como meio de
construcado e visualizacdo. Serdo apresentados exemplos praticos e um passo-a-
passo detalhado para a construgdo das curvas, ilustrando diferentes configuracoes
estéticas que podem ser alcangadas. Dessa forma, busca-se contribuir para o



conhecimento e a apreciagdo das curvas de Bézier como elementos-chave na
producéo de arte e design computacional.

A estrutura do trabalho segue da seguinte maneira: no Capitulo 1, é
apresentada esta introducao, fornecendo uma viséo geral do tema e dos objetivos
da pesquisa. No Capitulo 2, sera apresentada uma revisdo bibliografica sobre a
teoria das curvas de Bézier, abordando suas propriedades e aplicacées. No Capitulo
3, sera discutido o software GeoGebra e suas funcionalidades relevantes para a
construcdo das curvas. No Capitulo 4, serdo apresentados exemplos praticos de
construgédo de curvas de Bézier no GeoGebra, explorando diferentes configuragdes
estéticas. Por fim, no Capitulo 5, serdao apresentadas as consideragdes finais,

destacando as principais conclusdes e possiveis direcdes para trabalhos futuros.



10

2. CURVAS DE BEZIER

A técnica de alinhavar curvas, conhecida como "curve stitching", é um
trabalho manual que incorpora fundamentos matematicos e pode ser explorada
pelos docentes para o ensino da geometria aos estudantes. Por meio dessa pratica,
€ possivel criar curvas belissimas ao utilizar marcagbes de pontos igualmente
espagados ao redor de uma circunferéncia ou em linhas retas. Ribeiro (2010)
destaca a importancia do estudo da construcdo de curvas, que permite aos alunos
refletir sobre os elementos criados, analisando retas, angulos das curvas,
posicionamento dos pontos e valores numéricos.

As “curve stitching” tem suas raizes nas atividades de "ponto curvo"
desenvolvidas por Mary Everest Boole, esposa de George Boole, no final do século
XIX. Essa pratica foi criada com o intuito de tornar as ideias matematicas mais
acessiveis as criancas. No entanto, foi somente no final dos anos 1960, por meio de
kits e livros, que a técnica ganhou popularidade e se tornou um artesanato
decorativo. Coincidentemente, esse periodo também marcou, como veremos a
seguir, a aplicagédo das curvas de Bézier na industria automotiva.

As curvas de Bézier receberam esse nome em homenagem a Pierre Bézier
(1910-1999) e foram desenvolvidas nas décadas de 1960 por dois matematicos e
engenheiros franceses, Paul de Casteljau (1930-2022) e Pierre Bézier. Embora
tenham sido inicialmente concebidas para a industria automobilistica, Bézier obteve
permissao para publicar seu trabalho e, assim, as curvas passaram a ser
conhecidas por seu nome. Vale ressaltar que o algoritmo utilizado para calcular
essas curvas é baseado nos calculos de Casteljau.

De acordo com Molinari e Retslaff (2019), as curvas de Bézier sdo altamente
flexiveis e possuem grande capacidade de adaptacéo, permitindo sua construgao
em diferentes formas e comprimentos, controlados pelos pontos de controle. Essa
flexibilidade proporciona diversas perspectivas e possibilidades na construgdo das

curvas, envolvendo diferentes conceitos matematicos.

2.1. Construindo Curvas de Bézier
De maneira geral, podemos considerar a construcdo de curvas de Bézier
como um processo simples e ele nos permite construir curvas suaves e

esteticamente agradaveis com base em pontos de controle.
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Para a construcédo das curvas de Bézier inicialmente, € necessario selecionar,
pelo menos, trés pontos distintos: A;, A, e A;. Esses pontos devem ser escolhidos
de forma que ndo estejam em uma linha reta, para garantir a criacdo de curvas
interessantes.

Em seguida, é tragado segmentos que conectam o ponto A, ao ponto 4, e A,
a A;. Os pontos A; e A; representam, para esse caso, as extremidades da curva de

Bézier, como mostrado na Figura 01.

Figura 1- Construcao da Curva de Bézier.

A

Fonte: Autoria prépria (2023).

Em seguida, introduzimos a variavel livre t como uma forma de controlar a
proporgao dos pontos intermediarios B; e B, que estarao, respectivamente, entre os
segmentos 4,4, e A,A;

Para calcular os pontos intermediarios B, € B,, utilizamos as expressdes:

B, =A; +t(4; — Ay) (1)

B, = A; +t(A; — 4,) (2)

comt € [0,1].
Esses pontos B, e B, serao os novos pontos de controle para os segmentos
intermediarios. Observe que, quando t assume o valor zero, temos que B, = A4, €

B, = A,. De modo analogo, quando t =1 que B, = A, € B, = A,.
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Neste momento, conectamos B; a B, e repetimos o processo utilizando o
mesmo parametro t para calcular os pontos C; dentro do segmento B;B, . Esse

ponto C,; se tornou o novo ponto intermediario, como ilustrado na Figura 02.

Figura 2 - Construgao da Curva de Bézier.

Fonte: Autoria propria (2023).

Ao variarmos o parametro t fazemos com que o trago deixado pelo ponto C;

forme o que aqui chamamos de Curva de Bézier, como pode ser visto na Figura 03.

Figura 3 - Construgao da Curva de Bézier.

t=0.77

Fonte: Autoria propria (2023).

Observe, que o formato da curva construida na Figura 03 lembra uma
parabola, o que de fato o é, e isso se da porque, como
C, = B; +t(B, — B;)
e, pelas Equagdes (1) e (2), onde temos expressdes para B, e B, que dependem de
Ay, A, e A;, entdo, temos que
C,=A; +2t(A, — A) + t%(A; — 24, + A;) (3)
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A Equacéao (3) pode ser representada através de uma equacédo paramétrica
dada pela expressao:
_ {X(Al) + 2t(x(4;) — x(A7) + t2(x(43) — 2x(4,) + x(4,))
Py + 2t(y(4y) - y(A4D) + 2 (y(43) — 2y(4,) + y(4))
Com t € [0,1], e x(A4) e y(A) sendo as coordenadas x e y, respectivamente,
dos pontos A4, 4, e A;.
Observe que € possivel construirmos curvas mais complexas, isso €, com

quatro ou mais pontos de apoios iniciais: 4, A,, A; € A,, como ilustrado na Figura 04,

Figura 4 - Construcao da Curva de Bézier

Fonte: Autoria prépria (2023).

Essa repeticdo do processo permite a construgcdo de curvas de Bézier cada
vez mais complexas, adicionando mais pontos de controle e segmentos
intermediarios. A manipulacdo cuidadosa do parametro t e a escolha adequada dos
pontos de controle sdo essenciais para obter curvas suaves e precisas que, no
exemplo da Figura 04, esta sendo gerada pelo ponto D,.

Perceba também que, de maneira analoga ao ilustrado na Figura 03 e
Equacéao 03, podemos definir o ponto D, como uma fungédo paramétrica formada por
polinbmios de grau trés.

A construcdo de curvas de Bézier de multiplos niveis envolve uma série de
etapas que permitem criar curvas paramétricas complexas e detalhadas.

Resumidamente, iniciamos selecionando os pontos de controle que irdo definir a
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forma da curva. Em seguida, sédo criados os segmentos iniciais ligando os pontos de
controle adjacentes. Para calcular os pontos intermediarios ao longo desses
segmentos, utilizamos o parametro t, que varia de 0 a 1. Lembremos que esse
parametro t sera aplicado para cada equacdo especifica de todos os pontos
intermediarios.

Esse processo € repetido para criar niveis adicionais de curvas de Bézier.
Cada repeticdo adiciona mais detalhes e refinamentos a curva, tornando-a mais
suave e precisa. Caso tenhamos n pontos iniciais, o processo devera ser repetido
n — 1 vezes, resultando em curvas paramétricas formadas por polindmios de grau n.
Essas curvas oferecem uma ampla gama de possibilidades para a representagao de
formas complexas, permitindo a criacdo de curvas suaves, com curvaturas variaveis
e detalhes precisos.

Dessa forma, o método de construgédo de curvas de Bézier de multiplos niveis
se destaca pela flexibilidade que oferece, permitindo a criagdo de curvas com
diferentes graus de complexidade e detalhamento refinado. E uma técnica
amplamente utilizada em areas como design grafico, animagao e modelagem 3D,

proporcionando resultados esteticamente agradaveis e precisos.
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3. SOFTWARES DE MATEMATICA DINAMICA

Com o avancgo da tecnologia, os soffwares educacionais tém se mostrado
ferramentas importantes nos processos de ensino e aprendizagem, desempenhando
um papel relevante na assimilagdo dos conteudos pelos alunos. Ao invés de
simplesmente memorizarem informagdes, os estudantes constroem conhecimento
por meio dessas ferramentas. Nesse contexto, é relevante destacar os softwares de
matematica dinamica.

Os softwares de matematica dindmica sdo programas computacionais
desenvolvidos para auxiliar no ensino e aprendizagem da matematica,
proporcionando interatividade entre os estudantes e os objetos matematicos. Esses
programas permitem que o usuario interaja e manipule objetos geométricos, realize
calculos, plote gréaficos e varie parametros em tempo real, permitindo que mudangas
instantaneas sejam visualizadas pelos usuarios.

De acordo com Wassie e Zergaw (2020), ao interagirem com softwares de
matematica dindmica, os estudantes conseguem explorar e experimentar conceitos
matematicos de maneira visualmente atraente e envolvente. Eles podem visualizar
as relacbes entre diferentes elementos matematicos, testar hipoteses, realizar
experimentos e fazer descobertas por meio de investigacbes ativas. Essa
abordagem estimula a compreens&o dos conceitos, a resolugdo de problemas e o
desenvolvimento do pensamento matematico.

Além disso, conforme destacado por Silva et al (2020), o uso dessas
ferramentas em sala de aula cria um ambiente de aprendizagem Iudico, que
incentiva a resolugdo de problemas e a reflexdo critica por parte dos estudantes.
Isso estimula a autonomia dos alunos e sua capacidade de analise, julgamento,
decisdo e posicionamento critico no mundo. Dessa forma, os alunos passam a
enxergar o ambiente de ensino como um espago participativo no processo de
aprendizagem.

No contexto especifico do ensino de matematica, os softwares educacionais
facilitam o entendimento dos conceitos e ampliam a capacidade de observacao e
compreensao dos conteudos e atividades, proporcionando uma abordagem mais
estimulante e pratica da disciplina (SILVA et al, 2020). Embora haja diversos
softwares de matematica dindmica disponiveis, como o Desmos Geometry,

CaRMetal e Geometer's Sketchpad, optamos por utilizar o GeoGebra, por ser um
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software gratuito, com suporte para smartphones, computadores e acesso online ou

em desktop, além de contar com extenso material disponivel na internet.

3.1. O Software GeoGebra

A utilizagdo de soffwares no ensino de matematica € uma estratégia que
facilita o entendimento dos conteudos e amplia a capacidade de observacao e
compreensao dos estudantes. Essa abordagem proporciona um ensino mais
estimulante e pratico da matematica.

Um exemplo de software utilizado nesse contexto € o GeoGebra, que € um
software livre matematico. Ele engloba areas como algebra, calculo e geometria, e
pode ser acessado online ou baixado para uso em computadores, celulares ou
tablets. O GeoGebra foi desenvolvido pelo austriaco Markus Hohenwar, na
Universidade de Salzburgo.

Uma das vantagens do GeoGebra é a possibilidade de trabalhar com
matematica dindmica. Ele permite a realizagdo de constru¢cdes envolvendo pontos,
vetores, segmentos, retas, secbes cobnicas e fungdes. Além disso, € possivel
modificar essas construcbes de acordo com as necessidades de trabalho
(HOHENWARTER; HOHENWARTER, 2009).

No contexto do capitulo sobre comandos basicos para construgdo de curvas
de Bézier no GeoGebra, é importante ressaltar algumas padronizagdes na utilizagao
dessa ferramenta. Inicialmente, destacam-se as letras que possuem usos
especificos e nao podem ser utilizadas arbitrariamente. Entre elas, temos a variavel
independente, representada pela letra x, assim como as letras y e t.

No GeoGebra, ha também convengdes sobre o uso de letras maiusculas e
minusculas. Em geral, as letras maiusculas representam pontos, enquanto as letras
minusculas indicam vetores, retas ou segmentos. Essa distincédo € relevante ao
utilizar os comandos basicos disponiveis.

Dentre os comandos basicos do GeoGebra que sao Uteis para a construgao

das curvas de Bézier, destacaremos a seguir os principais.

3.1.1. Criagdo de ponto
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Como sabemos, um ponto é uma entidade fundamental na matematica e no
préprio Geogebra, representando uma localizagao no plano (ou no espago). existem
duas maneiras principais de criar um ponto:

a) Aprimeira e mais simples é clicar no icone de ponto na barra de ferramentas.
b) A segunda maneira é inserir as coordenadas na caixa de dialogo. No caso de
um plano bidimensional, o comando basico para criar um ponto € digitando

(x0,¥0), Onde se utiliza parénteses para delimitar as coordenadas, separadas

por uma virgula.

Além disso, € possivel nomear um ponto, como A, por exemplo, usando a
notagdo A = (x,,y,). Vale ressaltar também que, se um ponto criado € movido na
janela de visualizagdo, as coordenadas séo atualizadas automaticamente devido a

natureza dindmica do software GeoGebra.

3.1.2. Criagdo de segmento:

A criacdo de segmentos € outra ferramenta importante no GeoGebra. Um
segmento é uma entidade geométrica que representa uma linha reta entre dois
pontos distintos. Existem duas maneiras basicas de criar um segmento:

a) A primeira é usar a barra de ferramentas, selecionando a opgcao de segmento
e clicando em dois pontos para criar o segmento automaticamente.

b) A segunda maneira € usar a caixa de dialogo e digitar o comando "segmento".
Em seguida, sera possivel inserir o ponto inicial e o ponto final do segmento
desejado. Por exemplo, para ligar o ponto A ao ponto B, digita-se:
Segmento(A,B). O segmento sera exibido na janela de Vvisualizagao,
juntamente com o seu tamanho, e sera identificado por uma letra minuscula,
como, por exemplo, "f=Segmento(A4,B)".

Ao criar um segmento, ele é representado por uma linha reta que conecta os
pontos inicial e final especificados. Além disso, o segmento exibe seu tamanho, que
€ a distancia entre os dois pontos, na barra lateral, como pode ser conferido na

Figura 05. Essa medida pode ser utilizada para analises e calculos subsequentes.
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Figura 5 - Criagdo de segmento no GeoGebra.
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Fonte: Autoria propria (2023).

Os segmentos criados podem ser manipulados e movidos na janela de
visualizagdo, sendo atualizados automaticamente em relagdo as coordenadas dos
pontos que os definem. Essa natureza dindmica do GeoGebra permite explorar e

estudar propriedades geométricas dos segmentos de forma interativa e intuitiva.

3.1.3. Controle deslizante:
O controle deslizante € uma ferramenta poderosa no GeoGebra, pois permite
a manipulagcdo e movimentagdo dos objetos. No software, € comum utilizar letras
alfabéticas para representar variaveis livres que podem variar dentro de um intervalo
pré-definido, enquanto as letras gregas sao usadas para representar angulos.
Existem duas maneiras de criar um controle deslizante:
a) Através da barra de ferramentas: Na barra de ferramentas, € possivel
definir a variavel, o valor minimo e maximo que ela pode assumir, bem
como o incremento desejado. Essas configuragdes podem ser ajustadas

de acordo com as necessidades do usuario. (Veja a Figura 06.)

b) Digitando uma letra ainda nao utilizada na caixa de dialogo: Ao fazer isso,
um controle deslizante sera automaticamente criado com limites padrao
entre -5 e 5. No entanto, é possivel modificar posteriormente esses valores

nas configuragdes, permitindo um controle mais preciso e personalizado.



19

Figura 6 - Controle deslizante.

Al oo 4 (=] e

Fonte: Autoria prépria (2023).

Essas opcdes de criagdo do controle deslizante proporcionam uma ampla
gama de possibilidades para explorar e interagir com os objetos no GeoGebra,
facilitando o estudo e a analise de diferentes cenarios e configuragbes. Além disso,
ao adicionar rastros nos objetos que se movem em resposta aos ajustes do controle
deslizante, é possivel visualizar as mudangas ao longo do tempo e analisar o

comportamento dos objetos de forma dinamica.

3.1.4. Utilizagao da ferramenta de sequéncia para otimizar processos:

A ferramenta de sequéncia no GeoGebra € um recurso especifico que oferece
opc¢des adicionais além das ferramentas basicas. Para utiliza-la, € necessario digitar
o comando "Sequéncia", que apresentara cinco opg¢des disponiveis, como ilustrado
na Figura 07. Cada uma dessas opgdes gera uma lista de objetos como resultado.

As opc¢des da ferramenta de sequéncia sao as seguintes:

a) Valor final: Nessa opg¢ao, apenas um "valor final" €& especificado,
resultando em uma lista de numeros inteiros.

b) Valor inicial e valor final: Nessa opc¢ao, é solicitado um "valor inicial" e
um "valor final", gerando uma sequéncia de numeros inteiros que se inicia
no valor inicial e termina no valor final especificado.

¢) Valor inicial, valor final e incremento: Além do valor inicial e final, é
possivel especificar o incremento desejado, permitindo a criacdo de

sequéncias de numeros reais.
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d) Expressao aplicada a objetos: Nessa opcdo, é possivel utilizar uma
expressdo que pode ser aplicada a diversos objetos, como pontos,
segmentos, circulos, angulos e fung¢des. Nao ha a opgédo de incremento
nesse caso, o que indica que os objetos s&o alternados de um em um.

E importante ressaltar que, para utilizar as opgdes mencionadas em d), é
necessario criar uma variavel que varie entre um valor minimo e um valor
maximo, ambos especificados no comando.

e) Expressao aplicada a objetos com incremento personalizado: A ultima
opcao €& semelhante a quarta, porém adiciona a possibilidade de
especificar um incremento personalizado, permitindo saltos personalizados
entre os elementos da sequéncia.

Essas opg¢des da ferramenta de sequéncia fornecem flexibilidade e

versatilidade na criagdo de sequéncias de objetos no GeoGebra, permitindo explorar

diferentes padrdes e configuragdes de forma dinamica.

Figura 7 - Ferramenta Comando Sequéncia.

% | LA e N =]+

Al W ?
+ sequel : 5
Sequéncia k Sequéncia @

Sequéncia( Valor Final )

Sequéncia( Valor Inicial, Valor Final )

Sequéncia( Valor Inicial, Valor Final, Incremento )
Sequéncia( Expressao, Variavel, Valor Inicial, Valor Final )

Sequéncia( Expressdo, Variavel, Valor Inicial, Valor Final, Incremento )

1s = o ‘ 1 2

Fonte: Autoria propria (2023).

Como mencionado anteriormente, a sequéncia resultara em uma lista de
elementos que podem ser localizados posteriormente. Por exemplo, se foi criada a
lista 11={0, 2, 4, 6 ,8} , para localizar o quarto elemento, que € o numero 6,
deve-se digitar: 11(4)=6.

E importante ressaltar que é possivel criar uma sequéncia dentro de uma
sequéncia, gerando uma matriz como resultado. O uso de sequéncias no GeoGebra

€ vantajoso para evitar trabalho repetitivo ao criar elementos individualmente.
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4, CONSTRUGOES GEOMETRICAS NO GEOGEBRA DA CURVA DE BEZIER

Sempre que pesquisamos sobre curvas de Bézier, a primeira imagem que
surge € a da Figura 08. Usando os principais comandos discorridos no capitulo
anterior, pretendemos construi-la, bem como utiliza-la como base para outras

figuras.

Figura 8 - Curvas de Bézier.

Fonte: Autoria prépria (2023).

A construgcao de curvas de Bézier no GeoGebra envolve o uso de diversas
ferramentas e propostas matematicas. Uma abordagem inicial € utilizar o plano
cartesiano como base, como ilustrado na Figura 09. No GeoGebra, encontramos o
plano cartesiano como construgao inicial, ao lado esquerdo da tela, onde podemos
digitar equagdes na caixa de entrada. Além disso, na parte superior da tela, temos
caixas de ferramentas que facilitam o desenvolvimento das construgdes
geomeétricas.

Para a construgdo da curva, primeiro € adicionado um controle deslizante,
editar o mesmo em numeros inteiros, valor minimo um (1), valor maximo trinta
(30), o incremento um (1) e o controle deslizante nomeado de “n”.

Na caixa de entrada, usar o comando, Sequéncia (Expressao,

Variavel, Valor Inicial, Valor Final).



22

Figura 9 - Janela inicial do GeoGebra.
\E S LB O] & 5= &

+

®

Caixa de : Janela de
entrada : visualizagao

e,

ole

Fonte: Captura de tela do notebook do autor (2023).

Para criar uma sequéncia de pontos no GeoGebra, utilizamos o comando
"Sequéncia". No lugar da expressao, substituimos pelas coordenadas do eixo y
(ordenadas), representadas por (0, k), onde k € uma variavel. Definimos o valor
inicial como 1 e o valor final como "n" (um controle deslizante) que varia até 30.

Portanto, a expressao fica como lista 11=Sequéncia((9,k),k,1,n).

Da mesma forma, podemos usar o0 mesmo comando para O €ix0o x
(abscissas), criando a lista 12=Sequéncia((k,0),k,1,n). Com isso, é possivel
criar uma sequéncia de pontos interativa nos dois eixos, utilizando o controle
deslizante para alterar os valores dos pontos de 1 a 30. As Figuras 10 a) e b), e
a Figura 11 ilustram esses procedimentos de construgcao de controle deslizante e

sequéncias.

Figura 10 - Inserir Controle Deslizante.

- a=2 i
x . 4{_. Controle Deslizante

Nome
n=1

a=2 :
22~ Controle Deslizante (O Numero (O Angulo (@ Inteiro

ABC Texto Intervalo Controle Deslizante Animacao

min max Incremento

] Inserir Imagem 1 30

Botéo

v ® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Fonte: Autoria propria (2023).
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Figura 11 - Comando Sequéncia

i
s Seq
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Sequéncia( Valor Final )

Sequéncia( Valor Inicial, Valor Final )

Sequéncia( Valor Inicial, Valor Final, Incremento )
Sequéncia( Expressao, Variavel, Valor Inicial, Valor Final )

Sequéncia( Expressao, Variavel, Valor Inicial, Valor Final, Incremento )
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Fonte: Autoria propria (2023).

Apds esses procedimentos, concluimos a ideia basica da Figura 08,
ilustrada nas Figuras 12 a) e b).

Figura 12 - Lista de Pontos e Segmentos.

n
i S — - n=30

“ 909989 pp0nnns _ v

Fonte: Autoria propria (2023).

Agora temos que adicionar os segmentos automaticos, para indicar que os
segmentos sao gerados de um ponto a outo, para isso vamos usar o comando
anterior Sequéncia (Expressao, Variavel, Valor 1Inicial, Valor
Final), porém no lugar a expressao sera diferente vamos usar Segmento
(Ponto, Ponto) e nos pontos adicionar Elementos (Lista, Posigao),
colocando as expressfes das listas 11 e 12 ja criadas no comando

13=Sequéncia (Segmento (Elemento (11,k), Elemento (12,n+1-
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k)),k,1,n), teremos as Figura 8, e as Figuras 12 a) e b).
4.1. Curvas de Bézier no plano cartesiano

Essa construgdo pode ser transformada de maneira rapida é sé
preencher todos os quadrantes dos eixos, partindo da lista “13”, adicionar os
comandos de pontos que serdo 14=Sequéncia((@,-k),k,1,n) e
15=Sequéncia((-k,0),k,1,n), depois colocar outros comandos de
segmentos 16=Sequéncia (Segmento (Elemento (12,k), Elemento
(14,n+1-k)),k,1,n), 17=Sequéncia (Segmento (Elemento (14,k),
Elemento (15,n+1-k)),k,1,n) e 18=Sequéncia (Segmento (Elemento
(15,k), Elemento (l1,n+1-k)),k,1,n), fazendo algumas alteragcbes de

cores em configuragdes teremos a figura 13.

Figura 13 - Estrela construida usando curvas.

(B4~ 3 > OO 4N = &

a n=30 :
@
1 -@ 30 ()
11 = Sequéncia((0, k), k, 1,n)
= {(0. 1), (0, 2), (0.3), (0, 4). (0, 5). (0, 6), (0. 7), (
12 = Sequéncia((k,0),k,1,n)
= {(1.0), (2 0), (3, 0), (4, 0), (5. 0). (6, 0), (7. O), (

13 = Sequéncia(Segmento(Elemento(l1, k), Elerent

= {30.02, 29.07, 28.16, 27.29, 26.48, 25.71, 25, 24.35

14 = Sequéncia((0, —k), k,1,n) H : i

= {{0.-1), (0.-2), (0, -3, (0, -4}, (0, -5). (0, -6), (0.

15 = Sequéncia((—k, 0), k,1,n)

= {{-1.0). (-2, 0), (-3. 0). (-4, 0). (-5, 0). (-6, 0), (-7

16 = Sequéncia(Segmento(Elemento(12, k), Elerdent

= {30.02, 26.07, 28.16, 27.29, 26 48, 25.71, 25, 24.35

17 = Sequéncia(Segmento(Elementa(l4, k), Eleient

= {30.02. 29.07. 28.16. 27.29, 26.48, 25.71. 25. 24.35
»

Fonte: Autoria propria (2023).

4.2. Curvas de Bézier utilizando pontos

A segunda proposta de construir curvas é referéncia pontos. Primeiro
adicionar trés (3) pontos A, B e C, e depois o controle deslizante de uma (1)
a sessenta (60), como ja mostrado anteriormente.

Criar sequéncia de pontos entre AB wusando o comando
li1=Sequéncia (A+k/n*(B-A),k,1,n), agora entre AC 1l2=Sequéncia

(A+k/n*(C-A),k,1,n), agora interligando os pontos com seguimentos
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13=Sequéncia (Segmento (Elemento (11,k), Elemento (12,n-
k)),k,1,n).

Figura 14 - Curvas usando pontos

@ A=(02 =/
n=60
@ B=-(29 : &
® Cc=@62
a | =10 i
<
1 ® 0 ®
U k ”ix
® = Sequenua(AJrH (C—A),k;l,‘.)
= {(0.13, 2), (0.27, 2), (0.4, 2), (053, 2), (C
- k 3
® 2= Sequenc:a(AJr; (B—A),k, 1,..)
= {(0.03, 2.1), (0.07, 2.2), (0.1, 2.3}, (0.13,
I3 = Sequéncia(Segmento(Elemento(I1 k).
@

= {6.18, 6.03, 5.89, 5.76, 5.62, 5.49, 537, 5
Fonte: Autoria propria (2023).

Com a ideia de pontos pode-se construir outras curvas artisticas
utilizando, adicionar mais duas sequencias de pontos e partindo dos pontos
Ce outro B, que seria l4=Sequéncia (C+k/n*(B-C),k,1,n) e
15=Sequéncia (B+k/n*(C-B),k,1,n), e por fim é sé interligar os pontos
usando segmentos de retas que sao 1l6=Sequéncia (Segmento
(Elemento (12,k), Elemento (l4,n-k)),k,1,n) e 17=Sequéncia
(Segmento (Elemento (15,k), Elemento (1l1,n-k)),k,1,n), assim
teremos a figura 15:teremos a figura 15

Figura 15 - Triangulo usando curvas.

30
1 ® G g ®
A = (0.43. 1.05)

B = (1253, 1.01)
C = (6.35, 11.03)
T k
1= Sequencm(A+— (C—A)k 1n
n
= {(0:63, 1.38), (0.82, 1.72), (1.02, 2.05), (1.22, 2.38), (1.42, 2.71). (1.61
) C ok A
12 Sequenc.a(A+- (B—A),k l,n)
n

= {(0.83. 1.05), (1.24, 1.05), (1.64, 1.05), (2.04, 1.04), (2.45, 1.04), (2.85

13 = Sequéncia(Segmento(Elemento(l1, k), Elemento(12,n — k)), k, 1,n)

= {1151, 1092 1035, 979,925 B73 824 7.78 734, 6.96, 6.61, 6.33 1
5 k 1
14 = seque..c.a{cT- 2 (B=C),k1,n
n

= {(6.56. 10.7). (6.76. 10.36), (6.97. 10.03). (7.17, 9.69), (7.38, 9.36), (7.5

Fonte: Autoria prépria (2023).
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Outra ideia é desenhar um quadrado, partindo da lista “14”, do desenho do
tridngulo é adicinado uma lista de pontos 15=Sequéncia(C+k/n*(D-C),k,1,n),
depois uma comando de sequéncia de segementos 16=Sequéncia (Segmento
(Elemento (1l4,k), Elemento (15,n-k)),k,1,n), depois duas de pontos
partindo do ponto B 17=Sequéncia(B+k/n*(C-B),k,1,n) ,
18=Sequéncia(B+k/n*(A-B),k,1,n), os segmentos 19=Sequéncia (Segmento
(Elemento (17,k), Elemento (18,n-k)),k,1,n), duas Isitas de pontos
partindo de D 110=Sequéncia(D+k/n*(C-D),k,1,n), 111=Sequéncia(D=k/n*(A-
D),k,1,n) e por fim a ultima Isita de segmentos 112=Sequéncia (Segmento
(Elemento (110,k), Elemento (111,n-k)),k,1,n), assim se forma a
seguiente a figura 16:

Figura 16 - Quadrado usando curvas.
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k
= Sequéncic(A—ﬁ (B—A).kzi.n)

= {(11.8,9), (11.6, 9, (11.4, 9), (11.2, 9), (11, 9), (10.8

ok
e Seqnnéncia(A—ﬁ (D—A)‘k,l.n)
= [(12, 8:8), (12, 86), (12, 8.4), (12, 82), (12, 8), (12, 7

L
13 = Sequéncia(Segmento{Elemento(I1, k), Elementa(|2

= {58, 561,543, 526,51, 495. 481, 468 457, 447, ¢

14 = Sequéncia(('-{— ::‘ (B—C)k 1,n)

Fonte: Autoria propria (2023).

4.3. Curvas de Bézier usando um poligono regular

A terceira proposta € construir as curvas a parti de um poligono
regular, primeiro adicionar um controle deslizante e criar um poligono regular
de cinco (5) vértices (pentagono).

Com o poligono ja construido é criar sequéncias de pontos, entres os pontos
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AB 11=Segéncia (A+k/n*(B-A), k, 1, n), BC1l2=Sequéncia (B+k/n*(C-B),
k,1,n), CD 13=Sequéncia (C+k/n*(D-C), k, 1, n), DE 1l4=Sequéncia
(D+k/n*(E-D), k, 1, n) e por ultimo EA 15=Sequéncia (E+k/n*(A-E), k, 1,
n). Agora é interligar os pontos com segmentos de retas, os comandos sio:
12, 16=Sequéncia (Segmento(Elemento(11, k),
Elemento(1l2,k)), k, 1, n);
22, 17= Sequéncia (Segmento(Elemento(12, k),
Elemento(13,k)), k, 1, n);
32, 18= Sequéncia (Segmento(Elemento(13, k),
Elemento(1l4,k)), k, 1, n);
42, 19=Sequéncia (Segmento(Elemento(14, k),
Elemento(1l5,k)), k, 1, n);
52, 11@=Sequéncia (Segmento(Elemento(15, k),

Elemento(1l1,k)), k, 1, n);assimteremos a figura 17:

Figura 17 - Pentagono usando curvas.

(2.33, 2.00) o

(6.89, 2.17)

poll = Poligono(A, B,5)

= 3579

f = Segmento(A, B, poll)

= 4.56

1= Sequéncia(A + k (B — A),k, !,n)
n

= {(2.44, 2.00), (2.5, 2.00), (2.66, 2.1), (2.76, 2.1), (287, 2.1), (2.96, 2.

k
2= Seqilénr.ia(B i (C - B],k,l‘n)

= {(6.92, 2.27), (6.95, 2.38), (6.99, 2.48), (7.02, 2.50). (7.05, 2.69), (7.0

3= SPquéncia(C + |: (D-C),k1 n)
. T

= {(813 6.59), (B.05, 6.66), (7.96, 6.72), (7.87, 6.78), (7.7, 6.84), (7 68

Fonte: Autoria propria (2023).
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4.4. Curvas de Bézier sobrepostas

A quarta proposta é construir os pontos e curvas sobrepostas. Usar o
comando de poligonos regulares, e adicionar um com trés (3) vértices e em
seguida criar um controle deslizante que sera nomeado de t que o ponto
minimo é zero (0) e maximo um (1).

Criar uma lista usando os pontos 4, B e C, na caixa de entrada para
esse comando é usado as chaves "{}", assim A vai corresponder ao meu

primeiro elemento da lista que €, B € o0 segundo e C o terceiro.

Figura 18 - Lista de pontos sobre pontos.

H- s =
® S
3 /_f" \.\\
/ \
0 ! b
/ \
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'S / \
'r-'f \\\
/ \
/ %
I I Il ¥ o 1
' "
- L3
Q=
7 B 02 @
. A\
/ %
e
.r": N
Pl N
AN N
JfJ - .\\
/ T
/N S
LAY
J \
4 * LY

Fonte: Autoria propria (2023).

Depois criar trés (3) pontos, um partindo de A até B, outro de B até C e
por fim de C até A, como ja temos um lista de pontos 11={A, B, C}, sendo A
o primeiro elemento , B o segundo e C o terceiro, para isso acontecer sera
criado novamente um comando de lista 12={11(1)+t*(11(2)-11(1),
11(2)+t*(11(3)-11(2)), 11(3)+t*(11(1)-11(3))}. Quero que esses

trés (3) pontos se repitam em 15 camadas dentro o meu poligono, entao



DB el PN

@

29

para isso acontecer € substituir a lista de referéncia que em [1 sera [2, assim
acontecera 15 vezes. Uma dica para agilizar a substituicdo uma lista pela
outra é s6 usar um o Word e usar o comando substituir, em vez de trocar um

por um.

Adicionar os segmentos de retas entre esses pontos € mesmo processo
da criagao dos pontos, mas agora € uma lista de segmentos, como ja tem os
segmentos da primeira lista, pois € poligono base da construgdo, entdo
comega com o segundo que é [2, que fica 117={Segmento (12(1), 12(2),
Segmento (12(2), 12(3), Segmento (12(3), 12(1)), assim se repete
mais treze (13) vezes, usando a dica do Word.

Figura 19 - Segmentos sobre segmentos.

e

. s v

111 = {110(1)+t (110(2) — 110(1)), 110(2) + ¢ (110(3) — 110(2)), 1103} + (1 =N
= {(-276, 2), (-2.75, 2.01), (-2.77, 2.01)}

12 = {11(1)+t (111(2) — 11{1)), 111(2) + ¢ (111(3) — 112(2)), 113+t (131
= {275, 2.01), (-2.76. 2.01), (-2.76, 2)}

113 = {12(1)+ t (112(2) — 12(1)), 12(2) + t (12(3) — 112(2)), 12(3) +t (112(1
= {(-276, 201), (276, 2.01), (-276, 2.01)}

114 = {113(1) 4+t (113(2) — 113{1)), 113(2) + £ {113(3) — 113(2)), 113(3) + t (1131
= {{-276, 201), (-2.76, 2.01), (-2.76, 201)}

115 = {I14{1)+ t (114(2) — 114(1)), 114(2) + t (114(3) — 114(2)), 14(3) +t (131
= {(-276, 201), (-2.76, 201), (-276, 201)}

116 = {115(1)+t (115(2) — 115{1)), 115(2) + ¢ (115(3) — 15(2)), 115(3) + t (1151

= {{-2.76, 201), (-2.76, 2.01), (-2.76, 2.01))

117 = {Segmento{12(1),12(2)), Segmenta(12(2), 12(3)), Segmenta(12(3), 12(1) §

= {5.71, 571, 5.71}

Fonte: Autoria propria (2023).

Pode-se constrir essa mesma curva sobrepostas a partir de um quadrado,
usando os mesmos comandos, primeiro adiconar uma poligono regular com
quatro (4) vértices e em seguida criar um controle deslizante que sera
nomeado de t que o ponto minimo é zero (0) e maximo um (1).

Nesse caso a lista de pontos sera 11={A, B, C, D}, sendo o A primeiro

elemento, B o segundo, C o terceiro e D quarto, criando os pontos usando



30

mesmo comando, entdo como uma fileira a mais 12={11(1)+t*(11(2)-
11(1)), 11(2)+t*(11(3)-11(2)), 11(3)+t*(11(4)-11(3)),
1(4)+t*(11(1)-11(4))}.

Adicionar os segmentos de retas entre esses pontos, comeg¢ando pela
lista entdo 12, que fica I7={Segmento (12(1), 12(2), Segmento (12(2), 12(3),
Segmento (12(3), 12(4)), Segmento (12(4), 12(1)), repetindo treze (13) vezes.

Figura 20 - Segmentos sobre segmentos.

AL O & \ 22|
126 — {Segmento(10(1),110(2)), Sezmento(110(2),110(3)), =/V/
= {229, 2.29, 2.29, 2.29}
127 = {Segmento(|11(1},111(2)), Segmento(I11(2),111(3)) $eg
= {1.80, 1.89, 1.89, 1.89}
128 = {Segmento(I12(1),112(2)), Segmento(112(2),112(3)) Sem
= {1.56, 1.56, 1.56, 1.56}
129 = {Segmento(113(1),113(2)), Segmento(I13(2),113(3)). Segi
= {1.29, 1.29, 1.29, 1.20}
130 = {Segmento(l14(1),114(2)), Segmento(114(2), 114(3)) S=g
= {1.06, 1.06, 1.06, 1.06}
131 = {Segmenta(I15(1), 115(2)), Segmento(I15(2),115(3)) $eg
= {0.87, 087, 0.87, 0.87}

132 = {Segmento(I16(1), 116(2)), Segmenta(I16(2), 116{3)) Seg

= {0.72, 0.72, 0.72, 0.72}

4 = L

Fonte: Autoria prépria (2023).

5. RESULTADOS



5.1. Curvas de Bézier no plano cartesiano
Nessa construcdo a estrutura de pontos € fixa e tem como base um
eixo de pontos fixos, isso quer dizer ndo sao maleaveis e o formato
sempre sera o0 mesmo. Foi usado k com variavel, temos duas listas de
pontos se conectando em cada quadrante usando o comando
13=Sequéncia (Segmento (Elemento (11,k), Elemento (12, n+1-
k)), k, 1, n),sendo k=1em [1, em [2 k tem que ser o ultimo valor
da lista de pontos que nesse caso € 30 que é valor de n pontos, usando
a formula:
n+1—-k
30+41—-1=30
Outro exemplo, e se meu k for 5 ele se conecta a 26, pois:
n+1—-k=304+1-5=26
Porém isso varia de acordo com as quantidades de pontos que
alterar como controle deslizante, e também o quadrande em a lista de
pomtps e segmentos se encontra. Na imagem abaixo as listas (2 se

conecta com 4, |14 com [5, e I5 com [6:

Figura 21 - Desenho de Curvas de Bézier no plano cartesiano.

Fonte: Autoria propria (2023).
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5.2. Curvas de Bézier utilizando pontos

Nesse formato se permitir alterar as posicdes desses pontos os
tornando maleaveis podendo do mudar seu formato conforme a
necessidade, além de construir formas geométricas usando os pontos
como referéncia.

A lista de pontos foi utilizado Sequéncia (A+k/n*(B-A), k, 1,
n), para dividir igualmente em pontos a distancia entre os pontos A4 e
B, ja para interlgar os pontos como segmentos de retas, o primeiro
ponto de uma determina lista se conecta ao ultimo ponto de outra lista,
a mesma légica da proposta anterior, para é representado Sequéncia
( Segmento( Elemento(ll, k), Elemento( 12, n-k), k,1, n,
sendo n numero de pontos que nessa proposta € 30 e k minha variavel,
entao quando k for 1:

n—k=30—1=29

Como esse conceito pode ser representado algumas figuras
geométricas, como triangulo e quadrado, como as imagens abaixo, a
construcao de curvas sempre que que levar em consideragdo quais lados

vao ser conectados com segmentos.

Figura 22- Tridngulo usando Curvas de Bézier.

@

-

Fonte: Autoria propria (2023).
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Figura 23 - Quadrado usando Curvas de Bézier.
n=30
@

Fonte: Autoria prépria (2023).

5.3. Curvas de Bézier usando um poligono regular

A terceira proposta € utilizar poligonos regulares para interligar os
segmentos assim construir curvas, podendo alterar a quantidade vértices dessa
forma podendo realizar a construgdo de diversos poligonos como tridngulo,
quadrado, pentagono entre outros, essa tem da facilidade de construir
poligonos de varias verticais, sem se preocupar com uma distancia entre eles,
pois o GeoGebra configura automaticamente, para adicionar o uma sequéncia
de pontos foi a mesma utilizada da segunda construgdo, porém a conexao dos
segmentos é mais facil, pois os lados sao adjacentes a configuracdo do
comando ficou Segmento( Elemento( 11, k), Elemento (12, k)), k,
1,n), nesse caso nao precisou de um calculo especifico, pois como os lados sao
opostos e a variavel k, de I1 se conecta com variavel k del2, assim

sucessivamente até chegar a [5 com [1, para fechar as conexdes.
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Figura 24 - Pentagono usando Curvas de Bézier.

e
e

Fonte: Autoria prépria (2023).

5.4. Curvas de Bézier sobrepostas

E a quarta e ultima proposta € deixar os pontos e curvas sobrepostas
um e obter as mesmas curvas, porém nessa constru¢do nao foi utilizado
comando sequéncia, mais sim listagem de pontos e de segmentos, nesse caso
em especifico tem um ponto entre dois pontos para conseguir ao resultado
desejado foi usado a paramétrica da reta de Bézier, para conseguir esse
resultado o] calculo usado foi 12={11(21)+t*(11(2)-11(1),
11(2)+t*(11(3)-11(2)), 11(3)+t*(11(1)-11(3))}, sendo [1 a lista de
pontos A, B e C, sendo e 1, 2 e 3 suas respectivas posi¢cdes, poderia ser so
os pontos, contudo listagem facilita o processo de copiar e fazer as

alteracdes necessarias quinze (15) vezes.

Percebe-se que cada vez que os pontos estdo mais perto das
extremidades dos segmentos, as curva fica mais perceptivel, assim com a

profundidade.
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Figura 25 - Triangulo Curvas de Bézier (t=0,1).

Fonte: Autoria propria (2023).

Figura 26 - Tridngulo Curvas de Bézier (t=0,6).

Fonte: Autoria propria (2023).
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Na figura 27 do quadrado so6 foi acrescentado o ponto "D", e tambam
mais uma sequéncia de ponto no calculo 12={11(1)+t*(11(2)-11(1)),
11(2)+t*(11(3)-11(2)), 11(3)+t*(11(4)-11(3)), 1l1(4)+t*(11(1)-
11(4))}. Assim como na figura do triangulo as curvas sao mais perceptiveis

nas suas extremidades.
Figura 27- Quadrado Curvas de Bézier (t=0,1).

Fonte: Autoria prépria (2023).

Figura 28 - Quadrado Curvas de Bézier (t=0,4).

Fonte: Autoria propria (2023).



6. CONCLUSOES

O software GeoGebra possibilita realizar diversas construcdes
geométricas, de fungdes graficas, tabelas, e artisticas, a mesma
possibilitou a construgcdo de curvas em diversa perspectivas de utilizacao
de criagao.

As construcdes das trés primeiras curvas sao muito semelhantes,
pois o comando sequéncia utilizado em todas foi 0 mesmo "Sequéncia
(Expressao, Variavel, Valor Inicial, Valor Final)", todavia a
I6gica de conexdo dos pontos foi diferente assim como sua base de
construgcdo de cada uma foi diferente. O Geogebra permite usar diversos
recursos da area da matematica, para do desenvolvimento de um mesmo

objeto ou estrutura geometrias com perspectivas de ensino diferentes.

As curvas desenvolvidas usando o GeoGebra mostrou que os
comandos sé&o interligados, pois cada vez que o numeros de pontos "n"
aumentava as curvas iriam aparecendo conforme o comando utilizado, e
para isso acontecer sempre um primeiro elemento de lista se conectava
com o ultimo de outra lista, porém com as a base das quatro construgoes
em eram diferentes os calculos também eram para chegar na curva
desejada.

A Ultima construgcdo apesar de ser a mais diferente de todas,
tanto pelos comandos utilizados ter sido diferente, uma construgao e
visual artistico distinto, o desenho das curvas € mesmo, o comando de
variacao foi usado "t" que nesse caso s6 muda a posicdo do pondo no
segmento e nao sua quantidade. A curva fica perceptivel quando os
pontos centrais estdo perto da extremidade dos segmentos.

O GeoGebra permite desenvolver curvas artisticas assim com
interacdo, em diversas maneiras de construgdes, usado possibilidades
matematicas e de raciocinio diferentes, porém sem chegando no mesmo

resultado” Curvas de Bézier”.
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