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RESUMO

Neste trabalho estudamos as equagdes diferenciais parciais (EDPs) do tipo elipticas, com foco
nas equacoes clédssicas de Laplace e Poisson, evidenciando sua importancia na modelagem de
fendmenos fisicos. A pesquisa adota uma abordagem bibliogréfica, de cardter qualitativo e
exploratdrio, reunindo e organizando fundamentos tedricos essenciais, tais como a classificagao
das EDPs, propriedades das solugdes harmonicas, condi¢cdes de contorno, bem como resultados
de existéncia e unicidade de solucdes. Também € discutida a motivagao cientifica associada a
essas equacoes, evidenciando como elas surgem naturalmente na descri¢ao de problemas de
potencial elétrico, conducao de calor em equilibrio e comportamento de membranas elésticas.
Além disso, o trabalho apresenta a resolu¢do de problemas classicos da fisica, explorando
métodos analiticos como separagdo de varidveis, expansdo em séries de fungdes trigonométricas
e o uso de funcdes especiais, ressaltando a influéncia da geometria do dominio e das condi¢des de
contorno na estrutura das solu¢des. Por fim, o trabalho organiza e apresenta, de forma organizada,
os principais conceitos e métodos relacionados as equacoes elipticas, estabelecendo uma visao
integrada entre fundamentagdo tedrica e aplicacoes fisicas.

Palavras-chave: modelagem; equacdes diferenciais parciais; equacao de laplace; equacao de
poisson; fendmenos fisicos.



ABSTRACT

In this work we study elliptic partial differential equations (PDEs), with a focus on the classical
Laplace and Poisson equations, highlighting their importance in the modeling of physical
phenomena. The research adopts a bibliographic approach, of a qualitative and exploratory
nature, gathering and organizing essential theoretical foundations, such as the classification of
PDEs, properties of harmonic solutions, boundary conditions, as well as results of existence
and uniqueness of solutions. The scientific motivation associated with these equations is also
discussed, highlighting how they naturally arise in the description of problems of electric
potential, heat conduction in equilibrium and behavior of elastic membranes. In addition, the
work presents the resolution of classical problems of physics, exploring analytical methods
such as separation of variables, expansion in series of trigonometric functions and the use of
special functions, highlighting the influence of the geometry of the domain and of the boundary
conditions on the structure of the solutions. Finally, the work organizes and presents, in an
organized way, the main concepts and methods related to elliptic equations, establishing an
integrated view between theoretical foundation and physical applications.

Keywords: modeling; partial differential equations; laplace’s equation; poisson’s equation;
physical phenomena.
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1 INTRODUCAO

Segundo Baldor (2016), equacdo € uma expressdo matemadtica que afirma que duas
expressoes sdo iguais, nelas temos valores desconhecidos, chamados de varidveis, o objetivo €
encontrar os seus valores para tornar a igualdade verdadeira. As varidveis podem ser independentes,
ou seja, o seu valor € livre, ndo depende de nenhuma outra varidvel, ja a dependente, seu valor

depende da varidvel independente. Por exemplo, temos a seguinte equacao do segundo grau:
2 —
x*—my+n=20
se isolarmos a varidvel x :

X=+/my—n

a nossa variavel y, € livre, logo o x € a varidvel dependente. Se isolarmos o y:

x2+n
m

y

entdo o x € a varidvel independente, enquanto o y é a varidvel dependente.

Segundo Zill (2016), uma equagao que envolve a derivada de uma ou mais fungdes €
chamada de equacdo diferencial. Ela pode ser uma equagao diferencial ordindria ou parcial, o que
diferencia é que a ordindria tem uma funcio desconhecida e derivadas em relacdo a uma tnica
variavel independente, entdo problemas que envolvem apenas uma unica varidvel independente

resultam em equacdes diferenciais ordindrias, por exemplo:
2y +3y +y =12+ 3sint

enquanto na parcial temos uma funcio que depende de vérias varidveis, e se temos um problema
que envolve uma ou mais varidveis independentes, entdo temos uma equacgao diferencial parcial,
como por exemplo:

%v _dv

22— =2+

oxz ot

O estudo de Equacdes Diferenciais € de grande importancia, segundo Figueiredo (2000),

ele comecou com a criacdo do Célculo Diferencial e Integral, a partir do século XVII, e é guiado
por suas aplicacoes e formulacdes na area da fisica, matemadtica e engenharia. Foi um grande

sucesso tratar problemas fisicos com o célculo diferencial, o que trouxe um estimulo para fisicos

e matemadticos da época em procurar modelos que expressasse os fendmenos em termos de
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equacdes diferenciais como, vibragdes transversais de uma corda, condugdo do calor em uma
barra, equilibrio de uma membrana sob a ac@o de certas forcas e entre varios outros problemas
da fisica.

Segundo Boyce e DiPrima (2012), com os trabalhos de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm
Leibniz, surgiram as equacdes diferenciais como ferramenta para modelar problemas da fisica,
suas ideias permitiram modelar problemas que envolviam taxas de variacdo e acumulagao.
Newton, aplicou suas idéias a fisica formulando sua segunda lei do movimento, expressa como
uma equacao diferencial ordindria:

P d*x
=m_ 7

Com isso, a queda dos objetos, o movimento dos corpos € 0 movimento dos planetas
passaram a ser descritos de forma matematica rigorosa. Logo no século seguinte, matematicos
como Leonhard Euler e Joseph Lagrange, expandiram técnicas para resolver as equagdes
diferenciais e aplicar a sistemas fisicos variados, como vibragdes e Optica.

No século XIX, o estudo das equagdes diferenciais ganhou maior profundidade, com o
surgimento das primeiras solu¢des formais para as equacdes diferenciais parciais, e sistemas
mais complexos. Jean-Baptiste Joseph Fourier, foi de grande importincia, pois criou e utilizou as
séries trigonométricas para resolver a equagdo do calor, umas das equagdes diferenciais parciais
mais importantes da fisica e matemdtica. Matematicos como Cauchy e Dirichlet, estabeleceram
bases rigorosas para condicdes iniciais e de contorno, importantes para garantir solu¢des tinicas
e definidas (Boyce; DiPrima, 2012).

Com a necessidade de exatidao, mateméticos como Cauchy, Weierstrass e Riemann,
formalizaram conceitos fundamentais do cdlculo e das equagdes diferenciais, como defini¢des
para limite, continuidade e convergéncia. Isso mudou os estudos das equagdes diferenciais em
uma disciplina sélida, reconhecida pela exatiddo e capacidade de prever fendmenos fisicos reais.

A importancia desse estudo estd na presenca com que as equagdes de Laplace e Poisson
surgem naturalmente na descri¢do de fendmenos fisicos, como estudo da distribuicdo de
temperatura em s6lidos em equilibrio térmico, campos potenciais em eletrostatica, na anélise de
fluxos de fluidos ideais, em problemas de elasticidade, entre muitos outros (Zill, 2016). Entender
a derivacdo, as propriedades das solugdes e os métodos de resolugcdo dessas equacdes, € de
grande importancia para fisicos, matemaéticos e engenheiros que buscam modelar e prever o

comportamento de sistemas em regime estaciondrio.
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Podemos falar um pouco melhor sobre as aplica¢des, em que usamos modelagem para
analisar e encontrar uma possivel solucao utilizando o cdlculo diferencial e integral, como
condugdo de calor estaciondria, um exemplo fundamental de aplicagcdo de equacdes diferenciais
parciais. Segundo Figueiredo (2000), quando analisamos o comportamento térmico de um corpo
ao longo do tempo, podemos usar as equacdes diferenciais parciais para descrever a distribuicdo

de temperatura ao longo desse corpo, a equacao que descreve esse fendmeno é:
du o %u
ot dx?’

onde u(x,t) representa a temperatura na posi¢éo x e no momento ¢ , e ¢ é a difusividade térmica
do material. No regime estaciondrio, a temperatura ndo varia com o tempo, ou seja, a equacao se

reduz a:
2%u

2 Y

e o sistema se encontra em equilibrio térmico.

Segundo Gondar e Cipolatti (2011), a Equacdo da onda também € um problema fundamental
para ser estudado ou uma generalizagdo dela, devido a sua presenca em qualquer analise
matemadtica de fenomenos envolvendo a propagacio de ondas em um meio continuo, por exemplo,
o estudo de oscilagdes longitudinais de uma barra eldstica. Considerando uma barra metdlica no
formato cilindrico, homogénea, suficientemente fina fazendo com que as variacdes nas se¢oes
transversais que ocorrem durante as vibracdes possam ser desprezadas. Podemos estudar seu

comportamento a partir da seguinte equacao:

0%u B 5 9%u

o2~ o
em que a> = E/p, E é o médulo de Young e p a densidade do material. A equacio é denominada
Equacdo da Onda, neste caso simples ela descreve pequenas oscilagdes longitudinais de uma
barra eldstica, ou seja, ocorrem quando a deformacao acontece na dire¢do do comprimento da
barra, sem a influéncia de forgas externas, ou seja, sdo forcas aplicadas na direcdo perpendicular
ao comprimento da barra, que faria o deslocamento ocorrer perpendicular ao eixo como forcas
laterais ou momento fletor.

Outro exemplo € a eletrostética, area da fisica que estuda os campos elétricos gerados

por cargas em repouso, entao seu campo elétrico € estaciondrio, ou seja, nao depende do tempo.

Com a auséncia de carga em uma determinada regidao do espago, temos que:
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onde A representa o Laplaciano, e A potencial elétrico.

Para esses problemas, encontrar solu¢des € uma tarefa dificil, ainda mais por se tratar
de problemas que possuem uma alta complexidade e exigem bastante conhecimento do célculo
diferencial e integral. Mas, é fundamental a fim de entender seu comportamento, realizar
modelagens e ter previsdes. Por se tratar em muitas das vezes de fendmenos fisicos, devemos
fazer uso de equacgdes diferenciais e integrais como ferramentas essenciais para seu desenvolvimento.
Segundo Cengel e Palmlll (2014), o estudo de fendmenos fisicos envolvem dois passos importantes,
o primeiro € identificar todas as varidveis que afetam o fendmeno, e a dependéncia entre elas,
assim podemos ter uma modelagem matematica na forma de equacgado diferencial. No segundo
passo, a equacdo diferencial € resolvida utilizando métodos apropriados, obtendo a razao entre a
funcdo desconhecida e suas varidveis independentes.

Dentre as diversas modelagens de equacdes diferenciais, temos os modelos elipticos que
descrevem fend6menos em equilibrio, ou seja, ndo hd variagdo temporal. As equacdes elipticas
geralmente apresentam solugdes estdveis e suaves dentro do dominio de interesse, isso torna a
equagdo relevante para a andlise matemdtica de fendmenos estaciondrios (Figueiredo, 2000).

Nesse contexto, destacam-se as equacdes de Laplace e de Poisson como modelos
fundamentais no estudo das equagdes diferenciais parciais elipticas (Figueiredo, 2000). A

equacgdo de Laplace é dada por:

enquanto a equacgdo de Poisson € expressa por
Au = _f7

em que f é uma funcdo conhecida que representa fontes internas no dominio considerado.
De acordo com Figueiredo (2000), essas equacdes surgem naturalmente na modelagem de
fendmenos fisicos em regime estaciondrio, como a distribuicao de temperatura em equilibrio
térmico, campos potenciais em eletrostatica e problemas de elasticidade. Assim, o estudo dessas
equacodes, juntamente com suas propriedades, condi¢des de contorno e métodos de resolugao,

constitui o foco central deste trabalho.
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2 REVISAO DE LITERATURA
2.1 Equacao Diferencial: visiao geral

Uma Equacao Diferencial, ¢ uma equacdo que possui derivadas, que muitas vezes sao
chamadas de modelo matematico por descrever um fendmeno fisico. Temos dois tipos de
equagoes diferenciais, as Equacdes Diferenciais Ordinérias (EDOs), e as Equagdes Diferenciais
Parciais (EDPs).

As EDOs, basicamente sdo equacdes que contém uma funcdo desconhecida, suas

derivadas sdo em relacdo a uma unica varidvel independente, por exemplo:

dy_

E _f(xay)7

onde o y representa uma varidvel dependente e x, uma varidvel independente. Elas podem ser
tanto lineares como ndo lineares, o que vai determinar isso, € como a minha varidvel dependente

e suas derivadas vao estar na equacao. Temos:

dy 5
E‘H’—y

logo ela é uma equagdo nao linear, pois 0 meu primeiro coeficiente (1-y) depende de y, supondo
que esse coeficiente ndo dependesse de y e a poténcia de cada termo que envolve o y, seja um,
logo minha equacdo seria linear.

Segundo Zill (2016), resolvendo uma EDO com valores de valor inicial, podemos garantir
que existe uma tnica funcio que satisfaz tanto a equagcdo como a condi¢@o de valor inicial, e para
um dado intervalo na EDO, reduzimos a equagdo para uma identidade denominada de solugao
da EDO. Esse intervalo é conhecido como o dominio da soluc¢io, onde ele pode ser aberto ou
fechado.

As EDPs sdo equacdes onde uma fungdo envolvida depende de vdrias varidveis, diferente
da equacdo diferencial ordindria onde ela depende somente de uma varidvel. Em muitos casos
temos EDPs que sdo bastantes complexas e dificeis para resolver, mas vamos estudar algumas
onde podemos aplicar técnicas para soluciona-las (Rojas, 2020).

As equagdes diferenciais ordindrias, podem ser usadas para descrever diversos fenomenos
fisicos, mas terfamos que simplificar a0 mdximo por se tratar somente de uma varidvel, entdo as
EDPs sdo as ferramentas essenciais para descrever tais fendmenos que sao importantes para a
fisica e engenharia como dinamica dos fluidos, eletromagnetismo, difusao de calor, deformagao

dos materiais eldsticos e entre outros problemas.
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As EDPs e EDOs sio classificadas de acordo com a ordem, ou seja, a ordem da equagdo
diferencial e dada a partir da maior derivada que se encontra na equagao, por exemplo:

0%u 0%u 2%u

ox2 +P8x8y + Q8y2 =0

temos uma equacdo diferencial de segunda ordem. Elas podem ser lineares ou nao lineares, as
lineares sdo representadas por uma fun¢do que € linear, por exemplo:

9%u 0%u 9%u
Aax2 _B3x8y +C8y2 =0

jé as ndo lineares sdo por uma fun¢do ndo linear:

d%u d%u Pu
A B C =0.
dx? + dxdy + dy? T

Por fim, temos os sistemas de equacdes diferencias, que se temos uma funcdo para
determinar, uma equacdo € suficiente, e se temos n func¢do, entdo € preciso de um sistema de

equagdes (Boyce; DiPrima, 2012). Exemplo:

dx

— =3x+4
gt X+ 4y |
y

“Z__

7 X+y

onde representa um sistema de linear de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem.

2.2 Unicidade de Solucoes para Equacdes Diferenciais Parciais

Dada uma equacdo diferencial parcial:

f Ju Jdu d%u  9%u 0
X1,X2, .oy Xny U, , ey , —
bA2 ’ 8x1 8x2 8x% 8x1x2

podemos supor que vai existir sempre uma solugdo para a equacdo diferencial de maior derivada,
mas ndo podemos garantir que seja tinica e que exista uma fungdo y = 6(¢) que a satisfaca, mas
existe resultados que podem garantir solu¢des em determinadas condi¢des, o que ndo representa
uma preocupagdo puramente matemadtica pois se vamos resolver um problema devemos supor de
inicio se vai existir uma solugdo pois (perder tempo em tentar encontrar seria desnecessario),
e se um problema fisico estd sendo modelado matematicamente por uma equagao diferencial,
entdo devemos garantir que tenha solucdo, caso contrdrio, significa que hé algo de errado na
formulacao (Boyce; DiPrima, 2012).

Tendo uma equacao diferencial, podemos supor que ela tenha uma solu¢io, mas isso

nos deixa uma outra pergunta, serd que temos apenas uma unica solu¢ao? E quais condi¢Oes
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podemos impor para encontrar essa solu¢do? Segundo Boyce e DiPrima (2012), essa € a
questao da unicidade, pois nas equagdes diferenciais, as solu¢des sempre apresentam uma ou
mais constantes arbitrarias, que podemos ter uma infinidade de escolhas possiveis para essas
constantes.

Segundo Rojas (2020), varios exemplos de EDPs, ndo tém informagdes suficientes para
garantir a unicidade da solucdo, logo vamos precisar de informagdes extras, que sao novas
condi¢des de contorno. Em uma EDO, se encontrarmos uma solu¢@o geral, podemos determinar
a unicidade da solucdo resolvendo o problema de valor inicial, mas nas EDPs vamos nos deparar
com funcdes arbitrarias no lugar de constantes arbitrarias, entdo vamos precisar de condi¢des de
contornos para determinar as solugdes particulares.

Para as condi¢des de contorno de uma EDP classificadas como bem posto, devemos
garantir trés pontos, a existéncia de solu¢do do problema, a unicidade de solu¢do, por fim
a solucdo depende continuamente dos dados de contorno. Essa ultima € importante para
modelagem de problemas fisicos, pois nem sempre vamos ter dados precisos, mas, precisamos
garantir que pequenos erros de medi¢do ndo tragam grandes mudancas na solucio. Se temos um
problema que ndo satisfaga a0 menos uma condi¢ao, significa que temos um problema mal posto

(Rojas, 2020).

2.3 Classificacao das Equacoes Diferenciais Parciais Lineares de Segunda Ordem com

Coeficientes Constantes

As equacdes diferenciais parciais lineares de segunda ordem s@o de grande importancia
para o estudo de problemas que envolve as equacdes diferenciais pois com elas podemos encontrar
uma estrutura tedrica abrangente em diferentes métodos de solucao e utilizd-las para diversas
investigagdes na drea da fisica e matematica.

Na classificacdo, temos trés tipos de EDPs de segunda ordem, que sdo as parabdlicas,
hiperbdlicas e as elipticas (Caso a ser estudado neste trabalho).

De acordo com a equacao geral, definida no plano:

2%u 2%u 2%u
—+2 C—=0
ox? + ’

A B&x&y * dy?

em que A, B e C sdo nimeros reais.

(referéncia)As EDPs de segunda ordem, sdo classificadas de acordo com o discriminante
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da equacao geral, entdo € dita parabdlica quando:

B> —AC =0,
€ dita hiperbdlica quando:

B> —AC >0,
e € dita eliptica quando:

B*—AC<0.

As EDPs parabdlicas descrevem fendmenos fisicos como transferéncia de calor e conducao
de calor em barras, esse estudo comecou a partir de 1800, e até hoje continua a atrair a atengao
de pesquisadores. Considerando um problema de conducao de calor ao longo de uma barra de

secdo reta uniforme, temos uma equacao da seguinte forma:
Quy=u;, 0<x<L, t>0,

onde o o representa a constante de difusividade térmica, que depende apenas do material do
qual € feito a barra e da posi¢do, x, é a temperatura em um ponto ao longo do tempo (Boyce;
DiPrima, 2012).

As EDPs hiperbolicas sdo de grande importancia para a modelagem de fendomenos
dindmicos como o estudo de ondas, exemplo mais simples sdo as ondas mecanicas, onde as
moléculas das substiancias que compdem o meio se deslocam de suas posicdes de equilibrio
sobre suas moléculas vizinhas, gerando um deslocamento progressivo ao longo do tempo. A

equacgdo da onda € descrita da seguinte forma:

7 o

or? ox2’
onde o a? representa a razdo da constante E (médulo de Young) e a densidade do material.
(Gondar; Cipolatti, 2011)

Temos que a equagio é eliptica quando B> — AC < 0, isso garante que as solugdes sejam
estdveis e suaves, em relacdo as outras varidveis nas condi¢des de contorno (Boyce; DiPrima,
2012).

Segundo Gondar e Cipolatti (2011), as EDPs do tipo eliptica, sdo de grande importancia

para modelagem de diversos fendmenos estaciondrios, cujas as propriedades estdticas permanecem

constantes ao longo do tempo, exemplos podem ser vistos na conducao de calor estaciondria,
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eletrostatica e membranas eldsticas. Temos as equagdes de Laplace e Poisson que descrevem

essas situagdes de equilibrio, onde a equacdo de Laplace tem a forma:
Au=20

enquanto a de Poisson é:

Au=f,

onde u € solu¢do da equagdo com a fungao f.

Segundo Boyce e DiPrima (2012), métodos bastantes utilizados, como separagdo de
variaveis, transformada de Fourier, expansdo em série de Fourier e problemas de valor de
contorno em coordenadas cartesianas, sdo técnicas essenciais para resolver as equagdes de
Laplace e Poisson em regides retangulares. Mas nem sempre os problemas que envolvem
equacdes elipticas podem ser resolvidos analiticamente, podemos nos deparar com problemas de
condicdes de contorno irregulares e dominios de maior complexidade onde € necessdrio utilizar

métodos numéricos como métodos dos elementos finitos e diferengas finitas.

2.4 Meétodo de Separacio de Variaveis

Segundo Boyce e DiPrima (2012), o método de separacdo de varidveis € uma técnica
cldssica para a resolu¢@o de problemas de valores de contorno associados a equacdes diferenciais
parciais, sendo amplamente aplicado as equacdes do calor, da onda e de Laplace. Esse método
baseia-se na suposicdo de que a solu¢@o da equacdo diferencial pode ser escrita como o produto
de fungdes, cada uma dependendo de uma tnica varidvel independente.

Frequentemente, a solucdo pode ser expressada na forma:
u(x,t) =X(x)T(t),

ou também

u(x,y) =X(x) Y (y),

dependendo do niimero de varidveis envolvidas no problema. Segundo Zill (2016), Ao substituir
essa forma assumida na equacgdo diferencial original, obtém-se uma separacio das varidveis,
resultando em equacdes diferenciais ordindrias independentes para cada fungdo envolvida. As
funcdes resultantes formam conjuntos ortogonais, o que possibilita a constru¢cao de solugdes

mais gerais por meio de séries, como as séries de Fourier. (Figueiredo, 2000)
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3 METODOLOGIA

O seguinte trabalho de conclusdo de curso (TCC), adota uma abordagem metodoldgica de
pesquisa bibliografica de natureza qualitativa e exploratéria, conforme a classificagdo proposta
por Gil (2008), com énfase na organizacdo, andlise e detalhamento de conceitos e deducdes
matematicas fundamentais. Esta metodologia ¢ justificada pela caréncia de detalhamento e
compreensdo sobre os principios do cdlculo e das equagdes diferenciais parciais (EDPs), em
particular as equacdes de Laplace e Poisson, e sua aplicabilidade em fend6menos fisicos.

De acordo com Gil (2008), a pesquisa bibliografica é desenvolvida a partir de materiais ja
formulados, formados por livros e artigos cientificos. A importancia académica desta abordagem
consiste na capacidade de identificar, reunir e analisar o conhecimento existente, fazendo
com que se torne mais acessivel e didatico (Prodanov; Freitas, 2013), especialmente quanto
ao detalhamento dos procedimentos intermedidrios das dedu¢des matematicas, muitas vezes
apresentadas de forma rdpida e resumida nas obras técnicas e especializadas.

* Coleta e selecao de fontes bibliograficas
O levantamento bibliografico constitui a principal etapa inicial da pesquisa, foi realizado
com base em pesquisadores tradicionais e atuais na drea de equacdes diferenciais, matemadtica
aplicada e modelagem fisica como Boyce e DiPrima (2012), Figueiredo (2000) e Ebert
e Reissing (2018). Além do mais, foram utilizadas fontes indexadas nas bases como
Google Académico, Mathscinet e Litmaps, quanto livros e anotacdes disponibilizados
por pesquisadores e instituicdes renomados, garantindo a solidez, a confiabilidade e a
atualizacdo das informacdes utilizadas no estudo. A escolha do referencial tedrico seguiu
os seguintes critérios: a relacao direta com o tema, a clareza na fundamentacao tedrica e
metodoldgica, confiabilidade dos autores e fontes, e a atualidade dos materiais.

* Andlise e detalhamento das dedugdes
Ap6s o material ser selecionado, procede a leitura critica e analitica das obras, com
€nfase na exploragdo conceitual e na construc¢ao passo a passo das deducdes matematicas.
O objetivo principal dessa etapa é organizar e detalhar as dedugdes, enfatizando os
fundamentos tedricos das equacgdes de Laplace e Poisson, além da andlise a respeito
da classificagao das EDPs, condi¢des de contorno e métodos de resolugdo. Investigamos
métodos e técnicas da perspectiva tedrica, como métodos de separagdo de varidveis,
transformada de integrais, o tratamento das condi¢des de contorno (Dirichlet, Neumann,

Robin), o conceito de unicidade e a existéncia de solugdes.
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Conceitos tedricos discutidos sdo aplicados a problemas cldssicos da fisica, como a
conducdo de calor e o equilibrio eletrostatico. Esses tipos de aplicacdes nos mostram
como as EDPs sio titeis para modelar fendmenos da natureza e destacam a importancia do
conhecimento tedrico para uso futuro em cdlculos computacionais ou aplica¢des praticas.
Escolher esse método busca nao s6 organizar o conteiido, mas também torna-lo mais
facil de entender para estudantes e pesquisadores, oferecendo uma base sélida e clara
para estudos futuros e uso diddtico. A maneira como os conceitos foram organizados foi
feita com base na leitura e interpretacdo, além de categorizacdo por temas, seguindo a
abordagem de Gil (2008).

Estruturagdo e redacdo do trabalho

Com base na andlise tedrica, o trabalho foi estruturado em tépicos tematicos que seguem
uma sequéncia logica: introducio aos conceitos basicos das EDPs com foco nas equagdes
elipticas, estudo aprofundado nas equacdes de Laplace e Poisson, e andlise das condi¢des
de contorno e aplicabilidade fisica. A anélise € realizada com base na técnica de leitura
exploratdria seletiva e analitica (Gil, 2008), adotando um método sistematico por categorias
tematicas, onde busca-se organizar os conteidos de maneira integrada com os objetivos da
pesquisa.

A escolha dessa metodologia qualitativa e exploratdria justifica-se pelo aspecto tedrico
que fundamenta o objeto de estudo. Segundo Gil (2008) e Prodanov e Freitas (2013),
essa forma abordada possibilita ao pesquisador analisar, compreender e interpretar dados
tedricos de forma detalhada, levando em conta ndo apenas o conteido técnico, mas
também os significados e impactos no entendimento e producdo do saber. A redagdo
nao s buscou equilibrar rigor matemdatico com uma exposicao clara, mas também a
comunicagdo acessivel sem perdas técnicas, conforme fala Prodanov e Freitas (2013) para
trabalhos académicos com foco na formagao cientifica.

Referéncias bibliograficas

A pesquisa elaborada € de caracteristica bibliografica e teérica, com uma abordagem
descritiva e analitica, ndo tem como objetivo coletar dados empiricos, mas sim, a andlise
e interpretacdo de materiais cientificos e académicos. Com o principal objetivo de
sistematizar os conhecimentos relacionados as EDPs elipticas e sua aplicabilidade na
modelagem de problemas fisicos estaciondrios. As fontes abordam livros técnicos e

académicos, artigos cientificos e publica¢des institucionais importantes, que auxiliam na
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fundamentacgdo e enriquecimento da andlise tedrica proposta.

Dessa forma, a metodologia adotada permite uma abordagem sistematica e aprofundada
do tema, assegurando coeréncia entre 0s objetivos propostos e os procedimentos metodoldgicos
utilizados. Ao privilegiar a pesquisa bibliogréafica de carater qualitativo e exploratdrio, o trabalho
busca ndao apenas reunir e organizar o conhecimento existente, mas também promover uma
compreensao mais detalhada dos fundamentos matematicos das equacdes diferenciais parciais
elipticas e de sua aplicabilidade em problemas fisicos. Assim, a estratégia metodoldgica escolhida
contribui para a constru¢do de uma base tedrica consistente, organizada e didatica, adequada

tanto a formagao académica quanto ao desenvolvimento de estudos posteriores na area.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, apresentam-se e discutem-se os principais conceitos e resultados tedricos
que serdo utilizados como ferramentas fundamentais no desenvolvimento do trabalho, com énfase
na aplica¢do das propriedades das equagdes diferenciais parciais elipticas na andlise de problemas
praticos. Inicialmente, sdo abordados aspectos gerais das equacdes de Laplace e de Poisson,
destacando suas caracteristicas essenciais e interpretagcdes fisicas. Em seguida, aprofunda-se a
investigacao por meio da resolucdo de problemas classicos, evidenciando de maneira concreta
como as condicdes de contorno e a geometria do dominio influenciam diretamente a estrutura

das solugdes.

4.1 Apresentacio e motivaciao da Equacao de Laplace e Poisson

A equagdo de Laplace é uma equacdo diferencial parcial homogénea, ela € representada
da forma

Au=0,

onde o A, é o operador laplaciano, e em coordenadas cartesianas no R”, que é representado como

Em R3, por exemplo, nas coordenadas cilindricas (r,8,z), o laplaciano escreve-se como

A—li i _|_la_2_|_a_2
" ror rar r2 002 972’

e jd nas coordenadas esféricas (r,0,¢), o laplaciano é
19 2, 1 9 d 1 9?
A=——|r= — 60— —_— .
r:or (r ar) T 25en6 96 <sen (99) T sen?e 09?2

Note que a equacdo de Laplace, é um caso particular da equacdo de Poisson

Au = f(x),

onde f(x) é uma fungdo dada e u é a que queremos encontrar. Essas equagdes sdo fundamentais
para a fisica e matemadtica, surgindo naturalmente em problemas elétricos, gravitacionais,
acusticos ou mecanicos. Essas equagdes diferenciais parciais (EDPs) descrevem como potenciais

e campos se espalham pelo espago, nos dando uma maneira padronizada de compreender
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situagdes que estdo em estado estaciondrio. Essas equagdes apesar de serem simples, sao
importantes para unir varios temas da fisica. Elas explicam desde a eletricidade que usamos no
dia a dia até como as ondas de som se espalham pelo ar. Compreender por que elas foram criadas
no passado ajuda os estudiosos do tema a verem o quanto s3o uteis e versateis.

A historia dessas equagdes surgiram no final do século XVIII e inicio do século XIX,
quando cientistas como Pierre-Simon Laplace e Siméon Denis Poisson queriam mostrar como
funcionavam os campos de gravidade e eletricidade. A equacdo de Laplace Au = O foi criada
para descrever dreas onde ndo ha fontes, como cargas elétricas ou massas. Nesses lugares, ela
mostra que a energia ou o potencial ® se distribui de forma suave e estdvel. A equagdo de
Poisson, Au = — f, é uma versdao mais completa da equacdo de Laplace. Ela inclui a influéncia
de fontes, como as cargas elétricas. Com isso, essa equacdo consegue modelar sistemas onde as
forcas ou energias estdo distribuidas no espaco, em vez de estarem em um ponto isolado. Em
um problema de fisica cldssica, como o de uma esfera metdlica com carga, a histéria se divide
em duas partes. Fora da esfera, onde ndo h4 cargas elétricas, o potencial segue a equacado de
Laplace. Isso significa que a eletricidade se espalha de forma suave, diminuindo a medida que
nos afastamos da esfera. Por outro lado, dentro da esfera se a carga estiver distribuida em seu
volume, e ndo apenas na superficie, a equacdo de Poisson € usada, pois ela considera a presenca
das cargas para determinar como o potencial elétrico se comporta. Essas equagdes foram cruciais
para o avango da fisica, ajudando a criar o eletromagnetismo cldssico e depois as equagdes de
Maxwell. Até hoje, elas sdo essenciais para o design de tecnologias modernas, como capacitores,
antenas e outros aparelhos eletronicos.

No estudo do eletromagnetismo, as equacdes de Laplace e Poisson sdo ferramentas
matemadticas importantes para solucionar problemas envolvendo campos elétricos e potenciais.
A equacdo de Laplace € utilizada em regides onde ndo ha presenga de cargas elétricas, como
em um vacuo, permitindo calcular o potencial elétrico em situacdes como interior das placas
de um capacitor ou em volta de um condutor carregado. Ja a equacdo de Poisson entra em cena
quando hd distribui¢do de carga, como em plasmas ou semicondutores, onde a densidade de carga
influencia diretamente o potencial elétrico. Essas equacdes sd@o importantes para determinar
o comportamento dos campos elétricos em diversas aplicacdes, desde o projeto de circuitos
eletronicos até o desenvolvimento de aceleradores de particulas, sendo base tanto na engenharia
quanto na fisica tedrica e aplicada.

O comportamento de membranas vibrantes, como a superficie de um tambor, mostra
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uma aplicagdo classica das equacdes diferenciais no contexto fisico. Quando essa membrana é
esticada e mantida presa nas bordas, sua configuracao de equilibrio e os padrdes de vibracao
podem ser descrito pela equacdo de Laplace. As solugdes encontradas, geralmente por meio
da técnica de separagdo de varidveis, revelam os modos naturais de vibracio, que influenciam
diretamente o som emitido, incluindo seu tom e timbre. J4 a equacdo de Poisson € utilizada
quando ha atuacdo de forcas externas sobre a membrana, como pressao ou distribuicdo de
carga, sendo relevante em contextos de engenharia que envolvem estruturas delgadas, como
placas ou cascos. Essa relacdo entre matemaética e fisica foi aprofundada por estudiosos do
século XIX, como Sophie Germain, que analisou superficies eldsticas, e permanece essencial no
desenvolvimento de projetos estruturais, como pontes € componentes aeroespaciais.

Na acustica, as equagdes de Laplace e Poisson sdo cruciais na anélise de fendmenos
relacionados a propagacdo sonora e a distribuic@o de pressao em ambientes estaticos. Quando
se trata de situacdes em que o tempo nao influencia, como o estudo da pressao em salas de
concerto ou cavidades ressonantes, a equacdo da onda se simplifica para a equacao de Laplace,
podendo modelar o comportamento do som em estado estaciondrio. J4 a equacdo de Poisson é
empregada quando ha presencga de fontes emissoras, como alto-falantes ou objetos que geram
ondas acusticas, sendo essencial para descrever o campo sonoro resultante. Essas equacoes foram
exploradas por pesquisadores como Hermann von Helmholtz no século XIX, em seus estudos
sobre ressonancia e acustica musical, e continuam sendo importantes no desenvolvimento de
novas tecnologias, como sistemas de dudio, controle de ruido e equipamentos de ultrassom
utilizados na medicina.

A elegancia das equacdes de Laplace e Poisson estd em sua aplicabilidade a diferentes
areas da fisica e da engenharia. Elas ndo se limitam ao estudo do eletromagnetismo, vibragdes
de membranas ou fendmenos acusticos, mas também sao importantes na andlise da conducao
de calor, do comportamento de fluidos e da gravitagdo. Na transferéncia de calor, por exemplo,
a equacao de Laplace é usada para descrever a distribui¢cao de temperatura em materiais sem
fontes internas de calor, enquanto a equagao de Poisson incorpora os efeitos de geracao térmica,
como ocorre em reatores. J4 na mecénica dos fluidos, a equacao de Laplace representa fluxos
irrotacionais, como o movimento de um fluido ideal ao redor de um corpo. Esse conjunto de
equacdes, fruto das contribuicdes de Laplace, Poisson e outros estudiosos do século XIX, oferece
uma estrutura matematica poderosa, permitindo que profissionais de diversas dreas enfrentem

problemas complexos com uma metodologia tnica.
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Para quem estd se aprofundando nos estudos, entender as equagdes de Laplace e Poisson
representa uma investigacao da fisica cldssica, onde a precisdo matematica se alia a aplicagcao
concreta. Essas equacdes mostram o pensamento de grandes nomes da ciéncia que moldaram os
fundamentos da tecnologia atual. Ao aprender a resolvé-las por separacdo de varidveis ou outros
metodos, o estudante desenvolve a habilidade de representar e antecipar o comportamento de
sistemas fisicos, como os campos elétricos em dispositivos eletronicos, a acustica de ambientes ou
as vibracOes em estruturas aeroespaciais. O estudo dessas equacOes estimula tanto o pensamento
16gico quanto a criatividade na solu¢do de problemas, sendo uma excelente escolha para projetos

finais que busquem associar teoria cientifica com aplicacdes préticas.

4.2 Solucao Fundamental da Equacao de Laplace

Uma solugdo fundamental, € uma fun¢do especial que representa a resposta da equacdo a
uma fonte pontual, ou seja, mostra como a equacao reage quando hd uma fonte em um tnico

ponto do espaco. No caso da equacao de Laplace, essa ideia aparece como
AD = —6(x),

onde §(x) é a distribui¢do de Dirac, que representa uma fonte localizada na origem, e ® é a
resposta do operador Laplaciano a essa fonte pontual. Temos que, a fonte §(x) é invariante, pois
ela pega o valor de x = 0, e a origem niao muda quando giramos ou refletirmos o espaco, entao
se o operador for invariante, logo a solucao também deve ser, isto €, deve depender apenas da
distancia ao ponto da fonte.

Para que o operador Laplaciano seja invariante, o resultado dele deve permanecer o
mesmo quando girarmos, refletirmos ou transladarmos o sistema de coordenadas. Para mostrar
a invariancia do Laplaciano, consideramos uma matriz P ortogonal, que pode representar uma
rota¢do ou uma reflexdo. Na rotacdo, temos que o determinante da matriz P = +1, e na reflexdo o
determinante da matriz P = —1. Além disso, incluimos um vetor de translacdo ¢ € R”. Definimos

entdo a transformacdo afim completa
O:(x) = Px+t,

ou seja, uma transformagdo geométrica que combina uma transformacao linear a uma translagao,
onde x € R" é a coordenada original e Q;(x) é a nova coordenada. Se u : R” — R é uma fung¢io

de classe C2, definimos a funcao transformada

u(Px+1) = u(04(x)) = v(x),



Agora, vamos mostrar que o Laplaciano € invariante sob essa transformacao, ou seja

Av(x) = (Au) (i (x))-

Para isso, assumamos que P é da seguinte forma:

P11 P12 Pln
P21 P22 P2n
_pnl Pn2 Pnn
e entdo, vale o seguinte
Pt p12 o Pia| [ X1 P11X1+ p1aXx2+ -+ PinXn
py— |P2L P22 P (X200 P21k +p2X2+ -+ PanXn
_pnl Pn2 - pnn_ _xn_ _Pnlxl + pnoX2 + -+ Pnnxn_
Realizando a soma de Px com um vetor t = (1,1, ,t,) independente de x, temos
- -
- 1 7 Zplixi+l1
puix1+ p1axa+ -+ pPinXn 1 i~
P21X1+ pxa+ -+ paaky 2 paixi+1
Px—+t= = |i=1
... t n
_pnlxl + PpnaX2+ -+ pnnxn_ | In | PriXi -1
Li=1 i
Definamos Px+1t :=y, em que
- -
Z PiiXi+1 -
i=1 Y1
y
P2iXi +12 N
Px+t=|i=1 =Y
n
Z PniXi +1n _yn_
Li=1 i
que implica
v(x) = u(y).
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Agora perceba que a fungdo u = u(y1,y2,...,y») em que cada y; depende de

X = (X1,X2,...,%), isto é

V(X],X0, .00y Xp) = u(yl(xl,xz, ey Xn) s ey yn(x1, X0, ,x,,)).
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Portanto, calculando a diferencial total de v, tem-se

dv adv dv
dv=—d —d —dx,
y = o X1+ 93 Xp 4+ =— ox,

Note também que a diferencial total de u é:

du du du
d —d d oo —d
U= oy y1+8y2 Y2+ +<9yn Yns
onde cada y; =y;(x1,X2,...,x,) depende dos x;, e a diferencial de y; é

dy;= a’d +a—dx2+ +ajdxn
T 9x dxy 0xy,

Comoy; =Y | pjixi+tj, temos

wi_ . Py
8x,~

Substituindo na expressao de dv, temos

dv = Z _.ijidxi = Z Z 9 pjldxh
j=19Yji=1 i=1j=19Yj
e entdo, concluimos que
adv " du
— =Y —pi. 4.1)
axi J_Zl 8yj P
Derivando novamente (4.1) em relacdo a x;, temos
v & 9 ( du )
— =YY —(=—pil. 4.2)
8x% ]:ZI 8x,~ 8y_,- !t
epji= %, ao utilizarmos a derivada do produto na equacgdo (4.2), segue que
v 9 [du du d
z 4.3
axiz a (ay]) p]l ay] a (p]l> ( )

Agora derivando o primeiro termo da equagao (4.3), obtem-se

i(ﬂ)_ Loo0%u dyy & d%u
dx; \ dy; /= dyjdyk ox; 8y18yk

Pki,

que substituindo na equacdo (4.3), chegamos em

Z’ 9)’k

Ju 0
Pkipji+8—yja—xi(1?ji)- 4.4)
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Agora, analisando o segundo termo da equacdo (4.3), temos que, y; depende linearmente dos x;

e tj, ou seja, y; € uma fungdo da forma
Vi(X1,X2, .., X0) = @jix1 +ajpxy + -+ ajux, +t,

em que os termos a;; € t; sdo constantes, e entdo suas derivadas sdo 0, o que nos faz concluir que

0%y 2%u u
By iPji+ 0
ox jzl,;ayjaykpk PiT 5 j
Y Y T ey
= ki P ji
j=lk=1 dy; Ik ’

Como a matriz P € ortogonal, entio PPT =1, onde I representa a matriz identidade, e portanto

n n n n 821/! n n n
2 = i, (45
; 12 l_zi]_Zlk; a ay pjlpkl ; ; ayk )i_zlpjlpkz 4.5)
para:
1 sej=k,
ijipki: ik =
i=l 0 sej#k,

onde, & i« € chamado de delta de Kronecker, que nos serve para comparar dois indices. Assim,

podemos reescrever (4.5), e obtemos

Como foi mostrado, devido a invariangia do operador e da func¢do fonte no lado esquerdo
da equacdo pois a delta depende apenas da distdncia ao ponto, por rotacdes preservarem a
distancia, faz sentido procurar solu¢des harmonicas radiais, ou seja, fungdes u que dependam
apenas da distancia a origem. Isso significa que o comportamento da solucdo é o mesmo em todas
as dire¢des ao redor do ponto central, qualquer variagdao de angulo nao altera o valor da solucdo
fundamental, pois todas as caracteristicas da solu¢do fundamental depende apenas de qudo longe
estamos do centro. Para a equacdo de Laplace, vamos procurar uma func¢do harmonica u em R”,

tal que u(x) := v(r), onde r = |x|, entdo:
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utilizando regra da cadeia para derivar u(x)

Uy, = vl(‘x‘) ) |x‘xm (4.6)
temos que a derivada da |x|,, é:
2, .2 2 2 L] Yi
XL = (\/ X7 X5+, o, x5+, X2y, = 3 (x7)2 -2x; = Tk x| # 0.
Substituindo a derivada da |x| na equagio (4.6)
X
g =Vl (W #0). (4.7)
Derivando (4.7), tem-se
X xiex X
oy = (W — 7 ) Y DD -

reorganizando
1 xl.z ) / (x2 I
e, = (=3 |V (xD A+ { = )V (D,
. <IXI x| |x[?

que distribuindo, obtemos

. r xiz / xiz " 0
umx,-—m'v(!x!)— FE ‘V(\x\)ﬂLW‘V (|xl)  ([x] #0).

Agora, somando em i, para i de 1 a n, temos que:

u=n- i-v’ X —%-v' X ﬁ-v” X
= (el ) = v+ )
Ly —i-v/x V' (|x
= (VD) ) = )+ ()
(") VDb, (420

Sabemos que Au = 0 em R” e como r = |x|, entdo

V' (r) + (”_ 1) V() =0  (r#0)

r

e assim obtemos uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem. Agora vamos resolver

essa EDO, isolando as derivadas no lado esquerdo, temos

V() <n—1> _1-n (r£0). (4.8)

V() r r
Utilizando uma defini¢do de derivada, temos

1
%ln(u) = u,
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para u =V/(r), entéo

Substituindo a derivada na equacdo (4.8), e integrando ambos os lados
d , 1—n 1
[ o) = [ ar=-n) [ ar

InV'(r) = (1 —n)Inr+ec. (4.9)

temos

Aplicando a exponencial com base e na equacdo (4.9), onde e é o numero de Euler, temos

que aplicando o Teorema fundamental do cdlculo, temos:

Paran=1:
/v’(r):C/ldr:Cr—f—Cg.
Paran = 2:
1
/v'(r):C/—dr:CInr+C2.
r
Paran > 3:

! 1 r o
Viir)=C | r "dr=C +G.
/ (r) / 2—n 2
O termo C, representa a parte regular da solucao, ou seja, aquele que ndo se torna infinito quando
r — 0, ja que o Laplaciano de uma constante € zero, esse termo ndo afeta a equagdo com a fonte
pontual. Portanto, ao buscarmos a solucao fundamental, podemos desconsiderar esse termo, pois

ele ndo contribui para a singularidade gerada pela delta de Dirac. Logo:
(

Cr n=1,
V(l") ={ Clnr n = 2,
2—n

7
C
\ n_2, -

A constante C controla a intensidade da singularidade da solucdo fundamental em r = 0. Essa

singularidade representa uma fonte pontual concentrada na origem. Para que essa fonte tenha
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intensidade correta, precisamos escolher C de modo que
—AD = .

A funcdo &y é uma maneira de representar algo totalmente concentrado em x = 0, ela pode ser

descrita como

indicando que toda a massa estd apenas na origem. Fora desse ponto, a solu¢ao fundamental é
regular e satisfaz

AP =0 parax#0,

portanto, a escolha de C nao pode ser arbitraria, ele deve ser ajustado para que a singularidade
produza exatamente uma fonte unitdria na origem.
Ao integrarmos Oy vezes uma funcgio teste, ela devolve apenas o valor dessa fun¢io no

ponto:

[ (a® )y dr = w(0),

onde (-,-), é a acdo de uma distribui¢do sobre uma funcéo teste, ou seja, ndo estamos aplicando

o Laplaciano ponto a ponto, mas exigindo que a identidade

(—AD, y) = (0, y¥) = y(0),

sirva para toda funcdo teste Y € Cy’(R"), onde o delta de Dirac pega o valor da fungdo exatamente
no ponto zero. Vamos pedir a seguinte normalizacdo, seja uma bola de raio € centrada na origem,

pela primeira identidade de Green

oD
_AD(x)d :/ TP Us=1,
/BE(O) () s; AV

para € > 0, considere o anel

Qe ={xeR":e<|x| <R}.

Utilizando a segunda identidade de Green em €2,

/ (DAY — yAD)dx — /a (@9, y — Yo, D)dS.
Q

£ €
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Como @ é harmonica em g, o termo volumétrico com AP cai, assim

/ B(—Ay)dx — / (— @A,y + yd,®)dS.
Qe Qe

As fronteiras de Q¢ s@o S, e Sg, como y € zero na esfera de raio R, pois foi escolhido com

suporte compacto em Bg(0)

/ B(—Ay)dx — / (— @3,y + yo,®)dS,
|x|>€ S,

€

fazendo € — 0, o lado esquerdo converge para (®, —Ay), entdo

(®,—Ay) = lim | (—P3d,y + yo,P)dS.

e—0.Js,

O primeiro termo de contorno tende a 0

(@, —Ay) = lim — / (@, y)dS = 0,
£—0

pois d,y € limitado e o crescimento de @ perto de 0 ndo € suficiente para passar do fator |S¢|,

assim tendendo a 0. No segundo termo, y/(x) — y(0) quando € — 0

lim [ w(x)o,®(x)dS = w(0)lim | 9,PdS

e—0Js, e—0Js,

(@, —Ay) = y(0) lim / 9, ®dsS,
e—0.Js,

como
lim [ 9,®dS =1,
e—0.Js,

portanto
(—AP, ) = y(0).

Agora calculamos [ 0, ®dS para a forma radial .
Para n=1
Para n = 2:

® =Clnr,

derivando



logo

Para n # 2:

derivando

—C
PdS = — -2me = —21C = |
S

_—1
Y&
(x) = —~Inly
:_n .

o 27 X
CI)—C}"Z n,

P =C2-n)r'"

,d=—-C(2—n)e' ™",

como d,P é constante sobre a esfera, a integral

e isolando C

C=

entao

Portanto

0,®dS =0,D (&) - |Se|
Se

=—C(2 —n)el_”. |S"—1|8n—1

=—C2-n)|s" =1

- - ! "1 — ho(n
G a—2amy =)
= 1 x2—n

1
_%IHM n=2,
d(x) =
1

34
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e com isso, mostramos que o Laplaciano tem uma solu¢do fundamental explicita. Nessa solu¢ao
o a(n) representa o volume ou drea da bola unitdria em n dimensdes.
Considere a esfera de raio r > 0, centrada em xo € R” por Sy(xp) = {x e R" | |[x —x¢| =1}

e a bola aberta de r > 0 centrada em xy € R” por B,(xg) = {x € R"|x — x¢| < r}. Denotamos por:

X =ry, r=lx|, ly| =1,
dx=r"1drde,

em que d6 ¢ a medida de superficie em $1(0), W, = |S1(0)[ = [, () d6. Para calcularmos W,,

introduzimos a funcdo gama
I(x) = / e ldr, T(x+1) = xT(x)
0

X

u=r" dv=e!

F(x—l—l):/ e 't'dt,
0 du = xt*"1dt, y=—e!

/ xe 'l dr = xI(x).
0

Para [(1): ) )
/0 e 0t = /0 edi = [T = 1.
Para [(n)
L) =T((n—1)+1)=(n—1)Tn—1) = (n—1)(n-2)T(n—2) == (n—1)L.

2coms >0, dt=2sds, V2 =1 chegamos em

/ e_’t_l/zdt:/ e_‘y2s_1(2sds)=2/ e’
0 0 0

Para a integral gaussiana unidimensional:

1= / e
elevamos ao quadrado e aplicando o teorema de Fubini em seguida de modo a obter

o[l o

o (@)
= R2 dxdy,

Mudando as variaveis, t = s
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e entdo, trocando pelas coordenadas polares (r,0) : dxdy =rdrd6 e x% +y? = r2, temos

5 2T oo 2 ) 2 u=r-,
I :/ / e " rdrd9:27t/ e " rdr,
0o Jo 0 du = 2rdr

o U —e ° —602
2 =2 =2 _ -
n/o > du 7'[[ > L n[O ( > )] T

logo

portanto

/we_szds: \/—E
0 2

Para a integral gaussianaem R", x — (r,Q), r>0, Q¢ §"=1 dQ é o elemento de
drea sobre a esfera unitdria S" ! é,
dQ = wy,
sn—1
entao

In:/ / e_rzr"_lder:a)n/ el
0 Jsn-l 0

Calculando a integral

J:/ e dr
0

n
e fazendo a mudanca das variaveis t = r2, dt=2rdr, " ldr= %tZ_ldt, entdo

Rl R e _.n_
/ e 1dr:%/ e 127 ar,
0 0

Como definigdo, ['(z) = [5"e~"#*~! dt, obtem-se que

J:/O et 1 g = %F(%),

€ portanto
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Observacao 1.

b= o et dx_/ / O g

isolando o ®,, temos

Por outro lado, o volume da bola unitdria em R" é

1
a(n) = d:/ @, = — =~ .
(n) /B(Ol)x oY n n (%)

)

Pela propriedade da funcdo gama:

e assim
n-n/Z

) = T )

Portanto, o volume da bola unitaria para dimensao finita n vem a partir da relacdo entre

integral gaussiana e funcio gama.
4.2.1 Identidades de Green

As identidades de Green sdo ferramentas fundamentais na Analise Matematica, ainda
mais em Equagdes Diferenciais Parciais. Elas aparecem com frequéncia nos métodos para

resolver problemas elipticos, como a equacao de Laplace, Poisson .

Lema 1. (Identidades de Green). Seja Q C R" um dominio limitado com fronteira suficientemente

. B u
(i) /QAudx—/aQEdS,

dv
(ii) /Dv-Dudx:—/uAvdx+ —udS
Q Q 20 dV

suave e u,v € C*(Q). Entdo
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v v%dS.

(iii) /QuAv—vAua’xz agu%_ 3

Demonstragdo. Para o item (1), vamos mostrar que

/Audx:/ @dS,
Q 20 dVv

n
Au= Z Uyx;-
i=1

onde

Essa identidade usada vem do Teorema da Divergéncia aplicado ao vetor
F= (ux17uxza"~7uxn)7
em que sua divergéncia é
n a n
divF = Z E(uxi) = Z”xiXi = Au.
=19 i=1

O Teorema da Divergéncia diz

/didex:/ F.vds.
Q aIQ

onde v = (v, V2,...,V,) € o vetor normal unitério exterior a fronteira dQ, substituindo o vetor

F, temos

/Audx:/ (Uy, Uy .oyl ) - VS,
Q

aIQ
onde
n
(M)C17uxz7"'7uxn)'v: Uy, Vi,
i=1
mas, temos que isso € a derivada normal
du <
—=Vu-v= Z”x'vi
i )
v =

1

portanto
d
/ Audx = / 22 as.
Q 20 dV

Para o item (ii), vamos mostrar que

d
/Dv~Dudx:—/uAvdx+ u—vdS,
Q Q 9Q dV
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onde o gradiente de v é

Dv=Vv= vy ,Vxys.--,Vx,),

e o gradiente de u é

Du = Vu = (uy,,Uy,,...,Uy,),

fazendo o produto interno entre eles

n
Dv-Du = val. Uy,
=1

1=

entao

n
/Dv~Dudx=Z/ Vy, Uy, dX. (4.10)
Q =1/

Agora vamos utilizar integracdo por partes para resolver essa integral. No cdlculo de uma

variavel, temos
b b
/ gu'dx = [gu]Z—/ g udx,
a a

onde g = vy,, mas em muiltiplas varidveis, a fronteira a e b é substituida por dQ, e o papel do
valor na fronteira € desempenhado por um termo de fluxo. Para aplicar divergéncia, construimos

um vetor F' que transforma a derivada u,, em uma divergéncia
F =(0,0,...,gu,...,0),
a Gnica componente nio nula é a componente i, dada por
Fi = 8u,
logo
F=gue;,
onde ¢; € o vetor padrio da direcdo x;. A divergéncia de F, agora é
d
divF = —(gu
o, 8

entdo, utilizando a derivada do produto temos

divF = gy u-+guy,.



O Teorema da Divergéncia diz
/ div(F)dx = F-vdsS,
Q 2Q
substitua a divergéncia de F

/(gxiu—i—guxi)dx:/ F-vds,
Q IQ

reorganizando, temos

/guxidx%—/gxiudx:/ F-vdsS,
Q Q 0Q

como F = gue;, logo

F-v=(gue) -v=guv,

entao

/F~vdS:/ guv;ds.
aQ aQ

Substituindo na equagado (4.11)

/guxidxqt/ugxidx:/ guv;ds,
Q Q 2Q

entdo, isolando a integral de gu,,, temos

/guxidxz—/ugxidx—k/ ugv;ds.
Q Q Q.

Voltando para a equacao (4.10) e substituindo

/vxiuxidx:—/uvxixidx—k/ uvy, vidSs,
Q Q 2Q

somandoemi=1,...,n

n n n
Z/ inux[dXI—Z/ Minxidx‘i‘Z/ uvy, vids,
=179 =178 i=179Q

Como vy, iy, = Dv Du, entdo

/Dv~Dudx:—/uAvdx+/ u&dS.
Q Q 90 dv

Para o item (ii1), vamos mostrar que

adv du
/Q(uAv—vAu)dx:/aQ (ux—vx)dS.

40

(4.11)
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Voltando para o item (ii), vimos que

/Vv-Vudx:—/uAvdx+ uﬁdS,
Q Q 9@ dVv

Se trocarmos u < v, temos

/Vu'Vvdx:—/vAudx—i—/ v@dS,
Q Q 0@ dVv

agora temos duas equagdes, se subtrairmos elas, o lado esquerdo se cancelam, restando apenas

d J
Oz—/uAvdx—f— u—vdS+/vAudx—/ v 28 as.
Q 00 JdV Q 90 OV

portanto, reorganizando temos que

dv du
/Q(uAv—vAu)dx:/aQ <u$—vm)d&

4.3 Soluciao da Equacao de Poisson em R”

Seja ® a solugdo de —Au = &, f € C>(R") com suporte compacto. Defina

u(y) = [ ®(x—y)f(x)dx

em que u é de classe C?, entio é uma solugio para a equacdo de Poisson.

Demonstrando isso, temos

uly)= [ ®x—y)f(x)dx= [ P(y—x)f(x)dx= | P(x)f(y—x)dx,
R” R~ R"

seja e;, 0 vetor unitario na i-ésima direcao:

na base canonica de R”,

u(y+hei) —u(y) _ .
h R® h

Uniformemente em R”

f(y—{—hei—;)_f(y_x) SN g_)];(y_x) quando & — 0,
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temos

0= [ @S-

Derivando novamente

= (y —x)dx.

9%u 0°f
8xi8xj (y) /"q) * 8x,-8xj

As expressoes no lado direito sio continuas em relacio a variavel y, concluimos que u € C2. Além
disso, como f possui suporte compacto e & é localmente integravel, entdo u, Du, D*u € L*(R").
Fixe € >0

duly) = | @afly-dx= [

BE(O)CID(x)Af(x—y)dx—f—/Rn\BE(O)(I)(x)Af(y—x) dx. (4.12)

Resolvendo a primeira integral da equacio (4.12), se C> = supga | D*f/|, temos

/Be(o)fb(x)Af(y—x)dx < Cz/BS(O)CD(x)dx.

Sen=2:
—1 2T € -1 €
CI>xdx=—/ /1nrrdrd0=—-27r/ In(r)rdr
/BS(O)() L [ 2 [ ()
£ u=Inr, dv=r,
—/ rinrdr, 5
0 du:%dr, V=",
2 € _g2 2
Trlnr—l—/o Edr—Tlne—l—Z
Sen>3:
1
d(x dx:—/ x| 2" dx,
Be(0) @ n(n—2)w, Bg<0>’ |

usamos coordenadas polares dx = |$"~!| 7"~ dr com |S"!| = n@,, assim

1 2-n 1 —1y % 220 n-1
n(n—2) w, /Bg(o) d ! n(n—2)w, | | o 7 g

e simplificando




43

Entao
C=Ene+&, n=2,
| @wary-xdx <
Be(0) £2
C2 50,2y nz3,
portanto

/ P(x)Af(y—x)dx — 0, €—0.
B¢(0)

Para a segunda integral da equacdo (4.12), usamos a primeira identidade de Green,
obtendo

_ a, o
/R gy AT )= /&Bg(o)cb(x) 2 (y—x)ds(x) /R i VO VA6 2)ds

(4.13)
neste caso, v representa o vetor unitdrio normal direcionado para o interior da bola B¢(0), com a
conveng¢ao usual de orienta¢do adotada para a fronteira de R" \ B¢(0). Resolvendo a primeira

integral da equagdo (4.13), definimos C| = supg. |Vf|

of Celloge|, n=2,
Jop P 5y 0052

< Cl/ D(x)dx =
B¢ (0) c
T3 €, nz3,

Logo

df
/a o P Gy ds(x) = 0, e 0.

Para a segunda integral da equacao (4.13), utilizando novamente a primeira identidade de Green,
temos que

P

- /IR"\BE(O) V) Viy)de=~ /338(0) gy WIO=Rds@F o) AP my)d

o termo A®(x) = 0, logo a segunda integral é

L. A% fr—y)dr=0,
R™\Be(0)

entao
0P
- Vo(x) -V (x—y)dx = — / —-_— —v)d ,
Jorip Y2 VI dr=— [ S0 f(e—y)as(o)
pela harmonicidade de ®, como

1 x

Vo(x) = —, V
(x) naoy |x|" €

bl
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segue que
0P 11 |xf? 1
xX) - — — _
enw, x| nw,er1’

em dB¢(0), temos

1
nw, "1

1
Jop /000 =~ [ f(@)dst)

Jdd
‘/aBE@W()‘)f O=x)ds(x) == 9B:0)] Jasety

Pelo teorema do valor médio

[ VW) Vi —y)dx — —f(), €0,
R™\Be (0)

portanto

Concluimos que a funcio u definida pela convolugdo da solu¢do fundamental de Laplace
com uma funcdo f satisfaz a equagdo de Poisson. Com isso, mostramos uma conexao fundamental
entre as fun¢des harmonicas e as solugdes das equacdes de Poisson. Agora podemos mostrar
algumas propriedades importantes das funcdes harmonicas, apresentando teoremas cldssicos que
descrevem o valor médio, o principio do maximo, a unicidade da solu¢do, bem como a suavidade
e o teorema de Liouville, que juntas formam a base tedrica fundamental para a compreensado e

estudo das fun¢des harmonicas.

4.4 Propriedades das Funcoes Harmonicas
Comecamos esta se¢ao com a definicao das propriedades do valor médio.
4.4.1 Valor médio

Seja Q C R um dominio conexo, e seja u : Q — R uma fun¢do harmonica, ou seja, que

satisfaz a equagdo de Laplace:

Au=0 em Q.

Entdo, veremos a seguir que u satisfaz a propriedade do valor médio. Para uma funcdo u definida

em B(x,r) a média de u em B(x,r) é dada por

1
“0) = o / )
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como B(x,r) = a(n)r", isso fica

1
u(x) := () /B (xﬂr)u(y)dy,

onde B(x,r) = bola de raio r centrada em x em R”, o(n) = volume da bola unitaria em R”.

Para uma fun¢@o u definida em dB(x,r), a média da funcéo u em dB(x,r) é dada por

1
u(x) :== 19B(x.7)| aB(”)M(Y) das(y),

substituindo |dB(x,r)| = na(n)r"~!

1

u(x) == W/M(x,r)u()’)ds()’%

onde dB(x,r) = fronteira da bola de raio r centrada em x em R” e no(n) = édrea da superficie da

bola unitaria em R”.

Observacao 2. Essas duas definicoes sdo equivalentes. De fato, se partimos da forma na esfera

e integrarmos, obtem-se a forma na bola

Multiplicando ambos os lados por no(n)r'~

namu()r = [ utas)

integrando tudo de 0 até R

/ORnOC(n) u(x)r"tdr = /OR (/83(x,r) u(y) dS(y)) dr,

no(n) u(x) /OR rdr = /BR(x)u(y) dy,

temos

utilizando o Teorema fundamental do cdlculo
Rl’l
na(mu() - = amuR = [ u(y)dy
BR()C)

n

isolando u(x), obtemos
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Agora, diferenciando a forma na bola, obtemos a forma na esfera

]
dy,
() /B W)u(y) y

Multiplicando ambos os lados por o.(n) r"

u(x) =

aln)fu@) = [ ut)dy

Diferenciando ambos os lados

d d
Z- (o) rulx)) = —/B( u(y)dy,

temos

dividindo tudo por o(n)nr"~!

1
G o IS0

Teorema 1. (Teorema do Valor médio). Considere Q C R" um dominio conexo, se u € C*(Q) é

u(x) =

harménica, entdo
()= 5 0)dS0) = o [ ub)d
ux) = =——— u = u :
9B Jowen T B ben
ou seja, o valor de u no centro da bola é igual a média dos valores de u tanto na superficie

quanto no volume.

Demonstracdo. Supondo que u € C*(Q) seja harmdnica. Para r > 0, temos

1

u(y)dsS(y).
)] Joseen (v)dS(y)
Para r = 0, definimos ¢ (r) = u(x). Veja que, se u ¢ uma fung¢do suave, entdo lim,_,o+ ¢ (r) = u(x),
portanto, ¢ é uma fung@o continua. Se mostrarmos que ¢’(r) = 0, podemos concluir que ¢ é
uma fun¢do constante, assim

1

u(x) = 1985, Jasees) u(y)ds(y).

Vamos provar que ¢’(r) = 0, dessa forma

o(r) = # u(y)dS(y),

x,r)| JoB(x.r)
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para uma esfera unitdria r = 1, tome
y=x+rz, z€dB(0,1),

entao

ds(y) = r”_ldS(Z),

porque a 4rea da superficie de uma esfera em R” cresce como !, substituindo

= dS(z) = ——— dS
P = B0 Jamon " =GB fago) "I
derivando
, 1
\% -zdS(z),
o' (r) = 0BG Jason u(x+rz)-zdS(z)
como z =+, entdo
/ 1 Y-
o integrando Vu(y) - *—= ¢ a derivada radial de u na superficie
y—x du
\V/ .
u()- 2 = 2,
assim
, o 8
v)dS(y
normalizando pela drea da esfera
, 1 du 1 / du
ds —_— ds
') = B ooters 9 V80 =m0

aplicando o teorema da divergéncia

1 1
- - V. - -
no(n)r=! /B(m Vb =g (n)rm! /B<x,r> Su0)%

como u é harmonica, entdo Au = 0, logo ¢’(r) = 0. Resta provar que

= / y)dy,
xr! B(x,r)

'(r) =
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fazemos isso utilizando o primeiro resultado

/B(XJ) “0)dy = /Or (/83(x.,s) “0) dS(y)) ds

:/Or (n a(n)s”_le(l—x’r)’ _— u(y) dS(y)> ds

:/Ornoc(n)s"lu(x)ds
=na(n)u(x) /Ors"_lds

=na(mu(x)- g

=a(n)r'u(x),

isolando o u(x), temos

4.4.2 Principio do Méaximo fraco

Teorema 2. (Teorema do Mdximo fraco). Provamos que u é uma funcdo harmonica em um

dominio limitado Q C R", entdo u atinge seu valor mdximo na fronteira de Q2.

Demonstragdo. Suponha que Q C R” seja aberto e limitado. Considere que u € C?(Q) NC(Q)
seja harmonica, o principio do méximo mostra que
max u(x) = maxu(x).

IQ

4.4.3 Principio do maximo forte

Teorema 3. (Teorema do Mdximo forte). se L é conexo e existe um ponto xy €  tal que
u(xp) = max u(x),

entdo u é constante em Q.

Demonstragcdo. Vamos supor que existe um ponto xg € € tal que

u(xp) =M= mélxu(x),
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entdo, para 0 < r < dist(xp, dQ), a propriedade afirma que

M=u()= [ ulydy<u,

B(xg,r)
portanto
/ u(y)dy =M,
B(xo,r)
e como M = maxg u(x), temos que u(y) = M para todo y € B(xg, ). N

4.4.4 Unicidade

Teorema 4. (Teorema da Unidade). Existe no mdximo uma solugdo u € C2(Q)NC(Q) para o

problema de valor de contorno
—Au=f, xeQ,

u=g, x € 0JQ.

Demonstracdo. Suponha que existe duas solucdes u e v. Definaw=u—v e w,=v—u.
Entdo w e w, satisfazem

Aw =0, xeQ,
w=0, x€dQ.
Portanto, usando o principio do maximo, concluimos que
max |u—v| =max|u—v| =0,
Q oQ
ou seja, u = v em £, garantindo a unicidade da solucao. L]

4.4.5 Suavidade das fun¢des harmdnicas

Teorema 5. (Teorema da Suavidade das funcoes harménicas). Seja Q um subconjunto aberto e

limitado de R". Se u € C(Q) e u satisfaz a propriedade do valor médio

w)= [ u)ase)

para a bola B(x,r) C Q, entdo u € C*(Q).
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Demonstragdo. Provando isso, introduzimos a func¢do 1) definida por

1
Cel™-1 x| <1,
0, x| > 1,

onde a constante C € escolhida de modo que

/nn(x)dx: 1.

Observe que ) € C*(R") e que N tem suporte compacto. Definimos a fung¢do ng(x) por

Portanto, N € C*(R") e supp(ne) C {x: |x| < €}. Além disso

/ ne(x)dx: 17
R~

escolha € tal que € < dist(x,dQ). Defina

ue() = [ Melx=y)u(y)dy.

Afirmamos que ug € C* e ug(x) = u(x), provamos isso da seguinte forma, usando o fato de que

supp Ne(x—y) C {y: [x—y| < €}. Portanto

wl)= [ el y)ut)ay

onde 7 € uma funcio de suavizagdo, dada por

mudando as variaveis

passando para coordenadas esfericas, temos

) =g [ ([, n(EubIaso) )ar

onde r = [x —y| é o raio. Se u é harménica, vale a propriedade da média, logo

ug(x) = i/0811 (£) nou(n) r"Lu(x)dr

811



1
en

ug(x) = u(x) /Ogn(g) no(n)r"dr,

mudando as varidveis r = €s, entdo dr = eds e "1 = " 1¢"~1 Substituindo

87!

ug(x) = u(x) — /01 n(s)no(n) (" Ls" Veds
) =u(x) [ n(s)naln)s™ s,

pela normalizacido em coordenadas esféricas

/Oor[(s)n(x(n)s”_lds =1,
0

logo
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]

A seguir, vamos mostrar que as fungdes constantes sao as Unicas que sao limitadas e

harmonicas em R”.

4.4.6 Teorema de Liouville

Teorema 6. (Teorema de Liouville). Suponha que u : R — R seja harménica e limitada. Entdo

u é constante.

Demonstragdo. Sejau: R" — R seja harmdnica e limitada. Dado xy € R”, pela propriedade do

valor médio, temos

)= [ )

para toda bola B(xq, r), se u € C>(Q) NC(Q) e u é harmonica, logo u € C*, entio

Au=0 = Auy, =0,

para todo i = 1,...,n. Portanto, u,, € harmonica e satisfaz a propriedade do valor médio,

: /
Uy \Y dy
a(n)r" JB(x,r) v)

Uy; (XO) =
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1
(v)ds
a(n)r /amxw) “)450),

pelo teorema da divergéncia, onde o v = (vy,...,V,) é o vetor unitdrio normal & superficie

Ux; (Xo) =

dB(xp,r). Temos que

|z (x0)| <

Jop IV S0

o(n)r"
onde [|u|z=(9B(xy,r)) = SUPyeaB(xo,r) [4(¥)|- Entdo, para todo y na esfera [u(y)| < [|ullz=(B(x.r)
ou seja o valor absoluto de u em qualquer ponto y da esfera ndo excede a norma L™. Assim

””HL“’(&B(xOr))/
- (x0)| < TANL=(9B(x0.1)) vi(y)|dS(y),
|y, (x0) | 2 8B(x0,r)‘ M)dS(y)

e o componente V;(y) do vetor unitdrio satisfaz |v;(y)| < 1 para todo y, temos

vi(y dSyS/ 1dS(y) = |0B(xq,r)],
Joge, VONASOY < [ 1S(6) = 19B(x0.)

e substituindo, obtém-se

24| 2= (3B (xo.r

)
g (20 < T S 9B (v, ).

Como |dB(xg,7)| = no(n)r"!, logo

el L=(aB(xo.r)) .

n)r!
o(n)rt o(n)

| (x0)| <

n
i, (x0)| < —lul] =280,

substituindo por uma norma global

[l 1= (3B(xo,r)) < Nttll = (mr)s
logo

n
Jux; (x0)| = — [utll =)

definimos uma constante C,, que depende de n e do supremo de u, ja que u € limitado. Portanto
Cn = ||| = (mr)
n
i (x0)| < 2y,

entdo, isso vale para todo r, tomando o limite quando r — +oo0, vemos que |uy, (xo)| = 0, logo

uy,(xo) = 0, valendo para i = 1,...,n e para todo xo € R", portanto u é constante. 0
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4.5 Aplicacoes

Nesta secao, vamos apresentar aplicacdes das equagdes estudadas e suas propriedades
em contextos da fisica e engenharia. Como as solu¢des nao dependem do tempo, as condi¢des
iniciais sdo irrelevantes e apenas as condi¢des de contorno sao especificadas. Existem dois tipos
de condi¢des de contorno que geralmente sdo associadas a equacgdo de Laplace, condi¢des de
contorno de Dirichlet, onde a solug@o u(x,y) para a equacio de Laplace em um diminio D é

necessdria para satisfazer

u(x,y) = f(x,y) para 9D,

com f(x,y) uma funcéo especificada definida no limite dD de D, e condi¢des de limite de
Neumann, onde a derivada direcional % ao longo da normal externa a fronteira € necessario

para satisfazer

du
%(xay)_g(xay) para dD.

4.5.1 Membranas

Membranas retangulares e circulares sdo partes fundamentais de tambores, microfones,
telefones, alto-falantes magnéticos planares e outros dispositivos, o que explica sua grande
importancia na engenharia. Quando uma membrana circular é plana e seu material é eléstico,
sem resistir a flexao, suas vibracdes sdo modeladas pela equacdo de onda em duas dimensdes em

coordenadas polares.
4.5.1.1 Membrana Retangular

Considere uma membrana retangular presa ao longo de suas bordas, ocupando a regido R
definida pelos pontos (x,y) tais que 0 < x <ae 0 <y < b. Desejamos determinar uma fungio
u(x,y) que descreva a deflexdo da membrana e que seja harmonica em todos os pontos internos
de R, assumindo valores prescritos nos quatro lados que formam sua fronteira JR. A funcdo

u(x,y) satisfaz a equagdo de Laplace,

Au(x,y) =0, 0<x<a, 0<y<b,
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com as seguintes condi¢des de contorno

(

u(x,0) =0, 0<x<a,

u((),y):u(a,y):O, 0<y<hb,

u(x,b) = (a—x)sen(x), 0<x<a.
Este problema representa uma membrana estaciondria cuja borda inferior e as laterais estao fixas,
enquanto a borda superior € mantida em uma forma determinada pela fungdo (a — x)sen(x). A
solu¢@o pode ser obtida utilizando o método da separagdo de varidveis, o qual permite decompor
u(x,y) em termos de fungdes que satisfazem as condi¢des de contorno em cada direcao.
seja u(x,y) = X (x)Y (y), substituindo na equacédo de Laplace
L L =X O) X W) =0
X"y () X&Y'y X'(x)  Y'()
X(Yo) T X@re) X0 Y

=0,

onde o primeiro termo depende somente de x, enquanto o segundo depende somente de y, para

que a soma seja zero, cada termo precisa ser uma constante. Chamamos essa constante de A

X' Y')

X(x)  YQ)
X"+ 21X =0,
Y"—AY =0,

assim obtemos duas equagdes diferenciais ordindrias. Note que, da dltima condi¢do de contorno,
se escolhermos xp > 0 menor que min(a, %) segue que
u(xp,b) = (a—xp)sen(xp).

Por outro lado, escreve-se u(x,y) como o produto entre X (x) e Y(y), o que, comparando com a
tltima condic@o de contorno, nos diz que X (xp)Y (b) deve ser positivo e # 0. Portanto, X (xg)
e Y (b) sao diferentes de zero. Entdo, se X(0)Y (y) = 0, para qualquer y no dominio, temos que
X(0)Y(b) =0, mas sabemos que Y (b) # 0, o que nos faz concluir que X (0) = 0 e similarmente

X(a) =Y(0) = 0. Para as condi¢des de contorno em x, temos
u(0,y) =0, X(0)=0,

u(a,y) =0, X(a)=0,
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podemos atribuir valores para A, de modo que, consigamos resolver essas EDOs usando o
método da equagdo caracteristica.
Caso1: A =0
X"(x)=0
a solugdo geral desse tipo de equacao é

X()C) =Cix+ (3,

testando as condi¢des de contorno X (0) = X (a) = 0, tiramos que X (x) = 0.

Caso2: A <0

A=—u’

X" —u*Xx =0

a solugdo geral desse tipo de equacao é
X(x)= Cie"* 4+ Cre M,

testando as condic¢des de contorno X (0) = X (a) = 0, tiramos que C; = C, = 0.

Caso3: 1 >0:

a solugdo geral desse tipo de equacao é
X (x) = Cjcos(ax) + Cysen(ax),

testando X (0) =0

eparaX(a)=0:
X (x) = Cysen(ax),

0 = Cysen(aa)



se C; = 0, a solugdo € trivial, para ter uma solucao nao trivial, temos que
sen(aa) =0

0a=nmw

logo
portanto

Agora utilizando A na equag@o para Y, temos

- <E>2Y ~0

a
P?—A*=0
r=tp =4

a

Y(y) = Cle%y—kcze_%y,

podemos escrever usando fungdes hiperbdlicas
T T
Y(y) = Csenh (n—y) + Cp cosh (n—y> ,
a a
testando a condic@o de contorno Y (0) =0

0 = Cysenh (Eo) +Cycosh (ﬂo)
a a

logo

56
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assim, temos a solucdo geral

- T T
u(x,y) = Z Clsen<n—x> senh(%y) :
n=1

a

Para satisfazer a condi¢@o de fronteira u(x,b) = (a — x) sen(x), temos

i Clsen(%x> senh(%b) = (a—x) sen(x),

n=1

utilizando série de Fourier, o lado direito da igualdade, logo acima, precisa ser escrito como série

de senos na base sen (%x) , Ou seja
> nw
a—x)sen(x) = C sen(—x)
(a=)sentx) = ¥ Cusen(“Fx).

a série de Fourier em senos para uma funcdo f(x) definidaem 0 < x < a é:
= nw
flx)= Z Cuen(—x) )
a
n=1

com

C, = %/Oaf(x) sen(%x) dx,

onde f(x) = (a — x)sen(x), portanto
C = %/Oa(a —x) sen(x) sen(n—x> X.

a a

(cos(a—b)—cos(a+Db)), onde

8=

Para resolver essa integral usamos a identidade sen(a)sen(b

nmw
a=x e b=—x,
a

substituindo

sen(x) sen(%x) = % [cos ((1- %)x) —cos ((1+ %)X)] ;

definimos o = 1 — T e B = 1 + ", assim
C = /0 " (4 —x)(cos(wx) — cos(Bx) )dx
_ / " (4 —x) cos(ox)dx — / (4 —x) cos(Bx)dx
0 0

:/Oaacos(ocx)dx—/Oaxcos(ocx)dx—/Oaacos(ﬁx)dx+/Oaxcos(ﬁx)dx

_asen(ox) ,  xsen(0x) , @ sen(0ux) asen(Bx),, xsen(Bx), @ sen(PBx)
- o ’O_ o ’0+/ dx— B ’0+ ﬁ |0_/0 de
_ coso(chx) ot coséfx) @

_cos(aa) 1 cos(fa) 1

02 2 B2 B2
_pr-a? N cos(Ba) cos(aa)
o 062[32 32 o2

Y
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temos que cos(L+nm) = (—1)"cosL, entdo
cos(aa) = cos(Ba) = (—1)"cosa,

substituindo, temos

Sii (=1)"cos(a) (=1)"cos(a)
S T (2 N 3 e (N (2 e e €3
B A a?(—1)"cos(a) — B%(—1)"cos(a)
‘(1—(%)%2*( (1+ (2Z)2(1 — ()2 >
_ dnm n az(—l)”cos(a)—Bz(—l)”cos(a))
a(1— ()22 (- (=)

“a(l- ()

a

( >
dnm <(1 — 12 {)ncos(a) — (1+ "”)2(—1)"cos(a)>

multiplicando por %

e (201 P 1P eosla) - 2(1 + 2R (1)eos(a)
N (O ( a1 =30y ) |
portanto
> 8nm " (1—"28)2— (14 122)2 nm nmw
u(x,y) :,; W+2(_1) cos(a) ( o= (=P > sen (;x) senh (7)’) .

4.5.1.2 Membrana Circular

Considere a deflexdo de uma membrana circular estaciondria em relagdo a posicao de
equilibrio. A superficie da membrana é descrita por uma fungdo u = u(r, 0), que representa o
deslocamento vertical em coordenadas polares. No caso estaciondrio, u satisfaz a equacgao de
Laplace dentro do disco de raio R. Seja R o raio centrado na origem de um disco, em coordenadas

polares, o problema se define a:

Au(r,0) =0, 0<r<R, —m<6<m,

u(R,0)=f(0), —m<6<m,

este problema corresponde a um problema de Dirichlet interior para o circulo, onde a condi¢ao
de contorno u(R, 0) = f(0) determina o comportamento da membrana ao longo de sua borda.

A equacio de Laplace em coordenadas polares é

0u 10u 1 90%u

a2 T rar T =Y
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usando separacdo de varidveis, temos u(r,0) = R(r)®(60), substituindo na equagio

R'(r)0(0) + LR (r)©(0) + SR(1)©(6) =0,
dividindo por R(r)®(0)
R'(r)©(6 ) 1R'(r) (9)+lR(r)®"(9) _0
R(r)©(6 ) R(r)®(0)  r* R(r)©(8)
R IR0 1070)
CRESEREE
r2R" + rR' ®_” o,

R +®

agora temos a soma de duas expressdes onde a primeira depende de r e a segunda de 6, e para

ser zero, cada uma deve ser constante, ou seja:

@' +10=0, rR'+rR—AR=0,

assim, obtemos duas EDOs. A fungéo ©(60) tem que ser peridica de periodo 27, pois 0 e
0 + 27 representam o mesmo ponto, temos as seguintes solugdes gerais:

Se A = —u?, entdo

0" -0 =0
rz_uzzo
r==4u

@(9) :Cleﬂe —I—Cze_ue,

substituindo por 6 + 27

O(06 +21) =C, H(0+27) 4 0, o= 1(0+2)

=?™H(C1eM0) + e 2 (CreH9),



para que ©(0 +27) = ©(8), precisamos que e*™ = ¢ 2™ = 1, 0 que s6 ocorre se i = 0.

Se A =0, entdo

verificando a periodicidade
O(0+2m) =C1(6+27)+C;
=C10+C12n+Cy,

precisamos que C; = 0, para que ©(0 +27) = ©(0).
Se A =u?

0" +u’®=0
r2+,u2:O
r=4iu

O(0) =Cjicos(ub)+Casen(ub),
verificando a periocidade

©(0 +27) = Cycos [(6 +27)] + Cosen [ (0 +27)],

usando a identidade trignométrica

cos(i (0 +2m)) = cos(ub)cos(2wp) — sen(uO)sen(2mu),

sen(i(0 +2m)) = sen(uB)cos(2mp) + cos(p0)sen(2mu),

substituindo, temos

©(0 +27) = Cy [cos(1uO)cos(2mit) — sen(1O)sen(2mit))
+Cy [sen(16) cos(2mit) + cos(u0)sen(2mit) |
= [Cycos(2mpu) + Cosen(2mp) | cos(u0)

+ [Crcos(2mp) — Cysen(2mp) | sen(u0),

60



61

queremos que isso seja igual a @(60), entdo

Cicos(2mu) + Crsen(2mu) = Cy,

Cycos(2mu) —Cysen(2mu) = G,

—C1+Cicos(2mp) 4+ Crsen(2wu) = 0,

—C +Cycos(2mp) — Cysen(2mp) =0,

Ci[cos(2mp) — 1] 4+ Cosen(2mp) = 0,
Cy[cos(2mp) — 1] — Cysen(2mp) =0,

se C1 = (; = 0 a fungdo seria nula, entdo o sistema precisa ter determinante zero, para que haja

uma soluc¢do nao trivial, ou seja, as equacdes devem ser linearmente dependentes

2ru) —1 27
ot — COS( .u) Sen( .u> _ (COS(Zﬂ:H)_l)Z —|—S€I’l2(27t,u),
—sen(2mp) cos(2mp) —1

usando a identidade cos? 6 + sen?0 = 1
(cos(2mu) — 1)% + sen®(2mu) = cos®(2mu) — 2cos(2wp) + 14 sen’ (2wu)

(cos(2mp) — 1) +sen’(2wp) = 1 —2cos(2mu) + 1
(cos(2mu) — 1)% + sen*(2mu) = 2 —2cos(2mu),

usando a identidade 1 — cos(2x) = 2sin?(x)
2 —2cos(2mu) = 4sen*(mp),
para o determinante ser zero, precisamos que
sen(mu) =0,
isso acontece quando

U = nT,

portanto 1 = n, repetindo seus valores a cada volta de 27t. Para resolver a fungio R(r), utilizamos

uma substituicdo onde R(r) = r", assim
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> [m(m— l)rm_z] +r(mrm_1) —lz(rm) =0
m(m— l)r’”+mr’"—7tz(r’") =0

Pm(m—1)+m—2%=0

P(m* —m+m—A*) =0
P (m* — %) =0,
como o r € maior que zero, entao
m>—A%=0

R(r)=Cir* +Cor ™,

precisamos decidir qual dessas duas fun¢des sdo regular no centro, para o termo r quando

r—0:
SeAd>1

s 0,
fica cada vez menor, e paraA =0

=1

também € finito, entdo " € sempre regular no centro. Para o termo r
SeA>1

_ 1
r"=— —o quando r—0,
r

o que significa que ele explode rapidamente, portanto esse termo ndo pode aparecer em uma

solucdo fisica dentro do disco. Montando a equacdo de Laplace no disco,onde A = u =n

u(r,0) = r"[Cy cos(nB) + Crsen(nb)],
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pelo principio da superposicao, tente uma solucao de modo que

=) r"[C1,cos(nB) + Cy,sen(nb)],
n=0

mas quando n = 0, temos que
0[Cy, cos(00) + Cyy5en(06)] = Cy,,

ou seja, o modo n = 0 € constante, o que resulta em uma constante c1,,, multiplicamos por % para
uma convengdo de Fourier, para que a férmula dos coeficientes na fronteira u(R,0) = f(60) fique
simétrica

u(r,0) =

% + ) rc1, cos(nB) + ca,sen(nb)],
n=1

para satisfazer as condi¢des de fronteira, usamos a relagao

u(R,0) = f(6)

f(6)= % + i R"[cy, cos(nB) + cp, sen(nb)],
n=1

essa expressao tem exatamente o formato de uma série de Fourier

Z a, cos(nf) + bysen(nd)] ,

n:

l\)lo\

Comparando 0S termos, temos que
!/ ! Rn b/ . Rn
ag=7C1y, a,= ¢, € n = €25

onde

[ s@ycosing) e,

Cln = an -

[ s@sentntac.

C =
> TR
substituindo em u(r, 0)

ur0)= o [ r(&)ae

+Z <an [ r@)cos(ng) g cos(ne) + — [ f(g)sen(ng)dgsen(ne))
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ur0)= o [ 1@ aE+ - ¥ ()" [ 7(E)lc05(nE)cos(n6) + sentn sen(n0)] .

T~ \R
n=1
usamos a identidade trignométrica
cos(A — B) = cosAcos B+ senAsenB,

para o termo

cos(n&)cos(nB) + sen(n)sen(nb) = cos[n(& — )],

substituindo, temos
1 [z 1 & /sr\n (7
u(r,0) = — d — - n(s —0)|dg,
0=z [ S8+ 2 X (3)" [ r(@coslnté ~0))ag

portanto essa € a férmula de Poisson para o disco.
4.5.2 Potencial eletrostatico

Para compreender o comportamento de potenciais como eletrostatica, € fundamental o
conceito de campo. De maneira geral, um campo € um conjunto de fun¢des que dependem das
varidveis espaciais, e que descrevem uma grandeza fisica distribuida no espaco. Os campos
materiais expressam propriedades fisicas associadas a um meio, como densidade, temperatura
ou magnetizacdo, enquanto os campos de forca descrevem a intensidade e a dire¢ao das forgas
que atuam em cada ponto do espago. Esses campos podem ser escalares, quando definidos por
uma unica func¢do, ou vetoriais, quando descritos por suas componentes em dire¢des ortogonais.

Entre os campos vetoriais, destaca-se o campo elétrico, que pode ser expresso como
o gradiente de uma fun¢do potencial. Essa fun¢do, chamada potencial eletrostatico, satisfaz
equacdes diferenciais parciais fundamentais, em particular, as equacdes de Laplace e de Poisson.
Quando ha presenca de carga elétrica distribuida em uma regido, o potencial u satisfaz a equagdo
de Poisson, dada por

Au= —4rnp,

onde p representa a densidade de carga. Ja na auséncia de cargas, o potencial € harmonico, isto
é, satisfaz Au = 0.
Essas ideias permitem modelar situacdes fisicas concretas. No problema a seguir,

consideramos uma faixa infinita definida pelos pontos (x,y) com 0 < x < w e y > 0, sobre
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a qual o potencial eletrostatico € regido pela equacio de Poisson

(

Au(x,y) = —h, O<x<m y>0,

u(0,y) =0, u(my)=1, y>0,

\u(x,O):O, O<x<m,

esse problema descreve o potencial eletrostitico em uma regido com distribuicdo uniforme
de carga de densidade % em toda a faixa. A partir das condi¢des de contorno impostas nas
bordas laterais e na base, buscamos determinar a fung¢@o u(x,y) que representa o potencial nessa
configuracao fisica.

Para resolver esse problema, como y > 0, devemos considerar uma transformada de
Fourier em senos ou em cossenos em relacdo a y, mas como se trata da equagdo de Poisson,
€ preciso a transformada de —h, s que uma constante nao possui transformada em senos e

cossenos, entdo devemos primeiro avaliar se essa integral diverge
1= / —hsen(wx) dx,
0
fazemos isso da seguinte forma

I(A) = /Ooo —hsen(wx)dx = —h /Ooosen(a)x) dx

Y

i cos(@x) A_hcos(a)A) h
o |, o )

como cos(wA) varia entre —1 e 1, entdo

h —2h h
“(-1-)=—"" e —(1-1)=0
. ) e (1-1)=0,

portanto essa integral oscila no intervalo ( %h ,0), se existir limy_,., /(A) entdo todas as subsequéncias

de I(A) devem convergir para o mesmo limite. Defina

2rtk
A - —
k » )

entao

27k
WA, = — - O,
()

logo cos(wA;) =1,

I(A) = =(1—1)=0.

(0]
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Agora definindo
B, = (2k + 1)7r7
()
entao
2k+1
0B, = KT
o

logo cos(@By) = —1,

1B) = o(-1-1)=—",

portanto, como 0 # _Tzh duas subsequéncias tém limites diferentes, o limite /(A) ndo existe.
Podemos usar uma transformada de Fourier finita em senos ou cossenos em relacdo a x, ja que x
variade 0 a 7.

Se usarmos a transformada de Fourier finita em cossenos, vamos precisar da derivada da
fun¢do na origem, o que ndo temos. Entretanto, podemos usar a transformada finita em senos,
0 que requer apenas informagdes sobre o valor da fun¢do nos extremos do intervalos, e isso €
fornecido pelas condic¢des de contorno para y > 0. Denotamos a transformada de Fourier finita

em senos na variavel x, como

S[u(n,y)] = I/t5<7’l,y),

onde S é o operador,ug(n,y) é o coeficiente transformado, temos que

us(n,y) = / u(x,y)sen(nx)dx.
0
Aplicando S a equacio de Poisson

d*u(x,y)  9%u(x,y)
S[ o dy?

]:—h para O0<x<m, y>0,

como S € linear

S[%} +S[%] = S(=h),

. 4 ~ 9%u(x,y) . .
como a integral € em relagdo a x e 2y estd para y, podemos fazer o seguinte

Pux,y)] _ (™ u(x,y)
S{B—yz} _/0 8—);2sen(nx)dx

0> (7
:(9_)72/0 u(x,y)sen(nx)dx

. azus(l’l,y)
_—ayz .



Para o termo em x, fazemos

2
d%u(x,y) T 9%u(x,y) u=sen(nx), dv= %7
S [T} = /(; TS@I’Z(I’ZX) dX, o

du=ncos(nx), v=735¢,

7 9%u(x,y) du r_ [T oulxy)
/0 Tsen(nx) dx = asen(nx)\o —/0 Tcos(nx)ndx,

o primeiro termo zera tanto para 7 quanto para 0, logo

d? T d
S [%} = —n/o u((;;,y) cos(nx) dx,
integrando novamente, temos
T u=cos(nx), dv=2
—n/ u(x,y) cos(nx)dx, ox
0o Ox
du = —nsen(nx), v=u,

ﬂ ™
_n/ @COS(WC) dx = —nucos(nx)|§ —nz/ u(x,y)sen(nx)dx
0 0

V3
—n/ Wcos(m) dx = —nucos(nx)|§ —nzus(’%)’)
0

o [P o) dox = —n(u(m,3) (1)~ u(0,) - (),

portanto

21/t X
> [aa#xzy)} = = n(u(z,y) (=1)" = u(0,y)) = nus(n.)

= —nzus(l’l,y) _nu(ﬂ‘-vy)<_1)n +nu(07y)

Para a constante —h, fazemos da seguinte forma

S(—h) = /Oﬂ(—h)sen(nx) dx = —h/onsen(nx) dx
i n

T h —1)"—h
—h/ sen(nx)dx = —cos(nx)|§ = L
0 n n

Substituindo tudo na transformada, temos

2 —1)"—
(=n2ug(n,y) — nu(7,y)(—1)" +nu(0,y)) + ? u;ii;,y) X 12 h’

67
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reorganizando os termos, para que, us(n,y) fique apenas de um lado da igualdade

h(—1)"—h
S
n

2ug(n
9&5—)(/2,))) —n*uy(n,y) = nu(m,y)(—1)" —nu(0,y)

Y

podemos aplicar as condi¢des de contorno, para simplificar a expressdo, onde u(0,y) =0 e

u(m,y) =1
(92u5(n,y) 2 n h(—l)n —h
T_n uy(l/l?y)—n(_l) +T7

assim, temos uma equagao onde o lado direito ndo depende de y. Analisando bem, temos uma

EDO nao-homogénea, definimos

h(—=1)"—h
n(—l)n+ ( ) —An,
n
entao
ug’—nzus =A,,

podemos resolver a homogénea associada, da seguinte forma

2

//

ug —n-u; =0

P —n*=0
r==n,

logo, a equacdo caracteristica é
up(y) =C1e” +Cre™™.

Agora, resolvendo a solugio particular u,(y) que satisfca a equagdo completa, como o

termo a direita é uma constante, fazemos

up(y) =F
up(y) =0

e substituindo na equacao
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Ay
Po=—"%
n(—l)"—i—h(il)nih
- — n2 n
= Ay
n+1
Sy,

us(n,y) =cy,€™ +co e + B,

Agora, utilizamos as condig¢des de contorno do problema para encontrar as constantes cy,

e ¢2,. O problema nos mostra uma regido ilimitada para y > 0, mas o problema deve ser limitado

quando y — +oo, ja que ndo ha potencial infinito longe da regido de carga, entdo o primeiro

termo quando y — oo, iria crescer exponencialmente, assim impomos que

logo, nossa solugdo se reduz para

us(n,y) =cay,e ™ +B,.

Para encontrarmos c;,, aplicamos a condi¢do em que y = 0

us(n,0) :czne*”O +P,

=, +Pn7

mas, lembrando que a transformada finita em senos é

se u(x,0) = 0, entdo

portanto

us(n,y) = /Oﬂu(x,y)sen(nx) dx,

us(n,0) :/Onu(x, 0)sen(nx)dx

T
:/ Osen(nx)dx =0,
0

0=cy, +P

¢z, = —Fy.
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Substituindo na expressdo geral, temos

us(n,y) =—Pe ™+ P,

=P, (1—e™™),

substituindo P,

_1\n+1
wny) = (== w1y =) a-em),

entdo, por defini¢ao a inversdo da transformada finita em senos € a expansao em série de senos

2 (o]
—Z (n,y)sen(nx),

:]

portanto

oo n+1
%; ( i %((—1)"— 1)) (1 —e ™)sen(nx).

4.5.3 Temperatura em um cilindro

Considere um cilindro sélido semi-infinito de raio a, cuja base é mantida a 100°C e cuja
superficie lateral ¢ mantida a 0°C. O objetivo é determinar a distribui¢do de temperatura u(r, 0,z)
em regime estaciondrio ao longo do interior desse cilindro. Embora esse problema seja andlogo
ao da condugdo de calor em uma placa semi-infinita, a formula¢do em coordenadas cartesianas
ndo € a mais adequada, pois a condi¢do de contorno u = 0 € imposta em r = a, um valor fixo
do raio, e ndo para valores constantes de y. Portanto, € mais conveniente descrever o sistema
em coordenadas cilindricas (r, 0,z). Dentro do cilindro, a temperatura u satisfaz a equacdo de
Laplace, uma vez que nio existem fontes de calor na regido considerada.

A equacdo de Laplace em coordenadas cilindricas é dada por

10 ( c%t) 1 0%u  d%u

A . - .
“= ror r&r r2392+8z2

Para separar as varidveis, assume-se uma solu¢ao da forma
u=R(r)0(6)Z(z),
substituindo na equagdo, obtém-se

Au =

10 a(R@)Z) N 1 9*(ROZ) +82(R®Z)
ror or r2 002 dz2 7’
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como cada fun¢do depende de uma Unica varidvel, as derivadas parciais se simplificam

d(ROZ) dR
T ezt
or dr’
9*(ROZ) de2—®
202 T de%’
82 2
#00) _ o2
072 dz?

e substituindo, temos que

10 dR 1 d*e d*z
- —RZ—— +RO—=
( )+r2 a0 TRO 2

ror dr
10 dR 1 __d%*® d*z 1
=(—-——=—1[r®Z— —RZ RO .
<r8r (r dr) TRt dzz) ROZ

11d [ dR 11d2®+1d22
= r— —_—— — A .
Rrdr\ dr Or2de?  Zdz?
O dltimo termo é uma fungdo apenas de z, enquanto os dois primeiros termos nao dependem de z.
Portanto, o dltimo termo € uma constante, € a soma dos dois primeiros termos é o oposto dessa

mesma constante. Observe que nenhum dos dois primeiros termos € constante isoladamente,

pois ambos dependem de r. Assim, temos

1dZZ_K2 €

e 7 —
2 )
Z dz oK,

como desejamos que a temperatura u tende a zero quando z tende ao infinito, definimos a
constante de separacio como +K? (K > 0) e utilizamos apenas a solucio e X%, Reescrevendo

a equacdo, temos

11d (dR\ 11d°0 ,
——— | r— ———+K" =0
err(rdr) ®r2d02+ ’
podemos separar as varidveis multiplicando por 72
rd (drR\ 1d*0 ,,
—— | r— ———+K71r"=0
Ra’r(rdr> ®@qez Y

o segundo termo € uma fun¢do apenas de 8, enquanto os demais termos sao independentes de 0.

Assim, temos

1 &20 5 sen(n@),
oae? " ©7
cos(nf),
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aqui devemos usar —n?

como constante de separacdo e exigir que n seja um ndmero inteiro,
pelo seguinte motivo, quando localizamos um ponto usando coordenadas polares, podemos
escolher o angulo como 6 ou como 6 + 2mx, onde m é qualquer nimero inteiro. No entanto,
independentemente do valor de m, trata-se do mesmo ponto fisico, e portanto a temperatura nesse
ponto deve ser Gnica. Assim, a expressao matemadtica que representa a temperatura deve assumir
o mesmo valor em 0 e em 6 +2mm, ou seja, a temperatura deve ser uma fungao periddica de 0
com periodo 27. Isso s6 ocorre se as solu¢des para ® forem senos € cossenos, € nao exponenciais,
razdo pela qual a constante de separacdo € negativa, e se o parametro n for um nimero inteiro
(garantindo o periodo 27). As solugdes da equagdo —n? para n = 0 sdo 6 e uma constante. Como
0 ndo € periddica, apenas a solucio constante € admissivel, e ela ja estd incluida na solugdo
cosnB quando n = 0. Portanto, a equacdo em r é

rd dR ) 9
z‘ed—r( dr) n K =0

d ([ dR 20 N
dr( dr)+(Kr n)R—O7

expandindo o primeiro termo
d ( dR dr d’R\  dR N 2 d?R
"ar \"ar ar " ar) T T a

d’R  dR
2 2.2 2 _
rﬁ—krw—i-(Kr—n )R—O,

e substituindo, temos

para simplificar, definimos uma nova varidvel

x = Kr,
assim
dR _dR d*R  ,d’R
dr T dx’ drr T dx?’
e substituido, temos
d’R dR
(Kr)2—+(Kr) +(K2r2—n2)R:0
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A equacdo obtida € exatamente a equacdo diferencial de Bessel de ordem n, e sua solucdo geral é
conhecida e dada por

R(x) = AJy(x) + BNy(x),

onde J,(x) é a fungdo de Bessel de primeira espécie, N, (x) é a fungdo de Bessel de segunda
espécie. Como o cilindro contém o eixo r = 0, precisamos que R(r) permaneca finita em r = 0,

entretanto, N,(x) diverge quando x — 0. Portanto, ficamos apenas com
R(x) =AJ,(x),

voltando a varidvel original r

R(r) = Ju(Kr).

Podemos determinar os possiveis valores de K a partir da condi¢do de que a temperatura € nula
na superficie lateral do cilindro. Assim, # = o quando r = a (para todo 6 e z), o que implica que
R(r) = 0 quando r = a. Pela Equag@o R(r), temos entdo que J,(Ka) = 0, ou seja, os possiveis
valores de Ka correspondem aos zeros da fun¢do de Bessel J,,. Definindo k = Ka, ou K = S

entao
kz

R(r):Jn(%r) e Z(z)=e a,

Assim, as solucdes para u sao
k _kz
Jn (_r) sen(n@)e a,
a

k kz
J, (_r) cos(nf)e” az,
a

u =

onde k é um zero de J,.

No problema considerado, a base do cilindro € mantida a uma temperatura constante de
100°C, se girarmos o cilindro por qualquer angulo, as condi¢des de contorno nao se alteram,
portanto, a solugdo niao depende do angulo 6. Isso significa que utilizamos cos(n6) comn =0
na equacdo u. Os possiveis valores de k sao os zeros da funcao de Bessel Jy, chamamos esses
zeros de k,,, onde m = 1,2,3,..., assim, obtemos as fun¢des base do problema e expressamos a

solucdo em termos delas
kmz

= k, kmz
u= Zcho(ﬂ)e_ a
m=1 a



74

quando z = 0, queremos que u = 100, entdo

o=y cho(—r) — 100.
m=1 a

Isso deve lembrar uma série de Fourier, onde queremos expandir 100 em uma série de funcdes
de Bessel em vez de uma série de senos ou cossenos. Podemos entdo determinar os coeficientes
cm pelo mesmo método usado para encontrar os coeficientes em uma série de senos ou cossenos

de Fourier.

> kv
100 = Jo| —

para isolar o coeficiente c,,, multiplicamos ambos os lados da equagao por

fazendo
k > k
100rJq (ﬂ) = (Z emdo (kir» rly <ﬂ) ,
a =i a a

e integramosde r=0atér=a

a propriedade de ortogonalidade das fun¢des de Bessel diz que

0 m=# U

a k ’ ’
/ rJo <—k’"r) Jo (—“r) ar=1
0 a a a

TR, m=g,

ou seja, todas as integrais cruzadas se anulam, exceto aquela cujo indice coincide m = U, entdo

de toda a soma, sobra apenas o termo com m = (. Portanto, o lado direito fica apenas com esse

a kyr 2
C“/o r|Jo e dr,
a kyr 2 a kyr
c“/o r|Jo Y dr:/o 1007 Jy Y dr,

termo

assim, obtemos
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Agora precisamos isolar ¢y e, para isso, temos que encontrar a solugdo dessas integrais.

Calculando a primeira, temos que

[rle(s)] o= oo

a
/ rJo (M) dr,
0 a

usamos uma identidade das fun¢des de Bessel

e para a segunda integral

% [le (x)] = xJo(x),

fazemos uma substituicao de variaveis, onde x = ’%, entiao

d _knd
dr  a dx’

e substituindo na identidade

e simplificando

integrando de O até a

Substituindo o valor das integrais, temos

Cn (“—22 Ui (km>]2) =100 (Z—m Ui (km>) ,

isolando ¢, e simplificando
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Suponha que a temperatura dada na base do cilindro seja mais complicada do que apenas
um valor constante, digamos f(r,0), alguma funcdo de r e 8. Agora a solugdo em série é
mais complicada, pois devemos incluir todos os J,, em vez de apenas Jy. Precisamos de um
duplo subscrito nos nimeros k, que sdo os zeros das fungdes de Bessel, por k,,;,, entenderemos o
m-€simo zero positivo de J,,, onde n =0,1,2,...e m=0,1,2,.... A temperatura u € uma série

dupla infinita, somada sobre os indices m, n de todos os zeros de todas as fungdes J,;:

Z Z (m"r) (A c0S(n0) + Bynsen(n@)) e Fm/a

onde J, ( ”‘”r) é a parte radial, (A, cos(n0) 4 Bynsen(n0)) é a parte angular e e ¥m/@ é a parte

longitudinal. Aplicando as condi¢des de contorno no plano z = 0, temos

(r,0,0) Z ZJ ( mnr) Amncos(n@) + Byusen(nB)) = f(r,0),

m=1n=

para determinar os coeficientes A,,,, multiplicamos a igualdade por Jy ( > cos(vO) e integramos

em toda a base do cilindro (0 a 27 para 8, e 0 a a para r), para o lado direito, temos

/ 7 0 0)J (

para o lado esquerdo, a ortogonalidade em 6

) cos(vO)rd6dr,

2n
/ cos(n@)cos(vO)dO0 = . n=v£0,
0

isso garante que somem todos 08 A, € By, 10go sobra s6 Ay y, € a ortogonalidade radial dos

0 W #m

a [k fom ) )
/r]v( ‘”r>Jv< Vr) ar={ |
0 a a a

?J\%Jrl(kﬂ\’% u=m,

Bessel

assim, sé resta o termo com m = U, depois de aplicar as duas ortogonalidades, sobra

a 2w k
Auv/ / J&(“—”) cos>(vO) rd dr,
0 JO a

agora calculamos as integrais separadamente

2n
/ cos’(v0)de = m,
0
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a k vl Clz
[ () ar= ),

multiplicando as integrais angular e radial, temos

Apv (éfsﬂ(kuﬁ) n

agora juntando a igualdade

21 2
// (r6)J ( >cos(v9)rd9dr_Aw TR IE.

e isolando Ay

/ 7 rr0)7 ( )cos(v@)rd@dr

Para achar By v, Multiplicamos a condi¢do na base por Jy, (k

v+l k#V

> sen(vO) e integramos em (7,0).

Partimos de

Z ZJ ( ’"”r) yn€0S(10) + Bymsen(nd)) |

m=1n=

fazendo

21
/ / f(r6)J ( ) sen(vO)rdOdr = ZAmnImn —|—Zanlmn),

m,n m,n

a 2w k k
I;%)(LL,V) = / / Jv (“—vr) cos(vO)J, (“—vr) cos(n@)rd6dr,
0Jo a a

a 21 k k
I,Sﬁ)(u,v) ::/0/0 Jy (NTVr) sen(vO)J, (“TVT) sen(n@)rd6dr,

usando a ortogonalidade angular

onde

2n
/ sen(n®)sen(v0)do = ¢ r. n=v=+0,
0

todos os termos com A,,;;,, caem, dos B,,, sobra apenas os com n = V. Portanto a soma reduz-se

ao termo com m = W, n = V por causa da ortogonalidade radial. Para m # u

a kmn kmn
/rJv< r)Jv( r)dr:(),
0 a a




eparam= U

a k vl Clz
[ () ar= ),

juntando tudo, apds as ortogonalidades, temos
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/ /27Tf (r,0)J ( )sen(ve)rdedr_Bw {/Oarfﬁ (kuavr) dr] {/Oznsenz(vQ)dQ] 7

resolvendo as integrais

2

a kvt a 2
/0 rJ‘z,( “av )dr:?J\z,H(kuv), /0 sen*(v0)do =,

e substituindo
21 2
/ / f(r6)J ( >sen(v6)rd9dr—B#v > o (kuy) @

e isolando By, temos

/ /mf (r,0)J < )sen(ve)rdedr
(kuv)

portanto, substituindo os valores dos coeficientes Ay € By na equacao

=512 1\
Ta Jv+1

Z Z (mnr) Apn c08(n0) + Bynsen(n®)) e *m/a,

encontramos a solu¢do do problema.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Esse trabalho teve como objetivo analisar e detalhar de maneira clara, organizada e
didética, os fundamentos tedricos e algumas aplicacdes fisicas das equacdes diferenciais parciais
(EDPs) elipticas, com foco nas equacdes de Laplace e Poisson. A partir de uma pesquisa
bibliografica qualitativa e exploratoria, foi possivel organizar definicdes importantes muitas
vezes apresentadas de forma resumida e enxuta em livros especializados, preenchendo uma
lacuna importante para estudantes e pesquisadores que buscam entender de forma mais detalhada
os métodos cldssicos utilizados na resolucio dessas equacoes.

A revisdo tedrica permitiu organizar os topicos essenciais, como classificacdo das
EDPs, propriedades de unicidade e regularidade, pontos importantes para o entendimento
do comportamento de sistemas estaciondrios na fisica e engenharia. Além disso, a exposicao
das metodologias analiticas, como separac¢ao de varidveis, transformadas de Fourier e expansdes
em séries, mostrou ser ferramentas poderosas para entender as solugdes e interpretar fendmenos
fisicos com precisao.

Os problemas abordados reforcam a relevancia das EDPs elipticas na modelagem de
fendmenos fisicos, além de mostrarem como as equacdes de Laplace e Poisson surgiram
naturalmente em situagdes onde o sistema nao varia com o tempo. Ao conectar teoria e aplicagdo,
evidenciou-se a necessidade da precisdo matematica, reforcando a importancia dessas equagdes.
Dessa forma, o trabalho cumpriu com o objetivo de oferecer uma estrutura organizada, clara e
acessivel sobre as equagdes elipticas, contribuindo para a formag¢do académica e servindo como
material de apoio a estudantes que buscam conhecimentos mais avangados das EDPs.

A partir do trabalho desenvolvido, diversas possibilidades de continuidade podem
ser exploradas, tanto no aprofundamento tedrico quanto nas aplicacdes praticas. Entre elas
destacam-se o estudo de métodos numéricos para equacdes elipticas, que permitem tratar
dominios irregulares e condi¢cdes de contorno complexas, e a ampliacdo da andlise para outras
classes de EDPs, como as parabdlicas e hiperbdlicas, possibilitando compreender melhor a
relagcdo entre regimes dindmicos e estaciondrios. Também se mostram relevantes investigacoes
envolvendo a equacdo com operador de perfusdo geral, aplicada em modelos biofisicos e
problemas de transferéncia de calor em meios bioldgicos. Além disso, estudos sobre a equagio
biharmoénica e a equagdo poliarmdnica ampliam a compreensdo de fendmenos mais complexos,
especialmente na elasticidade e em operadores de ordem superior. Por fim, a equacdo de

Helmholtz constitui outra direcdo promissora, por modelar ondas estaciondrias em diversos



contextos fisicos.
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