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O SIGNIFICADO DE UMA POTENCIA COM EXPOENTE
IRRACIONAL
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Resumo: E conhecido o significado de poténcia em todas as situagdes, exceto quando o seu expoente €
irracional. Sabe-se que o significado de uma poténcia com expoente natural, inteiro e racional. Por exemplo
para o expoente natural sabemos que 22 = 2 X 2 para um expoente inteiro negativo temos por exemplo 271 =

1 . N . 1 ,
5 ¢ por fim também sabemos que uma poténcia com expoente racional, por exemplo 22 = V2. Entretanto, €

bem mais complicado saber quando temos uma poténcia com expoente irracional, pois no decorrer da nossa
formagao os nimeros irracionais acabam ficando um pouco de lado, tendo assim mais dificuldade em entender
seu significado. Com tudo, foi analisado e verificado que essa poténcia com expoente irracional é o limite de

. , . ~ 1. o .
um intervalo de uma area compreendida pela fungio f(t) = T eeixo t, no qual o valor dessa area ¢ logaritmo

natural dessa poténcia. Também serd visto que os numeros irracionais possuem mais termos que 0s nimeros
racionais, isso devido ao fato de que os niimeros racionais sdo enumeraveis e os irracionais ndo-enumeraveis.
Palavras-chave: Numeros Irracionais; Poténcia; Fungdo; Enumerabilidade ou Nao-enumerabilidade.

1. INTRODUCAO

Atualmente, conhecemos o significado de poténcia na maioria das situagdes, exceto quando o seu expoente €
irracional. E notério que a maioria das pessoas sabem o significado de uma poténcia com expoente natural, inteiro
e racional. Por exemplo para o expoente natural sabemos que 22 = 2 X 2, para um expoente inteiro negativo temos
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por exemplo 271 = 5 € por fim também sabemos de forma trivial que uma poténcia com expoente racional, por

1

exemplo 22 = /2. Entretanto, quando se trata de uma poténcia com expoente irracional, apesar de ser facil
calcular, ¢ bem mais complicado saber seu significado. Assim, qual seria seu significado ou como que poderiamos
representar essa poténcia de outra forma. De acordo com o que foi informado acima, qual seria o significado de
522 Ou seja, qual o significado de uma poténcia com expoente irracional? No qual, mostrar esse significado
sera o grande objetivo desse trabalho. Assim também iremos abordar assuntos como fungdes: logaritmicas e
exponenciais, trabalhando em assuntos poucos explorados dentre outros autores. O trabalho esta escrito em trés
se¢oes. Na qual, na Se¢do 2, foi abordado um pouco da historia sobre os irracionais, feita a demonstragdo da
irracionalidade da v/2, também sera apresentado uma forma antiga e bem precisa de calcular a aproximagio da
raiz quadrada de um mimero e aplicado esse método a um software de planilha eletronica. Ainda na Secdo 2, sera
mostrado se o conjunto dos niimeros irracionais ¢ enumeravel ou ndo-enumeravel e também identificar que existe
mais numeros irracionais do que racionais [1]. Ja na Secdo 3, serd abordado propriedades das fungdes: logaritmicas
e exponenciais, para resolucdo do problema desse trabalho, que ¢ saber o que significa uma poténcia que possui
seu expoente irracional.

2. NUMEROS IRRACIONAIS
2.1 Histoéria dos niimeros irracionais

Com o surgimento da geometria as margens do rio Nilo, para realizar as constantes medi¢des de terras devido
as mudangas no volume de dgua do rio, instigando os mesopotamicos e os egipcios a usarem a geometria para
resolver problemas praticos de célculo de area. Todavia, essa matematica praticada pelos mesopotamicos e
egipcios era diferente da geometria grega, fundada em argumentagdes consistentes e demonstragdes [2].

A descoberta dos niumeros irracionais foi relacionada através de uma sequéncia de Cauchy. Essa sequéncia é
uma sucessdo tal que a distancia entre os termos vai se aproximando de zero, intuitivamente ¢ uma sequéncia na
qual seus termos vao ficando cada vez mais proximos. Partindo do pressuposto de que ja se conhecia os nimeros
racionais, com todas as suas propriedades. A partir da defini¢do: diz-se que uma sequéncia (a,,) de numeros
racionais ¢ uma sequéncia de Cauchy se, qualquer que seja o nimero racional € > 0, existe N tal que n,m >
N - |a, — a,| < €. Foi observado que existem pelo menos o mesmo numero de sequéncias de Cauchy quanto
de niimeros racionais, pois, qualquer que seja r € @, a sequéncia constante (1) = (r,7,7,...) é de Cauchy.
Dentre as sequéncias de Cauchy, algumas sdo convergentes, como essas sequéncias constantes, uma sequéncia
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como (E'E’Z’ ) ¢ muitas outras. Mas foi visto que havia também uma infinidade de sequéncias que ndo

convergiam, como a sequéncia das aproximagdes decimais por falta de \/E, (rn) = (1, 1,4, 1,41, 1,414,
n
1,4142...), ou a sequéncia a,, = (1 + %) que define o nimero e. Pois se tratava de uma época em que ainda nao

se conheciam os nimeros irracionais [3].

A matematica grega que se tornou muito conhecida devido a escola pitagorica, que acreditavam que os nimeros
eram resumidos aos inteiros e suas razoes, de fato quando se ¢ necessario enumerar os bens que possuimos, os
nameros inteiros sdo suficientes. Entretanto existem outras necessidades como calcular area, volume ou distancias
que dificilmente os resultados desses calculos serdo nimeros exatos. Assim, ao comparar grandezas como a
diagonal e o lado do quadrado ou a diagonal e o lado de um cubo. A comunidade matematica foi surpreendida com
a descoberta da incomensurabilidade, ou seja, que a geometria dos inteiros e suas razdes ndo poderiam ser
expressas por um numero racional e, consequentemente, a necessidade de outros nimeros para se descrever
completamente a realidade [1].

Ao calcular a diagonal de um quadrado de lado 1, ¢ obtido a raiz quadrada de 2. Como citado no paragrafo
anterior, a medida da diagonal de um quadrado ndo ¢ um nimero racional, entdo, se trata de um nimero irracional.

Na proxima se¢do sera mostrado um método de aproximacédo da raiz quadrada, pelo fato da raiz quadrada de
namero primo ser um numero irracional, € assim um termo muito importante do nosso estudo.

2.2 Método de aproximaciio da raiz quadrada

Muitos ndo conhecem esse método devido o fato de ser muito antigo. Ja conhecido a 18 séculos antes de Cristo,
e tdo eficiente para extracao da raiz quadrada, o método vai ser demonstrado e aplicado a um software de planilha
eletronica e assim trazendo essa grande descoberta do passado para os estudos de hoje. Vamos considerar uma
sequéncia que tem origem nesse método. Dado um nimero positivo qualquer N, tendo como objetivo achar um
numero a tal que a X a = N. Porém, em geral, ndo dispomos do exato valor da raiz, sendo assim, o numero a ¢é
apenas um valor aproximado. Entdo concluimos que o fator que deve multiplicar a para obter N nao ¢

. . N . ,
necessariamente a, e sim o termo —. Portanto, ao invésde a X a = N, temos
a
N
a-—=N

¢ N

podemos perceber que quanto maior for o termo a, menor sera o fator — ou seja, o valor de a pode se alterar
~ . P .. N .

mudando o valor de N. Entéo, o valor desejado de a ¢ aquele que faz com que ele seja igual a —, assim encontrando

araiz exata de N. Todavia, quando a ¢ uma raiz aproximada por excesso, — Sera raiz aproximada por falta e vice-

versa, de sorte a raiz exata esta compreendida no intervalo entre esses fatores. Por isso surgiu a ideia de tomar a
média aritmética deles, assim temos,
1 N
a = -|la+—

2 a
esse valor talvez se aproxime melhor de VN do que o valor original de a. Sendo assim, utilizando esse argumento,

podemos esperar que
1 N
a, = - (a1 + —)

2 a,
seja melhor aproximagdo ainda. Seguindo esse pensamento conseguimos construir uma sequéncia recorrente
1 N
apo=a; a,= zla,.1+ , n=1273..
2 ap—1

E de se analisar que essa sequéncia, originada na antiguidade, talvez seja o método mais eficiente de extracio
da raiz quadrada [3].

Na se¢do seguinte, veremos esse método de uma forma mais moderna, aplicando-o a um software de planilha
eletronica.

2.2.1 Método de aproximacao da raiz quadrada utilizando um software de planilha eletronica

Aqui iremos mostrar uma sequéncia que tem origem num método de extragdo da raiz quadrada e como pode

ser utilizada essa sequéncia incorporada ao software de planilha eletronica. Este método de aproximacao da raiz
quadrada, que ja era conhecido na Mesopotadmia de 18 séculos antes de Cristo, foi retirado de [3].
E notavel que esse método, cujas origens datam de tdo alta antiguidade, seja talvez o método mais eficiente para a
extragdo da raiz quadrada. Assim temos basicamente a sequéncia que melhor representa a aproximagao da raiz
quadrada. Essa sequéncia se trata de uma sequéncia recorrente, onde seu termo geral ¢ definido por uma funcdo
de um ou mais de seus termos procedentes. Sera demonstrado mais precisamente ¢ também mostrado esse método
através do software.




A B C _ D

1 Aproximagdo da raiz quadrada de 2
2 valor afn-1) valor Nfa N=raiz n média a+N/a valor de ay
3 100 0,02 50,01 100
4 50,01 0,039992002 25,024996 wvalor da raiz
5 25,024996 0,079920093 12,55245805 2
6 12,55245805 0,159331343 6,355894695
i 6,355894685 0,314668524 3,335281609
8 3,335281609 0,599649515 1,967465562
9 1,967465562 1,016536217 1,49200089
10 1,49200089 1,340481774 1,416241332
11 1,416241332 1,412188696 1,414215014
12 1,414215014 1,414212111 1,414213562
13
14
15
16 Aproximacdo da raiz quadrada de 5
17 valor afn-1) valor N/a N =raizn média a+{N/a) valor de a,
18 100 0,05 50,025 100
19 50,025 0,099950025 25,06247501 wvalor da raiz
20 25,06247501 0,199501446 12,63098823 5
21 12,63098823 0,395851845 6,513420037
22 6,513420037 0,767645871 3,640532954
23 3,640532954 1,373425282 2,506979118
24 2,506979118 1,994432249 2,250705683
25
Figura 1. Célculo de aproximacao da raiz quadrada em uma planilha eletrdnica.
(Autoria Propria)
Tendo a férmula da aproximacdo da raiz a,, = %(an_1 +- ), comay, =aen=123,... Inicialmente
n—1

1 N . .
podemos chutar qualquer valor para a,, onde a; = 3 (ao + g) ¢ assim sucessivamente, pegando sempre a soma
. . . . N , g . , .
da raiz aproximada por falta (a) com a raiz aproximada por excesso (E) e calculando a média, depois de varias
iteragdes, obtém-se o resultado exato da raiz quadrada.

Assim, agora na secio seguinte iremos demonstrar a prova da irracionalidade da V2.
2.3 Prova da irracionalidade da v2

Guedes de Figueiredo (2011, p. 2) aponta que os matematicos da Escola Pitagorica fizeram a descoberta de
que V2 ndo é um numero racional. A demonstragio é bastante simples. Observemos. Suponhamos, por
contradigio, que V2 seja racional. Nesse caso existem inteiros positivos p e g, primos entre si, tais que V2 = Z

dai obtemos

assim como p? é multiplo de 2, isso implica que p? é um nimero par. Logo, p deve ser par também. Logo, p é da
forma p = 2r, de onde se segue

p* = (2r)?
pZ — 47,.2

temos 2q® = 4r? ,isto é,q* = 2r2. Logo q* é par, pois também ¢ multiplo de 2. Logo p deve ser par também,
como visto acima. Ora se p e q sdo pares, eles ndo podem ser primos entre si. Essa contradi¢@o provém da hipotese,
feita inicialmente, de que /2 fosse racional, entdo /2 é irracional [4].

Na préxima se¢do, iremos ver que existe mais numeros irracionais do que nimeros racionais.




2.4 A Enumerabilidade e Nio-enumerabilidade

Para realizar esse estudo precisamos construir uma defini¢do. Dizemos que um conjunto x ¢ enumeravel
quando pode ser colocado em relagcdo biunivoca com o conjunto N dos nimeros naturais. A relagdo biunivoca
também ¢ conhecida como relagdo um-a-um, isto é, para cada elemento em x existe um nico elemento em N [1].
Em uma curiosa observagdo, notamos que ndo podemos escrever todos os nimeros racionais. Porém, através do
matematico russo Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 — 1918) realizou uma organizagdo que permite
chegar a qualquer numero racional desejado. Por exemplo, o numero 23/15 estaré localizado no cruzamento da 23?
coluna com a 15* linha. Segundo Broetto, “Logo, a dificuldade da prova estava em como obter uma relacio
biunivoca entre os numeros naturais e as fra¢oes dispostas nessa matriz”. Cantor resolveu esse problema ao
sugerir que a mesma fosse percorrida pelas diagonais, conforme mostram as setas na Figura 2. Possuindo uma
correspondéncia, que ¢ a seguinte: 1/1 ¢é associado a 1; 2/1 ¢ associado a 2; % ¢é associado a 3; 1/3 ¢é associado
a4; 2/2 éassociado a 5, e assim sucessivamente. Logo, esse caminho feito através das diagonais passara por cada
numero racional uma Unica vez, assim fica estabelecida uma relagdo biunivoca com os naturais, mostrando assim
que o conjunto dos nimeros racionais ¢ enumeravel.

1 — 21 3 — 41 S/ — 61 T M — 8N 9/1 1011 111 | 11 [p——
v A Y A Y A A A v

12 212 32 4/2 5/2 6/2 M2 82 92 1072 1172 124

VA v A2 v A v A vy A v A

1/3 2/3 3/3 4/3 5/3 é/3 /£ 8/3 9/3 10/3 1173 123 54
v A v A v A ¢ A K A

1/4 2/4 3/4 4/4 5/4 6/4 714 8/4 9/4 10/4 11/4 1244 . .+

2 v 2 v 2 v A v A & 2

1/5 25 3/5 4/5 5/5 6/5 75 8/5 9/5 10/5 11/5 125 ¢ 4 %
Ve A v 7 e A A Z 7 v

1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 716 8/6 9/6 10/6 11/6 1265 »

VA /Ay A e A, A g 7

1/7 217 3/7 4/7 5/7 6/7 Yivd 87 9/7 10/7 1177 1217 . .
v Y S Y S Y 27

1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 78 8/8 9/8 10/8 11/8 1285 s

b A A v v A v A v A

1/9 2/9 3/ 4/9 5/9 6/9 719 8/9 99 10/9 11/9 1286, .

Figura 2. Prova de Cantor para enumerabilidade dos racionais.
(ACZEL (2003, p. 104), citado por [1]).

Cantor buscou um jeito para resolver esse problema também para os numeros irracionais. O matematico
utilizou os nimeros irracionais do intervalo [0,1] para limitar sua analise, e assumiu que existia um modo de listar
todos esses numeros, sem estabelecer nenhuma sequencia especial, contando apenas com o fato de que todos os
nimeros irracionais que constam nesse intervalo, estard nessa lista. Assim por hipotese considerar que os
irracionais sdo enumeraveis. Partindo da hipdtese de que todos os irracionais do intervalo [0,1] podiam ser listados
na Figura 3. Cantor, a partir da diagonal, construiu um determinado niimero totalmente diferente dos numeros
listados (0,16598 ...) — ver Figura 3. E através desse nimero obtido criou-se um novo niimero mediante a adi¢do
de 1 a cada digito (caso o numero seja 9, ao somar com 1 o digito serda mudado para 0). O novo niimero criado,
0,276009 ... ndo faz parte da lista, pois sofre alteracdo pelo menos em um digito dos nimeros listados. Segundo
Broetto, “Cantor provava assim, por contradi¢do a sua hipdtese, que o conjunto dos niimeros irracionais ndo pode
ser enumerado”. Cantor mostrou que existem diferentes ordens de infinito. A ordem do infinito dos nimeros
irracionais € maior do que a ordem do infinito dos naturais, que ¢ a mesma dos inteiros e dos racionais. Dizemos
que os numeros irracionais sao nao enumeraveis [1].

0,1289405840...

Figura 3. Prova da ndo-enumerabilidade dos irracionais pela diagonalizacdo de Cantor.




(ACZEL (2003, p. 104), citado por [1]).
3. DEFINICAO DO PROBLEMA
3.1 A Funcio Logaritmica Natural

A fungdo logaritmica que conhecemos da Algebra é baseada em poténcias. Podemos provar as propriedades
dos logaritmos com posse das propriedades das poténcias. Umas dessas propriedades das poténcias é

a* - a’ = a*ty (1
podemos decorrer a equacdo (1) da defini¢do de poténcia de expoente inteiro positivo e da indugdo matematica, se
os expoentes x e y forem inteiros positivos e se a for um numero real qualquer. Ja& em outras situacdes onde os

expoentes sdo inteiros quaisquer, sendo positivos, negativos ou zero ¢ a-# 0, entdo para que (1) seja valida é preciso
definir poténcia de expoente negativo e zero por

_ 1
a®=1coma#0ca n=a—ncomn>0

m
se o expoente for um numero racional com a = 0, entdo (1) sera valida com an sendo definida por
n_ o
an = (Va)™

jé para definirmos a* quando x for um niimero irracional ndo ¢ tdo simples. Por exemplo qual ¢ o significado de

2Y2 ou 2¥3? De acordo com a defini¢io de logaritmo dado em Algebra Elementar é baseado na hipotese de que
a” existe se @ for um nimero positivo qualquer € x um nimero real qualquer.
Com essa definicdo podemos estabelecer que

sendo a um numero positivo qualquer diferente de 1 ¢ N um nimero positivo, pode ser resolvido em x e que x é
determinado de modo tnico por

x =log, N

Adiante vamos provar as propriedades de logaritmos utilizando as propriedades das poténcias:

log,1=0 2)

log, MN =log, M +log, N 3)
log, M =log, M —log, N

N “

log, M™ = nlog, M (%)

log,a=1 (6)

Agora usando o calculo vamos definir a fun¢do logaritmica e a partir dessa definicdo iremos provar as
propriedades dos logaritmos. Assim a fungdo exponencial ira ser definida em termos da fungfo logaritmica. Com
isso sera possivel definir a* sendo x um ntimero real qualquere a = 0. As propriedades das poténcias serfo entdo
provadas quando o expoente for qualquer nimero real.

Considere a formula

n+1
ftndt= +C n+-1
n+1

sendo que ndo ¢ valida para n = -1. Para resolver o problema de calcular [ t™ dt paran = —1, precisamos ter de
N . L1 ~ . .
posse uma fungdo que sua derivada seja s Para ter tal fungfo precisamos do teorema fundamental do calculo [5].




3.1.1 Definicio TFC (Teorema Fundamental do Calculo) [6]

Sejam I < R um intervalo, f : I = R uma fun¢do integravel em todo intervalo [a,b] € [eF: [ = Ra
integral indefinida de f baseada em c € I. Se f é continua em x, € I, entdo F é derivavel em x, com

F'(xo) = f(xo).

Que nos da essa fungédo:

*1
[t
a b
na qual, a pode ser um nimero real qualquer possuindo o mesmo sinal que x. Podemos verificar na Figura 4, a

. ~ ~ . . , . 1
seguir, a representagao dessa fungdo, na qual podemos identificar a area compreendida pela curva y = ccomt >
0, pelo eixo t e pelas retas paralelast = 1et = x onde x > 1.

Figura 4. Grafico da Fungdo y =%comt >0,t=1et=xcomx > 1
(Autoria Propria)

A medida dessa area é uma funcdo x; na qual chamaremos de A(x) definiremos pela integral definida
*1
Alx) = J- —dt
Lt

eparaoscasosemque 0 < x < 1, consideramos:

*1 11
[ pae=—] fa
1t xt

. . 11 . . , . 1
sendo assim, a integral fx " dt, na Figura 5, representa a medida da area compreendida pela curva y = ccomt >

0, pelo eixo t e pelas retas paralelast = x et = 1. Entdo essa integral serd a medida da area da regido pintada
na Figura 5, com o sinal negativo.

f

2
i
o 2 3 4 s -

Figura 5. Grafico da Fungdo y = %com t>0,t=xet=1comx > 1
(Autoria Propria)
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prax = 1, a integral | lx " dt transforma-se em | 17 dt, que ¢ igual a zero. Assim, as limitagdes a esquerda e a
direita da regido coincidem e a medida da 4rea ¢ 0.
. 1 . . . .
Deste modo, a integral | f; dt parax > 0 pode ser interpretada em termos da medida da area de uma regido.

Seu valor depende de x e sera usada para definir a fungéo logaritmica natural.

3.1.2 Definicio da Fung¢do Logaritmica Natural [5]
*1
Inx = f —dt x>0
. t

O dominio dessa fungdo sdo todos os reais positivos e também a fungdo ¢ diferencidvel, na qual sua derivada
1 .
¢ Com esse resultado obtemos o seguinte teorema.

3.1.3 Teorema [5]: Se u for uma fungdo diferenciavel de x e u(x) > 0, entdo
D.(lnu) = %Dxu.

In1=0

11
lnlzf —dt
1t

o resultado apos a igualdade, como ja foi falado, ¢ zero. Entdo In1 = 0.
O teorema 3.1.3 corresponde a propriedade dos logaritmos dada por (2). Os trés teoremas seguintes
correspondem as propriedades dos logaritmos dados por (3), (4) e (5) e adiante a propriedade (6).

Prova: Se x = 1 na definigdo 3.1.2.

3.1.4 Teorema [5]: Se f for uma fungfo tal que f’(x) = 0 para todos os valores de x em um intervalo I,
entdo f sera constante em /.

3.1.5 Teorema [5]: Se f e g forem duas fungdes, tais que f'(x) = g’(x) para todo x no intervalo /, entdo
havera uma constante K, tal que f(x) = g(x) + K paratodo x em I.
Prova do Teorema 3.1.5: Seja h uma fungdo definida em I por

h(x) = f(x) —g(x)
assim sendo, para todo x em 1.
R(x) =f'(x) —g'(x)

porém, seguindo uma hipotese em que, f'(x) = g’(x) para todo x em I. Temos

h'(x) = 0 paratodo x em I

de acorde com o teorema 3.1.5. A fun¢@o % possui a sua derivada igual a zero entdo existe uma constante K, tal
que

h(x) = K paratodo x em [
substituindo h(x) por f(x) — g(x), temos

(x) = g(x) + K paratodo x em [

Assim o teorema esta provado, e ele sera utilizado para provar outros teoremas adiante.

3.1.6 Teorema [5]: Se a e b forem nimeros positivos qualquer, entdo: In(ab) = Ina + Inb




Prova: Considere a fungio f'definida por f (x) = In(ax), onde x > 0. Entdo:

1
f (x)=@(a)
, _1
f(x)—;

Como as derivadas de In(x) e In(ax) sdo iguais, entdo ha uma constante K, tal que
In(ax) = Inx + K para todo x > 0
para determinar K, sejax = 1 nessa equagdo e temos
Ina=In1+K
como In1 = 0, obtemos K = In a. Substituindo K porln a, temos
In(ax) =Inx + Ina paratodo x > 0
tomando x = b, obtemos

In(ab) =Ina+1Inb

3.1.7 Teorema [5]: Se a ¢ b forem nimeros positivos quaisquer, entdo ln% =Ina—1Inb
Prova: Como a = % X b,
a
Ina =1In (B X b)
aplicando o teorema 3.1.6 ao termo apoés a igualdade acima, temos

Ina =Ine+Inb
na—nE+n

e =Ina—Inb
nE— na-—Iin

3.1.8 Teorema [5]: Se a for um niimero positivo qualquer e r um niimero racional qualquer, entdo
Ina" =rlna

Prova: Do teorema 3.1.3, se r for um niimero racional qualquere x > 0,

1
D,(Inx") = x—rrxr_1

T
D,(Inx") =—
x
e também
r
D,(rinx) = p
logo,

D,(Inx™) = D, (r lnx)

Vemos que as derivadas de Inx™ e r In x sdo iguais: assim, do teorema 3.1.6, existe uma constate K, tal que




Inx" = rlnx + K para todox > 0
substituindo x por 1 nessa equagdo, podemos determinar K
In1" =rInl1+K
Sabendo queln1 = 0, entdo K = 0. Substituindo K por 0 na equagdo, temos
Inx" = rlnx para todox > 0
tomando x = a, onde a é um nimero positivo qualquer, obtemos

Ina”" =rina

3.2 A Funcgao Exponencial Natural

Sera apresentado dois teoremas que mostram que a fungdo logaritmica natural € crescente € que possui uma inversa
também crescente. A funcdo inversa do logaritmo natural ¢ chamada de fungdo exponencial natural, a qual
passamos a definir[5].

3.2.1 Teorema [5]: Suponha que o dominio da fungdo f seja o intervalo fechado [a, b]. Entdo
(i) Se f for continua e crescente em [a, b], f terd uma inversa f~! que estara definida em [f(a), f (b)];
(ii) Se f for continua e decrescente em [a, b], f terd uma inversa f 1 que estara definida em [f (b), f (a)];

3.2.2 Teorema [5]: Supondo que a fungdo f seja continua e crescente no intervalo fechado [a, b]. Entdo, se
£~ for sua inversa, que esta definida em [f (a), f(b)].

(i) £~ crescente em [f(a), f(b)].

(i) £~ é continua em [f (a), f (b)].

Com esses dois teoremas confirmamos a afirma¢do acima e agora podemos definir a fun¢do exponencial
natural.

3.2.3 Teorema [5]: Se f for uma funcio biunivoca tendo f~! como sua inversa, entdo f~! serd uma
fungdo biunivoca tendo f como sua inversa. Além disso:
f1(f(x)) = x para x no dominio de f e f(f*(x)) = x para x no dominio de f~*.

3.2.4 Definicio Funciao Exponencial Natural
A fungdo exponencial natural ¢ a inversa da funcao logaritmica natural: assim sendo, ela ¢ definida por
exp(x) = y se e somente se x = Iny

Como a fungdo logaritmica natural e a fungdo exponencial natural sdo inversas, entdo a imagem da fung¢éo
logaritmica natural, que é o conjunto de todos os nimeros reais, passa a ser o dominio da fungdo exponencial
natural. A imagem da func¢do exponencial natural é o conjunto dos niimeros positivos que consequentemente € o
dominio da fungéo logaritmica natural.

Assim segue do teorema 3.2.3 que

In(exp(x)) = x e exp(Inx) = x @)

agora podemos definir a*, no qual a é um numero positivo e x, um numero irracional. Para chegarmos numa
defini¢do razoavel, iremos considerar o caso de a”, no qual @ > 0 e r um niimero racional. Substituindo x por
a”, na equacdo x = exp(lnx), obtemos

a” =exp(In(@a™)) com0 <a+1

pelo teorema 3.1.8, In(a™) = rIna entdo, da expressdo acima a” = exp(r In a). No membro apds a igualdade »
¢ um numero real qualquer, assim usaremos isso em nossa defini¢ao[5].




3.2.5 Defini¢ao de a* com a sendo um nimero positivo ¢ x um nimero irracional
Se a for um numero positivo qualquer e x for um niimero real qualquer, definimos
a* =exp(xlna)
O teorema 1.3.8 afirma que se a for um niimero positivo qualquer e ¥ um nimero racional qualquer, entdo
Ina” = rina. Devido a definigdo 3.2.5, essa igualdade também ¢ vélida para quando r for um nimero real

qualquer, assim sera estabelecido formalmente essa afirmacao através de teoremas [5].

3.2.6 Teorema [5]: Se a for um nimero positivo qualquer e x um nimero real qualquer, entao
Ina®* =xIna.

Prova: Da defini¢do 3.2.5, tem-se
a* =exp(xlna)
da definigdo 3.2 .4,

Ina* =xlna

Agora iremos ver a defini¢do de um dos niimeros mais importantes de matematica.
3.2.7 Definicao do Niamero e [5]

e=expl e=2,7182818

3.2.8 Teorema [5]:

Ine =

Prova: Pela defini¢do 3.2.7
e=expl
logo,
Ine = In(exp 1)
como as fungdes logaritmicas e exponencial naturais sdo inversas, entdo o termo apo6s a igualdade ¢ 1. Assim

Ine=1
| ]

Observe que o teorema 3.2.8 corresponde a propriedade (6) da se¢do 3.1. Assim demonstremos que a fun¢do
logaritmica natural satisfaz as propriedades de (2) a (6) dos logaritmos da se¢ao 3.1.

3.2.9 Teorema [5]: Para todo os valores de x, exp(x) = e*

Prova: Pela definicao 3.2.5, coma = e
e* =exp(xlne)

logo, pelo teorema 3.2.8, Ine = 1. Assim substituindo na equagdo acima, temos
e* =expx

a partir de agora escreveremos e* no lugar de exp x e assim, da defini¢do 3.2.4
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e¥ = yseesomentese x =Iny ®)

com e* no lugar de exp (x), (7) torna-se

In

Ine*=xee =x

xIna

se substituimos exp(x Ina) por e na equagdo da defini¢do 3.2.5, temos

x xIlna

a*=e paratodoa >0

Essa igualdade também pode ser usada para calcular a* quando x for um niimero real qualquer, ou seja,
podemos utiliza-la para quando x for um niimero irracional.

Mostrando um exemplo, calcularemos o valor de 52,

5V2 = ¢V2In5 = 9 738517 ...

t

0 2 3 4 5 8 G4 8 9 10 1" 12 13 14 15 16

Figura 5. Grafico da Funcao do Exemplo acima, y = %com t >0,t=1et=xcomx =9,738517 ...
(Autoria Propria)

4. CONCLUSOES

Em virtude dos fatos mencionados ¢ de se observar que cada expoente de determinada base possui um
significado. Por exemplo, para uma poténcia com expoente natural, o resultado significa que seu nimero da base
sera multiplicado por si mesmo um determinado nimero de vezes, ou seja, ¢ uma maneira de representar sucessivas
multiplicagdes de um s6 fator, repetido um determinado nimero de vezes. J4 para uma poténcia com expoente
inteiro negativo, o resultado terd o inverso da base com seu denominador multiplicado, por si mesmo, o nimero
de vezes indicado no expoente, que terd também seu sinal invertido. Para uma poténcia com expoente racional,
temos uma rela¢do da potenciacdo com a radiciacdo. Veremos o significado em um exemplo bem simples, onde

1
= . , " m ~ , , . . r /.
22 = +/2, ou seja, tendo @ um niimero real positivo e -, uma fracdo, onde m ¢ um ntimero inteiro ¢ n ¢ um niamero

natural diferente de 0, obtendo o resultado como 3/a™. No objeto estudo desse trabalho, que é a poténcia com
expoente irracional, através de varias definigdes chegamos a um resultado, onde a* = e*"e com x sendo um
numero irracional. Em vista dos argumentos apresentados no decorrer do trabalho, tomamos
a* =ycomx €[
Iny =Ina*
Iny =xInacomx €1
. , . , , ~ 1 . ;-
conclui-se que ¥ € o termo cuja a area tomada no grafico da fungdo f(t) = 7> no intervalo de [1,y], éigualaxIna
com x sendo um numero irracional. Assim mostrado no exemplo do final da se¢@o anterior, onde pegou-se a

poténcia 52, obtivemos
5V2 = y
Iny =+v2In5
o resultado obtido dessa poténcia ¢ 9,738517 .... Ou seja, para que a area tomada no grafico da fungdo f(t) = %,
seja v/21n5, serd necessario pegar o intervalo entre [1; 9,738517 ...]. Assim, nesse trabalho foi mostrado
algumas definicdes e aplicagdes sobre nimeros irracionais e também o significado de uma poténcia com expoente
irracional.
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