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Resumo

O objetivo deste trabalho é fazer uma breve apresentacéo da curva cicloide, trazendo aspectos historicos de
como se deu seu descobrimento, demonstrar sua parametrizagdo, assim como as propriedades tautocrona e
braquistécrona, além de discorrer como esta curva foi importante para o desenvolvimento do calculo
variacional e quais sdo suas principais aplicacdes. Com isto em vista, a definicdo e parametrizacdo da cicloide
sdo inicialmente desenvolvidas de maneira que possa ser Gtil para comparacdo e comprovacao futura de suas
propriedades e aplicacBes. Sao apresentados também as maneiras como foram descobertas de suas principais
propriedades, como este descobrimento se relaciona com algumas das principais mentes matematicas do século
XVII e XVIII e quais sdo suas aplicacBes mais relevantes nos dias atuais.

Palavras-chave: Curva Cicloide; Parametrizagdo; Tautdcrona, Braquistocrona.

1. INTRODUCAO

A curva cicloide ja é estuda e admirada por anos, tendo algumas discordancias sobre quem primeiro tratou
sobre ela, mas é certo afirmar que sua notoriedade foi atingida durante o século XVI1I, um dos séculos onde mais
ocorreram avancos na matematica, com inUmeros cientistas brilhantes desenvolvendo trabalhos e trocando
informacdes sobre diversos assuntos. Um dos primeiros a desenvolver pesquisas sobre esta curva foi Giles Person
de Roberval (1602-1675). Outro que desenvolveu estudos sobre a cicloide foi Galileu Galilei (1564-1642), o
famoso matematico, fisico, engenheiro e astrénomo, sendo até mesmo o responsavel por sua nomenclatura atual.
Galileu observou por sua janela a roda de uma charrete que passava pela rua e percebeu seu movimento, intrigado
com o que viu resolveu estuda-lo. Estudos sobre a quadratura da cicloide e de como ela podia ser aplicada em
construcdes arquitetdnicas foram feitos por Galileu que se via encantado pela graciosidade desta curva. Dois
discipulos de Galileu também fizeram estudos sobre a cicloide, Evangelista Toricelli (1608-1647) que conseguiu
provar algumas das suposi¢des de Galileu sobre a cicloide e Vincenzo Viviani (1622-17030) que obteve a reta
tangente a cicloide.

Durante todo o século XVII e XVIII vérios outros cientistas estudaram a curva cicloide e descobriram
propriedades muito interessantes e Uteis para a comunidade cientifica e geral, como a propriedade tautécrona e
braquistocrona [1]. Sendo essa Gltima o mote de um problema que foi proposto as mentes mais brilhantes da época
e teve uma grande relevancia para o desenvolvimento do céalculo variacional. Uma abordagem histdrica mais
aprofundada pode ser vista em [2].

Os principais objetivos deste trabalho sdo apresentar a curva cicloide, trazendo notas histéricas de como se
deu seu descobrimento e das propriedades, demonstrar sua parametrizagdo, sua importancia para o
desenvolvimento de &reas da matematica e responder quais suas principais utilizagfes atualmente.

2. A CURVA CICLOIDE

Um disco de raio R que rola, sem deslizamento, sobre uma reta numa superficie plana e rigida. A curva
formada por um ponto P, localizado na periferia do disco é, por definicdo, a curva cicloide. (Figura 1)




Figura 1. Representacdo da cicloide. (Autoria propria)

2.1 PARAMETRIZACAO DA CICLOIDE

Tendo 6 o pardmetro da circunferéncia, variando entre 0 <6 > 2m e r 0 raio desta circunferéncia representada
na Figura 1. Ao girar este circulo a uma determinada distancia no sentido horério, teremos esta distancia
representada por

|OT|=r86.

Neste momento, o centro do circulo sera dado por C(r 6, r) e um ponto P qualquer do circulo é P(x, y). Temos
entdo

x = |0T| — |PQ|
y = |TC| — |QC|.
Ou seja

X=r06-rsen(0)=r(0 - sen(0)),
y=r—rcos(8) =r(1 - cos(0)) );

Assim, as coordenadas de P serdo

x = 1r(6—sen(8))
{y = r(1—cos(0)) ;0 €0, 2m]. €Y

2.2 A PROPRIEDADE TAUTOCRONA

Uma curva com a propriedade tautcrona € uma curva que, um objeto, independente do seu ponto inicial
tomard a mesma quantidade de tempo para chegar em seu ponto mais baixo. A propriedade tautécrona (do grego
tauto= de mesmo e chronos=tempo) em uma curva era buscada hd muito por estudiosos, sendo feitos experimentos
em diversas outras curvas, mas sempre sem sucesso.

Esta situacdo mudou apenas em meados do século XVII, quando o matematico holandés Christiaan Huygens
(1629-1695), que desenvolvia uma pesquisa de como desenvolver e aperfeicoar aparelhos para a medicdo de
tempo, resolveu utilizar a cicloide em seus experimentos. A pesquisa de Huygens se resumia na obtencdo de um
péndulo com esta caracteristica, ou seja, um péndulo que independente de sua amplitude tivesse 0 mesmo periodo.
Um péndulo simples ndo se encaixava nesta caracteristica, apesar de Galileu Galilei ja tivesse provado que, em
pequenas amplitudes o periodo independe da amplitude, no péndulo simples, para amplitudes maiores o periodo
torna-se dependente.

Huygens ja havia tentado inimeras formas de trazer esta propriedade para o rel6gio de péndulo, uma de suas
tentativas foi adicionar obstaculos a trajetoria de um péndulo simples, fazendo com que o fio diminuisse ao
encostar nos obstaculos e assim diminuir o comprimento efetivo do péndulo, compensando sua amplitude e
consequentemente o aumento do periodo. Varias tentativas foram necessarias até que Huygens, atraido pela
notoriedade que a cicloide obtivera nos Ultimos anos, resolvesse utiliza-la em seus experimentos. Assim chegava
ao fim as buscas de Huygens pelo péndulo tautécrono (ou isécrono).

Com os obstaculos acoplados ao péndulo simples tendo o formato cicloidal, Huygens consegui criar um
péndulo que, independentemente de sua amplitude de oscilagdo apresentard o mesmo periodo. A Figura 2 mostra
a trajetéria que o péndulo descreve apds ser adicionado os obstaculos cicloidais.

A

Figura 2. Trajetdria cicloidal do pendulo de Huygen. [1]




Apo0s os experimentos empiricos, Huygens conseguiu comprovar sua descoberta utilizando-se da mecéanica
cléssica e outras propriedades ja conhecidas da cicloide. A demonstracdo da independéncia do periodo em relacgao
a amplitude podemos fazer uma analise considerando uma particula que seja abandonada, a partir do repouso, de
um ponto P, a uma altura H em relagdo ao ponto mais baixo da trajetoria adotada. Deste modo, y, = y(0) = H.
Pela lei de conservacéo de energia, que diz que a energia total de um sistema isolado é sempre constante, ou seja,
a soma das energias cinética K e potencial U é constante para qualquer intervalo de tempo, pode-se calcular o
modulo da velocidade desta particula, v, ao se encontrar em um ponto P qualquer localizado a uma altura y em
relagdo ao ponto mais baixo. Entéo

%mv2 =mg(H —y),
v=29(H-Y). (2
Igualando a definicdo de velocidade com a equacdo (2) encontrada

v="2= 29(H -,

Desta maneira podemos definir a componente em y da velocidade como sendo

v, =2 = —29(H = y)cos(B). ®)
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Figura 3. Projecdo do movimento de uma particula sobre a superficie da cicloide. [3]

Utilizando-se de uma proposicéo da cicloide que diz que a reta tangente & cicloide em um ponto P qualquer
passa pelo topo do circulo gerador, a demonstracdo detalhada desta proposi¢ao pode ser vista em [1]. Temos

d
cos(f) =5z e y =dcos(f),
Onde B e d, estdo representados na figura 3. tendo entdo

cosp = \/%; 4

Substituindo entéo, (3) em (4)

e (R ®)

Como estamos buscando o periodo, a equagdo (5) pode ser rearranjada para

o gy =
R 4t JHE=-»)y '’ (6)

Aplicando integral em ambas as partes de (6)




fi-tar= ' )

Os intervalos de integracéo sdo definidos, sabendo que o intervalo de tempo entre o instante inicial de
movimento da particula até o ponto mais baixo da trajetdria é dado por 2 sendo 7 o0 periodo de oscilacdo e a altura
do ponto inicial P, a este mesmo ponto mais baixo é dado por H. ao integrar (7), obtém-se

R rH dy
=4 |- .
t \/; s 7%
Para resolver esta integral é necessario uma mudanga de variavel, afim de extrair qualquer dependéncia de H.
Sendo assim & = % onde dy = Hdé. Tem-se entdo

o \[IOJu—f'

Agora, para obter a expressdo de T completa-se o quadrado, de tal maneira que

T=4[% fold—fz : 8)
‘/; 16)-(-3)

Faz-se necessaria outra mudanca de variavel, onde & —% = %sen(@), com dé = %cos(@)d@. Resultando em

cos(0) i
r= f -~ J1=sen2(6) de’ (9)

Para facilitar o entendimento dos calculos, a integral na equacgdo (9) serd chamada de I'. Assim

T= 4\/5 T. (10)

Para resolver T, utiliza-se a identidade trigonométrica cos?(8) + sen?(8) = 1. Desta maneira teremos

cos(0)

r= —TZ—I \/cosZ(8)

Eliminando a raiz quadrada do denominador

T
_ 2 cos(8)
r= f—;—r cos(0)

Temos entdo, o resultado final de
'=m. (11)

Substituindo (11) em (10) tem-se

T=4-T[\/§= 271\/(4?7). (12)

Observando a expressdo final (12) do periodo nota-se que ndo ha nenhuma dependéncia da amplitude das
oscilagdes. Assim fica comprovado matematicamente a independéncia da amplitude no periodo do péndulo de
Huygens.

2.3 A PROPRIEDADE BRAQUISTOCRONA

A descoberta de que a cicloide possui esta propriedade foi feita durante a resolu¢do de um dos problemas
matematicos mais famosos da histéria. O desafio proposto por Johann Bernoulli (1667-1748) em 1696, que mais




tarde viria a ser chamado de o problema da braquistécrona, foi publicado na revista Acta Eruditorum com os
dizeres “Dado dois pontos A e B em um plano vertical, para atribuir a uma particula movel M a trajetoria AMB
ao longo do qual, descendo sob seu préprio peso, passa do ponto A ao B no menor tempo.” Posteriormente Johann
fez outra publica¢do complementando esta primeira onde dizia “Determinar a curva que junta dois pontos dados,
a diferentes distancias na horizontal e ndo na mesma linha vertical, pela qual uma particula mével, sob o seu
proprio peso e comegando o seu movimento no ponto superior, des¢a mais rapidamente ao ponto inferior.” Estava
assim langa o desafio aos matematicos da época.

N&o demorou muito até que comecassem a aparecer solucGes para este problema. Johann, sendo o propositor
foi um dos que conseguiram propor um método para chegar a resposta. Ele utilizou-se de uma analogia com o
principio de Fermat da trajetoria de tempo minimo para determinar que essa curva era uma cicloide. Outros
cientistas como Gottfried Leibniz (1664-1716), Isaac Newton (1643-1727) (primeiro anonimamente e sO depois
assumiu a autoria) e o irmdo mais velho de Johann, Jakob Bernoulli (1655-1705) também apresentaram solugdes
[4] e [5].

A solucdo de Jakob Bernoulli ganhara mais espaco neste trabalho por ter tido uma importante parcela de
contribuicdo para o desenvolvimento do calculo variacional. Sua resolucdo tem um carater mais geral e pode ser
aplicada em outros problemas. Baseia-se na semelhanca de tridngulos, fazendo uso do conceito de pontos
estacionarios de funcdes e parcelas infinitesimais de uma curva. Sera apresentada aqui, uma versao resumida da
resolucéo.

Como a braquistocrona ¢ a rota de descida de menor tempo, o At deve ser zero em relagdo a uma variagdo
infinitesimal deste percurso. Considerando a Figura 3
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Figura 4. Secdo da curva braquistécrona. (Autoria prépria)

Considerando ABTC uma pequena se¢do da braquistocrona e H sua distancia vertical, uma particula que se
mova ao longo da curva tera uma velocidade instantanea +/H. sendo BT um segmento pequeno a ponto que uma
particula se move por ele com velocidade constante +/|BT|, sendo |BT| o comprimento de BT. Por analogia
podemos definir a velocidade /|YO| em TC.

Sendo a braquistocrona estacionéria, a trajetéria ABNC também deve ter o tempo minimo. Sabendo entdo que
os tempos de descida de ABTC e ABNC sao iguais, podemos dizer que o tempo de descida entre MT e NS tambhém
sdo iguais. Tem-se entdo que

(13)

Por estarmos lidando com distancia infinitesimais, podemos considerar MS um arco de um circulo centrado
em B e NTM sendo um angulo reto. Assim, por semelhanca de tridngulos

|mr| _ loTl,

r| BT’ (14)

Tomando x como a distancia horizontal e s como o0 comprimento do arco ao longo da braquistocrona, podemos

reescrever as equacdes como

|| dx
INT|  ds (15)

No segmento BT e




jorl _ ax
IBT|  ds (16)
No segmento TC.

Reorganizando as equacdes (15) e (16) de modo a isolar |OT| e |MT| e aplicado & equacéo (11) tem-se

dx

dS\/ﬁ -

k. 17)

Jakob Bernoulli reconheceu a equagdo (17) como sendo a equacdo diferencial da cicloide. Este método
desenvolvido por Jakob mostrou-se muito eficiente para a resolucdo de problemas de otimizacdo, também
conhecidos como problemas de maximos e minimos e por isso passou a ser estudado por outros matematicos da
época, afim de aperfeicoa-lo.

O que obteve mais sucesso nesta tarefa foi Leonhard Euler (1707-1783). Aluno de Johann Bernoulli, Euler
sempre esteve muito envolvido nas pesquisas dos irmaos Bernoulli, a ponto de em 1744 publicar seu préprio
método para descobrir linhas tendo uma propriedade méaxima ou minima da solucéo de problemas isoperimétricos.
Trabalho esse que trazia pela primeira vez a equacao que é hoje chamada equacdo de Euler. Ver [6], paginas 291-
318.

Alguns anos a frente, o trabalho de Euler recebeu contribuicbes dadas por Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) [2], paginas 598-600, que possibilitavam a deducdo das equacdes das curvas minimizadoras para problemas
mais gerais. Estava assim criado o calculo variacional ou como também é chamado, calculo das variagdes.

Apos o desenvolvimento do calculo variacional problemas desses tipos podiam ser respondidos de maneira
mais simples e precisos. Por isso pode-se responder o problema da braquistocrona utilizando a equacéo de Euler-
Lagrange, como pode ser visto a seguir.

2.3.1. A braquistocrona por Euler-Lagrange

Sendo a curva representada na Figura 4 a braquistocrona
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Figura 5. Curva de menor tempo ligando dois pontos. (Autoria propria)

Para encontrar o tempo em que uma particula percorre esse percurso, pode-se utilizar a defini¢do de
velocidade, para chegar a

ds ,
dt = o (18)

Considerando uma fracdo infinitesimal ds desta curva, a equacéo fica decomposta a de tal forma que

ds = /dx? + dy?. (19)

A velocidade pode ser definida utilizado o principio de conservacdo de energia. Tendo entdo uma particula de
massa m, em um ponto qualquer da curva, com deslocamento vertical y e v sendo o mddulo da velocidade em um
instante partindo do ponto A do repouso

U, +K,=Ug +Kp

Como a particula partiu do repouso, pode-se dizer que a energia cinética Ka é nula, assim com a energia
potencial Ug, temos entdo

_1 2.
mgy = Smv*,




Fazendo as manipulagfes necessarias

v= .29y, (20)
Substituindo entdo, as equacdes (19) e (20) em (18), tem-se que

dt = Jdx2+dy?

21
29y (21)
Para fins de facilitar os calculos, a equacdo toma a seguinte forma
( 3—;2+1*dy>

U="T
Para obtermos o tempo total, aplica-se uma integral no intervalo de A a B de tal maneira que

1 By(x'2+1
At = — . 22

Note que foi mudada a notacdo de % para x’.

Como o objetivo é descobrir qual a fungdo x = x(y) que torne At o menor possivel, deduz-se que o integrando
desta equacdo deve obedecer a equagdo de Euler-Lagrange, entdo

Vx'2+1
W )

flo,x',y) =

Aplicando a equacéo de Euler-Lagrange

x’z x’2+1
CFD 4 a( i ) —0-

0x dx ay (23)

Ao resolver as derivadas parciais tem-se que o primeiro termo € igual a zero, j& que a fungéo independe de X,
0 segundo termo por sua vez € igual a

P) x’2+1
d vy x' 1

= ———, 24
dx oy’ Vi+x2 VW (24)
Pela identidade de Beltrami, temos
x! 1
N @)

Sendo C uma constante qualquer
Manipulando a equacdo (25) de maneira a eliminar as raizes e a constante aparece de uma maneira a facilitar
os célculos futuros, assim

2
x'" 1 1

14x2 y' 2a’

Agora, fazendo as devidas manipulaces chega-se em

x'=—== el (26)




Aplicando a integral na equacdo (26), chega-se em

x= [ ’Zay_ydy @7)

Esta integral pode ser resolvida por substituicdo trigonométrica, onde

vy =a(l— cos()) (28)
dy = asen(0) do . (29)

Substituindo (28) e (29) em (27)

x= [ 21-cosO) ; cen(6) db. (30)

a(1+cos(0))

A resposta desta integral se da por
x = a(f — senf). (31)

Fica claro, ao analisar as equaces (28) e (31) que elas sdo as coordenas parametrizadas da cicloide da equacéo

).

3.  APLICACOES

As propriedades da cicloide citadas até aqui sdo muito versateis, o que faz com que esta curva possa ser
aplicada em diversas areas, além da elegancia e beleza que muitos consideram a cicloide ter, a ponto de ser
chamada de a Helena da geometria, em referéncia & personagem do conto de Homero. As aplicagBes podem
abranger para qualquer problema em que se deseje minimizar o tempo entre dois pontos, aumentar precisdes de
movimento ou que precisem ter caracteristicas isocronas. Algumas destas serdo apresentadas para fins de
exemplificar sua versatilidade.

3.3. RELOGIO DE PENDULO CICLOIDAL

O relégio de péndulo cicloidal ja foi citado anteriormente neste trabalho. Desenvolvido por Christiaan
Huygens, este reldgio contribuiu significativamente para as viagens maritimas, por exemplo, que devido a grande
movimentacdo dos barcos pelas ondas do mar, ndo permitia a utilizacdo de reldgios de péndulo a bordo e para
outras tarefas que necessitavam de uma contagem de tempo mais precisa. Na se¢do 2.2 deste trabalho é
demonstrado a independéncia do periodo de oscilacdo em relagdo a amplitude. Mais detalhes sobre este relégio
podem ser vistos na referéncia [7].

3.2. PISTA DE SKATE

o skateboard é um esporte muito dindmico, com algumas modalidades distintas, onde o atleta que mostrar
mais desenvoltura e habilidade com o skate em uma pista de skate, fazendo manobras e acrobacias. Os atletas tém
um tempo limitado para poder efetuar sua série de manobras, por isso precisam aproveitar o tempo da melhor
forma possivel.

O skate vertical € uma modalidade praticada em pistas em formato de U, com as rampas descrevendo arcos
de circunferéncia, onde os atletas comecam em um lado superior da pista e ficam transitando, enquanto fazem suas
manobras. Devido o tempo de cada atleta ser limitado, é aconselhdvel que esta pista tenha seu tempo de descida
como sendo 0 menor possivel, por isso, caso as pistas de skateboard fossem feitas com formato cicloidal,
considerando a propriedade braquistécrona ja apresentada neste trabalho esta tarefa teria sua eficiéncia
maximizada.
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Figura 6. Pista de skate com formato cicloidal. [8]

Uma vez que os arcos de circunferéncia sejam trocados por arcos cicloidais na Figura 6, obtém-se uma rampa

de tempo minimo que liga os pontos de altura 1,6 metros a outro em O metros.

Para a modelagem de uma rampa em formato cicloidal da Figura 6 deve-se levar em consideracdo a equagéo

paramétrica da cicloide (equacéo (1)). Adotando r = 0,8, a equacéo fica da seguinte maneira:

x(0) = 0,8(6 —senb)
{y(e) = 0,8(1 —cosH)’

Fazendo uma reflexéo desta curva pelo eixo das abcissas, obtém-se

{x(e) = 0,8(0—senB) 39
y(®) = —0,8(1—cos8)’ (32)
Transladando a equacéo (32) 1,6 unidades no eixo das ordenas

{x(e) = 0,8(6 — senb) ) 33
y(®) = 1,6 —0,8(1—cos8)’ 33)

Considerando o eixo vertical de simetria da curva obtida, translada-se o semiarco direito 4 unidades para a

direita. De maneira que

x(6) = 0,8(6 — send) . .
{J’(e) = 1,6-0,8(1—cos6)’ 0 €[0; 0,8m] (34)
{y(®) =0; 6 €[0,8m; 0,87 + 4] (35)
{;Eg% _ ;L,Z _Oggél_ _Sizg) ;0 €[0,8m+4;1,6m+4], (36)

A representacdo gréfica desta curva pode ser observada na Figura 7.
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Figura 7. Representacdo grafica da pista de skate com rampa cicloidal. [Autoria propria]

3.4. REDUTORES CICLOIDAIS

Redutores cicloidais sdo pegas mecanicas que tem como principal funcédo transformar movimento circular em
movimento linear com maxima precisao. Sdo utilizados em muitos equipamentos, principalmente maquinas que
exigem muita precisdo em seus movimentos.

O redutor cicloidal é uma complexa peca de engenharia, formada, além de outras coisas, por engrenagem que
giram de forma a descreverem uma trajetdria cicloidal, minimizando a quantidade de movimento e trabalho
necessario para que a tarefa seja concluida [9].

Algumas das vantagens sdo a redugdo nos tamanhos das pecas, maior eficiéncia, menor volume e maior
durabilidade. Sdo utilizados, por exemplo, em guindastes de construcdo civil, barcos, na robdtica, em varios tipos
de maquinas montadoras (montagens desde componentes eletronicos até carros) entre outras aplicacoes.

3.5. ARQUITETURA

A cicloide é reconhecidamente uma curva considerada muito elegante, tanto em sua formulagdo matematica
como quando aplicada em edificacdes. Por isso 0s engenheiros e arquitetos ndo demoraram para comeca a utiliza-
las em construces. Este formato €, na maioria das vezes aplicado ao teto de edificagdes.

Além da beleza, construcdes com formato cicloidal ainda guardam uma caracteristica muito peculiar. A luz
solar é distribuida em toda a sua superficie durante todo o dia, trazendo uma iluminacdo melhor e mais uniforme.
Um exemplo de edificacdo em que a cicloide foi aplicada é o museu de arte Kimbell, localizado no Texas — EUA
[10], criado por Louis Kahn e que é reconhecido mundialmente por sua beleza arquitetonica.

4. CONCLUSOES

O estudo da cicloide e de suas propriedades vem trazendo muitos avangos em diversas areas da matematica, fisica
e engenharia, tendo cada dia mais, aplicacdes praticas que contribuem no desenvolvimento da sociedade como um
todo. A modelagem matematica e algumas aplicacfes praticas da cicloide foram aqui apresentadas afim de
demonstrar a variedade de aplicacBes que esta curva pode ter e como sua utilizacdo pode otimizar o funcionamento
de uma maquina, a pratica de um esporte e até mesmo a construcao de uma edificacdo.

Sua importancia é a muito reconhecida, tendo sido alvo de estudos de algumas das mentes mais brilhantes que ja
viveram. Disto isso, este trabalho vem com o intuito de ajudar, mesmo que de maneira minima para a compreensao
e popularizacdo das propriedades e caracteristicas desta magnifica curva e também contribuir com trabalhos futuros
sobre a cicloide e suas aplicacdes.
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