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RESUMO

Estamos acostumados a lidar com as sequéncias numéricas desde muito jovens, uma vez que a
ideia de contar e o proprio sistema numérico sao sequenciados. Todavia, muitas acepcoes e
desdobramentos nas sequéncias ainda sdo pouco explorados na educagdo nacional, como as
Progressdes Aritméticas de Ordem Superior. Nota-se que esse assunto capacita o individuo a
resolver, de forma simples e direta, varias problematicas em diversos contextos e, dessa
forma, anseia-se que esse conhecimento seja melhor difundido. Nessa perspectiva, o presente
trabalho tem como objetivo instigar o ensino das PAs de Ordem Superior durante a educagao
basica e superior, alicercado nas diversas aplicagdes e conexdes que essa tematica possui.
Para essa pesquisa, evidenciou-se um padrao resolutivo através das PAs de Ordem Superior
para varias questdes contextualizadas retiradas de olimpiadas e mestrado profissional em
matematica. Contrariamente, percebeu-se que essas questdes nao exploravam essa concepgao
nos gabaritos oficiais, nos quais cada questdo fora solucionada por um método distinto das
demais — demandando, na maior parte dos casos, um olhar mais agu¢ado do discente.
Ademais, transcorreu-se sobre a correlagdo existente entre as PAs de Ordem Superior e as
Somas de Riemann através do desenvolvimento de somatérios de mondmios, aplicaveis nas
Somas de Riemann de fungdes polinomiais. Por conta disso, vislumbrou-se que as PAs de
Ordem Superior podem contribuir para uma compreensao mais integra por parte dos discentes
sobre as Somas de Riemann, entendendo de onde provém os polindmios que devem substituir
os somatorios de mondmios nesse estudo.

Palavras-Chave: Progressdoes Aritméticas de Ordem Superior; Somatério; Somas de
Riemann; Aplicagdes e correlagdes.

ABSTRACT

We are used to dealing with numerical sequences from a very young age, since the idea of

counting and the numerical system itself are sequenced. However, many meanings and
developments in the sequences are still little explored in national education, such as
Arithmetic Progressions of a Higher Order. It is noted that this issue enables the individual to
solve, in a simple and direct way, several problems in different contexts and, therefore, it is
hoped that this knowledge will be better disseminated. In this perspective, the present work
aims to instigate the teaching of Arithmetic Progressions of a Higher Order during basic and
higher education, based on the various applications and connections that this theme has. For
this research, a resolute pattern was evidenced through the Arithmetic Progressions of Higher
Order for several contextualized questions taken from Olympians and professional master’s in
mathematics. Although it, it was noticed that these questions did not explore this concept in
official templates, in which each issue was solved by a different method from the others -
demanding, in most cases, a sharper look from the student. In addition, the correlation
between Arithmetic Progressions of a Higher Order and Riemann Sums was developed
through the development of monomial summations, applicable to Riemann Sums of
polynomial functions. Thus, it was envisioned that Arithmetic Progressions of a Higher Order
could contribute to a more complete understanding on the part of students about Riemann
Sums, understanding where the polynomials that should replace the summation of monomials
in this study come from.

Keywords: Arithmetic Progressions of a Higher Order; Summation; Riemann sums;
Applications and correlations.
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INTRODUCAO

Em toda histéria dos estudos frente a Matematica, uma das tematicas mais
interessantes e curiosas sdao as sequéncias numéricas, as quais surgiram concomitantemente
com a contagem. Sabe-se que, desde os primeiros registros escritos dos povos babilonios da
antiga Mesopotamia, que datam mais de 2000 anos antes de Cristo, ja existiam as primeiras
escritas numéricas e a necessidade de resolver problemas de contagem em situacdes
cotidianas. Logo, percebe-se que a necessidade de contar mantém em seu intimo o principio
de sequéncia numérica, ainda mais pelo fato de que o proprio conjunto dos niimeros naturais ¢
um elemento sequenciado. (WILLE, 2016).

E notério que o sequenciamento é um processo natural a organizacio e a
racionalidade humana. Nas mais diversas areas de estudo, desde o sequenciamento genético
ao sequenciamento histérico em ordem cronoldgica, o ser humano busca ordenar fatos,
objetos e metas para adequar a sua visualizagdo ¢ a sua coordenagdo para alcangar seus
objetivos (ALMEIDA, 2012). Como visto, por essa necessidade intrinseca de organiza¢do dos
objetos e animais que surgiu a contagem e o sistema numérico.

Especificamente, a sequéncia descrita pelo Conjunto Numérico dos Numeros
Naturais trata-se de uma Progressdo Aritmética (PA), que pode ser entendida como uma
sucessdo proporcional termo a termo. De maneira geral, PA pode ser entendida como a
sequéncia numérica em que as quantidades crescem ou decrescem de forma sucessiva na
mesma propor¢ao (MAROSKI, 2017).

Conforme Almeida (2013) destaca em seu trabalho, as progressdes aritméticas sdo
conhecimentos muito importantes de serem abordados em sala de aula especialmente por suas
diversas aplicagdes, como nas areas da Biologia e da Matematica financeira. Assim,
recomenda-se o seu ensino na rede regular de ensino, em especial durante o Ensino Médio,
gerando meios para que se relacionem seus conceitos, teorizacdes e aplicabilidade,
fomentando artificios para modelar algumas situacdes da vida real.

Ampliando-se essa perspectiva, vemos que essa definicdo aborda somente as
Progressdes Aritméticas de Primeira Ordem. Define-se, dessa forma, a Ordem de uma PA
como um numero natural n que representa a quantidade de subtragdes sucessivas entre termos
subsequentes necessarias para que seja encontrado uma nova sequéncia na qual todos os
termos apresentam o mesmo valor — sendo essa chamada de sequéncia constante ou de Ordem

Zero. (OLIVEIRA, 2019).
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Diante disto, estendendo tal concepcdo de subtragcdes sucessivas, espera-se que
existem um quantitativo infinito de possibilidades de ordem de uma PA, bem como o mesmo
montante a serem aplicaveis nas solugdes de diversos problemas de contagem aplicaveis em
praticas no cotidiano.

Indo de encontro a isso, nota-se que o assunto Progressdes Aritméticas de Ordem
Superior ¢ pouco ou nada explorado no ensino regular. Conforme Nobre e Rocha (2018)
concluem em seu trabalho, ¢ necessario encaixar o assunto das PAs de ordem superior no
Ensino Médio, majoritariamente por esse conhecimento poder ser usado como uma
fundamenta¢do para discentes na resolugdo de problemas mais avangados, inclusive de
olimpiadas de Matematica nacionais e internacionais.

Diante do exposto, o trabalho apresentado objetiva uma exploragdo mais
diversificada sobre os conceitos das Progressdes Aritméticas de Ordem Superior, obstinando
as aplicacdes dessa tematica e¢ em estabelecer relagdes ldgico-matematicas entre as
Progressoes Aritméticas de Ordem Superior ¢ as Somas de Riemann. Dentre esses, aspira-se
desenvolver e debater sobre o emprego das Progressdes Aritméticas de Ordem Superior em
questdes de provas olimpicas de ambito nacional ¢ de mestrado que tiveram solugdes
apresentadas no gabarito oficial por outros meios matematicos. Ou seja, deseja-se vincular as
acepgoes das PAs de Ordem Superior em outros contextos ndo abordados, consequentemente
defendendo a importancia e capacidade dedutiva desse assunto pelo fato de ser um conteudo
matematico com vdrias aplicagdes, porém ainda pouco explorado de forma geral.

Nao obstante, a conexao entre as PAs de Ordem Superior ¢ as Somas de Riemann
emerge no desenvolvimento matematico de somatérios de mondmios, assunto este aplicado
no estudo das Somas de Riemann de func¢des polinomiais — uma vez que, pelas propriedades
do somatodrio, os somatorios de polindmios gerados nas Somas de Riemann podem ser
subdivididos em somatorios de monomios, que possuem aplicabilidade mais generalista.
Reforga-se que as Somas de Riemann sdo exploradas nas disciplinas de Calculo por
consolidarem uma base e motivagdo para o Teorema Fundamental do Calculo e Integracdo
(SIPLE; CARDOSO; FIGUEIREDO, 2015).

Nesse viés, essa visdo se faz necessdria pelo carater facilitador do ensino-
aprendizagem do conceito de Soma de Riemann, que, por vezes, apresenta-se como um
obstaculo aos discentes no desenvolvimento conceitual dentre as técnicas de derivagdo e
integracao, contribuindo assim para o encadeamento de conceitos a serem trabalhados em sala
de aula. Além disso, ¢ interessante para o meio académico a exposicdo as PAs de Ordem

Superior tendo em vista todas as aplicabilidades acima defendidas. Assim, a questdo



12

norteadora sobre a qual o presente trabalho esta fundamentado ¢ quais sdo os contextos em
que as PAs de Ordem Superior podem ser aplicadas e por que € preciso explorar melhor tais
conhecimentos nos ensinos regular e superior?

Nessa concepcao, o presente trabalho ¢ divido em quatro capitulos: Inicialmente,
debater-se-4 sobre aspectos historicos e conceitos fundamentais das Progressdes Aritméticas
de Ordem Superior e, de forma mais sucinta, um subtopico sobre as Somas de Riemann. Uma
vez que esse capitulo fornecerd a estruturagdo tedrica sobre o qual o trabalho esta
fundamentado, trazendo as concepgdes da literatura sobre a tematica, serd nomeado de
“Revisao Teodrica”. Sequencialmente, descreveremos os métodos analiticos e cientificos que o
presente trabalho foi formulado, assim descrevendo as metodologias a serem utilizadas em
todo processo de pesquisa e desenvolvimento deste trabalho.

Na secdo seguinte, defender-se-a as diversas aplicagdes possiveis das Progressoes
Aritméticas de Ordem Superior pautado em questdes que, em geral, exigem uma maturidade
matematica e raciocinio um pouco mais elevados: questdes de provas olimpicas e do
Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional - PROFMAT. Em especial, serdo
apresentadas questdes que na resolugdo oficial dos gabaritos divulgados utilizaram outras
técnicas e conhecimentos matematicos para sua resolugao. Dessa forma, sera visado mostrar a
aplicabilidade desse conhecimento em problematicas que, a principio, aparentavam nado ter
muita relacdo entre si.

Por fim, a ultima se¢ao do trabalho aspira apresentar, de uma forma simples, a
relagdo existente entre as Somas de Riemann e as Progressdes Aritméticas de Ordem Superior
no desenvolvimento dos somatorios de mondmios. Dessa forma, pretende-se incentivar os
docentes, ao abordarem sobre as Somas de Riemann nos cursos de Ciéncias Exatas e
Engenharias, a apresentarem os desdobramentos do presente trabalho, mesmo que de forma

sucinta.
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1 REVISAO TEORICA

Na presente secdo, discorre-se sobre as abordagens pertinentes encontradas na
literatura a fim de se compreender os conceitos € desenvolvimentos acerca das Progressoes
Aritméticas de Ordem Superior e a definicdo das Somas de Riemann para que se explore o

tema e se alcance os objetivos do trabalho.

1.1 PROGRESSOES ARITMETICAS (PAs)

Conforme previamente discutido, existem diversas sequéncias numéricas que
possuem uma padronizacdo no seu crescimento ou decrescimento termo a termo, ou seja,
possuem um incremento proporcional entre os termos da sequéncia descrita. Assim, uma
Progressdo Aritmética de Primeira Ordem, ou simplesmente Progressao Aritmética, ¢ definida
como a sequéncia em que cada termo sucessor ¢ obtido como soma do termo anterior com
uma constante r, que ¢ chamada de razdo da PA (GOMES, 2019). Tal razdo pode ser um
nimero positivo ou negativo.

Assim, o k-ésimo termo de qualquer PA de primeira ordem pode ser encontrado por:

X = x1 +(k —1)r (D

Ou seja, para qualquer PA dada, deve ser conhecido a razdo de proporcionalidade e
um termo inicial, sobre os quais serdo desenvolvidos os demais termos da Progressao.

Uma consequéncia importante dessa acep¢ao ¢ a defini¢ao da propriedade do termo
central de uma Progressdo Aritmética: qualquer termo de uma PA pode ser encontrado a partir
da média aritmética de dois termos igualmente espacados desta PA de Primeira Ordem
(MIGUEL; XAVIER; FRANZOLIN, 2014). Ou seja, tomando a progressdo genérica
(ay,az, ., Ap, ey gy o Ay, o), €M que k—p=m—k Vkmp€N (a quantidade de

ap+am
2

termos entre a,, € a; € igual a quantidade de termos entre ay € a,,), tem-se que Ay =

Progredindo nesses conhecimentos, segundo Miguel, Xavier e Franzolin (2014) e
lezzi e Hazzan (1993), Carl Friedrich Gauss [1777-1855] observou uma particularidade
interessante na soma dos termos de uma sequéncia que a lei de formagdo respeite a Equacao
1, ou seja, que seja Progressdo Aritmética. Por volta de 1790, um professor solicitou que a
turma calculasse a adi¢do dos 100 primeiros nimeros naturais, o qual Gauss conseguiu
responder rapidamente ao notar que a adigdo do primeiro com o ultimo termo (1+100)

resultava o mesmo valor da soma do segundo com o penultimo (2+99), o terceiro com o
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antepenultimo (3+98) e assim progressivamente. Dessa maneira, ele notou que a soma dos
100 primeiros nimeros naturais correspondia a multiplicagdo do valor de 101 por 50
(quantidade de agrupamentos dois a dois formados nessa reorganizacdo dos 100 niimeros
naturais a serem somados), resultando na resposta de 5050.

Numa ideologia semelhante a utilizada por Gauss nesse caso particular, pode-se
expandir tal conceito para as somas dos termos de Progressdes Aritméticas com razdes e
termos iniciais e finais diversos, resultando que a Soma dos k primeiros termos de uma PA de

Primeira Ordem pode ser encontrada pela expressdo a seguir:

k
Sk = (q + xk)'z ()

Que corresponde, basicamente, a adicionar o primeiro ao ultimo elemento da
sequéncia descrita e multiplicar pela metade do niimero de termos no intervalo analisado,
valor esse que equivale a quantidade de agrupamentos de igual valor formados na resolugao
da visao de Gauss. Pela Equacdo 1, reitera-se que esses agrupamentos entre o primeiro e
ultimo termo, segundo com pentltimo, terceiro com antepenultimo, € assim sucessivamente,
possuem o mesmo valor por:

X1+ x,=x1 +[x;+(k—=1Dr] =2x; + (k—Dr
Xo + Xp_1=x1+7r+[x;+k—-2)r] =2x;+ (k—Dr
X3 + Xy =x,+2r+[x; + (k—=3)r] =2x; + (k— Dr

Xm + Xmy1 =X+ (M —=Dr+ [x; + (k—m)r] =2x; + (k— Dr
Em que x,,, € x,,41 s30 os termos centrais da sequéncia que vai de x; a xg, com k sendo um
numero par. Ou seja,

Sk=x1+x2+~--+xm+xm+1 S RER i P ol 8

k
Sk =10 + xk)'z

Entretanto, queremos verificar que a mesma expressao pode também ser aplicada

para k sendo um numero impar, no qual realizar-se-4 os mesmos agrupamentos do caso
. , . k-1 . .
anterior, porém somente até X,,_q € X, 41, formando —,~ agrupamentos — mantém-se isolado o

termo central x,,. Ou seja,

Sk = X1 +x2 + "‘+xm_1 +xm+xm+1 +"‘+xk_1 +xk
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Sk=(x1 + xk)-T+xm

S = 2x; + (k—1Dr) -kz;l+ (x; +(m—1Dr)

, k+1
Porém, comom = -

k—1 k—1
Sk = (2x1+(k—1)T)T+<x1+ 2 T)

S = Qx;+ (k—1r) -kz;l+%(2x1 + (k—1r)

S, =Qx;+(k—=1Dr)- (k;—1+%)

k
S = (x; + xk)'z

E assim, percebemos que a Equacdo 2 pode ser aplicado para a Soma dos k primeiros
termos de uma PA de Primeira Ordem para todo k € N, ou seja, independe da quantidade de

termos tomados da PA para a sua consequente adicao.
1.2 PROGRESSOES ARITMETICAS (PAs) DE ORDEM SUPERIOR

Partindo dessa concepg¢do, pode-se expandir a definicdo de Progressdes Aritméticas e
desenvolver-se as Progressoes Aritméticas de Ordem n. Essas sdo entendidas como a
sequéncia numérica que, em primeiro momento, ndo se apresenta como uma sequéncia linear.
Entretanto, caso formulemos novas sequéncias numéricas a partir de subtragdes dos termos
subsequentes dessa sequéncia inicial dada, em um dado momento, chegaremos em uma
Progressdao Aritmética de Primeira Ordem. Para tal, devemos realizar n — 1 subtragdes

sucessivas. Ou seja, uma progressdo aritmética de ordem k > 2 ¢ a sequéncia em que as

diferencas entre termos sucessivos gera uma progressao aritmética de ordem k - 1 (LIMA,
2015).

Ou ainda, conforme visto anteriormente na introducao por Oliveira (2019), a Ordem
de uma PA é como um ntimero natural n que representa a quantidade de subtracdes sucessivas
entre termos subsequentes necessarias para que seja encontrado uma nova sequéncia na qual
todos os termos apresentam o mesmo valor — sendo essa chamada de sequéncia constante, PA
estacionaria ou ainda PA de Ordem Zero.

Nesta tangente, Nobre e Rocha (2018) desenvolvem a forma de encontrar o k-ésimo

termo de uma Progressdo Aritmética de Ordem n:
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ay = (kgl) a, + (k11>A1a1 + (k ; 1)A2a1 + 4 (ﬁ: 1)An‘1a1 + (k T_l 1)1", 3)

x
em que APa; ¢é o primeiro termo da PA de ordem k —p e ( ) ¢ a combinagdo que pode ser

y

|
solucionada por 'x—)' (VASCONCELOS; ROCHA, 2019).

yi(x—y
Chagas e Rocha (2012) simplificam tal visualizacdo por:

n

o= (7 )al™ @

i=0
no qual explana-se que agn] = agn_l] - agn_l], em que [n] ¢ a ordem da PA associada que

essa subtragdo esta associada.

Por exemplo, tomemos a PA (5, 7, 10, 17, 33, 65, 122, ...) que, de antemdo, ndo
concebemos em qual Ordem ela estd classificada, uma vez que ndo possui nem elementos
constantes (PA de Ordem Zero) nem uma sequéncia proporcional entre os elementos
(Progressao Aritmética em sentido amplo ou PA de Primeira Ordem).

A partir desse, podemos gerar uma outra PA associada a partir da subtracdo dos
elementos subsequentes, encontrando a PA (2, 3, 7, 16, 32, 57, ...). Repetindo o procedimento,
encontra-se a PA (1, 4, 9, 16, 25, ...) e, por fim, a PA de Primeira Ordem (3, 5, 7, 9, ...), todas
essas associadas a PA inicial por subtracdo sucessiva de seus termos. Note que, caso
realizemos novamente uma subtragdo, chegamos a PA de Ordem Zero (2,2,2, ...) e, como
elucidado por Oliveira (2019), j4 que tivemos de realizar quatro operagdes sucessivas de
subtracdo para encontra-la, a PA inicial (5, 7, 10, 17, 33, 65, 122, ...) ¢ dita de Quarta Ordem.

Assim, caso se deseje encontrar qualquer termo desta PA de Quarta Ordem a partir
dos primeiros termos dessa sequéncia, de maneira sucinta, para o exemplo dado, ¢ dada pela
expressao:

an=("51)-5+(”;1)-z+(";1)-1+(";1)-3+(";1)-z,

Em que esses coeficientes (5, 2, 1, 3, 2) sdo os termos iniciais das PAs de Ordem

Quatro, Trés, Dois, Um e Zero, respectivamente. Logo,
n—1)! n—1)! n—1)! n—1)! n—1)!
oo =D oD oD oD oD
0!'(n—1)! 1! (n—2)! 2! (n —3)! 31 (n—4)! 4! (n—5)!
_n*—4n®+5n%+22n +36
B 12

Nessa tangente, ¢ oportuno apresentar as conceituagdes generalistas de onde provém

an

este termo n-ésimo da PA de uma ordem p. Dessa forma, Escada (2012) traz o seguinte

teorema em seu trabalho:
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Teorema 1: O somatorio
n

ka =1P 4+ 2P + 3P 4+ ... 4 P
k=1
¢ um polindmio de grau p + 1 em n, ou seja,
n

z kP = cppqnP*t +epn? + e nP P+t enf+ontc, ERO<Sj<p+1
k=1

Demonstraciao baseada por Escada (2012, p. 7):

Uma vez conhecido que o caso p = 1 resulta em um polindmio de grau 2 em n:

n

Zk_n2+n .
=—,

k=1

Procedendo por inducdo, devemos provar que o somatério de kP*! resulta em um
polindmio em n de grau p + 2, tomando como verdadeira a afirmacdo de que o somatodrio de
kP resulta em um polindmio em n de grau p + 1.

Portanto, para o somatério Y.¢_,(k + 1)P*2, ao aplicando-se o bindmio de Newton

(k + 1)P*2 = kP*2 + (p + 2)kP* + F(k), com F (k) sendo um polindmio de grau p em k,

n n n n
Z(k +1)PH2 = z kP+2 4 (p +2) Z kP 4 Z F o)
k=1 k=1 k=1 =1

em que ).p—; F(k) resulta em um polindmio de grau p + 1 em n pela hipotese levantada na

temos:

indu¢do. Chamemos esse novo polindmio de G (n). Resolvendo os somatorios:

n
2PFZ 4 3PF2 4 P2 4 (p4 1)PY2 = APYZ 4 P2 L 3PF2 4 nPP2 4 (p + Z)Z kPt + G(n)
k=1

n
(n+ 1)P*2 =1P*2 4 (p + 2) Z kPl + G(n)
k=1

n

Z e (n+ 1)P*2 — 1P*2 — G(n)
- (p+2)

k=1
que ¢ um polindmio de grau p + 2 em n como levantado pela hipotese.
Finalizando a compreensao acerca dessa tematica, segundo Lima et al. (2006),

temos:

1 Casoa ser desenvolvido inclusive no presente trabalho no topico “4.1 DESENVOLVIMENTO DOS
SOMATORIOS DE MONOMIOS DE GRAUS UM, DOIS E TRES”- Equagéo 6.
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Teorema 2: a, ¢ um termo de uma progressdo aritmética de ordem p = 2 se, e

somente se, a,, ¢ um polindmio em n de grau p.

Demonstracio baseada em Lima et al. (2006, p. 13):

Deve-se, inicialmente, provar que o termo a;, de uma progressao aritmética de ordem
p = 2 ¢ um polindmio de grau 2 (e sua reciproca) para, posteriormente, pelo principio de
inducdo, vermos que para um x = p + 1 também ¢ valido o enunciado pelo teorema. Define-
se previamente a operacdo Aa; como a subtragdo de dois termos sucessivos da PA ou
polinémio de Ordem p.

Dessa forma, se a; = xk? + yk + z, com x # 0,tem-se que:

Aay = ape; —ap =x[(k+1)? k21 +y[(k+1)—kl+z—z
Aa, = 2x)k+x+y

Que ¢ um polindmio de primeiro grau. Logo, Aa;, ¢ uma PA de Primeira Ordem e,
como foi obtida a partir da subtragdo de termos sucessivos de ai, a;, ¢ uma PA de segunda
ordem.

Nesse sentido, se a;, ¢ uma PA de segunda ordem, entdo existe uma outra sequéncia
b, = Aa;, que ¢ uma PA de Primeira Ordem. Note que

by + by + -+ bgy+bpq+b=(az—a) + (a3 —az) +-+ (A1 — )
by +b,+ - +by_,+b_1+by =01 — 11

Que ¢ um polindmio de segundo grau, conforme visto na Equacao 2 (somatorio dos
termos de uma PA de Primeira Ordem). Logo, a; também ¢ um polindmio de segundo grau.

Perpassado a prova para o caso p =2, Lima ef al. (2006) expandem essa

demonstrag@o para os graus superiores por:

Suponhamos que o teorema seja verdadeiro para todo p € {2,3,...,s}.
Mostraremos que essa afirmacdo é verdadeira para p =s+ 1. Se (a,) ¢é
uma progressdo aritmética de ordem s + 1, b, = Aa,, = a,41 — a, ¢ uma
progressdo aritmética de ordem s e, pela hipotese da indugdo, b, é um
polindmio de grau s em n. Entdo, Y.} -, by = apy1 — a4 € [...] um polindmio
de grau s + 1 emn.

Se a,, ¢ um polindmio de grau s + 1 em n, Aa, ¢ um polinémio de grau s
em n, conforme vocé facilmente verificara. Pela hipotese da indugdo, (Aay,)
¢ uma progressdo aritmética de ordem s, ou seja, (a,) ¢ uma progressao
aritmética de ordem s + 1. (LIMA et al., 2006, p. 13).

Assim, pode-se caracterizar uma PA de Ordem k a partir das expansdes acerca de

seus termos. Dessa maneira, consegue-se caracterizar a Ordem de uma PA a partir do grau do
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polindmio que oportuniza a determinagdo de seus termos (ESCADA, 2012). Por conseguinte,

0 somatorio acima ¢ o somatdrio dos termos de uma PA de ordem p + 1.
1.3 SOMAS DE RIEMANN

As Somas de Riemann ¢ um dos procedimentos utilizados para o calculo de areas sob
curvas de uma funcdo. Para a compreensdao da conceituacdo acerca das Somas de Riemann,
tomemos inicialmente uma fun¢do f: [a, b] = R, ndo-negativa, ou seja, f(x) = 0em todo
intervalo x € [a, b], no qual se realizam particdes neste intervalo no eixo das abcissas de

. . . . . . b—a
forma que existam n subintervalos com o mesmo comprimento, ou seja, iguais a Ax = o

(VILLELA; SANTOS; JAFELICE, 2007). Com um determinado nimero de subintervalos,

apresenta-se a Figura 1 o qual procedera os conceitos e formalizagdes sob o célculo a seguir:

Figura 1: Representagdo da soma das areas dos retangulos sob a curva.
y

y=f@x)

X X X X X X, X
4] bl i bZ st 3 b4 L3 b5 5 'b6 51

Fonte: Autor (2021).

Como a imagem sugere, a partir das subdivisdes tragadas, podemos calcular a area
total a partir das areas dos retangulos tragados, sendo a altura o valor resultante da fungao
apos aplicado um ponto arbitrario by, que esta contido no intervalo de [x,_1, Xx], ou seja, a
altura serda igual a f(by). Assim, a area de cada retangulo individualmente pode ser
encontrada por a, = f(by)Ax.

Segundo Thomas, Weir e Hass (2012), para a tomada do ponto sob o qual serd

calculada a altura, didaticamente pode-se escolher-se a esquerda (b, = x,_;1), a direita

(b = x;) ou pela regra ponto médio (bk = x"’;i) Entretanto, ressalta-se que pela
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defini¢do, pode ser tomado qualquer ponto de cada subintervalo, ja que se trata de um ponto
arbitrario. Essas consideragdes sdo utilizadas para mostrar que, tomando-se uma quantidade
finita de repartigdes, iremos estar calculando uma aproximacado para o valor verdadeiro da
area, sob o qual iremos estar subestimando-a ou superestimando-a pelo método adotado —
como a imagem acima demonstra pelos espagos em branco.

Diante dessas consideragdes, definimos que a area total € o somatdrio dos valores

encontrados, expresso matematicamente por:

A=) fbbx
k=1

Contudo, note que essa aproximacdo da drea sob a curva em relagdo ao somatorio
gera erros na sua estimativa: com auxilio da representagdo da Figura 1, notamos que essa
técnica gera algumas regides como a nomeada na imagem por I, a qual estd sob a curva
porém, na formagao das regides retangulares, esses elementos ndo incrementam tal regido na
area de nenhum deles; da mesma forma, existem regides como a II, que terdo suas areas no
calculo dos retangulos porém estdo acima da curva e, consequentemente, ndo deviam ser
calculadas.

A fim de eliminar os erros de aproximacao, intuitivamente vé-se que, aumentando-se
o numero de reparti¢des trabalhadas — e subsequentemente, diminuindo-se os comprimentos
das parti¢des —, o valor encontrado para a area aproxima-se ao seu valor real. Nesse sentido, ¢
pertinente manifestar o Método da Exaustao, formalizado por Eudoxo de Cnido (408 a.C —

335 a.C,), que, segundo Ribeiro (2010), pode-se versar sobre:

Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte ndo menor que sua
metade ¢ do resto novamente subtrai-se ndo menor que a metade e se esse
processo de subtracdo € continuado, finalmente restard uma grandeza menor
que qualquer grandeza da mesma espécie. (RIBEIRO, 2010, p. 58).

Foi a partir dessa técnica, aplicada justamente aos problemas de areas de figuras
planas que instigou desde os gregos para esse desenvolvimento acima descrito € culminou na
formulagdo das Somas de Riemann, por Bernhard Riemann (1826-1866), matematico alemao
que a publicou em 1859 (SIPLE; CARDOSO; FIGUEIREDO, 2015).

Assim, as Somas de Riemann, preferencialmente, devem ser trabalhados a partir da

defini¢ao de limites por:

n
A = lim z F(bi)Ax
" k=1
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A= lim ) f(bdx )
k=1

Em que dx ¢ uma quantidade infinitesimal de comprimento da base do retangulo.

Destarte, a mesma concretizagdo se estende as funcdes negativas, fazendo-se
somente as consideragdes de que a area calculada no trecho abaixo do eixo x sera apresentada
com o sinal negativo o acompanhando. Diante disto, ao se realizar o calculo de uma fungao
qualquer, o calculo das Somas de Riemann apresentard como resultado o saldo entre as areas,
ou seja, as areas sob a fungdo acima do eixo Ox menos a area da fungdo abaixo do eixo Ox
(GUIDORIZZI, 2001).

Como viabiliza-se notar, o estudo das Somas de Riemann esta atrelado a resolugao de
somatorios. Diante disto, ¢ convincente o estudo das propriedades deste para a resolugdo dos
problemas que envolvem esse estudo, em especial pela forma estendida da Soma de Riemann
no qual o limite superior do somatorio tende ao infinito. Diante disto, apresenta-se as
seguintes propriedades apoiado em Galvao (2020):

1) Somatorio do produto de uma constante c por uma variavel

n

n
ch=c- k
k=1

k=1

11) Somatorio de uma constante c:

111) Somatorio de uma adi¢do ou subtragdo de variaveis

n

D IF0 £ g0 = z HGE: z g
k=1 k=1

k=1

Em grande parte das didaticas de ensino, as Somas de Riemann sdo a porta de
entrada para o estudo do Célculo Integral. Simplificadamente, a ideia de integracdo ¢ o
calculo do saldo de areas abaixo de curvas, nas quais se subdivide areas maiores em pedacos
pequenos, que posteriormente serdo somadas para compreender a quantidade total.
Majoritariamente, esses pedacos menores sdo entendidos como retangulos pela defini¢do das
Somas de Riemann, uma vez que independentemente de quao irregular seja a area total a ser
calculada entende-se que, a niveis infinitesimais, as subareas sdo retangulares (MANCO,
2016). Além disso, ¢ cabivel salientar que as subdivisdes feitas em torno do eixo das

abscissas, quando trabalhado a fim de conceituar-se as integrais pelas acepgdes absorvidas
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pelas Somas de Riemann, ndo necessitam subintervalos com o mesmo comprimento iguais a
Ax. Esse procedimento ¢ apenas adotado nas Somas de Riemann a fim de padronizar a
formulacao dos somatdrios para sua resolugdo, porém o comportamento a nivel infinitesimal
dessas subdivisdes (quando levadas ao infinito) independe de seus comprimentos serem

congruentes.
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2 METODOLOGIA

O estudo realizado estd pautado numa revisdao bibliografica, sob o qual buscou
conectar diferentes teoremas e propriedades das Progressoes Aritméticas de Ordem Superior
para delimitar mecanismos praticos ¢ aplicabilidades dessa temdatica em diversas areas e
situagdes problema. Dessa forma, procura-se instigar meios que contribuem para o ensino-
aprendizagem de outros conteudos matematicos, como as Somas de Riemann citadas
anteriormente.

De acordo com os estudos de Lima e Mioto (2007), a pesquisa bibliografica ¢
definida como um conjunto sistematico de técnicas para a busca de solucdes fundamentadas
teoricamente frente ao objeto de estudo analisado, sendo dessa forma indispensavel para que
se siga caminhos coerentes na producdo de novos conhecimentos cientificos.

Para tal, o trabalho foi seccionado em dois capitulos: inicialmente, foram consultadas
aplicacdes das PAs de Ordem Superior em questdes olimpicas e no Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), como as provas da disciplina MAI2 —
Matematica Discreta e do Exame de Qualificagdo. Contudo, procurou-se por questdes que nao
apresentavam tal desenvolvimento nos gabaritos oficiais. Assim, foi debatido e comparado as
duas abordagens de desenvolvimento dessas questdes — por PAs de Ordem Superior e os
mecanismos expostos nos gabaritos oficiais.

Posteriormente, ao discorrer sobre o uso das Progressdes Aritméticas de Ordem
Superior no estudo das Somas De Riemann de fungdes polinomiais, foram verificados os
principais livros utilizados no componente curricular Célculo II, em especial os apresentados
na ementa do Curso Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia ofertado pela Universidade
Federal Rural do Semi-Arido — UFERSA — e alguns exemplares presentes na biblioteca dessa
institui¢ao no campus de Pau dos Ferros-RN que abordam o estudo das Somas de Riemann. A
intencdo dessa observagao foi analisar suas abordagens e sua elucidagdo frente as Somas de
Riemann. Para isso, foi apanhado se¢des com palavras-chave relacionadas as Somas ou
Integrais de Riemann.

Além destes materiais, averiguou-se artigos, monografias, teses e dissertagdes,
disponibilizadas de maneira digital, sobre as Progressdoes Aritméticas de Ordem Superior e
suas aplicagdes ¢ as Somas de Riemann. Para tanto, embasou-se as pesquisas em buscas no
Google Académico, no Portal de Periédicos CAPES e no Catalogo de Teses e Dissertacdes da

CAPES.
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Por conseguinte, a partir desses materiais e as elucubragdes destes, estabeleceu-se
relagdes logicas entre as tematicas a fim do desenvolvimento do presente trabalho e o alcance

dos objetivos propostos.
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3 APLICACOES DAS PAs DE ORDEM SUPERIOR EM QUESTOES OLIMPICAS E
DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

Na presente secao, serdo discutidas aplicagdes das PAs de Ordem Superior em
diferentes contextos. Para tal, escolheram-se questdes de provas olimpicas e do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional por fornecerem questdes contextualizadas
relativamente complexas pela resolucdo apresentada no gabarito oficial. Portanto, almeja-se
fundamentar a justificativa defendida da necessidade de uma abordagem mais incisiva sobre
esses conhecimentos no ensino regular, perpassando por solugdes mais simples e mecanizadas

para tais questdes.

3.1 APLICACOES DAS PAs DE ORDEM SUPERIOR EM OLIMPIiADAS DE
MATEMATICA NACIONAIS

Dessa forma, podemos inicialmente analisar questdes da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). Na prova do nivel 3 - 1* fase do ano de 2007,
encontramos a questao de numero 17 que podemos discutir a sua resolu¢ao por PAs de Ordem
Superior de forma interessante. A referida questdo apresenta-se na Figura 2 e trazemos a

solugdes oficial disponibilizado no site da OBMEP? no ANEXO I:

Figura 2: Questdo 17 — OBMEP 1? fase — nivel 3 do ano de 2007.
17. Paula escreveu os numeros 1, 2, 3, ... em uma folha de
papel quadriculado de acordo com o padrdo indicado
abaixo. Os numeros que aparecem ao longo da flecha
formam a seqiiéncia 1, 3, 13, 31, .... Qual é o 30° termo
dessa seqiéncia?

A) 3301

B) 3303

8; gggg 37|36/ 35 34| 33| 32 31

2) 3319 38| 17| 16| 15 14]43] 30
3918[ 5 | 4 |3 ] 12|29
a0 19] 6 1] 2 |11]28] -

41200 7| 8 |9 |10)27)---
42)21]22| 23| 24| 25| 26} 51
43|44(45|46| 47| 48| 49| 50

Fonte: OBMEP (2007).

2 Disponivel em: http://www.obmep.org.br/provas.htm Acesso em: 19/04/2021.
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Contudo, conforme defendido pelo presente trabalho, essa ¢ uma questdo que
facilmente poderia ser respondida e trabalhada na vertente das Progressdes Aritméticas de
Ordem Superior. Tomemos a sequéncia dada pela flecha indicada na questdo {1,3,13,31, ...}
como uma PA de Ordem n. Podemos, dessa forma, realizar a subtracao de termos sucessivos
nessa PA e encontrar uma nova PA, associada a anterior, porém de Ordem n — 1. Assim,
temos a PA {2,10,18, ...} a qual notamos ser uma PA de Primeira Ordem, logo a Ordem n da
PA inicial ¢ Dois. A questdo nos pede o azq, logo, pela Equacgdo 3 (ou Equagdo 4, que € sua
simplificagdo), podemos encontrar a expressdo do termo genérico dessa PA de Ordem Dois

por:

ak=(kgl)a1+(kzl)A1a1+(k;1)r

k=D k=D =D

S0Gk—D! S TTk—21 “ T ak =3
a, = 4k? — 10k + 7

ay

Ou, de forma mais simples (j4 que ndo seria necessario recordar a formula da
Equacgdo 3 ou Equacdo 4), o discente poderia desenvolver a mesma expressdo utilizando o
Teorema 2: conhecendo que a PA {1,3,13,31, ...} é de Segunda Ordem, relacionamos os seus

termos a um polindmio quadratico:
ar = f(k) =ak? + bk + ¢

f=1 f2)=3  fB)=13; f(4) =31

a+b+c=1
4a+2b+c=3
9a+3b+c =13

Subtraindo a 2? linha da 3* linha, bem como a 1? linha da 2% linha:

a+b+c=1
3a+b=2
5a+b =10

Subtraindo os resultados apresentados na 2° linha da 3% linha:

a+b+c=1
3a+b=2
2a =8

c=7
b=-10
a=4

ay = 4k?> — 10k + 7
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E encontramos a mesma expressdo anterior. Dessa forma, a fim de pautar as
discussdes na oOtica do discente que resolveria tais questdes, vemos que o segundo
desenvolvimento ¢ mais simples, haja vista que ndo necessita a memorizagao da expressao
das Equagdes 3 ou 4. Dessa forma, nas proximas questdes, ao necessitarmos encontrar o
termo geral de uma PA de Ordem Superior, desenvolveremos o raciocinio apoiado no
Teorema 2.

Dessa forma, finalizamos essa questao substituindo k = 30:

aso =4-(30)2-10-30+7
azo = 3307 —item C

O que confere a mesma resposta final da apresentada na resolugdo oficial. Ressalta-
se que a resolucdo oficial condiciona, no final de sua explanagdo, o termo genérico
encontrado na resolugdo pela PA de Segunda Ordem, porém encontrado por um caminho bem
mais complexo de resolugdo. Percebe-se que o discente, ao resolver a prova, pelo gabarito
oficial deveria ter uma interpretacdo e visdo do problema bem mais rebuscados, enquanto pela
técnica sugerida de PA de Ordem Superior seria um procedimento mais simples e generalista.

Dando continuidade, podemos observar outra situagdo semelhante na questdo 17 da
prova do nivel 3 - 1* fase da prova da OBMEP do ano de 2009, apresentada na Figura 3, bem
como a solugdes oficial disponibilizado no site da OBMEP ¢ apresentada no ANEXO II:

Figura 3: Questdo 16 — OBMEP 1? fase — nivel 3 do ano de 2009.
16. Felipe construiu uma sequéncia de figuras com
quadradinhos; abaixo mostramos as quatro primeiras
figuras que ele construiu. Qual é a primeira figura que tem
mais de 2009 quadradinhos?

25 quadradinhos

13 quadradinhos ]
5 quadradinhos [
1 quadradinho [ |
L] | L ||
12 L
22 —
32 _
42
A) A 302
B) A312
C) A322
D) A33?
E) A 342

Fonte: OBMEP (2009).
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De maneira direta, podemos comparar as resolu¢des dispostas nos gabaritos oficiais
dessas duas questoes (ANEXOS I e II) e ver que sdo relativamente distantes uma da outra,
uma vez que as técnicas adotadas se baseiam majoritariamente numa interpretacdo mais
incisiva da questdo. Todavia, como se almeja reforcar a aplicabilidade das PAs de Ordem
Superior em diversas contextualizagdes, desenvolveremos tal questdo sobre esse
conhecimento tedrico, o que aproximara a interpretacdo das duas questdes — que por ora,
foram vistas como diferentes.

Tratemos a quantidade de quadrinhos {1,5,13,25, ...} como uma PA de Ordem n em
relacdo a numeracdo da figura montada por esses. Realizando uma subtracdo entre seus
termos, chegamos a {4,8,12, ...}, a qual novamente notamos ser uma PA de Primeira Ordem.
Logo, a sequéncia inicial ¢ uma PA de Segunda Ordem. Pode-se mais uma vez encontrar o
termo genérico dessa PA a partir do Teorema 2, conforme discutiu-se anteriormente:

ay = f(k) = ak? + bk + ¢
f=1 f@2=5 [fB)=13; f(4) =25

a+b+c=1
4da+2b+c=5
9a+3b+c =13
a+b+c=1
i1 3a+b=4
5a+b =38
a+b+c=1
3a+b=4

2a =4

c=1
b=-2

a=2

ap = 2k? — 2k + 1

A questdo busca qual o primeiro termo k em que a; > 2009, ou seja:
2k%? — 2k + 1 > 2009
k? —k —1004 >0
Ressalta-se que, a partir desse momento, o discente pode desenvolver sua resolucao
da forma que se sentir mais confortavel, uma vez que se trata apenas da resolugdo de uma
inequagio de segundo grau. Podemos esbogar o grafico a fun¢do f(x) = x? —x — 1004 na

Figura 4, a fim de determinar os trechos de x em que f(x) € positivo:



29

Figura 4: Grafico de fung@o quadratica - resolug@o questdo 16 — OBMEP 2009 1? fase — nivel 3.

400

200

-40 10 20 3 "\ 40

f(x) =x2 —x— 1004

a>0
b<o0
c<0

Fonte: Autor (2021).

Salienta-se que seria possivel o discente esbogar tal representacio no momento da
prova pelas relagdes entre os coeficientes dessa funcdo de segundo grau. Vislumbra-se que,

como k € N, busca-se o primeiro valor inteiro que sucede a raiz positiva dessa fungdo.

Calculando essa raiz, chega-se a x; = wz 32,19, o que nos resulta em k = 33,

alternativa D, resultado conveniente ao apresentado na resolucao do gabarito oficial.
Finalizando as analises quanto as provas da OBMEP, olhemos a questio 14 da

OBMEP 2015, novamente no nivel 3 — fase 1 que segue na Figura 5. Além disso, repetindo

nosso método de andlise, a resolucdo oficial dessa questdo disponibilizada pela OBMEP

encontra-se no ANEXO III:

Figura 5: Questdo 14 — OBMEP 1? fase — nivel 3 do ano de 2015.

14. Abaixo temos trés figuras pentagonais: a primeira
com 5 pontos, a segunda com 12 pontos e a terceira com
22 pontos. Continuando esse processo de construgcdo, a
vigésima figura pentagonal tera 651 pontos. Quantos pontos
tera a vigésima primeira figura?

A) 656
B) 695
C) 715
D) 756

E) 769 (7

5 12 22
Fonte: OBMEP (2015)

Vemos que essa questdo, pela solugdo proposta, possuia célculos e procedimentos
mais simples do que as questdes anteriores. Todavia, ainda era necessario uma visao €

interpretagdo da problematica apresentada refinados e, por conta disso, apresentaremos
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solugdes mais mecanicas a partir das Progressdes Aritméticas de Ordem Superior.
Interessantemente, essa questdo pode ser respondida de duas maneiras usando esses
conhecimentos tedricos.

Inicialmente, precisariamos tratar a sequéncia da quantidade de pontos como uma PA
de ordem p. Porém precisamos no minimo de outro dado para fazer essa resolugdo, logo

deveriamos representar a quarta figura dessa sequéncia, a qual complementamos na Figura 6:

Figura 6: Imagem para resolugdo questdo 14 — OBMEP 1? fase — nivel 3 do ano de 2015.

Fonte: OBMEP (2015) — editado pelo autor

Vendo que a quarta figura comporta 35 pontos, a PA a ser analisada ¢
{5,12,22,35,...}. Realizando a subtracdo de termos subsequentes, chegamos a PA
{7,10,13, ...} que ¢ uma PA de Primeira Ordem. Logo, mais uma vez, a PA inicial ¢ de
Segunda Ordem. Assim, a expressao do termo genérico dessa PA, pelo Teorema 2 é:

ay = f(k) = ak? + bk + ¢
fL=5 f@2)=12; f@B)=22; f(4) =35.

a+b+c=5
4a+2b+c=12
9a+3b+c =22

c=1
{b=5/2
a=3/2

3.5
akzzk +§k+1

Como a questdo nos solicita a quantidade de pontos da vigésima primeira figura,
chegamos a:

a,; = 715 pontos — item C.
A outra resolugdo partiria de, a partir do momento que conhecemos a PA de Primeira

Ordem {7,10,13, ...}, buscarmos encontrar o termo geral dela, uma vez que a questdo nos
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fornece quantos pontos tem a vigésima figura, o qual precisariamos apenas encontrar quantos
pontos foram incrementados para a vigésima primeira figura. Logo, o termo genérico dessa
PA, poderia ser encontrado pelo Teorema 2:
x,=f(k)=ak+b
f=7 f@)=10; f(3)=13.

{ a+b=7
2a+b =10

b=
o3

xp =3k +4
Ou ainda, como se trata especificamente de uma PA de Primeira Ordem, pela
Equagdo 1, que seria ainda mais simples para o aluno de se calcular seu termo geral:
x, =7+ k —1)-3
x, =3k+4
Note que o primeiro termo da sequéncia ¢ o incremento do primeiro termo para o
segundo da PA de Segunda Ordem inicial. Sucessivamente, o incremento do vigésimo termo
para o vigésimo primeiro termo da PA inicial ¢ o vigésimo termo dessa PA de primeira ordem,
ou seja, devemos encontrar Xx,:
X0 = 64
Portanto, o vigésimo primeiro termo da PA inicial ¢é:
dz1 = Az T X320
a,; = 651+ 64

a,; = 715 pontos — item C

Ao encontro desses exemplos, apresenta-se algumas questdes de mesma
caracteristica visualizadas na Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), encontradas
novamente em seu site oficial® com os respectivos solucionarios. Inicialmente, discorreremos
acerca da questdo O1: Parte A da prova da 2* fase — nivel 1 da XXXI edi¢cdo da OBM (2009).
O enunciado dessa questdo ¢ apresentado na Figura 7, bem como sua resolugdo no ANEXO

IV:

% Disponivel : https://www.obm.org.br/como-se-preparar/provas-e-gabaritos/ Acesso em: 30/04/2021.



https://www.obm.org.br/como-se-preparar/provas-e-gabaritos/
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Figura 7: Questdo 1: Parte A — XXXI OBM — 2? fase — nivel 1

01. A figura ao lado mostra castelos de
cartas de 1, 2 e 3 andares. Para montar esses
castelos, foram usadas 2, 7 e 15 cartas,
respectivamente. Quantas cartas serdo
necessarias para montar um castelo de 5
O] (2) (3)

andares?

Fonte: OBM (2009)

Comparativamente com as demais, vemos se tratar de uma questdo relativamente
mais simples, uma vez que ela pergunta em relagdo a uma projecdo de 5 andares,
apresentando até o 3° andar. Assim, mesmo que o discente fosse analisar andar a andar para
essa projecdo, seria uma questdo facilmente realizavel. Isso ¢ explicado pelo nivel de
aplicagdo dessa prova (6° ¢ 7° ano). Contudo, como desejamos verificar a presenga de uma PA
de Ordem Superior nesse padrdo, ¢ importante conhecermos quantas cartas serdo usadas

também no castelo formado por 4 andares. Essa representacao estd exposta na Figura 8:

Figura 8: Imagem da Resolugdo da Questao 1: Parte A — XXXI OBM — 2% fase — nivel 1

i
A
AAR AR ARAT

2 7

Fonte: OBM (2009) — editado pelo autor

Assim, a sequéncia da quantidade de cartas em relagdo aos andares formados que
estamos analisando ¢ dada por {2,7,15,26 ...}. Como supomos que seja uma PA de Ordem
Superior, realizamos a subtracdo entre termos sucessivos e encontramos a PA {5,8,11, ...}, a
qual notamos ser uma PA de Primeira Ordem: termo inicial 5 e razdo igual a 3. Assim, a PA

inicial ¢ de Segunda Ordem e, conforme visto no Teorema 2, pode ser dada por:
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a, = f(n) = c;n? + cyn + ¢

Em que
f(H) =2, f2)=7, fQB)=15 f4) =26
C2+C1+C0:2
{4C2+2C1+C0:7
9C2+3C1+C0=15

C2+C1+C0=2

{ 3c;+¢c; =5
5C2+C1:8
3C2+C1=5

{C2+C1+C0:2
2C2=3

Dessa forma, nota-se mais uma questdo em olimpiadas de aplicabilidade direta da lei

de formagdo de uma PA de Ordem Superior. Como a questao solicita no caso n = 5 andares,

3(5)%+5

= 40 cartas. Conforme citado, era uma questdo, pelo andar solicitado,

entdo as =
relativamente simples, uma vez que necessitaria, fazendo da forma mais manual, apenas
projetar mais um andar frente ao obtido na Figura 8. Contudo, atentamos novamente para a
riqueza das PAs de Ordem Superior pelo fato de a expressao encontrada resolver a quantidade
de cartas para qualquer andar de uma forma direta — ou até mesmo sua reciproca: consegue-se
localizar o andar formado a partir de uma quantidade de cartas disponiveis pela mesma
expressao.

Finalizando tal se¢do, discutiremos acerca da Questdo 5: parte A da 37* OBM (2015),
nivel 1 — 2* fase, apresentada na Figura 9, bem como sua resolugdo do gabarito oficial no

ANEXO V:
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Figura 9: Questdo 5: Parte A —37* OBM — 2? fase — nivel 1

05. Elisa constréi uma sequéncia formada por quadradinhos brancos e cinzentos, sempre usando a
mesma regra, conforme mostrado abaixo:
Fig 1 Fig 2 Fig 3 Fig4

O%%%

Somente na figura 30, quantos quadradinhos cinzentos existem a mais do que quadradinhos brancos?

Fonte: OBM (2015)

Para essa questdo, resolvendo por PAs de Ordem Superior, podemos supor a
ocorréncia de duas PAs: uma que relaciona a quantidade de quadrinhos brancos com a figura
formada e outra que estabelece a relacdo andloga com os quadrinhos cinzentos. Para os
quadrinhos cinzentos, temos a sequéncia {1,4,9,16, ... }. Realizando as subtragdes entre seus
termos, temos a PA de Primeira Ordem {3,5,7, ...}, o que caracteriza a PA inicial como de
Segunda Ordem. Novamente pelo Teorema 2, conseguimos correlaciona-lo com um
polindmio de segundo grau.

Todavia, de forma mais direta, notamos que a sequéncia é o quadrado do numero da
figura correspondente, ou seja, ¢, = n?. Porém, poderiamos ter realizado as mesmas
operagdes expressas anteriormente que chegariamos na mesma expressao

Realizando o mesmo tratamento com os quadrinhos brancos, temos a sequéncia
{0,1,4,9, ... } e sua PA correlacionada {1,3,5, ... } através da subtra¢do dos termos consecutivos.
Como esta ¢ uma PA de Primeira Ordem, a sequéncia inicial ¢ uma PA de Segunda Ordem, e
assim:

b,=f(m)=pn®+qn+r

p+q+r=0

[4p+2q+r=1

9p+3q+r=4

p+q+r=0

{ 3p+q=1
2p =2

r=1
q=-2
r=1
b,=n?>—-2n+1
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O mesmo resultado poderia também ser obtido de maneira interessante ao ser
analisado que a PA {0,1,4,9, ...} correspondia justamente a expressio b, = (n — 1)2, ou seja,
cada termo dessa sequéncia era dado pelo quadrado de sua posi¢ao subtraido uma unidade. Da
mesma forma, vimos que os padrdes de crescimento dos quadrinhos brancos e cinzentos eram
ambos dados por PAs de Segunda Ordem e, pelo Teorema 2, conseguimos correlacionar
polindmios de grau 2 para essas quantidades a uma dada figura.

Por fim, como a questdo trata da diferenca existente entre os quadrinhos cinzentos e
brancos em uma dada figura, podemos estabelecer uma relagdo geral:

cn—b,=n>—n?-2n+1)
Ch— b, =2n-1

Ou seja, para qualquer figura n formada, a diferenca entre os quadrinhos cinzentos ¢
dada por 2n — 1. Assim, na 30" figura formada, ha 59 quadrinhos cinzentos a mais que
quadrinhos brancos.

Uma solugdo alternativa a ser destacada seria estabelecer diretamente, como uma
sequéncia, a diferenga entre quadrinhos cinzentos e brancos, relacionando-a posteriormente
com uma PA. Assim, em relagdo a figura formada, essa diferenca entre quadrinhos cinzentos e
brancos ¢ dada por {1,3,5,7, ...} a qual notamos ja ser de Primeira Ordem. Assim, poderia
encontrar o polindmio pelo Teorema 2 mas, nesse caso particular, operamos com a Equagao 1
(Termo Geral de uma PA de Primeira Ordem):

X =x +k —1)-r
X =1+ (k —1)-2
X, = 2k —1

Que ¢ a mesma expressdo encontrada acima — a qual novamente obteriamos 59
quadrinhos cinzentos a mais que brancos na 30* figura.

A partir da analise dessas questdes, conseguimos perceber que as PAs de Ordem
Superior conseguiram aproximar a interpretacao e visualizagdo desses diversos problemas
que, a primeiro momento e pela resolug¢do oficial apresentada, eram problemas especificos
que exigiam uma maior modelagem matematica dos discentes. Assim, para os discentes que
nao tém contato com esse conhecimento, que € pouco explorado no ensino regular, esse tipo
de questdo pode parecer especifico e interpretativo, embora, pelas PAs de Ordem Superior,
sao resolucdes mais mecanicas e gerais, sendo adotada para todos os casos uma mesma logica

de resolucao.
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Em especial, conseguimos perceber que ha uma tendéncia, na aplicagdo das PAs de
Ordem Superior, das questdes explorarem as progressdes de segunda ordem, uma vez que sao
sequéncias que, de antemao, ndo possuem padrdo de crescimento/decrescimento, porém
facilmente (com apenas uma subtracdo) encontra-se uma progressao com essa caracteristica.
Além disso, o termo geral formado pela PA de segunda ordem ¢ um polindmio de segundo
grau (Teorema 2), expressdo que o discente naturalmente consegue operar com 0s
conhecimentos algébricos adquiridos até o Ensino Médio, fase correspondente as questdes

visualizadas.

3.2 APLICACOES DAS PAs DE ORDEM SUPERIOR NO PROFMAT

Continuando as discussdes sobre a aplicabilidade das PAs de Ordem Superior,
analisamos a 1% Avaliacdo da disciplina MA12 (Matemadtica Discreta) do ano de 2011,
disponivel no banco de Provas Nacionais no site da PROFMAT - Mestrado Profissional em
Matemiética em Rede Nacional®. Inclusive, essa mesma questio também esta presente no
Exame de Qualificacdo do PROFMAT de 2012 com pequenas alteracdes (Questao de numero
4 nesse exame). Dessa forma, apresenta-se, na Figura 10, a Questdo 1 da 1* avaliagdo da
disciplina MA12 do ano de 2011 e, no ANEXO VI, expde-se a resolucdo sugerida pelos

elaboradores para essa questao:

Figura 10: Questdo 1 - MA12 (Matematica Discreta) - PROFMAT - Prova 1 de 2011.

Questao 1.

Considere a sequéncia (a,, ), definida como indicado abaixo:

a = 1

i, = 243
a3 = 44+5+6
g = T4+84+04+10

(0.5) (a) O termo a;p € a soma de 10 inteiros consecutivos. Qual é o menor e o qual é o maior desses inteiros?
(0.5) (b) Calcule a,q.
(1.0} () Forneca uma expressao geral para o termo ag.

Fonte: PROFMAT (2011)

4 Disponivel em: https://www.profmat-sbm.org.br/provas-nacionais/ Acesso em: 16/04/2021.
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Para o primeiro item, buscaremos um padrdo para os termos inicias das somas em
relac@o a linha a qual ocupa. Assim, formamos a sequéncia {1,2,4,7,11, ... } e assumamos que
se trata de uma PA de Ordem n. Realizando a subtragdo de termos sucessivos chegamos a
{1,2,3,4, ...}, o qual percebemos que ¢ uma PA de Primeira Ordem — justamente a sequéncia
dos numeros naturais, que destacamos anteriormente. Assim, a PA inicial ¢ de Segundo Grau
e, pelo Teorema 2, relacionaremos a expressao de seu termo geral com uma fung¢do quadratica
em que:

f=1 f@A=2 fB)=4 [fA=7

a+b+c=1
4a+2b+c=2
9a+3b+c=4

c=1
{b =-1/2
a=1/2
x? x
bx =f(x) :7—54-1
Logo, para a décima linha, seu primeiro termo sera:
b10 = 46.

Vendo que a quantidade de termos a serem somados na linha corresponde exatamente
ao valor x associado a linha, na 10 linha teremos 10 valores e, consequentemente, o ultimo
termo terd 10 — 1 unidades a mais do que b, assim sendo igual a ¢; = 46 + 10 — 1 = 55.
Assim, a resolucdo da letra (a) ¢ que o menor termo da 10? linha ¢ 46, enquanto o maior termo
€ 55.

Baseado no que fora discutido na “Revisao Tedrica”, vemos que facilmente o item
(b) pode ser solucionado pela Equacao 2, ja que corresponde a soma dos termos de uma PA de
primeira ordem (razdo 1) entre os nimeros 46 e 55. Assim, o valor de a é:

(46 +55)-10 _
. =

Por fim, para a resolugdo do tltimo item, podemos reformular a sequéncia analisada

505.

A0 =

agora para os proprios valores de a;, formulando a sequéncia {1,5,15,34,65, ... }. Admitindo
que ela pode ser uma PA de Ordem r, fazendo a subtragdo dos termos sucessivos obtemos a
PA associada {4,10,19,31, ...} e, sucessivamente, a PA {6,9,12, ...} a qual notamos ser de
Primeira Ordem. Logo a PA inicial dos valores de a; ¢ uma PA de Ordem Trés. Buscando o
termo geral dessa PA, pelo Teorema 2, associaremos a uma fun¢do polinomial de 3° grau:

a, =g(k) =mk3 +nk? +qk+t
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g =1 gR)=5 gB)=15  gA) =34  g(5) =65
m+n+q+t=1
8m+4n+2q+t=5
27m+9n+3q+t =15
64m+ 16n+4q +t = 34

Subtraindo sucessivamente a 3* expressdo da ultima, a 2* da linha da 3" linha e a 1*

linha da 2* expressao, chegamos a:

m+n+q+t=1
m+3n+q=4
19m+5n+q =10
37m+7n+q =19

Repetindo o processo, visando eliminar outra varidvel das expressdes, podemos

subtrair a 3 linha da ultima expressao ¢ a 2* linha da 3* linha e chegar a:

m+n+q+t=1

m+3n+q=4
12Zm+2n==6
18m+2n=9

Por fim, subtrai-se dos dominios da tltima expressao a 3% linha, chegando a:

m+n+q+t=1

m+3n+q=4

12m+2n==6
6m =3
t=0
q=1/2
n=20
m=1/2

Assim, a expressao solicitada no item (c) dessa questao é:

k3 +k
ap = )

Sequencialmente, debateremos o item b da Questdo 2 da 1* avaliagdo da disciplina
MAI12 (Matematica Discreta) de 2012, que possui uma resolu¢do interessante pela
aplicabilidade das PAs de Ordem Superior. Segue, na Figura 11, tal questao e no ANEXO VII

sua resolugdo pelo gabarito oficial.
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Figura 11: Item b - Questdo 1 - MA12 (Matematica Discreta) —- PROFMAT - AV1 de 2012.

Questao 2.

A figura abaixo mostra uma linha poligonal que parte da origem e passa uma vez por cada ponto do plano

cujas coordenadas sio mimeros inteiros e nio negativos.

(b) (1,0) Mostre que o comprimento da linha poligonal da origem até o ponto (n,n) é n® 4+ n, para qualquer inteiro

nao negativo n.

0 2 3 4 5

Fonte: PROFMAT (2012) — editado pelo autor.

Dessa forma, nota-se que ¢ possivel formar uma sequéncia do comprimento da linha
em relagdo ao valor n adotado pelos pontos (n,n) citados no enunciado, chegando a
sequéncia {2,6,12,20,30, ... }. Pela hipotese de ser uma PA de Ordem Superior, subtraimos os
termos sucessivos e chega-se a PA {4,6,8,10, ...}, a qual notamos ser uma PA de Primeira
Ordem (razdo 2 de crescimento). Assim, a sequéncia inicial ¢ uma PA de Segunda Ordem, o
qual associaremos a um polindmio de grau 2 conforme o Teorema 2:

a, =f(n) =an®*+bn+c
f =2, fR)=6 f3)=12; f(4) =20; f(5)=30.

a+b+c=2
4da+2b+c=6
9a+3b+c =12

c=0
b=1
a=1
Logo, a; = n? + n, conforme queriamos demonstrar.

Por fim, pode-se discutir outra aplicacdo intrinseca das PAs de Ordem Superior no
item b da 6 questio do Exame Nacional de Qualificagdo do PROFMAT do periodo de
2017.1. Tal questdao estd apresentada na Figura 12, bem como sua resolugao pelo gabarito

oficial no ANEXO VIII:
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Figura 12: Item b - Questao 6 - Exame Nacional de Qualificagio — PROFMAT 2017.1.

Questao 06 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(b) Considere a sequéncia de niimeros inteiros

2
a) = ('_7

(111:('§+""+'('2

n+1:

n>=2.

Mostre que a,, = C?

n+2°

Fonte: PROFMAT (2017) — editado pelo autor.

Vé-se, de inicio, que essa questdo ¢ bem diferente das outras analisadas, abordando
uma sequéncia que envolve combinagdes em sua lei de formagdo. Nesse viés, precisar-se-ia
do conhecimento adicional acerca da notagdo de combinacdo utilizada na questdo, que ¢ dada
conforme Vasconcelos e Rocha (2019) por:

1
Cfl = (;l) = m,b’n,p EN
Logo, o resultado final que queremos mostrar é que a,, ¢ igual a C>,,, ou seja:
n+2)  (+2)-(n+1)'n-(n-1)!

3l(n+2-3)! 3l(n—1)!

3 _(n+2)-(n+1)-n
n+2 — 3.2.1
n3 +3n? + 2n

C—g_'_z == 6 (*)

Ci, = ,jaquen €N

Assim, devemos mostrar que a,, gera a expressao exposta acima. Podemos calcular,

inicialmente aos valores iniciais da sequéncia descrita:

2!
“=G =g !
3!
a2=622+632=1+m=1+3=4
4!
a3=CZZ+C32+CZ=4+m=4+6=1O
5!

a, =C;+C{+Ci+C2=10+ =10+ 10 =20

2!(5.—2)!
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6!

m=20+15=35

as =C;+C{+CE+C2+C2 =20+

Ou seja, a sequéncia em analise na questdo € a sequéncia {1,4,10,20,35,...}.
Supondo que se trata de uma PA de Ordem Superior, chega-se a sequéncia associada pela
subtragdo entre termos sucessivos {3,6,10,15, ...} e, sucessivamente, a PA {3,4,5, ...}, a qual
percebemos ser uma PA de Primeira Ordem. Como fora obtida através de duas subtragdes
sucessivas, a PA inicial {1,4,10,20,35, ...} é de Terceira Ordem, a qual relacionamos a um
polindmio cubico pelo Teorema 2:

a, =f(m)=qn®+m?+sn+t

f=1 f@)=4 [fB)=10; f(4)=20.

qtr+s+t=1
8qt+4r+2s+t=4
27q+9r +3s+t=10
64q + 16r +4s+t =20

Subtraindo sucessivamente as linhas superiores das linhas imediatamente abaixo

delas, chega-se a:

q+r+s+t=1
7q+3r+s=3
19q +5r+s=6
37q+7r + s =10

Repetindo o procedimento entre nas linhas 3 e 4:

qt+r+s+t=1
7q+3r+s=3
12q +2r =3

18q +2r =4

E, por fim, repetindo tal método na tltima linha:

q+r+s+t=1

7q+3r+s=3

12q +2r =3
6g =1
t=0
s=1/3
r=1/2
q=1/6

Assim,

n3+n2+n
a, =—+—+—
n 6 2 3

n3 4+ 3n%+2n
a, = c

**)
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Comparando as equagdes (*) e (**), vé-se facilmente que a, = C2.,, conforme
queriamos mostrar.

Finalizando esse topico, conseguimos verificar abordagens bem diversificadas de
aplicacdes das PAs de Ordem Superior, correlacionando com outras areas da propria
matematica, como a analise combinatoria.

Além disso, chamamos a aten¢do na padronizagdo utilizada para a resolugcdo dos
sistemas lineares formados a partir da fungdo polinomial geradas pelo Teorema 2. Discutir-se-
4 mais detalhadamente acerca disso no préximo tdpico, todavia, ressalta-se de antemao que os
coeficientes de uma mesma variavel nos sistemas lineares em questdo sdo do tipo nP, ou seja,
podem ser zerados realizando as subtragdes sucessivas entre linhas, pois se tratam de uma PA
de Ordem p (as subtragdes sucessivas diminuem a ordem dessa PA até se tornarem uma PA
constante e assim, na operagao subsequente entre esses elementos, a subtracao resulta em zero

e se elimina uma varidvel da equacao).
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4 O USO DAS PROGRESSOES ARITMETICAS DE ORDEM SUPERIOR NO
ESTUDO DAS SOMAS DE RIEMANN DE FUNCOES POLINOMIALIS.

Conforme iniciado as discussoes anteriormente, o estudo das Somas de Riemann é
compreendido como uma etapa preparatoria para compreensdo das fungdes primitivas e o
Célculo Integral. A exploracdo desse conteido recai na resolugdo de somatoérios que se
apresentam, em primeiro momento, um estudo denso e complexo, haja vista que, caso se vise
uma formulagdo mais completa das Somas de Riemann (levando as subdivisdes nas abscissas
ao infinito), os somatorios apresentam o limite superior tendendo ao infinito.

Pela verificagdo dos principais livros utilizados no componente curricular Calculo II
sobre Somas de Riemann, conforme expresso na Metodologia, percebeu-se que em grande
parte dos livros de Ensino Superior, como “Um Curso de Calculo — Volume I” de Hamilton
Guidorizzi (2001) e “Calculo — Volume 1, 12 ed.” de George Thomas, Maurice Weir e Joel
Hass (2012), as resolugdes de problemas pelas Somas de Riemann sdo apresentadas para
mondmios de primeiro, segundo e terceiro grau a partir de expressdes pré-definidas para esses
somatorios. Subsequentemente, por essa metodologia de ensino-aprendizagem, os discentes
tém que memorizar essas expressoes para utilizacdo em avaliagdes académicas e exercicios a
serem resolvidos.

Segundo Boeing et al. (2013), é evidente as dificuldades no processo de ensino-
aprendizagem das Somas de Riemann, em especial a necessidade de conexdes com
conhecimentos prévios adquiridos pelo discente, para que as técnicas de integracao adquiridas
posteriormente as Somas de Riemann tenham elos com seus conhecimentos. Desta forma,
todas as metodologias ou procedimentos congruentes a este estudo se portam de maneira
valiosa e foi visualizado uma necessidade nisso, uma vez que as expressdes de resolucido dos
somatorios sdo apenas apresentadas sem explicagdes ou mesmo demonstragoes.

Leal Junior e Pinheiro (2016), ao analisarem as principais obras utilizadas em
ementas no estudo do Calculo I e fungdes de uma variavel da Universidade de Sao Paulo-
USP, da Universidade Estadual de Campinas-Unicamp, da Universidade Estadual Paulista-
Unesp, do Instituto Federal de Sao Paulo-IFSP, da Universidade Federal de Santa Catarina-
UFSC e da Universidade Federal de Sao Carlos-UFSCar, concluem que “[...] poucos trazem
uma abordagem da Soma de Riemann que seja agenciadora e significativa, ou que permita ao
leitor e ao estudante uma formacao solida desse conceito”. Dessa forma, sente-se ainda que
esse objeto de estudo necessita de ferramentas facilitadoras no processo de ensino-

aprendizagem para serem empregues na didatica em sala de aula.
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Neste cenario, vé-se naturalmente que grande parte dessas problemadticas podem
partir da dificuldade em decorar e relacionar corretamente os termos resultantes dos
somatorios apresentados em sala de aula e nos livros € o porqué destas igualdades. Contudo, ¢
facilmente captavel a correlacdo das PAs de Ordem Superior nas resolugdes desses somatorios
e, dessa forma, ¢ altamente encorajado aos docentes a apresentacao dada nas proximas segoes
a fim de estabelecer conexdes pertinentes aos discentes para uma compreensao mais completa

das Somas de Riemann.

4.1 DESENVOLVIMENTO DOS SOMATORIOS DE MONOMIOS DE GRAUS UM,
DOIS E TRES

Concordante ao exposto acima, pelo fato de os livros académicos (GUIDORIZZI
(2001), THOMAS, WEIR & HASS (2012)) ndo apresentarem as formulas de termos gerais
para somatdrios de mondmios de grau maior que 3 (ou mesmo o desenrolar dos termos
encontrados para as fungdes polinomiais de graus 1, 2 ou 3), o presente subcapitulo se mostra
expressivo por buscar apresentar os mecanismos que permitam tal generalizagao.

Assim, tratemos os exemplos dos somatorios de mondmios de primeiro, segundo e
terceiro grau, que sdo os resultados apresentados nos livros didaticos Guidorizzi (2001) e
Thomas, Weir e Hass (2012) e que os alunos cotidianamente necessitam memoriza-los nas
questdes acerca das Somas de Riemann de fun¢des polinomiais:

Dessa forma, iniciando pelo desenvolvimento do somatério do mondmio de primeiro

grau, temos que:

n

k=1+2+3+4+-+n
k=1

Tratando esses termos como a sequéncia, vé-se que o resultado desse somatorio € a
PA de segunda ordem (1,1+2, 1+2+3,14+2+3+4,...) = (1,3,6,10,15,...), uma vez
que a primeira subtracdo ja resulta na PA de primeira ordem (2,3,4,5,...). Por conseguinte,
sera procurado por uma fungdo de segundo grau, conforme o Teorema 1, que possua os pontos

(1,1), (2,3), (3,6) e (4,10), uma vez que o somatério acima pode ser calculado por:

n
Zk=f(n) = cyn? + cn + ¢
k=1

f(D)=cy+ci+cp=1
f(2)=C2'22+C1'2+C0=1+2=3
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f(3):C2'32+C1'3+C0:3+3:6

C2+C1+C0:1
4‘C2+2C1+C0=3
9C2+3C1+C0=6

Esse passo ¢ o mais significativo de todo o procedimento de resolucdo expresso
nessa secdo. Note que, entre as equagdes, os coeficientes de um mesmo termo estdo
novamente em Progressao Aritmética. Note que os coeficientes de ¢, sao (1,1,1), de ¢; sao
(1,2,3) e de ¢, sdo (1,4,9), respectivamente PAs de Ordem Zero, Um e Dois. Portanto, vemos
que esse sistema de equagdes pode também ser resolvido por subtragdes da equacdo inferior
da equacao superior, uma vez que serao eliminados os termos que compdem a PA de Ordem
Zero (termos constantes). Assim:

C2+C1+C0:1
4C2+2C1+C0_(C2+C1+C0):3_1
9¢, + 3¢y +cg— (4cy +2¢;+¢cy) =6—3

C2+C1+CO:1
3C2+1C]_:2
5C2+1C1:3

Observe que agora os coeficientes de ¢, e ¢, (exceto na primeira equagdo do sistema)
sdo agora PAs de Ordem Zero e Um e o mesmo procedimento pode ser retomado. Dessa
forma, percebe-se que, apesar de estar atrelado a resolugdo de sistemas lineares, esses
sistemas que sdo gerados a partir dos somatorios de kP sdo bem simples: sempre se subtrai a
equacdo inferior da exatamente superior que se eliminard o termo mais a direita, pois
compunha uma PA de Ordem Zero.

Além disso, ¢ importante destacar que sempre ao operar-se uma subtracdo, a linha
mais superior ndo sera modificada, de modo ao, no final, obter-se uma resolucdo de sistemas
lineares pelo Método de Eliminagao de Gauss.

Esse método consiste basicamente em transformar o sistema inicial num sistema
triangular equivalente (normalmente triangular superior) pela eliminagdo progressiva de
variaveis de uma equacao para a seguinte utilizando as operagdes elementares dos sistemas e
matrizes. Dessa forma, resultar-se-4, na ultima equacgdo do sistema, em uma equacdo de
apenas uma variavel e, a partir desse resultado, aplicam-se substituicdes sucessivas nas
demais equagdes e soluciona-se o sistema (RUGGIERO & LOPES, 2009).

Contudo, conforme visto acima, pela presenca de PAs de Ordem decrescendo (até
Ordem Zero) entre os coeficientes do sistema gerado, a solu¢do pelo Método de Gauss se

torna ainda mais simples, haja vista que, dentre as operagdes elementares de resolugdo de
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sistemas possiveis, resumir-se-4 a subtracdo das equagdes inferiores pelas superiores do

sistema.
Consequentemente, concluisse o sistema acima por:

c+citcg=1

{3c2+101=2
2¢c, =1
c, =1/2
{cl=1/2
=0

Logo,

Que ¢ o primeiro resultado apresentado nos livros didaticos supracitados.

Sequencialmente, desenvolve-se o somatoério do mondmio de segundo grau por:

n

k=1

k? =14+44+9+16+ -+ n?

(6)

Repetindo-se todo o procedimento apresentado no exemplo anterior, temos que 0s

resultados do somatorio formam uma PA de terceira ordem (1,5,14,30,...), uma vez que

gera, por subtragdes sucessivas, a PA de segunda ordem (4,9,16,...) e a PA de primeira

ordem (5,7, ...). Isto posto, buscar-se-4 uma fungdo de terceiro grau que possui os pontos

(1,1), (2,5), (3,14) e (4,30). Assim, o somatorio acima pode ser calculado por:

n
Z k? = f(n) = czn3 + c,n? + cin + ¢
k=1

em que,

f(D)=c3-13+c, 12 +c;-1+¢y =1
f(z)=C3.23+C2'22+C1'2+C0=1+4‘=5
f(3) =c3:33+¢c,3%+¢;"34+¢c,=5+9=14
f(A)=c343+cy 4% +c; 44¢cy=14+16 =30

C3+C2+C1+C0:1
8C3+4‘C2+2C1+C0:5
27¢3+9c, + 3¢c1 + ¢ = 14

64‘C3 + 16C2 + 4‘C1 + Co = 30

Apenas repetindo o método de subtragdes da linha inferior pela superior

sucessivamente expresso no exemplo anterior, chega-se a:
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c3t+cy+ci+cp=1
7¢c3+3c; +1cy =4
12¢c3 + 2¢, =5

6c3 =2
c3=1/3
c,=1/2
c1=1/6
co=0

Logo,

n
5 2n® 4+ 3n%+n
Zk - 6 )

k=1
Sendo o segundo resultado apresentado nos livros exemplificados.

Nessa tangente, finaliza-se com o desenvolvimento do somatério do mondmio de

terceiro grau por:

n
Zk3 =1+8+274+64+125+--+n3
k=1

Por fim, pela resolugdo do somatério temos uma PA de quarta ordem
(1,9,36,100,225,...), ja que se gera as PAs de terceira ordem (8,27,64,125,...), segunda
ordem (19,37,61...) e primeira ordem (18,24,...) com trés operagdes. Consequentemente,
procurar-se-a uma fungdo de quarto grau que possui os pontos (1,1), (2,9), (3,36), (4,100) e

(5,225). Assim, o somatorio acima pode ser calculado por:

n
Z k3 = f(n) = cun* + c3n® + cn? + cn+ ¢
k=1

fF) =cyl* + 313+ 12 +c1+¢o=1
f(2) =cy2*+ 3234+ ¢,224¢;2+¢c,=1+8=9
f(3) = cy3*+ 333+ ¢,32 4+ ¢34+ ¢co =9+ 27 =36
f(4) = cy4* + c34% + 4% + c14 + co = 36 + 64 = 100
f(5) = c,5* + 353 + 3,52 + ¢,5 + ¢y = 225

( cytcz3+cy+ci+cp=1

I 16c, +8c3 +4cy +2¢c; +¢co =9

4 81lcy, + 27¢c3 +9¢, + 3¢, + ¢y = 36

L 256¢4 + 64c5 + 16¢, + 4c; + ¢ = 100
625c, + 125¢3 + 25¢, + 5¢1 + ¢y = 225
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(Ca=1/4
C3:1/2
C2=1/4‘
lC1=0
C0:0
Logo,
- s n* + 2n3 + n?
> = ®)
4
k=1

Ou ainda, para esse caso em especifico, vé-se que:

Finalizando demonstracdes simples das trés expressoes que os estudantes tendem a
decorar para a resolugdo de problemas com as Somas de Riemann a partir da utilizacdo das

PAs de Ordem Superior.

4.2 RESOLUCAO DE SOMATORIOS COM FUNCOES POLINOMIAIS EM
PRODUTO

Lima et al. (2006, p. 12) inicia, no exemplo 20, uma discussao interessante sobre a
aplicabilidade das Progressdes Aritméticas de Ordem Superior na resolugdo de somatorios de
produtos de fungdes polinomiais — estando esses atrelados a Somas de Riemann ou ndo. De
forma geral, dada uma fungdo f(x) = g(x) - h(x), todas polinomiais, depreende-se que o
grau da fungdo f(x) é dado pela soma dos graus das fungdes g(x) e h(x). Portanto, pode-se
resolver o somatorio de f(x), com x variando de 1 a n, sem mesmo expandir a fungdo f(x)
pelas operagdes distributivas sucessivas.

Nessa tangente, tomemos como exemplar o somatério

S= Z(6x 1 3)(2%3 + 3)

Vemos que o grau do primeiro termo do produto ¢ 1 e do terceiro termo € 3, logo

trata-se de um somatdrio de uma funcao de grau 4. Pelo Teorema 1, entdo

n
S = z(6x +3)(2x3 + 3) = csn® + ¢un* + 313 + c,n? + ¢n + ¢
k=1
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Por fim, podemos encontrar quais sdo os coeficientes a partir de uma PA de ordem 5
descrita pelo somatoério S (Teorema 2):
S(1)=cs+cy+c3+cy+c+cp=9-5=45
S(2) = 32¢5 + 16¢c4 + 8¢5 + 4cy + 2¢; + ¢g = 15-19 + 45 = 330
S(3) = 243c5 +81cy +27¢3+9¢c, + 3¢c1 + ¢ = 2157 + 330 = 1527
S(4) = 1024cg + 256¢4 + 64c5 + 16¢, + 4c; + ¢y = 3537 + 1527 = 5064
S(5) = 3125c¢5 + 625¢4 + 125¢5 + 25¢, + 5¢1 + ¢y = 13413
S(6) = 7776¢c5 + 1296¢, + 216¢c3 + 36¢, + 6¢1 + ¢, = 30378

( Cs+catc3+cy+cqg+cg=45
32¢5 + 16¢c4 + 8c3 + 4cy + 2¢1 + ¢ = 330
243c5 + 81cy + 27¢c3 + 9c, + 3¢4 + ¢ = 1527
1024c5 + 256¢4 + 64c3 + 16¢, + 4c1 + ¢y = 5064
3125c5 + 625¢c4 + 125¢3 + 25¢, + 5¢1 + ¢ = 13413
\7776¢cs5 + 1296c,4 + 216¢c3 + 36¢, + 6¢1 + ¢ = 30378

Note que mesmo nesse caso os coeficientes dessas equacdes estdo novamente em PA,
iniciando de uma PA de Ordem Zero acompanhando ¢, a uma PA de Ordem Cinco
acompanhando c¢s. Como visto anteriormente, embora a técnica descrita de se relacionar as
PAs de Ordem Superior com a resolucao de somatérios de mondmios possa gerar sistemas
relativamente grandes (como nesse caso, um sistema 6x6), apenas realizando subtragdes
sucessivas de uma equac¢do pela imediatamente acima dela € possivel resolvé-lo sem maiores

problemas. Assim,

( Co = 0

88

==

21

4 =T z

c3=7

15

4=

12

\“5 =5
n

12 15 21 88
S = Z(6x +3)2x3+3) = ?ns +7n4 + 7n3 +7n2 e

k=1

Portanto, vé-se uma outra vertente passivel de se realizar a resolu¢cdo de somatorios a
partir de sua correlagdo com as PAs de Ordem Superior. Contudo, alerta-se o cuidado que
deve ser tomado pelos docentes ao explorarem essa pratica, uma vez que, com o aumento do

grau da funcdo e consequentemente da PA, os calculos passam a tomar propor¢des maiores
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pelas potenciagdes sucessivas a serem operadas, embora o procedimento de resolucdo dos
sistemas seja mantido apenas em subtragdes entre linhas de equagdes sucessivas. Logo, caso
venham a ser explorados sem o intermédio de calculadoras, pode se tornar uma atividade sem
nexo ao discente, que se afadigard apenas por realizar operacdes matematicas e dispersard o

foco deste assunto.
4.3 RELACAO ENTRE AS PAs DE ORDEM SUPERIOR E AS SOMAS DE RIEMANN

Podemos evidenciar a ocorréncia de PAs de Ordem Superior facilmente ao
adentrarmos no estudo das Somas de Riemann de fungdes polinomiais. Visando-se essa
verificagdo, podemos solucionar um exemplo hipotético. Tomemos a fungido f(x) = x2 +
2x + 8 e, vamos calcular a area sob a curva no intervalo de x = 0 até x = 5. Logo, temos que

5-0 g . .
dx = —- Tomemos sempre como o ponto a direita de cada intervalo, ou seja, by = a + k *

5-0 . _ 5k .
—> entdo b, = —. Logo:

(b)—(5k>2+2-5k+8

flbi) ={— -
25k 10k

f(bk): nz +—+8

Pelas Somas de Riemann, chegamos que a area a ser calculada é:

n

A=1lim Y f(by)dx

n—oo
k=1

N /25k? 10k 5
A = lim —+—+ 8 (—)
n—oo e n n n

5, , .
Note que - ¢ constante dentro do somatorio, e assim:

5\ [25k2 10k
A=11m(—)z > +—+4+8
n—-oo \n n n

\[2s, 10% o
A=lim ()2 2+ k8 ) 1
n-o \1n/ |n n

Veja que, dessa forma, chegamos a somatorios que, como visualizados

anteriormente, sdo PAs de Ordem p + 1. Logo, este ¢ o passo metodologico em que hé a
A . y . 2
convergéncia entre os assuntos. Pelo termo resultante do somatério de k“ e k encontrado no

em livros como Guidorizzi (2001) e Thomas, Weir ¢ Hass (2012) e que foram desenvolvidos
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no presente trabalho a partir das Progressoes Aritméticas de Ordem Superior (Equagdes 6 € 7),

temos que:
~ /5\[25 2n®+3n%2+n 10 n®+n
A=11m<—) — + —- + 8n
noo \n/ | n? 6 n 2
) 5\150n 75 25
A = lim (—) —+—+—+5n+5+8n]
n—-oo \n 6 6 6n
] 250 375 75 25
A = lim + + +25+—+40]
noowo| 6 n 6n? n

,4—250+25+40—320
6 -3

Diante desse exemplar, vislumbra-se que para a resolucdo das Somas de Riemann
por fungdes polinomiais de ordem p chega-se a somatorios de termos de kP, termo
desenvolvido nas PAs de Ordem Superior, como descrito anteriormente. Possibilita-se, dessa
forma, resolver Somas de Riemann com fun¢des polinomiais de outros indices acima de 3.
Porém ressalta-se a necessidade de ponderacdo e flexibilidade do docente nesse aspecto, uma
vez que a determinagdo da fungdo polinomial pelo processo visto ¢ simples, porém
extremamente mecanico com as operagdes exponenciais € as subtragdes sucessivas que,
naturalmente, exigem tempo para sua resolugao.

Resumidamente, podemos reunir as concepcdes dessa se¢do no fluxograma exposto

na Figura 13:

Figura 13: Fluxograma conceitual — relacdo das Somas de Riemann e PAs de ordem superior.

. " : Funcdo Progressdo
Somas de Envolve: Resolucdo de Teorema 1: runes Teorema 2: ToBre:
Riemann ' somatérios Polinomialde ——————  Aritmética de
Grau K+1 Ordem K+1

Resolucio da Questio

Fonte: Autor (2021).

Assim, esse ¢ o fluxo logico que abordamos para a concessdo de uma relagdo de
ensino-aprendizagem destas duas areas de conhecimento matematico. Nos calculos das Somas
de Riemann, apresentam-se naturalmente somatdrios a serem resolvidos. Como tratamos
especificamente das Somas de Riemann de func¢des polinomiais de grau K, podemos, a partir
do Teorema 1, reincidir as resolugdes dos somatorios de monomios em fung¢des polinomiais

de grau K + 1. Por sua vez, aplicando-se o Teorema 2, percebe-se que esse polindmio ainda
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pode ser abordado na tangente das PA de Ordem Superior, caminho pelo qual, de acordo com
o que foi visto no decorrer dessa se¢do, podemos elucidar qual a fung¢do polinomial
correspondente a resolugao do somatorio em questao.

Portanto, a solugdo da questdo sobre Somas de Riemann se dara justamente no
sentido inverso das relagdes vistas no fluxograma da Figura 13: a partir dos conceitos das
Progressoes Aritméticas de Ordem Superior, encontra-se os coeficientes da fungdo polinomial
e, posteriormente, insere-se tal expressao como resultado do somatorio do monémio de grau k
dentro das questdes de Somas de Riemann, possibilitando assim sua resolu¢do de uma forma
mais fluida e completa. Assim, congrega-se a relacdo entre as Somas de Riemann e as

Progressoes Aritméticas de Ordem Superior.
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CONCLUSAO

A luz das consideragdes expostas, vislumbrou-se a importincia das Progressdes
Aritméticas de Ordem Superior em diferentes contextos e aplicagdes. Dentre esses,
destacamos como exemplares as questdes contextualizadas da OBMEP, OBM e Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional, tidas como questdes de alto nivel, as quais
conseguimos perceber que, pelo gabarito oficial (Anexos I a VIII), necessitavam de
conhecimentos e interpretacdes diversos em cada resolucao/questao. Todavia, apresentou-se
um método que possibilita que elas sejam solucionadas com a mesma base conceitual — as
Progressdes Aritméticas de Ordem Superior.

A vista disso, a partir das PAs de Ordem Superior, visualizou-se que é possivel o
desenvolvimento, de maneira simples, dos somatorios de mondmios a serem aplicados nas
Somas de Riemann. Assim, vé-se que a explanacdo de onde provém os resultados desses
somatorios ¢ uma ferramenta a ser mais abordada pelo docente em sala de aula, visando
correlacionar as Somas de Riemann com os conhecimentos prévios dos discentes.

Ademais, tal ferramenta por si s6 auxilia a compreensao dos somatorios de
mondémios por parte do discente, expandindo seu aprendizado para além do método
incompleto em que se decora seus resultados (tais qual ¢ exposto nos livros didaticos) para a
resolucdo de exercicios ou provas sobre as Somas de Riemann. Entende-se que, pela proposta
dos livros, ¢ natural evitar tais demonstracdes, uma vez que o objetivo desses capitulos ¢ a
explanagdo sobre as Somas de Riemann de maneira mais simples para o estudo individual do
aluno. Porém, pelo presente trabalho, viu-se uma forma de apresentar tais acepgdes para
complementar a compreensdao dos discentes, que podem vir a ser apresentadas em edigdes
futuras desses livros no final desses capitulos, em anexos do proprio livro ou através da
metodologia do docente em sala de aula.

Outrossim, o debate contido neste trabalho € enriquecedor por promover conexdes
entre duas areas da matematica que se desenvolveram sobre finalidades e raciocinios
diferentes: as Progressdes Aritméticas de Ordem Superior e as Somas de Riemann. Conforme
Singh (2004), cada area de estudo da matematica ¢ uma ilha, naturalmente distante e isolada
das demais areas por suas interpretacoes e notacdes totalmente nicas; todavia, ¢ fundamental
a constru¢do de pontes que interliguem tais areas, conexdes que permite o enriquecimento e
alavancagem no conhecimento em ambas as areas. O autor destaca o comportamento

semelhante dessa visao na Fisica, na qual, a partir da percep¢do da ligacdo existente entre a
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eletricidade e o magnetismo, expandiu-se a compreensao sobre ambos e revolucionou-se as
aplicagdes desses conhecimentos em novos dispositivos.

Contrariamente, notou-se que essa area matematica das PAs de Ordem Superior ¢
pouco explorada no contexto escolar, sendo apresentada aos discentes, na grande maioria das
vezes, apenas em graduacdes ou cursos especificos, como cursos de preparacdo para
olimpiadas. No ensino regular, normalmente as sequéncias numéricas sdo estudadas somente
até as PAs de Primera Ordem — além das Progressdes Geométricas, topico sobre os quais o
presente trabalho nao se objetivava em analisar. Inclusive, ¢ uma perspectiva para trabalhos
futuros uma andlise semelhante a tratada no presente trabalho, porém voltada para as
Progressdes Geométricas de Ordem Superior.

Além disso, em diversos cursos das Ciéncias Exatas, os quais exploram os conceitos
de Somas de Riemann, as PAs de Ordem Superior ndo sdo expostas, o que restringe seus
instrumentos para resolugcdo de diversas problematicas, uma vez que se viu varios casos que
podem ser desenvolvidas com maior facilidade aplicando as PAs de Ordem Superior.

Assim, fomenta-se a exibicdo desses conhecimentos, mesmo que de forma sucinta,
desde a base no ensino regular do discente, de maneira que, ao avangar na vida educacional,
ele possa concatenar esses conhecimentos com outras areas da matematica e calculo que ele
venha a estudar e compor uma base matemadtica fortemente integrada, que o desenvolvera
instrutiva e profissionalmente.

Concluindo este trabalho, vé-se como possibilidade para trabalhos futuros a andlise
amostral do ensino de Somas de Riemann para discentes que tiveram contato com as PAs de
Ordem Superior previamente, na qual se exporia os desenvolvimentos dos somatorios
conforme expresso no topico “4.1 DESENVOLVIMENTO DOS SOMATORIOS DE
MONOMIOS DE GRAUS UM, DOIS E TRES” deste trabalho. Por meio dessa anélise a
nivel amostral em salas de aula do Ensino Superior, seria verificado se, na otica do discente,
efetivamente foi produzido o elemento de ligacdo entre esses assuntos, bem como se esse
procedimento facilitou de alguma forma seu aprendizado.

Tal perspectiva € justificada na vertente de que, conforme supracitado, tais assuntos
tendem a se completarem, e almeja-se, dessa forma, que corroborarem para uma compreensao
mais completa dos alunos sobre as Somas de Riemann. Quig¢a, poderao ser levantadas outros
questionamentos, como por exemplo, se os altos niveis de reprovagdo na disciplina de Céalculo
tendem a retardar, mesmo que minimamente, com a aplicacdo de metodologias como a

analisada nesse certame.
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Ainda pautado nos procedimentos e discussdes do topico 4.1 deste trabalho, outra
perspectiva a ser explorada futuramente ¢ o desenvolvimento da fun¢do polinomial gerada
através do somatorio de um monomio de grau p,V p € N. Ou seja, tal discussao se voltaria
para o Teorema 1 referenciado neste trabalho, buscando desenvolver indutivamente uma
formula geral para calcular cada um dos coeficientes reais da fun¢do polinomial de grau p + 1

concebida pelo somatdrio de um mondémio genérico de grau p.
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ANEXO I - Resolucio gabarito oficial - Questiao 17 — OBMEP 1* fase — nivel 3 do ano de
2007.

17. (alternativa C) A flecha que aponta para baixo na tabela passa pelos quadrados dos
nimeros impares: 1’ =1, 3* =9, 5’ = 25e assim por diante.

37[36[35[34[33]32
38[17[16]15]14 30
39(18]5 |4 12(29
40[19]6 |K[2 [11]28]...
4112017 |8 T f10[27]...
421212223 [24[35[2651
43(44145[46 |47 48 50

™~

a

Vamos chamar de a, o n-ésimo termo de nossa seqtiéncia; por exemplo, a, =1, a, =3,

a, =13 e a, =31. Observando a tabela, vemos que

| casa para cama

lZ | casa para a diseita ]2+I 22 :]2+l+1=3=a3
33 | cass para a direila 33 +l= 1[‘] 3 casss m“"'_i’m. ;32 +I+3 = 13:&1

53 | cosa parn a direitn ) 52+1=26 5 casns para cimn 52 +l+5=31=ﬂ'd
e assim por diante. Vemos entio que a lei de formagio da sequéncia, a partir de a,, é

a, =[1°impar]’ +1+1"impar
a, =[2"impar]* +1+ 2°impar

a, =[3"impar]’ +1+ 3°impar

e, em geral,
a, =[(n—1)"impar]’ +1+(n—1)"impar

Logo a,, =[29"impar]’ +1+29"impar, ¢ como o 29° namero impar ¢ 57 segue que
a, =57"+1+57=3307.

Mais geralmente, o (n—1)" nimero impar ¢ 2(n-1)-1=2n-3 e segue que
a, =(2n-37 +1+(2n-3)=4n" -10n+7.
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ANEXO II - Resoluc¢ido gabarito oficial - Questao 16 — OBMEP 1" fase — nivel 3 do ano
de 2009.

QUESTAO 16
ALTERNATIVAD
Vamos contar quantos quadradinhos brancos e sombreados aparecem em cada figura.
| figura | brancos | sombreados | total R
1a 1=12 0=02 12+02 93 quadradnhos
2 2 5 quadradinhos ]
28 1 = 1 4 = 2 22 + 12 1 quecradinho ’ N i L
* §=3" 4=27 37427 0 B | |
4 | 9-3? 16=42 | 42437 5 z,‘ |
33
Em geral, vemos que a n-ésima figura tera n?+(n-1) 4

quadradinhos. Nosso problema se resume ent&o a achar o menor inteiro positivo n tal que n? +(n-1)* > 2009 .
Podemos fazer isto analisando o sinal do polinémio n” +(n—1)* —2009 = 2n* —2n-2008 , mas é mais rapido

proceder por aproximagdes, Como segue.
Como n” >(n-1)* para n =1, devemos ter 2n? > 2009, ou seja, n? > 1005 ; segue que n >31. Como

32% +317 =1985, o valor n = 32 esta descartado; por outro lado, para n = 33 temos 33% +32% = 2113.
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ANEXO III - Resoluciao gabarito oficial - Questiao 14 — OBMEP 1° fase — nivel 3 do ano
de 2015.

QUESTAO 14 o® %
ALTERNATIVAC N W - ®
Os numeros de pontos de cada figura formam uma sequéncia g e i 7 e
chamada de numeros pentagonais. Observe que, a partir da e B s X >/ @
figura n, n21, a figura n+1 é obtida acrescentando-se a figura Bt —

anterior 4 novos pontos (vermelhos) que serao os vértices e n
novos pontos (azuis) em cada um dos trés lados opostos ao
vértice fixo, totalizando 4+3n novos pontos.
Assim, se a vigésima figura possui 651 pontos a vigésima
primeira tera 651 + 3 x 20 + 4 = 715 pontos.

Vértice Foxo
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ANEXO IV — Resolucao gabarito oficial - Questao 01: Parte A — XXXI OBM - 2* fase —

nivel 1 (2009).

1. |Resposta: 40] Para fazer wum novo andar num castelo ja construido, precisamos de rés cartas
para cada andar anterior mais duas para o topo. Assim, a partir do castelo de 3 andares, para
fazer o de 4 andares, precisamos de mais 3x 3+ 2 =11 cartas, num total de 15 + 11 = 26 cartas.
Portanto, para fazer o castelo de 5 andares, precisamos de 26+ 4x 3 + 2 = 40 cartas.

Solugdo alternativa:

Para acrescentarmos um quarto andar a um castelo de 3 andares, precisamos de 3 carlas para
separar a base dos demais andares ¢ 4 pares de cartas para a base, totalizando 3 + 2.4 = 11 cartas
a mais. Veja a figura a seguir:

Analogamente, para acrescentarmos um quinto andar a um castelo de 4 andares, precisamos de
4 cartas para separar a base dos demais andares ¢ 5 pares de cartas para a base, totalizando 4 +
2.5 = 14 cartas a mais. Assim, para montar um castelo de 5 andares, precisamos de 15+ 11 + 14
= 4{) cartas.

Observagio: De fato, o acréscimo de um n-¢simo andar necessita de n—1 cartas para apolar a
base anterior, ¢ n pares de cartas para a nova base. Portanto, sio acrescentadas
n=1+2-n=3n-1 cartas por andar.
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ANEXO V - Resolucio gabarito oficial — Questao 05: Parte A — 37 OBM — 2* fase — nivel
1 (2015).

05. |Resposta: 0059]

Solug¢fio: O nimero de quadrados cinza da figura n sera representado por €, ¢ o nimero de quadra-

dos brancos da figura n sera representado por B, . Observando os quadrados cinza temos:

C,=1=1

C, =4=2°
C,=9=3"
C,=16=4>

O nimero de quadrados cinza da figura 30 ¢ Cy, =307,
Repare que o niimero de quadrados brancos de uma figura é igual ao nimero de quadrados cinza da
figura anterior. Assim, By, =297 . Portanto, Cy, — By, =30 —29% =59.
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ANEXO VI - Resolucao gabarito oficial — Questio 1 — MA12 (Matematica Discreta) —
PROFMAT - Prova 1 de 2011.
UMA RESPOSTA

(a) O primeiro inteiro da soma que define a, é igual ao nimero de inteiros utilizados nos termos ay, ..., a;-1, isto
é,1+2+...+n—1mais um,isto é é igual a %(n —1)n+ 1. O ultimo inteiro é esse niimero mais 1 — 1. Portanto,

para i = 10, o primeiro inteiro é 46 e o tltimo é 55.

(b) ayp é a soma de uma progressao aritmética de 10 termos, sendo o primeiro igual a 46 e o tltimo igual a 55. Entdo

(46 +55) - 10

2 =101-5=505.

a1y =

(c) No caso de ay, trata-se da soma de uma progressao aritmética de n termos, sendo o primeiroiguala 3n(n—1)+1

e o tltimo iguala n(n —1) + 1+ (n — 1), ou seja, 3n(n — 1) + n, como visto em (a). Entdo

L [%n(n.—]}—kl] + Bn(n—lﬂ-n} . (=1 +(n+Dn _ nd+n
" 2 o 2 T2
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ANEXO VII - Resolu¢iao gabarito oficial - Questao 1: Item b - MA12 (Matematica
Discreta) - PROFMAT - AV1 de 2012.

(b) Por inspecio a afirmagdo é verdadeira para n = (), pois n> + n = 0 e realmente s3o 0 passos para chegar no
ponto de partida (n,n) = (0,0). Agora suponhamos que a afirmacio é vilida para (n, n), isto é, que realmente sao
n’ + n passos até se chegar em (n,n) (hipétese de indugio). Queremos mostrar que a afirmacio é vilida quando
aplicada para n + 1, isto &, que sdo (1 + 1+ (n+1) passos até se chegar em (n+ 1,2+ 1).

De (n,n) até (n + 1,n 4+ 1) sdo necessdrios: n passos (para encontrar um dos eixos; mais especificamente, para
encontrar a abscissa, se n € par, e para encontrar a ordenada, se n € impar) mais 1 passo (para avancar nesse eixo)
mais 1 + 1 passos (para voltar a diagonal, que é o conjunto dos pontos da forma (x, x)). Assim, sao necessdrios
n+1+ (n+1) = 2n+ 2 passos para irse de (n,n) a (n + 1,1 + 1). Pela hipétese de indugio, ja foram n® + n passos
para se chegar em (n,n). Portanto sdo (n? +n) + (2n + 2) passos até (n + 1,n + 1). Mas

(+n)+(2m+2) = +2m+ 1)+ (n+1)=(n+1) 2+ (n+1),

Solugiio alternativa 1. Para se chegar ao ponto (1, 1), é preciso percorrer todos os pontos de coordenadas inteiras
do quadrado :l], n] ® :l], n], exceto os situados em um dos lados. Existem (1 + 1)2 pontos de coordenadas inteiras

no quadrado, dos quais 1 ndo sio visitados. Logo, o comprimento da poligonal é (n +1)2 —1 —n = n? +n.

Solugiio alternativa 2. A linha poligonal da origem até o ponto (1, 1) é formada por n segmentos de comprimento
1, por segmentos de comprimento 2k, para k variando de 1 a n — 1 e um segmento de comprimento n. Logo, seu

comprimento é

-1
I!+2{1+2+...+]‘!—1}+?!=l!+2-{HT}n+ﬂ=]'!2+l!.
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ANEXO VIII - Resolucdo do gabarito oficial - Questdo 6: Item b - Exame Nacional de
Qualificacio — PROFMAT 2017.1.

(b) Paran =2 temos ag = C3 + C% = 1+ 3 = C§, portanto a afirmagiio é verdadeira.
Suponhamos a, = C'?%Jrg. para n fixo, n > 2. Vamos provar que o resultado vale para n + 1, isto 6, ans1 = Co ..
Temos que ani1 = an +C%.o = C§+2 +C? 5 (hipétese de indugéio).

Agora, usando a relagao de Stifel, obtemos

3 2 3
(nt+l = Cn-I—Z + C‘n—? = Cn+3

Portanto, pelo principio de indugéo, o resultado é valido para todo n = 2.

Solugao alternativa para o item (b):

(b) Pela relacao de Stifel temos

3 13 12
3= %+ (2
13 3 12
C5 — 64 T C'—l
3 _ 13 12
02 =G} + C2

3 3 2
C'n-i-i = C\‘ﬂ + C‘n.

13 _ 3 2

Cn-}-? - Cn-}-l + Gn—i—l'

Somando-se as igualdades acima, membro a membro, obtemos que
3 3 2 2 2

C"n.-}-f! :CTE +Cr3 + .- _Cﬂ,+c‘1’1+1'

C CrB _ C\Q =1
‘omo C5 = C5 = 1 segue que

Crpa=C3+C3+---+CL+Cy.



