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RESUMO

Os métodos numéricos para solucdo de equacOes diferenciais tém permeado amplamente as
diversas areas da engenharia, especialmente devido a sua simplicidade de implementacao
computacional e eficiéncia nos resultados. Dentre os diversos metodos disponiveis, destaca-se
0 método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), sendo este um dos mais frequentemente
utilizados devido a sua alta eficiéncia. O método RK4, no entanto, carece de alternativas
simples para se estimar o erro cometido na aproximacdo, o que inclusive seria Util na
determinacdo do passo a ser adotado. Nesse contexto, 0 presente trabalho estuda como a
variacdo do passo no método RK4 afeta o seu respectivo erro. Tal estudo foi feito com
problemas adaptados da literatura classica de Resisténcia dos Materiais abordando vigas bi-
apoiadas submetidas a distintos carregamentos externos. Verificou-se, em um dos PVTI’s, que a
medida que o passo é reduzido, o erro também e reduzido, seguindo uma relagdo regida por
uma funcdo poténcia. Para 0s demais casos, observou-se um erro de magnitude muito baixa,

permanecendo aproximadamente constante.

Palavras-chave: Problemas de Valor Inicial. Runge-Kutta. Passo. Erro. Vigas isostaticas.



ABSTRACT

Numerical methods for solving differential equations have widely permeated many fields of
engineering, mostly due to their simplicity of computational implementation and efficiency to
provide results. Among many methods available, the fourth-order Runge-Kutta method (RK4)
stands out, being one of the most frequently used due to its high efficiency. The RK4 method,
however, lacks simple ways to estimate the error, which would be useful in determining the
step to be adopted. In this context, the present work studies how the step variation in the RK4
method affects its respective error. This study was carried out with problems adapted from the
classical literature of Strength of Materials addressing isostatic beams subjected to different
external loads. It has been found in one of the I\VP's that as the step is reduced, the error is also
reduced, following a relationship governed by a power function. For the other cases, an error

of very low magnitude was observed, remaining approximately constant.

Keywords: Initial Value Problems. Runge-Kutta. Step. Error. Isostatic beams.
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1 INTRODUCAO

As equacdes diferenciais tém sido amplamente utilizadas a fim de modelar os mais
diversos fenémenos fisicos, motivo pelo qual séo tdo presentes na engenharia. Frequentemente,
quando aliadas a dados adicionais que delimitam condigdes iniciais ou de contorno, pode-se
assegurar a existéncia e unicidade de solucgéo para diversos Problemas de Valor Inicial (PVT’s).
Tal garantia, no entanto, nao significa que os métodos analiticos sempre fornecam a solucéo,
menos ainda que tais procedimentos sejam simples e viaveis de se implementar
computacionalmente. Os métodos de solugdo numeérica, por sua vez, sdo sempre formulados na
perspectiva de serem métodos construtivos, conforme destaca KRESS (1998), no sentido de
sempre buscarem sequéncias recursivas e/ou iterativas para a determinacdo de uma solucéo que
atenda os parametros pré-estabelecidos, como um erro maximo, por exemplo.

No contexto dos métodos numéricos para solucdo de Problemas de Valor Inicial,
destacam-se os métodos de Runge-Kutta, com énfase no método de Runge-Kutta de quarta
ordem (RK4), devido a sua alta eficiéncia e simplicidade de implementacdo computacional. Tal
método, no entanto, ndo possui formas simples de estimativa do erro, 0 que de acordo com
RUGGIERO & LOPES (1996), poderia ser Gtil na determinagdo do passo mais adequado. Nesse
contexto, este trabalho visa estudar como a variagdo do passo afeta a magnitude do erro. Este
estudo se d& com o auxilio de problemas especificos adaptados da literatura. Os problemas
analisados estdo dentro do escopo da Resisténcia do Materiais, em particular, no @mbito da
deflexdo de vigas isostaticas submetidas a cargas externas, com variados formatos.

O estudo sera feito com a aplicacdo de sucessivas mudancgas no tamanho do passo para
cada problema e a posterior analise do comportamento do erro apds cada alteracdo. A cada
passo serd associado um unico valor para o erro, o qual sera o erro maximo dentre todos 0s
pontos de malha correspondentes. Sera ainda feito o acompanhamento do erro em pontos de
malha especificos, com o intuito de verificar-se se 0 comportamento local, isto €, nestes pontos,
é condizente com a tendéncia de comportamento geral.

A divisao do presente trabalho foi feita num total de cinco capitulos, sendo este primeiro
capitulo uma breve introdugdo apresentando o escopo geral da pesquisa. O capitulo 2, por sua
vez, consiste no referenciamento teorico, destacando os conceitos fundamentais para a plena
compreensdo das discussdes posteriores. O capitulo 3 apresenta 0os materiais e metodos
utilizados no trabalho, discutindo em detalhes a metodologia adotada. No capitulo 4 encontram-

se o0s resultados dos experimentos computacionais, todos apresentados em forma tabular e
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grafica e minunciosamente discutidos. Finalmente, o capitulo 5 comporta as consideracGes

finais juntamente com relevantes sugestdes para trabalhos futuros.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O presente referencial ira discutir, de maneira sucinta, os principais aspectos tedricos
relativos ao estudo das equacOes diferencias, no ambito de sua defini¢do, classificacGes e
métodos numéricos de solucdo. Ainda serd abordada uma aplicacdo particular das equagoes
diferenciais a engenharia civil, no contexto da resisténcia dos materiais, a fim de se estudar o

problema de deflexdes provocadas por carregamentos externos em vigas isostaticas.

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS: CONCEITOS BASICOS E CLASSIFICACOES

Segundo ZILL (2016), toda equacédo que contém as derivadas (ou diferencias) de uma
ou mais fungdes ndo conhecidas (ou variaveis dependentes), em relacdo a uma ou mais variaveis
independentes € chamada de equacdo diferencial, ou simplificadamente ED. Tais equacdes,
para seu melhor estudo, séo ainda classificadas conforme seu tipo, ordem e linearidade.

Destaca-se ainda, que no presente trabalho todas as equacgdes serdo formuladas como
problemas de valor inicial, isto é, um problema composto por uma equacéo diferencial junto

com o estabelecimento do valor da funcdo que a define em um ponto do intervalo trabalhado.

2.1.1 Classificagdo quanto ao tipo

ZILL (2016) destaca que caso uma equacdo diferencial contenha somente derivadas
ordinarias de uma ou mais funcbes desconhecidas com relacdo a apenas uma variavel, tal
equacdo sera convencionalmente referida como Equacdo Diferencial Ordinaria, ou
simplesmente EDO. De maneira genérica, as equacOes diferenciais ordinarias podem ser

formuladas como segue:

F(x,v,y',..,y") =0 (D

Por outro lado, nomeia-se como Equacdo Diferencial Parcial, ou EDP, aquela que

envolve derivadas parciais de uma ou mais funcdes de varias varidveis reais a valores reais.
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2.1.2 Classificagdo quanto a ordem

Uma outra possivel classificacdo para as equacdes diferencias diz respeito a sua ordem,
nesse contexto, BOYCE & DIPRIMA (2012) destacam que a ordem de uma ED é a ordem da
derivada de maior grau que aparece na equagdo. Simbolicamente, ZILL (2016) expressa uma

equacéo diferencial ordinaria de ordem n na formulacéo derivada da Equagdo 1, como segue:

n

y , _
W=f(x,y,y,---,yn 1) (2)

2.1.3 Classificacdo quanto a linearidade

Um terceiro tipo de classificacdo para as equacdes diferenciais é quanto a sua
linearidade. BOYCE & DIPRIMA (2012) destacam que uma equacéo diferencial € dita linear
quando a funcéo F, definida pela Equacédo 1, é uma funcéo linear das variaveis y, y’, ..., y™, ou

seja, quando é valida a identidade:

n n-—1

CY b ) ) D ay =g 3
dxn an—l X dxn_1 al X dx aO X y - g X ( )

Por outro lado, uma equacdo diferencial é dita ndo linear simplesmente quando nao é
linear, isto é, quando aparecem, por exemplo, funcdes ndo lineares da variavel dependente ou

de suas derivadas.
2.1.4 Solugdes de uma equacéo diferencial

ZILL (2016) prové a seguinte definicdo para solucdo de uma EDO: Toda funcéo ¢
definida em um intervalo I que tem pelo menos n derivadas continuas em |, as quais quando
substituidas em uma equacdo diferencial ordinaria de ordem n reduzem a equagdo a uma
identidade, é denominada uma solugdo da equacgdo diferencial no intervalo. No contexto da
definicdo anterior, diz-se que se ¢ satisfaz a equacdo diferencial, entdo ¢ ¢ uma solucdo da
mesma. Ainda conforme ZILL (2016), uma dada solu¢do sempre possui um intervalo de
validade, o qual também pode ser referido como intervalo de definicdo ou intervalo de

existéncia, ou simplesmente dominio da solucéo.
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A solugdo de uma dada equacdo diferencial, por ser uma funcéo, possui também um
grafico associado. Tal gréfico, quando considerado no respectivo intervalo de definicdo é
comumente chamado de curva integral.

No que tange a solucdo de uma equacdo diferencial ordinaria, em particular para
solucdes de problemas de valor inicial, pode-se destacar o Teorema de Existéncia e Unicidade,

o0 qual é enunciado a seguir:

Teorema 1 (Existéncia e Unicidade). Considere o problema de valor inicial:

dy _
= =f(y)
y(x0) = ¥o

of . . A
Sef(x,y)e é séo continuas no retangulo,

R={(yER*|a<x< B, y<y<6}

Contendo (x,, y,), entdo o PVI acima tem uma Unica solu¢do num intervalo contendo x.

O Teorema 1 é demasiado Util, visto que assegura a existéncia de solucdo Gnica num

dado intervalo, desde que certas condi¢6es de uniformidade sejam satisfeitas.
2.2 METODOS NUMERICOS PARA SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

No presente topico serdo discutidos os métodos usuais para a resolu¢do numérica de
problemas de valor inicial, em particular os métodos de Euler, Euler aprimorado, métodos de
série de Taylor e finalmente, a classe dos métodos de Runge-Kutta, sendo o estudo desses

ultimos o objetivo maior deste trabalho.
2.2.1 Método de Euler

Um dos métodos mais elementares para a determinacdo de solu¢Ges numéricas de
problemas de valor inicial para os quais tem-se y' = f(x,y) e y(x,) = y, € 0 Método de Euler.
A ideia central de tal método consiste que conforme séo conhecidos x, e y, = y(x,), entdo é

possivel calcular yy; = f(x,,yo) € assim definir a reta de equacéo,

Lo(x) = y(xo) + (x — x0)y' (x0) (4)
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Fixado h = xj,,1 — X, temos que:

y(x1) = y1 = Lo(xy) = y(x1) + hy'(xq) (5)

Logo, considerando um passo constante, podemos definir a sequéncia recursiva do método de

Euler por:

Yn+1 = Yn Tt hf(xn' yn) (6)

Nesse contexto, observamos que tal método ndo gera uma aproximacao continua para a
solucdo, em vez disso, sdo geradas aproximacgdes em Varios pontos, os quais sdo chamados de
pontos da malha. Caso uma solucdo aproximada continua seja necessaria, esta pode ser obtida
por meio da interpolacdo dos pontos da malha. O método de Euler pode ser visualizado
graficamente, conforme é apresentado na Figura 1:

Figura 1: Gréafico da reta tangente a f(x) no ponto (xo, yo).

A Lix)

yi=Lix)p------—- - — - ——

Y&} pommmm oo oo fx)

Yixpgl=¥plbeece-=s=mm===

xg x
Fonte: MENDONCA (2016)

2.2.2 Método de Euler Aperfeicoado ou Meétodo de Heun

Tendo em vista a finalidade de reduzir o erro na estimativa do método de Euler,
podemos optar por realizar o calculo da derivada em ambas as extremidades do subintervalo,
isto €, no ponto inicial e no ponto final, para que entdo seja feita uma media das inclinagdes

nesses dois pontos e consequentemente uma estimativa mais realista da taxa de variagcdo no
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intervalo. Tal procedimento gera uma substancial redugédo no erro de aproximagéo. As imagens

abaixo ilustram graficamente a ideia anteposta:

Figura 2: Inclinagdes nos extremos do intervalo de aproximacao

L(x)

11 = LX) [ == s e e e S e s R s s RS s e 4 o
i ) 1Inclinagédo = f(xii1, yis1)
1
Y(Xis1) | e
f(x)
Inclinagéo = f(x;, y;)
y'(xi) SYi pomm s esm e N

Xj Xi+1

Fonte: MENDONGCA (2016)

Figura 3: Média das inclina¢cdes nas extremidades do intervalo

L'(x)

¥(*i41)
Vi1 = L' (%i41)

f(x)

O e NN
nClilhag‘ﬁO = f'-r.-_'l!-"'f;-l._l Yisl

\ 4

E Xi+1

Fonte: MENDONCA (2016)

Segundo tal desenvolvimento, e equacéo recursiva de Euler ficaria como segue:

Yoot = Y + h(f(xn' Yn) +2f(xn+1,y,*l+1)) 7

onde,

}’;;4.1 =Ynt+ hf(xn' yn) (8)
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Este método é comumente conhecido como método de Euler aprimorado ou método de
Heun e conforme o proprio nome sugere, proporciona uma melhor aproximacdo quando
comparado com o método de Euler padrao. Isto se da, devido ao fato de que uma das principais
fontes de erro do método de Euler é a inclinacdo adotada, visto que a inclinagdo no inicio do
intervalo ndo é bem representativa de todo o intervalo. Nesse contexto, a ponderacdo das
inclinagdes feita no método de Heun gera um significativo ganho de precisao.

2.2.3 Métodos de Taylor de Ordem Superior

O método de Euler, conforme descrito acima, foi obtido por meio de aproximacdes
lineares tendo como referéncia os valores iniciais conhecidos. Desse modo, tendo em mente o
objetivo de reduzir o erro local de aproximacdo, um procedimento natural seria realizar
aproximaces de ordem superior, isto €, quadratica, cubica, etc.

Supondo entdo que dispde-se das aproximagles yi,V,, Vs, ...,Yn Para y(x) em

X1, X2, X3, ..., Xy, 0 desenvolvimento por série de Taylor de y(x) em torno de x = x,, é:

G () NP A 1) € 2V A C9) . 7V s

y(x) = y(xn) + y,(xn)(x - xn) +

21 k! (k+1)!
)
Assim, é imediato que,
' " (%) (On+1=%n)? () (o) (41 =20 ¥
y(xn+1) :y(xn)+y (xn)(xn+1_xn)+y “n J;T!IH “n +"'+y n ZZIH n +
y(k+1)(£x)(xn_xn)k+1
(k+1)!
(10)

Denotando entéo por y,(li) a aproximacao para a i-esima derivada de y(x) em x, e h = x,,41 —

x,, tem-se que:

y'h® R
2 Kl

y(xn+1) =Ynt y’nh + (11)
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Com erro de truncamento local dado por:

y(k+1) (Sx)hk+1

EGa) ==

(12)

Assumindo entdo que a fungdo y(x) seja continua no intervalo fechado trabalhado, temos pelo
Teorema de Weierstrass, que y(x) possui maximo e minimo neste intervalo. Em particular,
sabemos que existe um M., = max |y**1(x)| com x € I, de modo que o erro pode ser

reescrito como segue:

Mk+1hk+1
< T
IEGen)| < s, (13)

Apesar do interessante erro de truncamento local de alta ordem, os métodos de série de
Taylor tém o significativo inconveniente de necessitarem, para uma aproximacao de ordem n,
do célculo das derivadas de ordem 1 a n de y(x), 0 que torna este método computacionalmente
inaceitavel conforme destacam RUGGIERO & LOPES (1996).

2.2.4 Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta (RK) compreendem uma classe de métodos numeéricos para
problemas de valor inicial que tem como principal qualidade o aproveitamento do erro de
truncamento local de alta ordem dos métodos de série de Taylor e a0 mesmo tempo contornam
seu maior problema, a saber, o célculo de derivadas de ordens elevadas. Os métodos RK, no
entanto, pagam o prego de necessitarem dos valores de f(x,y) em varios pontos, mas ainda
assim sdo considerados praticos e eficientes computacionalmente.

Essencialmente, todos os métodos RK séo generalizagbes da formula béasica de Euler,
sendo que a inclinacdo da fungéo f é substituida por uma ponderacéo das inclinag¢fes ao longo
do intervalo x,, < x < x,,1 (ZILL, 2016). A forma geral e a ordem dos métodos de RK &

caracterizada pela equacéo de incremento, dada por:

Yn+1 = Yn + Oh (14)

em que @ é funcdo de x, y e h, definida por:
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n

D(x;, yi, h) = z aik; (15)

i=1

onde 0 nimero n é a ordem do método, 0s a;’s sdo constantes, que de modo geral satisfazem a
propriedade: Y7, a; = 1. Por fim, os termos k;’s sdo o resultado da fung¢do f num dado ponto
(x,y) de cada subintervalo x,, < x < x,41.

Observamos em particular que, fazendo n = 1,a; = 1e k; = f(x,, y,,) temos que a

férmula geral de RK fornece:

Yn+1 = Yn T+ hf(xn' yn) (16)

que € a formula de recorréncia do método de Euler, descrita anteriormente. Nesse contexto,

dizemos que o0 método de Euler é um método de Runge-Kutta de primeira ordem.
2.2.5 Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

O problema central do método RK a segunda ordem consiste em determinar 0s

parametros a,, a,, @ e 8 de modo que a formulagéo geral, dada por:

Yn+1 = Yn + h(ark; + azk;) 17)

onde
kl = f(xn' yn) (18)
k2 = f(xn + ah; yn + ﬁhkl) (19)

coincida com o respectivo polindbmio de Taylor de ordem dois. Considerando entéo que a

série de Taylor de segunda ordem, para y,,,; em termos de y, e f(x,, y,) Serd dada por:

f' e, yr)R?
Yn+1 = Yo+ fOn, y)h + % (20)
sendo f'(x,, y,) obtida pela regra da cadeia como:
: of(x,y)  of(x,y)dy
' ym) = + o (21)

dx dy dx
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substituindo-se ent&o na equacao anterior, tem-se que:

01 (), () Q) h? 22)

Yn+1 = Yn T hf(xn' yn) + < ax ay dx ?

Sao feitas as devidas manipulacdes algébricas na expressdo acima de modo que seja
possivel determinar os valores dos pardmetros a,,a,,a e 8, garantindo ainda assim, a
igualdade entre as Equacbes 17 e 22. Para tanto, o termo k, serd expandido por meio de uma

série de Taylor (para duas variaveis), conforme segue:

of of

ko = f(xn + ah,y, + Bhky) = f(xn, yn) + ah="—+ ﬁk1h@ +0(h?) (23)

Substituindo este resultado, juntamente com k; na Equacédo 17 obtém-se:

of

3y 0(h3) (24)

af
Yn+1 = Yn + alhf(xn: yn) + azhf(xnf yn) + azdhza + azﬁf(xn' Yn)hz

Reagrupando os termos, chega-se a:

0 0
Yn+1 = In + [alf(xnf yn) + azf(xn' yn)]h + azaé + aZ.Bf(xn; yn) é] hz + 0(h3) (25)

Comparando, entdo os termos da equacdo anterior com 0s seus correspondentes na Equacao 22,

verifica-se que para que ocorra a igualdade, o seguinte sistema deve ser satisfeito:

(a1 +a, =1
1
©%=3 (26)
1
afB = E

Observamos que o sistema anteposto possui trés equagdes e quatro incognitas, tendo
. , P ~ . 1 1
assim um namero infinito de solug6es. Fazendo, em particular, a, = o fem-sequea; =, a =

1 e f =1, de modo que a sequéncia recursiva para o metodo RK2 sera dada por:
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h
Yn+1 = Yn T E (kl + kz) (27)
ky = f(xn' yn) (28)
ko = f(xn + ah, y, + Bhky) (29)

E de imediata observagéo, que o resultado anterior coincide com o método de Heun, ja
descrito, de modo que novamente, pode-se dizer que o método de Euler aprimorado ou método

de Heun é um método de Runge-Kutta de ordem dois.
2.2.6 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem
Analogamente aos métodos RK anteriores, 0 método de Runge-Kutta de quarta ordem,

consiste em determinar as constantes adequadas, de modo que a equacao geral de recursividade

para a ordem quatro, dada por,

VYn+1 = Yn + h(arky + ayk, + asks + asky) (30)
Onde,
ki = f(xn, yn) (31)
k, = f(x, + a1h, y, + B1hky) (32)
ks = f(x, + ayh, y, + B2hk +B3hk,) (33)
ky = f(x, + ash,y, + Byhki+Lshk, + +Bghks) (34)

verifique a identidade com o respectivo polinémio de Taylor de quarta ordem. Considerando
que para que tal igualdade seja satisfeita é formado um sistema composto por treze equacdes e
onze incégnitas, novamente ha uma infinidade de possiveis solu¢des. O conjunto de valores

mais amplamente utilizado, € o que gera a seguinte sequéncia recursiva:

h
Vne1 =Yn T+ g (k1 + 2k, + 2k3 + k4) (35)
Sendo,

kl = f(xn' yn) (36)

1 1
ky = f (xn 5 hy, + Ehkl) 37)

1 1
ks = f (xn 5 hy+ 5th) (38)

ks = f(xn + by + hky) (39)



23

De acordo com o que ja foi destacado, h& outras possibilidades de arranjos para 0s
valores dos pardmetros que também configurariam um método de Runge-Kutta de quarta
ordem, no entanto, os apresentados anteriormente sdo tdo comumente utilizados, que conforme
ZILL (2016) enfatiza, a formulacédo anterior é frequentemente conhecida, ndo como um método

RK4, mas como o0 método RK4 ou o método RK4 classico.

2.2 DEFLEXAO EM VIGAS

2.2.1 Vigas Prismaticas: Conceitos basicos e funcgdes de esforco cortante e fletor

Conforme destaca HIBBELER (2010), vigas sdo elementos estruturais que visam
suportar cargas externas aplicadas perpendicularmente ao seu eixo longitudinal, sendo, de modo
geral, barras retas com segéo transversal uniforme. As vigas, sdéo comumente classificadas de
acordo com o modo como sdo apoiadas, onde o tipo mais comum, que também seré o utilizado
neste trabalho, é a viga simplesmente apoiada. Tal viga possui apoios de primeiro e segundo
género nas extremidades, 0s quais impedem sua translacdo e garantem a devida estabilidade.

As cargas externas que atuam sobre uma viga geram correspondentes esforcos internos,
denominados forca de cisalhamento (também conhecida como forca cortante) e momento fletor.
O primeiro esta associado a tendéncia de corte da se¢do transversal, enquanto o segundo é
relativo a predisposicao da referida secdo de rotacionar em torno do seu eixo principal. Ambos
os esforcos variam de acordo com a posicao analisada na viga, podendo ser expressos por meio
de funcdes escalares, as quais serdo denotadas por V(x) e M(x), respectivamente, sendo x 0
eixo longitudinal da viga, isto € 0 < x < L, onde L é o comprimento da viga.

No presente contexto, sendo o carregamento externo também expresso em funcao da
posicdo em relacdo ao eixo da viga, e denotado por w(x), pode-se mostrar que sao validas as

seguintes relacOes diferenciais:

av

T -w(x) (40)
au = 41

I V(x) (41)

Dado que o carregamento externo, e consequentemente sua funcéo, € sempre conhecido,

as equacOes diferenciais ordinarias de varidveis separaveis acima sempre poderdo ser
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resolvidas. Sua solugdo seré particularizada logo que forem fornecidas as devidas condic6es de

contorno, tais como momento fletor, M (x), nulo nas extremidades.

2.2.2 Linha eléastica

HALLACK et al (2012) destaca que a linha elastica pode ser entendida como a curvatura
formada pelo eixo de uma viga, inicialmente retilineo, devido a aplicagdo de momentos de
flexdo. Para equacionar a linha elastica, pode-se analisar uma viga de eixo reto, inicialmente
indeformada, a qual devido a aplicacdo de cargas externas, desenvolve um respectivo esforco
de flex&o e torna-se entdo curva.

Considere entdo duas secOes transversais distintas e paralelas A e B, separadas por uma
medida dx previamente a aplicacdo das cargas. Seja entdo ds 0 novo comprimento do trecho
AB ap0s a deformacéo e A'B’ 0 segmento paralelo ao eixo e de comprimento ds(1 + €,). Sejam
também y a distancia entre os segmentos AB e A'B’, p o raio de curvatura do trecho AB apds a
deflexdo e df o angulo de curvatura entre AB. Os parametros descritos sao ilustrados na Figura
4.

Figura 4: Trecho de uma barra sujeita a flex&o

Fonte: HALLACK et al (2012)

Nesse contexto, a equacgdo geral da flex&o assegura que a tensdo normal, o, sera fungéo
do momento fletor, do momento de inércia da secdo e da posi¢do em relacdo ao eixo neutro,
isto é:

My

o= T (42)
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A correspondente deformacéo pode ser obtida pela lei de Hooke, de modo que se tem:

My

=2 43
CTETE (43)

onde E e € sdo respectivamente 0 modulo de elasticidade do material e a deformacéo normal
no ponto analisado. Além disso, da Figura 4, é imediato que:

ds = d6=>ds—1 44
s=p a0 5 (44)

Pode-se mostrar também que a curvatura da viga, k, pode ser expressa como:

1 €
; Is ; (45)

Para pequenas deformacdes, tem-se ainda que: ds =~ dx, logo:

6 do M 4
ds dx EI (46)

A viga ilustrada na Figura 5, com eixo inicialmente reto (linha cheia), & submetida a um
carregamento w(x) e sofre consequente deformacéo (linha tracejada).

Figura 5: Viga sujeita a carregamento genérico

Fonte: HALLACK et al (2012)

Em mais detalhes, a Figura 6 destaca o0s angulos equivalentes d¢ e df, onde d¢ é o

incremento da inclinacdo correspondente a diferenca entre as tangentes em T e S, assim, tem-
se que:

dp=do = ¢ =0 (47)
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Figura 6: Detalhamento das se¢bes deformadas

Fonte: HALLACK et al (2012)

Admitindo como tan ¢ o coeficiente angular da reta tangente a linha eléstica v(x)
numa dada posicao, e considerando-se ainda uma analise para pequenas deformacoes, obtém-

Se:
dv s dp d*v 18
~ dx? (48)

tang ~ ¢(x) = dx dx

E finalmente, conclui-se que:

d?v _ M(x) 4
dx?2  EI (49)

A Equacdo 49 é comumente conhecida como equagdo diferencial da linha eléstica.
Usualmente o modulo de elasticidade E e 0 momento de inércia I sdo constantes em toda a viga,
de modo que a constate EI é simplificadamente chamada de constate de rigidez a flexdo da
viga. A Equacdo 49 ainda pode ser reescrita em funcdo das funcdes de forca cortante e

carregamento externo, considerando as Equacdes 40 e 41, tem-se que:

d’v _ M(x) s d*v _ V(x) 50
dx?  EI dx3  EI (50)
Além disso,
d*v_ V(x) s dv _ wk) et
dx3 EI ~dx* EI (1)

Estas Gltimas sdo formulages alternativas para a equacdo diferencial da linha el&stica,

sendo, no entanto, usadas com menor frequéncia.
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2.2.3 Viga simplesmente apoiada com carga distribuida uniforme

A equacdo diferencial da linha el&stica, obtida anteriormente, sera utilizada para fazer a
devida anélise de uma viga bi apoiada com carga distribuida uniforme, ilustrada a seguir:

Figura 7: Viga simplesmente apoiadas com carga distribuida uniforme
q

Ab ol DR

i
a Oa ¢ Vmax

7

L2 L2

Fonte: HALLACK et al (2012)

Por meio do método das se¢des, pode-se obter a regra de correspondéncia da funcao de
momento fletor, a qual sera dada por:
qLx qx?

Aplicando-se na Equacéo 49, tem-se:

d*v qlx qx
Hoe=7 "2 (53)

Sabendo que,

EIf = EI dv 54
- dx ( )
Entdo,
_ qlx  gqx? _qlx*  qx®
EIfdo = > > dx = EIf = 2 c + ¢ (55)
Substituindo-se na Equacao 54, chega-se a:
qLx?* qx3 qLx® qx*
Elfdv=] < 2 —T+Cl>dx=>EIv: v —ﬁ+clx+c2 (56)
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As constantes de integracdo podem ser obtidas por meio da imposic¢éo das condicOes de

contorno. Considerando que para x = %tem-se que 8 = 0, desse modo, obtém-se que:

=L 57
1= (57)
Logo, a Equacao 55, fica:
qLx? qx3 ql3
EIQ = — —
o 4 6 24 (58)
Analogamente, considerando que em x = 0 tem-se v = 0, logo:
Lx® gx* qxL3
C,=0=Ew=2%_3% 1 (59)

12 24 24
2.2.4 Viga simplesmente apoiada com carregamento triangular

Novamente sera usada equacdo diferencial da linha elastica, Equacdo 49, para obter a
funcdo da deflexdo numa viga para uma dada posi¢do x em seu eixo. No caso em questdo, sera
abordada uma viga bi apoiada, com secdo transversal uniforme submetida a um carregamento

variavel de geometria triangular, conforme ilustrado na Figura 8:

Figura 8: Viga com carregamento triangular
Wo

e X

Y =]}
.

L !
Fonte: HIBBELER (2010)

O método das sec¢des fornece a funcdo de momento fletor, que sera expressa por:

Wy Lx W0x3

4 3L

M(x) = (60)

Aplicando a Equacéo 49, temos:

d*v  wolx wyx3
M= "3 61




29

Sabendo que,
EIH—EIdU (62
- dx )
Entéo,
wolx  wyx3 wolx?  wyx*
EI = - dx = EIf = -
fao =] 7 3 4x = EI6 5 o TG (63)
Substituindo na Equacéo 54, chegamos a:
Elfdv=] Wolx” W°x4+c dx = EI _ Wolx® W°x5+c +C, (64
ve g~ gp TG)dx=Elv=—gm o tax TG (64

As constantes de integracao podem ser obtidas por meio da imposicao das condicGes de

contorno. Considerando que para x = %tem-se que 6 = 0, obtém-se que:

= Wb’ 65
1= "oz (65)

Logo, a Equacao 63, fica:

wolx?  wox*  wyl3

EIfO = - -
o 8 12L 192 (66)
Analogamente, considerando que em x = 0 tem-se v = 0, finalmente:
wolx®  wox®  wyl3x
C,=0=Elv = — — (67)

24 60L 192

Sendo esta ultima, a funcdo que fornece o deslocamento vertical, ou deflex&o, da viga

em cada ponto do seu eixo longitudinal. E digno de nota, que a Equacdo 67 tem intervalo de

. L . ~ . .
validade 0 < x < e Para o trecho restante da viga, pode-se calcular a deflexdo por simetria.

2.2.5 Viga simplesmente apoiada com carga pontual no centro

Serd usada, mais uma vez, a equacdo diferencial da linha eléstica para se obter a funcéo
de deflexdo. Agora para uma viga simplesmente apoiada nas extremidades por apoios de
segundo e primeiro género, respectivamente, e suportando uma carga concentrada no centro do

seu eixo longitudinal. A Figura 9 ilustra o anteposto:
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Figura 9: Viga bi apoiada com carga pontual

A E B
—,
L L
2 I 2

Fonte: HIBBELER (2010)

O método das sec¢des fornece a funcdo de momento fletor, que sera expressa por:

Px

M(x) = 7 (68)
Aplicando a Equacédo 49, tem-se:
gy P 69
dx?2 2 (69)
Sabendo que,
EIf = EI dv 70
Entéo,
Px Px?
Elfd9=f7dx:>E10=T+C1 (71)
Substituindo na Equagéo 70, chegamos a:
Px? Px3
Elfdv=_ -G dx:>EIv=E+Clx+CZ (72)

As constantes de integracdo podem ser obtidas por meio da aplicacdo das condicGes de

contorno. Considerando que para x = %tem-se que 8 = 0, obtém-se que:

C, = PL 73
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Logo, a Equacgéo 71, fica:

Px* PI?

Analogamente, considerando que em x = 0 tem-se v = 0, assim:

0o El Px3 Pl*x
= = —_——
2 VS92 7 716

(75)

Onde a esta Gltima é a funcdo que fornece o deslocamento vertical, ou deflexdo, da viga em

cada ponto do seu eixo longitudinal. Novamente, destaca-se que a Equacédo 75 tem intervalo de

. L . ~ . .
<x<-. , .
validade 0 < x < > Para o trecho restante da viga, podemos calcular a deflexdo por simetria
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3 MATERIAIS E METODOS
3.1 METODOLOGIA

O presente trabalho visa tanto analisar como a alteragdo no passo do metodo de Runge-
Kutta de quarta ordem influencia no respectivo erro de aproximacao, quanto delinear a relacéo
Passo versus Erro de forma objetiva.

A metodologia consiste em utilizar problemas de valor inicial classicos encontrados no
estudo da Resisténcia dos Materiais, em particular o de vigas biapoiadas sujeitas a cargas
externas. Tais problemas possuem solucdo analitica conhecida, de modo que sera sempre
possivel analisar o erro em cada ponto de malha apds efetuar-se uma aproximacao usando o
método RK4. Este procedimento serd realizado repetidas vezes para uma mesma Viga,
alterando, no entanto, o tamanho do passo adotado. Para cada passo estabelecido, sera
verificado o ponto de malha no qual o erro foi maximo, tal desvio serd adotado como o erro
correspondente ao passo em questdo. Finalmente, serd feito o estudo da variacdo do erro de
acordo com as mudangas sofridas no passo.

Um aspecto digno de nota na modelagem do presente trabalho, consiste no fato de que
os problemas abordados, a principio, envolveriam equac@es diferenciais ordinarias de segunda
ordem, visto que consistem na resolugéo da Equacdo 49. A fim de modelar de acordo com um
PVI no qual os métodos de solucdo numérica apresentados sdo aplicaveis, realizou-se a
integracdo da Equacdo 49 de modo que seu grau fosse reduzido.

Para a devida aplicacdo do método de Runge-Kutta de quarta ordem num problema de
valor inicial, é necessério dispor do valor inicial de y, o qual ¢ uma informacdo inerente ao PVI,
também é requerido o intervalo de andlise, isto é, a faixa de valores de x, bem como o tamanho
do passo adotado h.

O processo recursivo foi implementado computacionalmente e as analises foram feitas
em dois computadores pessoais que contam com as seguintes configuracdes técnicas:

Quadro 1 — Parametros técnicos do computador 1

Caracteristicas Técnicas — Computador 1
Fabricante Samsung Electronics
Processador Intel® Core(TM) i13-3110M CPU @ 2.40GHz
Memodria instalada (RAM) | 4,00 GB (utilizavel: 3,88 GB)
Tipo de sistema Windows 10; Sistema operacional de 64 bits, processador com
base em x64

Fonte: Manual do fabricante (2014)
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Quadro 2 — Parametros técnicos do computador 2

Caracteristicas Técnicas — Computador 2

Fabricante Itautec S.A.
Processador Intel® Core(TM) i3-2120 CPU @ 3.30GHz
Memoria instalada (RAM) | 4,00 GB (utilizavel: 3,89 GB)

Sistema Windows 7; Sistema operacional de 64 bits

Fonte: Manual do fabricante (2012)

Todos os experimentos computacionais foram realizados com auxilio do software de
computacdo numeérica Scilab, o qual conta com uma linguagem de programacéo de alto nivel,
que leva o mesmo nome, sendo particularmente atil para analise de problemas de carater
numérico. O software Scilab € gratuito e vem sendo continuamente desenvolvido pela Scilab

Enterprises e disponibilizado no site do respectivo fornecedor (www.scilab.org). A versao

utilizada foi a 6.0.0, compativel com Windows 7/10 64 bits.

3.2 ALGORITMO

A seguir, sera apresentado o algoritmo utilizado para a concepcéo dos experimentos
computacionais. Tal rotina iterativa é referente ao método numérico utilizado para a solucéo,
isto é, Runge-Kutta de quarta ordem classico. O algoritmo é apresentado em portugués

estruturado, como segue.


http://www.scilab.org/
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Quadro 3: Método de Runge-Kutta em portugués estruturado

Algoritmo: Método de Runge-Kutta

Declare
x_inicial (variavel com o inicio do intervalo em x)
x_final (variavel com o fim do intervalo em x)
y_inicial (variavel com o valor inicial de y)
h (variavel com o tamanho de passo)
k1 (variavel auxilar)
k2 (variavel auxilar)
k3 (variavel auxilar)
k4 (variavel auxilar)
X (vetor com os valores de x)
y_rk (vetor com os valores da solugdo numérica)
dxdy (func@o na variavel x e y, da equacéo diferencial)

Numérico

Leia x_inicial, x_final, y_inicial, h, dxdy

x < vetor|[x_inicial: h: x_final]

y.rk <x

y_rk(1) « y_inicial

Para i de 1 até (x_final — x_inicial)/h faca
k1 « dydx(x(i),y_rk(i))
k2 < dydx((x(i) + 0.5 * h), (y_rk(i) + 0.5 * k1 * h))
k3 < dydx((x(i) + 0.5 * h), (y_rk(i) + 0.5 * k2 * h))
k4 < dydx((x(i) + h), (y_rk(i) + k3 * h)
yrk(i+1) «yrk(i)+ (h/6) * (k1+ 2+ k2+ 2 * k3 + k4)

Fim para

Escreva y_rk

Fonte: MENDONCGCA (2016)

3.3 PROBLEMAS ANALISADOS

Para a validacdo do algoritmo e obtencdo dos resultados referentes ao estudo do passo,
foram selecionados problemas classicos encontrados na literatura convencional da Resisténcia

dos Materiais e feitas as devidas adaptacdes.
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3.3.1 Problema 1: Viga simplesmente apoiada com carregamento triangular

O problema em questéo foi adaptado de HIBBELER (2010). No caso analisado, a viga

esta apoiada em suas extremidades sobre apoios de segundo e primeiro género,

respectivamente, mas submetida a um carregamento variavel de geometria triangular, com

intensidade de pico w,, conforme € ilustrado na Figura 8. O Quadro 4 apresenta a modelagem

equacional deste problema, bem como os parametros estruturais adotados.

Quadro 4: Formulacdo do Problema 1

Equacionamento

Equacdo dv 1 ([ wox* N wolx?  5wyl3
dx EI\ 12L 8 192
Solug&o analitica 1 /[ wex® wolx® 5wyl3x
v(x) =—|- + -

El 60L 24 192
Intervalo 1 =[0,1.5]
Ponto inicial v(0)=0

Passo

h =0.01; 0.02; 0.03; 0.04; 0.05; 0.06; 0.07; 0.08; 0.09; 0.1

Parametros estruturais

Modulo de elasticidade

E =210 GPa

Momento de inércia

I = 113x10°mm*

Carregamento externo

wo =10KN/m

Comprimento da viga

L=3m

Fonte: Autoria propria

O Quadro 5 apresenta valores da solucdo analitica em alguns pontos, 0s quais

novamente serdo utilizados para comparagao com as respectivas aproximagdes numericas.

Quadro 5: Solugéo do Problema 1

Posicéo (x)

0.0 0.5 1.0 1.5

Deflex&o (m)

0.0 | -0,00014164 | -0,000245967 | -0,00028445

Fonte: Autoria prdpria
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3.3.2 Problema 2: Viga simplesmente apoiada com carga distribuida

O problema agora estudado foi adaptado de HALLACK et al (2012) e consiste em
determinar o deslocamento vertical, ou deflex&@o, de cada ponto da viga, fazendo uso da equacéo
diferencial da linha elastica. A viga em questdo esta apoiada em suas extremidades sobre apoios
simples de segundo e primeiro género, respectivamente e submetida a um carregamento externo
uniforme e constante de intensidade w,. A Figura 7 ilustra uma viga sob tais condicGes e o
Quadro 6 fornece a respectiva formulacao do problema.

Quadro 6: Formulacdo do Problema 2

Equacionamento

Equacéo dv 1 ( wex® wolx? wol?
dx EI 6 4 24
Solucéo analitica () = 1/ wox*  wolLx3 _ wolL3x
EI 24 12 24
Intervalo 1 =10,3]
Ponto inicial v(0)=0
Passo h =0.01; 0.02; 0.03; 0.04; 0.05; 0.06; 0.07; 0.08; 0.09; 0.1

Parametros estruturais

Maodulo de elasticidade

E =210 GPa

Momento de inércia

I = 113x10®°mm*

Carregamento externo

Comprimento da viga

L

3m

Fonte: Autoria propria

O quadro a seguir apresenta os valores da solugdo exata em alguns pontos, os quais

serdo utilizados para a comparagcdo com as respectivas aproximacgdes numericas.

Quadro 7: Solugédo do Problema 2

Posicéo (x)

0.0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

3.0

Deflexdo (m)

0.0

-0.22497 | -0.38629 | -0.44445 | -0.38629 | -0.22497

0.0

Fonte: Autoria propria
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3.3.3 Problema 3: Viga simplesmente apoiada com carga pontual no centro

O problema em questdo foi extraido de HIBBELER (2010). Novamente a viga esta
apoiada em suas extremidades sobre apoios simples. O carregamento, no entanto, deixa de ser
distribuido e passa a ser pontual, atuando no centro da viga com intensidade P, conforme é
ilustrado na Figura 9. O Quadro 8 apresenta a modelagem equacional deste problema, bem

como 0s parametros estruturais adotados.

Quadro 8: Formulacdo do Problema 3

Equacionamento

Equacéo dv_ 1 (Px* PI?
dx EI\ 4 16
Solugéo analitica 1 (Px® PL%x

v(x) =—=|—=—%—

EI\ 12 16
Intervalo [ =1[0,1.5]
Ponto inicial v(0)=0

Passo h = 0.01; 0.02; 0.03; 0.04; 0.05; 0.06; 0.07; 0.08; 0.09; 0.1

Parametros estruturais

Modulo de elasticidade

E =210 GPa

Momento de inércia

I = 113x10°mm*

Carregamento externo

P =10KN

Comprimento da viga

L=3m

Fonte: Autoria propria

O Quadro 9 apresenta valores da solucdo analitica em alguns pontos, os quais

novamente serdo utilizados para comparagao com as respectivas aproximagdes numericas.

Quadro 9: Solucéo exata do Problema 3

Posicéo (x) 0.0 0.5 1.0 1.5
-0,000114131 | -0,000201924 | -0,000237042

Deflexdo (m) 0.0

Fonte: Autoria prdpria
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4 RESULDADOS E DISCUSSOES

No presente topico, serdo apresentados os resultados obtidos apds a realizacdo das
simulacBes numéricas bem como séo elaboradas discussdes sobre os mesmos. Precede-se, no
entanto, com a respectiva validacdo do algoritmo utilizado, a qual se deu por meio da
comparacdo com valores apresentados num problema especifico encontrado na literatura

consolidada.
4.1 VALIDACAO DO ALGORITMO

Para fins de validacdo do algoritmo utilizado, foi selecionado o seguinte problema de
valor inicial encontrado em BURDEN & FAIRES (2010):

(76)

Aplicando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo h = 0.2, BURDEN

& FAIRES (2010) e o algoritmo usado no presente trabalho apresentam os seguintes resultados:

Quadro 10: Comparacao entre resultados referenciados e resultados obtidos para o PVI 76

Solucdo - BURDEN & FAIRES (2010) Solucéo Propria

X y X y
0,2 0,8292933 0,2 0,8292933333
0,4 1,2140762 0,4 1,2140762107
0,6 1,648922 0,6 1,6489220170
0,8 2,1272027 0,8 2,1272026849
1 2,6408227 1 2,6408226927
1,2 3,1798942 1,2 3,1798941702
14 3,7323401 14 3,7323400729
1,6 4,2834095 1,6 4,2834094983
1,8 4,8150857 1,8 4,8150856946
2 5,305363 2 5,3053630007

Fonte: Autoria propria

A comparacdo entre os valores apresentados por BURDEN & FAIRES (2010) e os
obtidos por meio do algoritmo utilizado confirmam a exatiddo e fidedignidade da rotina
iterativa avaliada. Tais resultados fornecem ainda confiabilidade aos resultados a serem

discutidos nos proximos itens.
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4.2 PROBLEMA 1: VIGA SIMPLESMENTE APOIADA COM CARREGAMENTO
TRIANGULAR

Para o problema em quest&o, foi feita a analise no intervalo I = [0,1.5], pois conforme
destacado na sec¢do 3.3.1, a simetria de geometria bem como de carregamento assegura que 0s
resultados no intervalo complementar I = [1.5,3] serdo idénticos. A varia¢do do passo ocorreu
de acordo com o delimitado no Quadro 4, isto &, de 0.01 a 0.1 com incrementos de 0.01. A cada
passo analisado, foi associado um erro, o qual foi definido como sendo o erro maximo dentre
todos os pontos de malha daquele passo. Finalmente, elaborou-se um quadro, apresentando a
relacdo entre 0 passo e 0 erro maximo para o problema em questéo, tais resultados também

foram representados graficamente, seguem o quadro e o grafico:

Quadro 11: Relacdo entre passo e erro maximo para o Problema 1

Passo (h) Erro Maximo | Variagdo no erro | Variacdo no erro (%)
0,1 5,14403E-06 - -
0,09 3,24649E-06 1,89754E-06 0,01898%
0,08 2,02677E-06 1,21972E-06 0,01220%
0,07 1,21099E-06 8,15782E-07 0,00816%
0,06 6,66667E-07 5,44319E-07 0,00544%
0,05 3,21502E-07 3,45165E-07 0,00345%
0,04 1,2996E-07 1,91542E-07 0,00192%
0,03 4,1667E-08 8,8293E-08 0,00088%
0,02 8,23E-09 3,3437E-08 0,00033%
0,01 5,14E-10 7,716E-09 0,00008%

Fonte: Autoria prépria

Gréfico 1: Relacdo entre o Passo e 0 Erro Maximo para o Problema 1
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Foi realizado ainda o monitoramento do erro em pontos de malha especificos. No
problema em questdo, esta analise foi feita nos pontos x = 0.3 e x = 1.0. Nos casos em que 0
passo estabelecido ndo incluia o respectivo ponto de malha, foi usado o mais proximo, para fins
de estimativa. A seguir sdo apresentados 0s quadros com 0s respectivos resultados, bem como

as suas correspondentes representacdes gréaficas:

Quadro 12: Relacao Passo versus Erro para o Problema 1 — Ponto de malha: x = 0.3

Passo (h) Erro Variagdo no erro | Variagdo no erro (%)
0,1 3,3455E-06 - -
0,09 2,18827E-06 1,15723E-06 0,01157%
0,08 1,37337E-06 8,14903E-07 0,00815%
0,07 8,01586E-07 5,71779E-07 0,00572%
0,06 4,33576E-07 3,6801E-07 0,00368%
0,05 2,09093E-07 2,24483E-07 0,00224%
0,04 8,5467E-08 1,23626E-07 0,00124%
0,03 2,7099E-08 5,8368E-08 0,00058%
0,02 5,353E-09 2,1746E-08 0,00022%
0,01 3,35E-10 5,018E-09 0,00005%

Fonte: Autoria prépria

Gréfico 2: Relacdo Passo versus Erro para o Problema 1 — Ponto de malha: x = 0.3
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Fonte: Autoria propria
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Quadro 13: Relacdo Passo versus Erro para o Problema 1 — Ponto de malha: x = 1.0

Passo (h) Erro Variacdo no erro | Variacao no erro (%)

0,1 3,96589E-06 - -

0,09 2,59195E-06 1,37395E-06 0,0137395%
0,08 1,65061E-06 9,41342E-07 0,0094134%
0,07 9,44896E-07 7,0571E-07 0,0070571%
0,06 5,18056E-07 4,2684E-07 0,0042684%
0,05 2,47868E-07 2,70188E-07 0,0027019%
0,04 1,01527E-07 1,46341E-07 0,0014634%
0,03 3,1999E-08 6,9528E-08 0,0006953%
0,02 6,345E-09 2,5654E-08 0,0002565%
0,01 3,97E-10 5,948E-09 0,0000595%

Fonte: Autoria propria

Gréfico 3: Relacdo Passo versus Erro para o Problema 1 — Ponto de malha: x = 1.0
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Fonte: Autoria propria

A anélise cuidadosa das quadros e graficos anteriores leva a concepcdo de que para 0
PVIem questdo, hd uma relacdo explicita entre o tamanho do passo e o erro maximo, tal relacéo
pode ser decrita por uma fungéo poténcia. Observa-se ainda que tal comportamento ndo ocorrre
apenas com o erro maximo, mas também nos dois pontos de malha distintos analisados, sendo
natural assumir que tal tendéncia também se verifica nos demais pontos.

A coluna variacdo no erro é delimitada pela diferenca entre os respectivos erros para 0s
passos de ordem i e de ordem i + 1, indicando 0 quanto o erro variou, em termos absolutos,

com a correspondente mudanca no passo. A coluna variagdo no erro % é definida pela razédo
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entre a variagdo absoluta do erro e a variagdo no tamanho do passo, consistindo em um
indicador, de carater rudimentar, da eficiéncia na respectiva mudanga no passo.

A fim de destacar a confiabilidade das solugdes obtidas, apresentamos a seguir 0s
graficos que relacionam as curvas da solucdo numérica e analitica para o passo h = 0.1,

respectivamente.

Gréfico 4: Curva das solu¢des numérica e analitica sobrepostas — Problema 1 — Passo h = 0.1
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Fonte: Autoria prépria

Os graficos das solucBes analitica e numérica, ao serem sobrepostos tém um tracado
idéntico, 0 que é um resultado coerente com os erros baixos obtidos. Além disso, a curvatura
geral de ambos os graficos é exatamente a esperada, isto &, a forma defletida da primeira metade

da viga apds a imposicdo do carregamento externo.

4.3 PROBLEMA 2: VIGA SIMPLESMENTE APOIADA COM CARREGAMENTO
UNIFORME

Para este segundo problema, foi realizado o estudo em todo o intervalo I = [0,3], o0 que
corresponde a todo o eixo longitudinal da viga. A variagéo do passo ocorreu de acordo com 0
delimitado no Quadro 4, ou seja, de 0.01 a 0.1 com incrementos de 0.01. Para cada passo, ha
um erro correspondente, o qual foi definido como sendo o erro maximo dentre todos 0s pontos

de malha daquele passo. Por fim, elaboramos uma tabela, apresentado a relacédo entre o0 passo e
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0 erro maximo para o problema em questao, tais resultados sdo apresentados também em forma

de gréfico a seguir:

Quadro 14: Relagdo entre passo e erro maximo para o Problema 2

Passo (h) Erro M&ximo | Variacdo no erro | Variagdo no erro (%)

0,1 5,61341E-14 - -

0,09 1,40335E-14 4,21006E-14 0,000000000421%
0,08 2,82354E-14 1,42019E-14 0,000000000142%
0,07 2,8067E-14 1,6838E-16 0,000000000002%
0,06 1,40335E-14 1,40335E-14 0,000000000140%
0,05 1,38726E-14 1,6091E-16 0,000000000002%
0,04 1,42045E-14 3,3187E-16 0,000000000003%
0,03 2,74425E-14 1,3238E-14 0,000000000132%
0,02 1,34455E-14 1,39971E-14 0,000000000140%
0,01 1,40335E-14 5,8807E-16 0,000000000006%

Fonte: Autoria prépria

Gréfico 5: Relacdo entre Passo e Erro maximo para o Problema 2
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Foi feito também o monitoramento do erro em pontos de malha especificos. Para este

problema, tal analise foi feita nos pontos x = 0.3 e x = 1.0. Nos casos em que O passo

estabelecido ndo incluia o respectivo ponto de malha, foi usado o mais proximo, para fins de

estimativa. A seguir sdo apresentados os quadros com os respectivos resultados, bem como as

suas correspondentes representagdes gréaficas:
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Quadro 15: Relacdo Passo versus Erro para o Problema 2 — Ponto de malha: x = 0.3

Passo (h) Erro Variacdo no erro | Variacao no erro (%)
0,1 1,9427E-14 - -
0,09 1,63235E-14 3,10352E-15 0,0000000000310%
0,08 1,82601E-14 1,93665E-15 0,0000000000194%
0,07 2,0764E-14 2,5039E-15 0,0000000000250%
0,06 1,63235E-14 4,44055E-15 0,0000000000444%
0,05 1,9427E-14 3,10352E-15 0,0000000000310%
0,04 3,65202E-14 1,70932E-14 0,0000000001709%
0,03 0 3,65202E-14 0,0000000003652%
0,02 1,82601E-14 1,82601E-14 0,0000000001826%
0,01 3,8854E-14 2,05938E-14 0,0000000002059%

Fonte: Autoria propria

Grafico 6: Relagdo Passo versus Erro para o Problema 2 — Ponto de malha: x = 0.3
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Quadro 16: Relacdo Passo versus Erro para o Problema 2 — Ponto de malha: x = 1.0

Passo (h) Erro Variacdo no erro | Variacao no erro (%)
0,1 1,40335E-14 - -
0,09 1,34455E-14 5,8807E-16 0,0000000000059%
0,08 2,74425E-14 1,39971E-14 0,0000000001400%
0,07 1,42045E-14 1,3238E-14 0,0000000001324%
0,06 1,38726E-14 3,3187E-16 0,0000000000033%
0,05 1,40335E-14 1,6091E-16 0,0000000000016%
0,04 2,8067E-14 1,40335E-14 0,0000000001403%
0,03 2,82354E-14 1,6838E-16 0,0000000000017%
0,02 1,40335E-14 1,42019E-14 0,0000000001420%
0,01 5,61341E-14 4,21006E-14 0,0000000004210%

Fonte: Autoria propria

Gréfico 7: Relacdo Passo versus Erro para o Problema 2 — Ponto de malha: x = 1.0
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Fonte: Autoria propria

Para o problema em questdo observamos, do Quadro 14 e do Grafico 6, que 0s erros
maximos obtidos sdo de baixa magnitude, todos da ordem de 10~1* sendo que a maioria dos
valores oscila na faixa 1E-14 a 3E-14 sem apresentar uma relagéo explicita com a mudanca no
passo. O monitoramento dos pontos de malha, por sua vez, evidencia um comportamento mais
disperso, em especial para valores do passo muito baixos. Considerando, no entanto, 0s passos
de 0.06 a 0.1, verificamos mais uma vez, a oscilacdo do valor do erro dentro de uma faixa de
valores bem especifica.

A coluna variacdo no erro é definida pela diferenga entre os respectivos erros para 0s

passos de ordem i e de ordem i + 1, indicando 0 quanto o erro variou, em termos absolutos
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com a correspondente mudanga no passo. A coluna variagdo no erro %, novamente é a razdo
entre a variacao absoluta do erro e a variacdo tamanho do passo, consistindo em um indicador,
de carater rudimentar, da eficiéncia na respectiva mudanca no passo. Observa-se, no problema
em questdo, que sucessivas reducdes no tamanho do passo ndo proporcionam mudancas
substanciais na magnitude do erro, o que fica evidenciado por varia¢es percentuais maiores
para valores de passo mais altos.

A fim de destacar a confiabilidade das solucGes obtidas, apresenta-se a seguir os graficos
que relacionam as curvas da solucdo numérica e analitica para o passo h = 0.1,
respectivamente.

Gréfico 8: Curva das solugdes numeérica e analitica sobrepostas — Problema 2 — Passo h = 0.1
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Fonte: Autoria prépria

Novamento, os graficos idénticos, tanto da solu¢do numérica quanto da analitica, sdo de
fato coerentes com o0s erros baixos obtidos. Além disso, a curvatura geral de ambos os graficos
é exatamente a esperada, isto €, a forma defletida da viga apds ser submetida ao carregamento

uniforme externo.
4.4 PROBLEMA 3: VIGA SIMPLESMENTE APOIADA COM CARGA PONTUAL

Para este ultimo problema, a analise tambem foi realizada no intervalo I = [0,1.5], pois
conforme destacado na secdo 3.3.2, a simetria de geometria bem como de carregamento
assegura que os resultados no intervalo complementar I = [1.5,3] serdo 0s mesmos. A variagdo
do passo ocorreu de acordo com o delimitado no Quadro 8, ou seja, de 0.01 a 0.1 com
incrementos de 0.01. Seguindo a mesma metodologia adotada para os problemas anteriores, a

cada passo analisado, foi associado um erro, o qual foi definido como sendo o erro maximo
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dentre todos os pontos de malha daquele passo. Finalmente, elaboramos um quadro,

apresentado a relacdo entre 0 passo e 0 erro maximo, tais resultados também foram

representados graficamente, seguem o quadro e o grafico:

Quadro 17: Relacao entre passo e erro maximo para o Problema 3

Passo (h) Erro Maximo | Variagdo no erro | Variacdo no erro (%)
0,1 3,79969E-14 - -
0,09 3,19163E-14 6,08058E-15 0,0000000000608%
0,08 2,42261E-14 7,69021E-15 0,0000000000769%
0,07 2,1414E-14 2,81208E-15 0,0000000000281%
0,06 3,19163E-14 1,05023E-14 0,0000000001050%
0,05 2,3749E-14 8,16728E-15 0,0000000000817%
0,04 2,29075E-14 8,4153E-16 0,0000000000084%
0,03 2,3835E-14 9,2754E-16 0,0000000000093%
0,02 6,86265E-14 4,47915E-14 0,0000000004479%
0,01 8,54624E-14 1,68359E-14 0,0000000001684%

Fonte: Autoria prépria

Gréafico 9: Relacdo entre o Passo e 0 Erro Maximo para o Problema 3
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Novamente, realizou-se o monitoramento do erro nos pontos de malha x = 0.5 e x =
1.0. Nos casos em que 0 passo estabelecido ndo incluia o respectivo ponto de malha, foi usado
0 mais proximo, para fins de estimativa. A seguir sdo apresentados os quadros com 0s

respectivos resultados, bem como as suas correspondentes representacgdes graficas:
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Quadro 18: Relagdo Passo versus Erro para o Problema 3 — Ponto de malha: x = 0.5

Passo (h) Erro Variacdo no erro | Variacao no erro (%)
0,1 1,18745E-14 - -
0,09 1,92843E-14 7,40974E-15 0,0000000000741%
0,08 2,1414E-14 2,12976E-15 0,0000000000213%
0,07 1,20984E-14 9,31559E-15 0,0000000000932%
0,06 1,39781E-14 1,87962E-15 0,0000000000188%
0,05 2,3749E-14 9,77098E-15 0,0000000000977%
0,04 2,29075E-14 8,4153E-16 0,0000000000084%
0,03 1,23321E-14 1,05754E-14 0,0000000001058%
0,02 2,3749E-14 1,14169E-14 0,0000000001142%
0,01 2,3749E-14 0 0,0000000000000%

Fonte: Autoria propria

Gréfico 10: Relacéo Passo versus Erro para o Problema 3 — Ponto de malha: x = 0.5

2,56-14

2E-14

=

o 0,02 0,04 0,08 0,08 0,1 0,12
Passo
Fonte: Autoria propria



Quadro 19: Relacdo Passo versus Erro para o Problema 3 — Ponto de malha: x = 1.0

Passo (h) Erro Variacdo no erro | Variacao no erro (%)
0,1 2,68467E-14 - -
0,09 1,27995E-14 1,40473E-14 | 0,00000000014047%
0,08 1,30929E-14 2,9344E-16 0,00000000000293%
0,07 1,43228E-14 1,22987E-15 | 0,00000000001230%
0,06 1,37946E-14 5,2817E-16 0,00000000000528%
0,05 1,38943E-14 9,967E-17 0,00000000000100%
0,04 1,34234E-14 4,7089E-16 0,00000000000471%
0,03 1,37946E-14 3,7122E-16 0,00000000000371%
0,02 2,68467E-14 1,30521E-14 | 0,00000000013052%
0,01 4,02701E-14 1,34234E-14 | 0,00000000013423%

Grafico 11: Relacdo Passo versus Erro para o Problema 3 — Ponto de malha: x = 1.0
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Para o Problema 3, verifica-se da analise do Quadro 17 e do Gréafico 11, que 0s erros

maximos obtidos sdo novamente de baixa magnitude, todos na ordem de 10~1* sendo que a

maioria dos valores gravita na faixa de 2E-14 a 4E-14 sem apresentar uma relacdo explicita

com a mudanca no passo. O monitoramento dos pontos de malha destaca um comportamento

semelhante. No ponto x = 0.5 todos os valores, oscilaram em torno de 1E-14 a 2.5E-14. No

ponto x = 1.0, especialmente entre os valores de passo de h = 0.3 e h = 0.9, 0 erro Se manteve

praticamente constante e limitado a 1.5E-14, nas extremidades do intervalo de passos, assim

como no Problema 1, verifica-se um comportamento mais disperso.
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A fim de destacar a confiabilidade das solu¢des obtidas, apresenta-se a seguir os gréaficos
que relacionam as curvas da solugdo numérica e analitica para o passo h = 0.1,

respectivamente.
Gréafico 12: Curva das solugcfes numérica e analitica sobrepostas — Problema 3 — Passo
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Fonte: Autoria prépria

A semelhanca entre os graficos, mais uma vez, se deve ao fato das solugdes, tanto
analitica quanto numeérica estarem muito proximas, visto que os erros obtidos foram
significativamente baixos. Verifica-se ainda a similaridade dos gréaficos anteriores com a

curvatura da viga defletida quando sujeita a uma carga pontual no seu centro.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho buscamos estudar como a variacdo do passo afeta o erro de
aproximacdo do método de Runge-Kutta de quarta ordem classico. Para tal analise, foram
realizados trés estudos de caso, avaliando a deflexdo em vigas submetidas a carregamentos
externos variados.

Observamos para um dos problemas um comportamento de carater bastante uniforme,
evidenciando que a medida que o passo foi reduzido, o erro também foi reduzido, seguindo uma
relacdo regida por uma funcdo do tipo poténcia. Para os demais problemas, no entanto, tal
comportamento ndo foi verificado. De fato, foi possivel perceber, nestes outros casos, que
demasiadas reducfes no passo nao levaram a reducgdes no erro maximo, tendo de fato o efeito
contrario. Notamos também que nesses problemas a reducdo das dimensbes do passo
frequentemente tinha impacto irrelavante no erro, de modo que este ultimo permanecia
aproximadamente constante, fato especialmente delineado no Gréfico 11.

Sugerimos ainda, no ambito de trabalhos futuros, a expansdo do nimero de problemas
analisados bem como do numero de passos adotados. Caminhado no sentido de uma
generalizacdo ainda maior, pode-se ampliar a gama de problemas analisados, saindo do escopo
da resisténcia dos materiais e fazendo sondogem por meio de problemas de valor incial
diversos. No que tange a medologia, pode-se incorporar a analise a varidvel tempo de
processamento, obtendo superficies que relacionam Passo, Erro, e Tempo. Finalmente,
podemos realizar os estudos supracitados simultaneamente com a comparagdo dos resultados
com o critério de Collatz, sende este um dos poucos guias tedricos para a escolha do passo nos
métodos RK4.
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