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RESUMO

A matematica € fundamental na vida do homem e estd sempre presente no dia a dia,
sejam em tarefas simples até as mais complexas, como, por exemplo, em controle de epidemias.
Uma ferramenta bastante utilizada em vdrias dreas através da matemdtica, sao as Equacgdes
Diferenciais Ordindrias. Dentre os vérios tipos de Equacdes Diferenciais, apresentaremos um
estudo acerca da Equacdo de Bernoulli e algumas de suas aplicag¢des. Para tal, foi realizado um
breve resgate histérico sobre essas equacdes, destacando quem foi Bernoulli e como ele
desenvolveu essa equacdo. Em seguida, uma revisdo sobre as equacdes diferenciais ordindrias,
dando destaque a EDO de Bernoulli e quais as suas aplicagdes hoje em dia. Para a realizacdo

desta pesquisa, utilizamos livros, notas de aulas, sites e monografias sobre o assunto.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordindrias. Equacdo de Bernoulli. Aplicagdes.



ABSTRACT

Mathematics is fundamental in the life of man and is always present in everyday life,
whether in simple tasks to the most complex, such as, for example, in epidemic control. A tool
widely used in various areas through mathematics are the Ordinary Differential Equations.
Among the various types of Differential Equations, we will present a study of the Bernoulli
Equation and some of its applications. To this end, a brief historical review of these equations
was performed, highlighting who Bernoulli was and how he developed this equation. Then, a
review of ordinary differential equations, highlighting Bernoulli's ODE and its applications
today. To conduct this research, we used books, class notes, websites, and monographs on the

subject.

Keywords: Ordinary Differential Equations. Bernoulli's Equation. Applications.
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1 INTRODUCAO

A matemédtica é uma das dreas fundamentais na vida do homem e se encontra presente
em nosso cotidiano desde muito cedo, embora por vezes seja comum deixar que tal fato passe
despercebido. A matemadtica estd presente em tarefas que exigem, por exemplo, registro de
quantidade de pessoas ou de alimentos, bem como o simples ato de realizar uma compra. Um
assunto muito importante e bastante conhecido por alunos do curso de matemdtica e de
engenharia, dentro dessa drea tdo imensa e necessdria, sdo as equacdes diferenciais.

As equagoes diferenciais podem ser definidas como aquelas que contém a derivada de
uma ou mais fungdes, apresentando derivadas de varidveis dependentes e independentes, ou
seja, quando uma varidvel tem seu valor dependendo de outras varidveis, ela é chamada de
varidvel dependente, j4 quando uma varidvel pode mudar de forma livre em uma equacdo ela
se torna varidvel independente (ZILL, 2001). Estas equagdes possibilitam uma série de estudos
acerca de fendmenos presente no dia a dia das pessoas.

Neste trabalho, o foco serd voltado para a Equagdo diferencial ordindria de Bernoulli,
desenvolvida pelo matemaético Jacques Bernoulli (1654-1705) e resolvida através das equacoes
lineares. A equagdo de Bernoulli € uma equacao de primeira ordem, nao linear, mas que através

do método da mudancga de varidvel se transforma em uma equacgao linear da forma:

y =fx)y+gx)y*,n+0,1

A EDO de Bernoulli pode ser utilizada em diversas dreas atualmente, se fazendo
importante e necessaria desde a engenharia até a drea da saide, por exemplo. Neste trabalho
sdo citadas algumas de suas aplicagdes que podem ser usadas para controles epidemiolégico,
quando ha a necessidade de controle de endemias, populacional, crescimento de peixes para
controle do peso e até na queda de um corpo num meio com atrito.

Sabendo que a equagdo de Bernoulli é de grande importincia para varias areas de
conhecimento, mas que nem sempre se encontra disponivel para um estudo aprofundado, este
trabalho foi pensado com o intuito de esclarecer o porqué de ter sido criada e onde pode ser

aplicada hoje em dia.
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2 SOBRE BERNOULLI

Este capitulo traz uma breve histéria sobre quem foi Jakob Bernoulli e sua contribuicao
para as equacgdes diferenciais ordindrias, bem como, a contribuicao de Leibniz para a equagdo
diferencial de Bernoulli. As biografias consultadas para formacdo deste capitulo foram (EVES,
2011), (OCONNOR; ROBERTSON, 1998), (MACHADO, 2014), (PARKER, 2013),
(ECALCULO-USP) e (ZILL, 2001).

2.1 Jakob Bernoulli

Os Bernoulli foram uma familia suica de académicos que tiveram grandes contribuigdes
com a matemadtica, histéria, fisica e astronomia do século XVI ao XX. Jakob ou Jacques
Bernoulli, como também era chamado, foi o primeiro dos dois filhos a ter relevancia em cdlculo
e probabilidade (ZILL, 2001). Jakob foi um matemdtico nascido na Basileia no dia 27 de
dezembro de 1654 e veio a 6bito no dia 16 de agosto de 1705 em sua cidade natal. Jacques foi
obrigado a estudar teologia e filosofia por seus pais, o que tornou Jacques um mestre em
filosofia no ano de 1671 e licenciado em teologia no ano de 1676. Durante o tempo em que
estava cursando a graduacio, ele estudava matematica, e astronomia (com foco em cometas)
tornando-se, assim, o primeiro integrante da familia a ter interesse pela matemdtica
(MACHADO, 2014).

Depois de graduado em teologia, Bernoulli trabalhou como professor pessoal em
Genebra. Mais tarde, em 1681, ele viajou a Europa onde conheceu e estudou com nomes que
vieram a ser grandes matematicos e fisicos, dentre eles Gottfried Leibniz, Robert Hooke, Isaac
Barrow etc. (MACHADO, 2014). Em 1683, ao retornar a Suica, ele trabalhou como professor
de mecanica ensinando sobre a mecanica dos sélidos e liquidos. Foi convidado a ocupar um
cargo na igreja, mas rejeitou, pois seu interesse era atuar na matematica. No ano de 1684 Jakob
se casou com Judith Stupanus com quem teve dois filhos, um menino € uma menina, que nao

tiveram interesse pela matemética (OCONNOR; ROBERTSON, 1998).

Em 1687 retornou a Basileia e tornou-se professor de matemdtica, ocupagdo que
perdurou até o seu dltimo dia de vida, quando entdo quem assumiu o cargo foi seu irmao Johann.

Os dois irmaos Bernoulli tiveram muitos atritos entre eles, por questdes cientificas, mas sempre
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mantiveram um intercaimbio de ideias com Leibniz, contribuindo muito com a matematica

(EVES, 2011).

Jakob e Johann estudaram para desenvolver os métodos de resolucdo de equagdes

diferenciais e para aumentar o campo de suas aplicacdes e solucionarem intimeros problemas

por exemplo

1
. Ak
formulados através de equagOes diferenciais desse tipo, y' = [(1;2;——a3)]2’

(ECALCULO-USP).

Figura 1: Jakob Bernoulli e Johann Bernoulli, respectivamente

Fonte: Eves, 2011.

Em 1689 Jakob Bernoulli publicou sobre as séries infinitas, na qual diz que, se um
experimento € repetido muitas vezes a frequéncia relativa com que um evento ocorre € a mesma
que a probabilidade do evento. Publicou no mesmo ano a lei dos grandes nimeros na teoria da
probabilidade que € a interpretacdo matematica do resultado das séries infinitas. Até 1704 ele
continuou a fazer publicagdes acerca do assunto, mas, em 1696 Bernoulli resolveu a equagao
diferencial ndo linear de primeira ordem, conhecida hoje como a “Equagdo de Bernoulli”

(OCONNOR; ROBERTSON, 1998):

y' =pl)y+q)y"

Para tal resolugdo, Jakob contou com a ajuda de seu irmdo Johann Bernoulli e do
matemdtico Gottfried Leibniz, que trés meses depois de sua publicagdo conseguiu a solu¢io

através de uma mudancga de varidvel.

Mais tarde, Bernoulli desenvolveu interesse também pelo estudo de curvas e foi o

matematico que mais avangou no estudo da espiral logaritmica. Teve grande reconhecimento
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pelo trabalho “A arte de conjecturar” publicado em 1713, oito anos depois de seu falecimento.
Apesar de deixar o trabalho incompleto, teve grande reconhecimento de sua importincia na

teoria das probabilidades.

Além da familia Bernoulli, como j4 citado, Leibniz teve sua contribui¢do com os irmaos
Bernoulli no estudo das equacdes diferenciais, dando base a solu¢cdo mais tarde detalhada por

Johann.

2.2 Leibniz contribuiu com a Equacao de Bernoulli

Gottfried Wilhelm Leibniz, considerado um génio universal do século XVII (EVES,
2011), foi um alemao nascido no dia 01 de julho de 1646 e que teve a sua vida marcada por
conquistas, aos 15 anos ingressou na Universidade e quando fizera 17 anos adquiriu o deu
diploma de bacharel. Leibniz, como ficou conhecido, era um tedlogo, formado em direito,
filosofia e matematica (ECALCULO-USP).

Leibniz descobriu o teorema fundamental do célculo, desenvolveu parte de sua notacio
para o assunto e estabeleceu vdrias féormulas elementares de diferenciacio, dentre tantas outras
descobertas e resolucdes, ele formulou as principais propriedades da adi¢cao, multiplicacdo e

negacdo légicas (EVES, 2011).

Figura 2:Gottfried Wilhelm Leibniz.

Fonte: Eves, 2011.

Trés meses apds a publicacdo de Jacob Bernoulli acerca da equagdo de Bernoulli em

1695, Leibniz publicou uma solucdo pelo método da mudanca de varidveis y1™™. Porém, é
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importante esclarecer que ele ndo apresentou uma substituicdo reduzindo a uma equagio
diferencial linear, também ndo deu passo a passo para que se chegasse ao resultado da equacao
(PARKER, 2013). Em 1696 Jakob Bernoulli anunciou por meio de um artigo publicado que
Leibniz resolveu o seu problema, enquanto Johann mais tarde esclareceu uma segunda solucao,
em 1697 publicou que estava a procura da resolu¢do da equacdo de Jacob mostrando duas

solucdes. A primeira solu¢do proposta por Johann era baseada na resolugcdo de Leibniz, onde

1
através da mudanca y = v(@-m a equacdo € transformada em uma equacao diferencial linear. A

segunda solucdo propde que a solucdo seja definida como y = mz. Onde y foi substituido na

equacdo ady = ypdx + by™qdx significando que y resolve a EDO original.
Johann chegou ainda a afirmar que %‘Z = pdx onde z corresponde a

ady
P yp
Sendo esta parte da solugdo % = yp + by"q.

A solucido escrita por Johann y = mz com um grau de liberdade foi dividida em duas

partes onde, mz resolve a equagdo original e z a homogénea (PARKER, 2013).
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Neste capitulo, apresentaremos a parte tedrica do trabalho. Veremos as defini¢cdes e os
conceitos basicos de uma EDO, dando destaque a Equacdo de Bernoulli e seu método de

solucdo. As referéncias utilizadas aqui foram (GUIDORIZZI, 2013) e (ZILL, 2001).

3.1 Introducio as Equacoées Diferenciais

De acordo com Zill (2001) uma equacdo diferencial tem as derivadas ou diferenciais de

uma ou mais varidveis dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes.

dy

Por exemplo, uma equacgdo - =Y que ¢ definida como uma equacao diferencial. Na

maior parte dos casos, o objetivo principal é encontrar quem € a fungido y = f(x) capaz de

satisfazer a equagdo. Essa fungdo serd a solucdo da equacao.

3.2 Classificacoes das Equacoes Diferenciais.

3.2.1 Com relacdo ao tipo

Uma equacao diferencial pode ser compreendida de dois tipos, sendo o primeiro tipo a
funcdo em que existe apenas uma varidvel independente, chamada de Equacdo Diferencial
Ordinéria, ou EDO, e o segundo tipo possui mais de uma varidvel independente, sendo chamada
de equacao diferencial parcial (EDP).

Nesse trabalho, o nosso foco sera as equacdes do tipo EDO, conforme os exemplos a

seguir:
dy
1. ——5y=1
a7
du dv
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3.2.2 Classifica¢do a ordem

De acordo com o Zill (2001) a ordem da equagdo é por defini¢ao a ordem da derivada

com maior ordem em uma equacao diferencial.
. d?y dy\3 x < . . . .
1. Note que, ezt 5 (E) — 4y = e”* € uma EDO de ordem 2 pois sua maior derivada é

de 2° ordem;

ii. A EDO mais geral de ordem n pode ser escrita como F(x,y,y'(t), ..., y™*) = 0.

3.3  Soluc¢oes para uma Equacao Diferencial.

Qualquer funcdo f definida em um intervalo I, que, ao ser substituida em uma equagdo
diferencial, altera a equacdo reduzindo a uma identidade, € uma solu¢do para a equagdo no
intervalo /. Se a solugdo para a equagdo for nula, entdo ela € uma solugdo trivial.

Assim, as solu¢des para uma EDO podem ser encontradas de duas formas, uma forma
explicita, quando a equacdo for apresentada da forma y = f(x), ou implicita, quando ndo é
possivel explicitar e a equagdo aparece da forma G (x,y) = 0, definindo, uma ou mais solugdes

para as equagdes diferenciais explicitas definidas em /.

A seguir sao mostrados dois exemplos de equacdes implicitas e explicitas,
respectivamente.
Exemplo 1: Para —2 < x < 2, a relacdo x? + y? —4 = 0 é uma solucdio implicita para a

<~ . . d e
equacao diferencial d—z = — § Segue, por derivacdo implicita que

d ool do
a(x)%—a(}’)—a()—

dy dy x
2x+2y*a—00u E__;

A relacdo x2 + y? — 4 = 0 neste exemplo define duas funcdes diferenciais explicitas,

sendo elas, y = v/ 4 —x* e y = —/4 — x% no intervalo (-2,2). Além disso, note que qualquer

~ . d x . .
relacdo da forma x2 + y2 — ¢ = 0 satisfaz ﬁ = — para qualquer constante c. Com isso, fica

subentendido que a relagdo deve sempre fazer sentido no sistema dos nimeros reais, dessa

forma, ndo se pode dizer que x% + y% + 1 = 0 determina a solu¢do da EDO.
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4
Exemplo 2 (ZILL, 2001): Verifique que y = 91(—6 € uma solucdo para a equacao nao-linear

dy

— yl/2
dx

xy
No intervalo (-co, c0).

Solugio:

dy 1 . ~ < ~ 2
Escrevendo a EDO como XY= 0 e verifique se a funcdo é uma solugdo, apds a

substitui¢do, se a diferenca for zero para todo x no intervalo.

dy _ 4 ¥ X 1/2=(x_4)1/2=ﬁ
dx 16 4 16 4

)

Ou seja,

1
dy 1ox3 xt\z  x3 «8
A =2 ) ==
ax T T 4

Para qualquer numero real.

Observaciao: Geralmente, uma equacgdo diferencial possui infinitas solu¢des. Mas, também pode
ter uma soluc¢do do tipo particular, quando os valores sdo definidos para cada constante dentro

de uma derivada, como mostra o proximo topico a seguir.

3.3.1 Solugao particular

z

Solucdo particular € a solucdo para uma equagdo diferencial que independe de
parametros arbitrarios. Ou seja, para obter uma solucdo particular deve-se escolher valores
particulares para as constantes dentro da derivada.

Exemplo 1(CAVALCANTE, 2014): Encontre a solugdo particular da equacdo
diferencial Z—z = x + 1. Sabendo que essa curva passa no ponto Py(0,1) ou equivalentemente
satisfaz a condi¢@o inicial y(0) = 1.

Solugdo:

Perceba que, a equacdo dada no enunciado pode ser solucionada fazendo dy = (x +

1)dx, o que nos leva a dizer que y = [(x + 1)dx, o que € solucionada por,
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y=fxdx+]1dx

2

=L tx+c
y=—+tx

sendo a solugdo geral.

A condigdo inicial é que a curva passa no ponto Py(0,1), o que quer dizer que y = 1

quando x = 0 e ao ser substituido em

=z +x+C
y_Z x
Tem-se,
02
1=—+0+C
2+ +
1—O+0+C
2
1=0+0+C
c=1
Assim, a solugdo é
x2
y=7+x+C.

Nem sempre € possivel encontrar uma solugio para a equacao diferencial especificando-

se os parametros para a familia de solugdes, a isto damos o nome de solugdo singular.

3.4  Equacao Diferencial de primeira ordem

Aqui apresentaremos alguns dos conceitos de EDOs que podem ser encontrados em

(GUIDORIZZI, 2013) e (ZILL, 2001).

Uma equagao diferencial de primeira ordem € uma equagao do tipo
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dy
_— = F
dx (x’y)

sujeita a condigdo de inicio y(x) = y, definida em intervalo aberto I é uma solucéo deste caso

se, para todo x em I ocorrer,

y'(x) = F(x, y(x)).

Exemplo 1 (GUIDORIZZI, 2013): Determine uma fun¢ido y = y(x), com y(1) = 2,
que satisfaga a propriedade: o coeficiente angular de uma reta tangente no ponto x da abscissa

€ o mesmo que o produto das coordenadas do ponto tangencial.
Solucao:

No ponto de abscissa x o coeficiente angular ¢ y’(x) e o ponto tangencial (x,y(x)).

Portanto,

y'(x) = xy(x).
Entdo, a funcdo a ser encontrada € uma solucdo para a equacao diferencial

dy_

ax 7

Considerando y(1) = 1, pode-se supor y(x) > 0 para qualquer x no intervalo de

dominio I da func¢do. Assim, para todo x em I,

Sabendo que (In y(x))’ = 3;((;)) e que (xz—z) = x entdo, (Iny(x))' = (x;) " para

qualquer x em L.

Existindo uma constante k tal que

x2
Iny(x) = 7+ k

para todo x em I.

Partindo da condi¢do y(1) =1



20

2

1
Iny(1) =7+k

1
Dessa forma, k = — >

x%-1
Portanto, y = e 2z , x qualquer, soluciona o problema.

3.4.1 Classificacdo quanto a Linearidade

3.4.1.1 Equagdes Lineares

Uma equacgdo diferencial linear pode ser escrita como,

n dn—l

d"y y dy
adﬂzﬁnHm—H@ +m+%&ka+%&w=g@)

dxn—l

Observe que a varidvel dependente y e todas as suas derivadas sdo elevadas a primeira
poténcia, logo, sdo de primeiro grau. Enquanto todos os coeficientes dependem de x como

varidvel independente.
Passo a Passo: Equagdo Linear de Primeira Ordem
Dada uma equacao diferencial linear da forma
y' + Py = f(x),

o método para encontrar uma solugdo consiste nos seguintes passos:

i.  Calcular o fator integrante u(x) = el P()dx

ii.  Multiplicar a equagdo pelo fator integrante e transformar o lado esquerdo da equagdo na
derivada de um produto, a saber, :—x (y - u()).

iii.  integrar para achar a solucdo geral.

Cumprindo os passos acima, chegaremos na seguinte solu¢do geral desse tipo de EDO

y = ([ ueorwax+c),

onde C € a constante de integracao.
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Exemplo 1: Resolva

dy
——3y=0
ax Y
Solugéo: A equagdo é linear de primeira ordem, assim o P(x) = —3 e seu fator integrante é

u(x) — ef(—3)dx = o3
Calculando a integral do fator integrante vezes a fung@o f(x) na equacdo tem-se,
= (e + )
= — x) * f(x))dx
eI A

— 1 —3x*0d
y_€_3x (e )x

1
y = e‘3xJde
1
y= e—3xC
y =e3%(C

3.4.1.2 Equagdes nao-Lineares

Uma EDO que nao ¢€ linear € dita ndo-linear, logo nio pode ser escrita da forma vista

acima (GUIDORIZZI, 2013), como a equagdo do exemplo a seguir.

4
Exemplo 1: Verifique que y = )16—6 € uma solucgdo para a equagdo nao-linear

dy 1
_— = 2
dx Xy

Solucdo: Para comprovar se a dada funcdo € a solucdo para a EDO acima vamos escrever a

-1 . d 1 . . .
equagdo diferencial como ﬁ— xyz = 0 e verificar se a diferenca € zero para todo x no

dy (x* A x* 1 A x3 A 1, 1,
_— = —_— = —_— = kX — = -
dx \16 16 16 165 T3

intervalo. Observe,
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Com isso, percebemos que

1
dy 1ox3 x*\z2 x3 3
2 =g x\ ) = =0

Para todo numero real.

3.5  Outros tipos de EDOs

Existem também outros tipos de EDOs que néo terdo estudo aprofundado neste trabalho,
mas, que serdo citadas a seguir através de um breve resumo. Alguns tipos de EDOs podem

pertencer a mais de um grupo de equacdes que ja citamos ou citaremos nesse trabalho.

Equacao de variaveis separaveis: podem ser definidas como equagdes da forma,

ay_ge)
dx  h(y)

2 2 sz . o - P . dy
¢ chamada separdvel ou tem varidveis separdveis e pode também ser escrita como, h(y) o

g(x) e pode ser reduzida a equagio anterior quando h(y) = 1.
Equacoes homogéneas: Uma equacio diferencial da forma,
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

¢ chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N sdo fun¢des homogéneas do mesmo

grau. Portanto, M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0 é homogénea se,
M(tx,ty) = t"M(x,y) e N(tx,ty) = t"N(x,y).
Equacoes exatas: Uma expressao diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy



23

¢ uma equacao diferencial exata em uma regido R do plano xy se ela corresponde a diferencial

total de alguma funcdo f(x,y). Uma equagao diferencial da forma,
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

¢ chamada de uma equacao exata se a expressao do lado esquerdo € uma diferencial exata.
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4. A EQUACAO DIFERENCIAL DE BERNOULLI

Os conceitos e resolugdes utilizados acerca da equagao de Bernoulli para este capitulo
sdo referentes a (GUIDORIZZI, 2013).
A equagdo diferencial de Bernoulli

d
d_z = P(x)y + f(x)y™ n # 0 constante,

Para y # 0, tal equagdo é equivalente a y™" Z—z = P(x)y'™™ + f(x). Com a mudanga

de varidvel u = y'™™,y = y(x), a equacdo de Bernoulli se transforma na equacdo linear

du

a = (1 — TI,)P(X)U- + (1 - Tl)f(X')

4.1  Solucoes da equacio de Bernoulli

d
— = P()y +f()y",n % 0.

Com P(x) e f(x) definidas e continuas num mesmo intervalo aberto I.

Solucio constante: Se n > 0 a equagdo admitird a solugio constante y(x) = 0,x em L.
Solucgoes nao constantes:

Passol: Multiplicar os dois membros por y .

Passo 2: Fazer a mudanca de varidvel u = y1™",y = y(x).

Exemplo 1 (GUIDORIZZI, 2013): Resolva a equacao de Bernoulli

Com n = 4, a fungio constante y(x) = 0 é uma solu¢io. Entdo, vamos multiplicar os
dois membros por y~* para encontrar as solugdes nio constantes, depois, fazemos a mudanca

de varidvel u = y~3.

Multiplicando por y~* obtemos
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—4d - -
y = +e yy

dy
47 _ ,,-3 -3x
y Ix y - +e

. . — du
Em seguida, fazendo a mudanca de varidvel u = y~3 sem esquecer que—— = 1-

_n.\ 4y du _a4dy . - .
n)(y™) — obtemos a = —3y~* —_» € assim a equagdo linear

du 3y = —30-3
I u = —3e %%,

Pela formula que nos d4 as solu¢des da equacgdo linear, temos

y == [uewreo ail
u= e% U(e3x)(—3e_3x) dx]
u=e3* U —36‘3xe3xdx]

u=e3* [—3 f e~ 3 e3xdx]
u=e3¥[-3x + C]

De u = y~3, segue que a familia das solucdes da equacdo dada é

ex

=0ey =57—
y y C = 3x

Exemplo 2 (ZILL, 2001): Resolva

Solugio: Inicialmente, dividiremos toda a equagdo diferencial por y?2, a fim de modelar

a mesma para a forma que apresentamos acima,

1dy 1y

_— —_—— =X

yZ
yrdx  xy? Ty
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1dy 1
—_— —_— =X

V2 dx " xy

dy y!
-2 77 A
y dx+ X x

em seguida, podemos identificar que o termo que compde o fator de integracdo P(x) é

1
P(x) = -
X
Comparando com a equagio dada na questdo encontramos também f(x), que para nosso caso

é f(x) = x en = 2, por ultimo devemos fazer a mudancga de varidvel

w = yl-2
w=y1!
sua derivada é,
d_W — _y_z d_y
dx dx
substituindo
dw N 1 B
dx x w=2x

dw (1 )
——|-w]=—x
dx \x

como o fator integrante para essa equacao linear € 1/x, visto que

'u(x) = efP(x)dx = e_f%

d
u(x) = e 1% = el

’u(x) — e—lnlxl — elnlxl_1

u(x) = eln|x|‘1 =x1

Obteremos, assim, a equacao

el =1
dxxw_ '



Integrando,

isolando w,

1 ~
mas, w = ; entao,

] =
dxxw_
1

—-w=—-x+C

X

w=—x?+Cx

1

—=—x?+C(x
1

y

X2t cx’

27
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5 ALGUMAS DAS PLICACOES DA EQUACAO DE BERNOULLI

A seguir, sdo apresentadas algumas das aplicagdes da equacdo de Bernoulli consultadas

em (BRIETZKE, 2014), (GUIDORIZZI, 2013), (ARFKEN, 1922) e (BOYCE, 2009).

5.1  Modelos de crescimento populacional

A equacao diferencial de Bernoulli pode ser aplicada a modelos simples de crescimento
populacional, como os modelos de crescimento exponencial e crescimento logistico, mais
detalhado a seguir.

Crescimento Exponencial. Este ¢ um modelo simples, onde presume-se que a taxa de
crescimento de uma populacdo de individuos em determinado instante é proporcional ao
nimero de individuos no mesmo instante. Por meio de simbolos tem-se que, se N = N(t) é o

ndmero de individuos no tempo t, entdo

dN

— =N
dt’l'

sendo A > 0 a constante de proporcionalidade, que depende do tipo de individuos a serem

analisados. Consideremos que N varia assumindo valores naturais, assim € importante dizer

. . dN
que N = N(t) varia conforme o tempo. Ao derivarmos N'(t) = —; teremos o valor que

. . ~ . ~ AN
representard a taxa de crescimento desta populacdo. Assim, a equagio i AN pode ser
resolvida pelo método da separacdo de varidveis.

d

WNzldt ou N=+#0

Por integracdo tem-se que,

dN—AJdt
N =

1
fﬁdN—hfldt

In|N|+C=At+C

InN=At+C
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Assim, a exponencial pode ser aplicada de modo que N = ee?t. Porém, e® é uma
constante indeterminada, ou seja, pode ser representada por qualquer letra como o préprio C ja
utilizado. Se € conhecido a populacdo no tempo inicial, ou seja, quando este é zero, com

condi¢do N(0) = N,, tem-se C = Ny, assim,
N = N(t) = Nye?t

Figura 3: niimero de individuos no instante t.

.

N

No

Fonte: Brietzke (2014).

Portanto, este modelo mostra que, para este exemplo, a populacdo cresce

exponencialmente, apresentando a evolucao desta até certo ponto.

Crescimento logistico. Tomando como base o exemplo anterior, sabemos que ao haver um
aumento no nimero de individuos de determinada populacdo também h4 um niimero crescente
na competicao entre eles, seja por alimentos ou sobrevivéncia em geral. Com isto, € gerado uma

diminui¢do da taxa de crescimento. Assim, pode-se apresentar a taxa de crescimento como,

dN (NN
a ¢

Considerando que haverd uma variacdo de @(N) com N, onde haverd diminui¢do
conforme N aumenta. A fungdo que contém esta propriedade € ¢(N) = a — bN,sendoa > O e

b > 0 constantes, onde a EDO sera a equacdo logistica,

dN—( bN)N
ac ¢
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Supondo que 0 < b K a, ou seja, b € maior que zero e muito menor que a, e a populacio
N ainda ser pequena, teremos que, a taxa de crescimento € de aproximadamente N' = aN.

Quando N for um valor alto o ndmero que representa a taxa de crescimento serd menor.

A EDO Z—IZ = (a — bN)N, apesar de separdvel, é uma equacgdo de Bernoulli, o que a

torna possivel de ser resolvida conforme é mostrado a seguir:
N' = aN — bN?
Comn =2
z=N'"2=N"1 N=z71 N' = —z7%7
Substituindo, segue que
—z7%z2'=az ' —bz?
Multiplicando por z2,
z'+az=>b

Tendo como fator integrante pu = eJ *dt = gat

ez + ae*z = be™, (e%z) = be%, ez =10 [e%dt = ge“t +C
Logo,
b
z=—+Ce ™
a
1
N=577——
~—+ Ce™ %t
a

Analisando, temos N = 0 como sendo uma solu¢do da equagdo acima, onde ndo estd
vinculada na resolug@o para valor algum de C, esta solug@o foi perdida quando a mudanga de
varidvel aconteceu z = N1, excluindo a possibilidade inicial N = 0.

Se a condicio inicial for N(0) = N, € possivel a determinagao de C como Ni = g +Ce
0

encontramos
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1
TR

Note que, o modelo prevé que para t grande, independente da populagdo inicial N(0),

N (t) se aproximara sempre do mesmo valor

- _4
fim V(O =

Para valores pequenos de t,

at

N(@) = )
i_{_ B(Eat — 1)
No a

Como 1 — e =~ 0, temos N(t) =~ Nye®, para t pequeno.

A solucdo N(t) = % corresponde a um ponto de equilibrio com estabilidade. Tendo a

M e e . a 2 :
condi¢ao inicial como Ny = >N (t) se mantera constante com esse valor em qualquer instante

futuro. Se a condig¢do inicial for pouco diferente deste valor, N (t) tende a voltar para o seu valor
inicial de equilibrio. Enquanto, para a solu¢io constante N(t) = 0 é um ponto instavel, mas, de
equilibrio. Se a condig¢ao inicial for pouco alterada entdo, N(t) tende a se afastar cada vez mais

de 0 quando t — oo.

Figura 4:N(t) permanece estdvel.

a

b

{

Fonte: Brietzke (2014).

Observacdo: Este modelo foi proposto em 1838 pelo matemadtico belga Verhulst para a
populacdo humana. Mas, em 1930 foi comprovado que descreve bem a populacido de drosoéfilas

(uma espécie de moscas).
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5.2  Modelo matematico para o crescimento de peixes (Proposto por Von Bertalanffy)

Como vimos, a equagdo diferencial de Bernoulli € nao linear, mas pode ser transformada
em uma equacdo linear de primeira ordem através do método da mudanga de varidvel,
justamente o que ocorre com o modelo de Von Bertalanffy (Modelo Matemaético para
crescimento de peixes).

Sabemos que a pesca tem grande importancia para a sobrevivéncia, seja como alimento
ou como atividade econdmica, gerando trabalho e consequentemente renda. Mas, sabemos que
algumas espécies podem vir a entrar em extingdo por isso, se faz necessario um controle de
pesca. Visando este problema, Von Bertalanffy desenvolveu um modelo matemaético que cuida
do controle de crescimento de peixes. Assim, esta equacdo pode ser utilizada para controlar o

peso e alimentacdo de peixes visando o aumento populacional destes seres.

Exemplo: Suponha que, o peso de cada espécie é dado pela equagdo a seguir (Von
Bertalanffy),
dp

i Bp*® —yp

e estabelece que, 0 aumento do peso em um peixe € proporcional a drea de sua superficie.

e [ ¢é a constante de anabolismo e representa a taxa de crescimento de massa por
unidade de superficie.
e v ¢ a constante de catabolismo e representa a taxa de diminui¢do da massa por

unidade de superficie.

Essa EDO é de Bernoulli com n = g Onde, tem-se

dp N 2
—_— = 3,
e TP Bp

2 1
~ ., . 1— =
Como solugdo fazemos a mudanga de varidveis u = p~ 3 = p3,

du 1 _z2dp

—_—— _p 3 —

dt 3 dt
du 1 1
—=5(B—vp3)

dt 3



Portanto, a solucao geral sera

Assim,

B (5 -0

Entao,

33
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5.3 Queda de um corpo num Meio com Atrito

Figura 5:Queda de um corpo num meio com atrito.

Queda livre

Vg

v

k4
Fonte: Info escola, 2013.

Supondo que um corpo esteja caindo no ar e que a forca de atrito deste seja proporcional
ao quadrado da velocidade com que o corpo se move no mesmo. Entdo, a for¢a resultante sera
dv

= _ 2
mvdx mg — yv?,

onde g € a aceleracdo da gravidade, m € a massa do corpo, v e x sdo respectivamente velocidade

.~ ~ dav dx dv dv
e posicdo do corpo com relacdo ao tempo t. Note que, my—=m-_-k-—=m-—. A sua

velocidade obedece a seguinte equagao diferencial de primeira ordem

que € uma equacao de Bernoulli e, também, de varidveis separdveis. Observe o exemplo a

seguir:

Exemplo: Supondo que v(0) = v,, vamos mostrar que

m m 2
v(x) = 79 + (vg - _g) e m,

No geral, se a forca de atrito da forma —y|v|", o procedimento acima nos leva a uma

equacgdo de varidveis separaveis.
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.9 ~ _dv -
Se multiplicarmos por v ambos os valos da equagdo T %v = gv~1, obtemos

av vy ,
v a + E v =4g.
Se fizermos w = v?, entdo
dw ) dv
— ) —
dx v dx’

e~ ~ av -
Com essa substituicdo a equagdo =T %v = gv~! se transforma em

. P4 . . L~ d
Onde o fator integrante serd em ™. Portanto, ao multiplicar a equaco d—‘:: +2 % w = 2g por esse

fator, tem-se

2y 2y

d =—=x —x
Ix [em W] = 2gem
Ou seja,
2y 2y
em w = J 2gem™dx.
Dessa forma, a solucdo geral da equacao Z—: +2 % w=2g¢
_2r,

m
W(x)=7g+ce m”,

Voltando a variavel inicial, temos

mg 2y

Portanto, a solucao do valor inicial serd dada pela equacao
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5.4  Epidemiologia

Em 1766 Daniel Bernoulli, filho de Johann, descobriu que a equacdo de Bernoulli
poderia ser utilizada para avaliar a eficdcia de vacinagdo contra variola, o que poderia gerar um
controle epidemioldgico. Daniel dividiu a populacdo em dois grupos, os que ndo haviam sido
infectados ainda e os que j4 haviam sido infectados e por isso se encontravam imunes, O
exemplo a seguir foi retirado do livro Equacdes diferenciais de Boyce e esclarece como

funciona a equacdo de Bernoulli neste caso.

Exemplo 1: Suponha que uma dada populacio pode ser dividida em duas partes: os que tém
determinada doenca e podem infectar outros, € 0os que ndo tém, mas sdo suscetiveis. Seja x a
propor¢ao de individuos suscetiveis, e seja y a propor¢ao de individuos infectados; entdo x +

y = 1. Suponha que a doenca se espalha através do contato entre os elementos doentes da
~ ~ . . dy . . .
populacdo e os sdos, e que a taxa de disseminagao d—f € proporcional ao nimero de tais contatos.

Além disso, suponha que os elementos de ambos os grupos se movem livremente, de modo que
o ndmero de contatos é proporcional ao produto de x e y. Como x = 1 — y, obtemos o problema

de valor inicial

dy
T ay(1—y), y(0) =y,

Em que a é um fator de proporcionalidade positiva e y, € a propor¢ado inicial de individuos

infectados.

Resolva o problema de valor inicial e mostre que y(t) = 1 quando t = o0, 0 que

significa que, finalmente, a populag¢do inteira ficard doente.

Solucdo: Observa-se que a equagdo mostrada na questdo é uma equacdo de Bernoulli,
comn = 2 veja,
dy .

Jf W =ayn



Substituindow = y~1,
y_z d_y — d_W
dt dt

—+ aw = qa.
dt

O fator integrante:
u(t) = eladt — pat
Usando esse fator para multiplicar a equagao,

d
= [e“w] = e*a

e%tw = afe‘“t+C

w=1+ Ce %,

Voltando a variavel de inicio,

YO = T cew

Sendo, y(0) = y, , tomando C = (170
0

), tem que a solucdo do valor inicial ser4,

Yo
Yo + (1 —ygle

y(t) =

Quando t tende a infinito, o limite é

. . Yo
tggy( ) t1—>rg Yo + (1 — yo)e_“t

Desta forma, y, — 1 significando que a doenga ird se espalhar em toda a populagdo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste Trabalho de Conclusao de Curso (TCC), foi realizado um estudo sobre a equacao
de Bernoulli, onde foi feito um resgate histérico da vida de Jakob e Bernoulli e a contribui¢ao
de seu irmao Johann e do matemaético Leibniz para com a equagdo diferencial de Bernoulli. Foi
estudado as aplicagdes da equacdo de Bernoulli, chegando a conclusdo de que esta pode ser
utilizada em algumas aplicacdes como controle de crescimento populacional, como modelo
matemadtico para o crescimento de peixes (Proposto por Von Bertalanffy) e até na queda de um
corpo num meio com atrito. Este trabalho apresentou dificuldades na pesquisa relacionada ao
objetivo que levou Bernoulli a desenvolver tal equacdo, informacdes do tipo ndo foram
encontradas nos livros basicos disponiveis no curso de Ciéncia e Tecnologia, o que gera ainda
mais necessidade de um trabalho para complemento fora dos livros.

Portanto, com este trabalho pode ser verificado a importincia da equagdo diferencial de
Bernoulli, mostrando que ela pode estar presente no cotidiano. Assim, podemos ressaltar que
este estudo pode ser utilizado como material complementar para quem tem interesse a mais pela

equacgdo de Bernoulli e suas aplicacoes.
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