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Resumo: O circuito RLC (Resistor, Indutor e Capacitor) € o circuito elétrico oscilante por exceléncia. A sua
forma simples permite controlar os pardmetros que caracterizam o seu funcionamento, o que o torna um
excelente mecanismo para a simulagdo de outros sistemas oscilantes. Este tipo de circuito ¢ utilizado em
aparelhos de radio, osciladores, fontes de tensdo e em sistemas de comunicacdo. Este trabalho tem como
objetivo principal explicar o funcionamento do circuito RLC (Resistor, Indutor e Capacitor) série, utilizando
as equacdes diferenciais de segunda ordem e as transformadas de Laplace como ferramentas para analisar a
carga e a corrente CC (Corrente Continua) no circuito RLC determinar o tipo de amortecimento. As
resolu¢des dos problemas sugeridos no trabalho foram divididas em duas fases de andlise: computacional,
com o uso de simulagdes e andlise tedrica para determinar o comportamento da carga e da corrente nos
elementos do circuito. Os resultados obtidos foram satisfatorios no que diz respeito as equagdes resolvidas
teoricamente e visualizadas em simulagdo, observando cada tipo de amortecimento.
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1. INTRODUCAO

Com o passar dos anos, novas descobertas foram surgindo para melhorar e ampliar o conhecimento da
humanidade. Uma delas ¢ a descoberta do calculo integral e diferencial como ferramenta importante para os
avangos tecnologicos. Dele, surgiu o estudo das equagdes diferenciais, responsaveis por fornecerem diversos
modelos sistematicos capazes de solucionar uma gama de problemas encontrados na engenharia [1].

De acordo com [2], equagdes diferencias sdo aquelas que possuem derivadas de fungdes ndo conhecidas em
relagdo a uma ou mais varidveis. Dentro delas, existem as equagdes diferenciais de 2* ordem que sdo uma
ferramenta importante na modelagem da mecanica dos fluidos, condugao de calor e sistemas oscilantes.

Na engenharia elétrica, o uso de equagdes diferencias de 2% ordem tem o papel de modelar alguns circuitos,
dentre eles o circuito RLC. Este tipo de circuito é dito de 2* ordem por ser modelado por este tipo de equagio. E
um circuito oscilante por possuir dois elementos armazenadores de energia, o capacitor e o indutor e sdo
utilizados em aparelhos de radio receptores ou transmissores, osciladores, filtros, fontes de tensdo e sistemas de
comunicagdo em geral[3].

Frequentemente utilizado em circuitos osciladores, o circuito RLC ¢ um tipo de circuito elétrico composto de
um resistor com (R), um indutor (L), um capacitor com (C) e uma fonte de alimentacdo com tensdo.
Conhecendo-se a relagdo entre esses componentes e sendo possivel prever como sera seu comportamento real,
sua utilizagdo ndo s6 em osciladores, mas também em outros aparelhos elétricos onde ¢ usado, pode ser feita de
forma mais completa e segura, quando se fala em previsao de problemas e melhor utilizagéo.

Outra ferramenta importante na resolu¢do de problemas de circuitos elétricos ¢ a transformada de Laplace,
adequada para a resolucdo de circuitos com comportamentos lineares, assim como o circuito RLC [4]. Ela se faz
importante por avaliar circuitos em relacdo ao tempo, no dominio da frequéncia oferecendo uma resolugéo
precisa para estas consideragoes.

Este trabalho tem como objetivo principal explicar o funcionamento do circuito RLC, utilizando as equagdes
diferenciais de segunda ordem e as transformadas de Laplace como ferramentas para analisar o comportamento
da carga e da corrente CC (Corrente Continua) no circuito RLC, determinando assim o tipo de amortecimento.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Equacdes diferenciais

Segundo [2], equagdes diferenciais podem ser definidas como equagdes que possuem derivadas de uma ou
mais variaveis ndo conhecidas (variaveis dependentes) em relagdo a uma ou mais variaveis independentes. Para

[1] é uma ferramenta para modelar os processos fisicos usando as relagdes existentes através das equagdes e suas
taxas de variacdes, as derivadas.




As equagoes diferenciais podem ser classificadas pelo seu tipo, ordem e linearidade [1,2]. No que diz respeito
ao tipo sdo diferenciadas entre ordindrias e parciais. A primeira ¢ quando a variavel dependente tem uma tnica
variavel independente associada. Ja a do segundo tipo, tem mais de uma variavel independente associada.

Com relagdo a sua ordem, classifica-se pela maior derivada que a equacdo diferencial ¢ encontrada.

Quanto a linearidade, sdo consideradas equagdes diferenciais lineares quando uma fung¢do de variavel
dependente y e suas derivadas y,y’y”... y™ sdo do primeiro grau e seus coeficientes, respectivamente,
apaa,. a, sio constantes ou dependem apenas de uma variavel independente e a,, # 0. Dada uma Equagao
Diferencial Ordinaria (EDO), a representagdo da sua linearidade pode ser vista matematicamente como,

an an-1 an—2 d
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2.1.1 Equacdes diferencias de 2* Ordem

Dada a Equagao (1) na forma geral da n-ésima ordem, assumindo n=2, tem-se a equacdo linear de segunda
ordem ¢,

d? d
6052+ a, () 2 + ag()y = () @
em que a,(x) # 0.
2.1.2 Equacdes homogéneas e nio homogéneas

A equagio diferencial é dita homogénea quando g(x) da Equagdo (2) € igual a zero. Caso contrario, g(x) #
0 caracteriza uma equagdo diferencial ndo homogénea.

2.1.3 Dependéncia e independéncia linear

Para que se possa falar nas solugdes de equacdes diferenciais homogéneas de 2* ordem, € necessario que se
conhega o conceito de dependéncia e independéncia linear. De acordo com [2], dado um conjunto de fungdes
V1 (%), ¥2(x),...,yp(x) em um intervalo I, serdo ditas fun¢des linearmente dependentes se as constantes
€1, Cy, ..., Cp ndo forem todas nulas de forma que,

cyi(x) + cya(0)+. .. Fepya(x) = 0 (3)

caso contrario, sdo fungdes linearmente independentes.
Atrelada a esta afirmag@o, para que se possa dizer que um conjunto de fungdes sejam linearmente
independentes, a ferramenta Wronskiano(W), auxilia nesta determinagao.

T 4)
Y1 Y2
onde y; ey, sdo fungdes diferenciaveis. Se W # 0, estas func¢des sdo linearmente independentes.
2.1.4 Equacdes homogéneas de 2* ordem — solucéio geral
A equagdo linear homogénea se caracteriza como sendo,
002+ 4,002 + a5 (x)y = 0 5)
A solugdo geral para equagdo homogénea de 2° ordem, de acordo com (1), ¢ dada por
y(x) = cyi(x) + cy2(x) (6)

onde y; ey, devem ser linearmente independentes e formardo a conjunto fundamental de solu¢des (CES). ¢; e
¢, sdo coeficientes arbitrarios ,e representam assim ,todas as combinagdes de solugdes possiveis.




2.1.5 Equacoes diferenciais nao homogéneas de 2* ordem — solucéio particular

Uma equagdo ndo homogénea de 2° ordem ¢ dada pela Equagédo (2).

De acordo com [2], dada uma solu¢do particular y, de qualquer equacdo diferencial linear ndo homogénea,
neste caso de ordem 2, em um intervalo I e seja y;,¥,,...,¥, um conjunto fundamental de solugdes de uma
equagdo diferencial homogénea associada a Equagdo (2) em I, a solug@o geral da equag@o ndo homogénea serd a
soma da solug@o geral da homogénea e a solugao particular, vista abaixo como sendo,

Y =6yi(x) +0y2(x) +...tcpyn(x) +y (7
emque ¢;, i = 1,2, ...,n sdo constantes.
2.1.6 Problema de valor inicial (PVI)

Na resolucdo de uma equacdo diferencial, é possivel encontrar uma infinidade de solugdes através das
constantes arbitrarias do conjunto fundamental de solugdes em relagdo a solugdo y(x) e suas derivadas.
Entretanto, para que se possa modelar a equacdo a uma determinada situacdo, deve ser considerada uma
condigdo inicial xy[2] Associando a solugdo y(x) a condi¢do inicial x, de um intervalo /, dé-se o nome de
problema de valor inicial. Para a resolucdo de Problemas de Valor Inicial (PVI) de 2* ordem, as condi¢des sdo:

% =f(xy.¥) (8)
y(xo) =y0,¥'(x0) = 3 )

onde xy,y e y; sdo valores ja conhecidos.
2.1.7 Resolucio de equacbes diferenciais com coeficientes constantes — solu¢io para equagées homogéneas
Uma equagdo linear homogénea com coeficientes constantes ¢ dada da seguinte forma:

2y

a
dx?

+b24cy=0 (10)

dx
em que a,b e ¢ sdo constantes.

Visando encontrar a solu¢do geral da equacdo diferencial homogénea ¢ preciso supor uma de suas solugdes
y(x). Sera escolhido y(x) = €™ e m é uma constante. A escolha dessa suposi¢io se dar pelo fato da fungdo €' ndo
se anular ao ser derivada e ser sempre sua multipla constante [2]. Para resolver a equacdo diferencial, é
necessario conhecer as derivadas da solu¢do informada. Assim sendo,

y(x)=e™ (11)
y'(x) = me™ (12)
y(x) = m?e™* (13)

Substituindo a Equagao (10) respectivamente em suas derivadas, tém-se as seguintes equacdes:
a(m?e™) + b(me™*) + c(e™) =0 (14)
e™(am?+bm+c)=0 (15)

Como €™ # 0 e para que se encontre a solu¢do geral, é necessario conhecer o valor de m através da resolugdo de
uma fun¢do quadratica que terd a forma de:

am?+bm+c=0 (16)

A equagdo (16) é chamada de equagdo caracteristica. Se tratando de uma fungdo quadratica, existirdo trés casos
possiveis para as raizes, que sdo:

1. A> 0, as raizes serdo reais e distintas;

2. A= 0, as raizes serdo reais e iguais;

3. A< 0, as raizes serdo complexas.




Caso I: raizes reais ¢ distintas (A> 0)
Aplicando a formula de Bhaskara para encontrar as raizes:

—b++y/b*~4ac

my, = 17
o= (17)
em que as solugdes serdo reais e distintas (m; # m,)e a solucdo geral sera:
y(x) = c,e™* + c e™2* (18)
Caso II: raizes reais e iguais (A= 0)
Neste caso, como as raizes sao iguais (1m,; = m,), a solugdo sera,
-b

my, =— 19

1,2 2a° ( )

o que configura solugdes lincarmente dependentes ¢ ndo podem ser consideradas como uma solugdo geral, ja
que ndo formam um CFS. Entretanto, utilizando o método de reducdo de ordem’, é possivel encontrar uma
solugdo geral de modo que sejam linearmente independentes. Fazendo uso do método citado, tem-se:

- [P(x)dx b
Y200 = y1(0) [ Zo—dx + P(0) = ¢ (20)
-b —fgdx
= e2a* fei dx 21
(e2a™)?
= en* [S7d (22)
e a
_b
yo(x) = xe 2a". (23)

Encontrada uma solugdo linearmente independente e podendo compor entdo um CFS, o solugdo geral ¢ dada por:
y(x) = c,e™ + cxe™* (24)
Caso III: raizes complexas (A<0)

Ao resolver a formula de Bhaskara para este caso, os resultados serdo raizes conjugadas, complexas como
mostrada em eq.(25) e my < m,.
my, = atpi (25)
Logo a solugdo geral ¢ dada por,
y(x) = ce(@HFD* 4 ¢, e(a=Fi)x (26)
porém, tal abordagem se torna de dificil uso por se tratar de fungdes complexas e nestes casos, a melhor opgao ¢
lidar com fungdes reais . Com a finalidade de fazer essa conversdo, usa-se o auxilio da formula de Euler dada
por:
e’=cos O+isend 27

Substituindo 6, que ¢ um nimero real, por fx e - Bx,

e'P* = cosfx + isen fx e e P* = cosfx — isen fx (28)

! A redugdo de ordem ¢ outro modelo para resolugdo de equagdes diferencias que fogem do escopo deste
trabalho, por isso seus conceitos ndo serdo detalhados.




Somando as duas equagdes (28) ¢ as subtraindo logo em seguida, resultam em,
efx 4 e~iB* = 2cosxelF* (29)
ethx — e=iFX = 2isenx (30)

Dadas as equagdes (29) e (30), duas solugdes y;(x) € y»(x) serdo montadas considerando c;_c,=1 para
vi(x) e c;=1 e c; = -1 para y,(x). Logo,

}’1(x) = e(a"'Bi)x + e(a_ﬁi)x (31)
Vs (X) — e(a+Bi)x _ e(a+Bi)x (32)
Porém,

y1(x) = e (ef* + e~ihx) = 2 *cosfx (33)
v, (x) = e (ef* — e~1FX) = 2ie**senfx (34)

e por y,(x) e y,(x) serem combinag¢des lineares do conjunto fundamental de solugdes, a solugdo geral
pode ser escrita como,
y(x) = ¢, e®™cosBx + c, e senfx. (35)

2.1.8 Método coeficientes a determinar

Com o objetivo de solucionar equagdes lineares ndo homogéneas, o método dos coeficientes a
determinar tem como finalidade fornecer a solugdo particular y,, associada a este tipo de equagdo.
Segundo [2], este método sugere uma Y, seja da forma das fungdes de entrada g (x) da equagdo (2).
O método esta limitado a equagdes lineares, assim como a Equagdo (2), e aplica-se sob as seguintes
condigdes:
e Os coeficientes a,, a,,a, devem ser constantes e
e g(x) seja uma constante k, uma fungdo polinomial, fungdo exponencial , funcdo seno ou
cosseno, ou somas e produtos finitos destas fungdes.

Assim sendo, g(x) sera a combinacao linear das func¢des dos tipos,
P(x) = apx™+ an_1x" 1+ - a.x + ag, P(x) e*, P(x) e*senfx e P(x)e*cosfx. (36)
em que #n ¢ um inteiro ndo negativo ¢ a ¢ § nimeros reais. Todas as fungdes citadas acima t€m como
propriedade, a somas e os produtos de suas derivadas serem também, somas e produtos configurando
assim, combinacdo linear delas mesmas. Isso mostra que se g(x) tem a mesma forma de suas
derivadas, ela sera idéntica a sua solugdo particular.
2.2 Transformadas de Laplace

Inicialmente, antes de conceituar a transformada de Laplace se faz necessario entender que
diferenciacdo e integragdo sdo formas de fazer uma funcéo se transformar em outra [2]. Diante disto,

alguns conceitos devem ser definidos com o intuito de esclarecer este método.

2.2.1 Transformada Integral
Segundo [2], dada uma transformada integral sua relagdo ¢ dada por

F(s) = [P K(s,0f (Ot (7

onde K(s,¢) ¢ chamado de nucleo da transformada e com o limite de integragdo ae . Considerada uma
integral impropria (37), quando @ = —o ou f§ = oo, esta fungdo deve ser continua em um intervalo




particionado de finitos de pontos e deve convergir neste intervalo. Essencialmente, ela transforma uma
funcdo f'da variavel ¢ em outra funcdo F de variavel s.
Compreendendo esta informagdo, ¢ possivel definir a transformada de Laplace.

2.2.2 Transformada de Laplace

De acordo com [1], supondo que f(z) ¢ uma funcéo definida para t = 0, a transformada de Laplace
¢ dada por

LIF©} = [, et f(t)dt (38)

sempre que esta integral impropria convergir resultado serd em funcdo de s. O valor de s assumir3,
para as circunstancias deste trabalho, apenas nimeros reais.
Para que possa existir a transformada de Laplace, algumas condi¢des devem ser atendidas:

e fdeve ser continua ou continua por partes em [0,00] e

e fdeve ser de ordem exponencial para >7.

Para denotar a func@o que estd sendo transformada, usam-se letras minusculas. J& a fungdo aplicada
a transformada de Laplace é denotada por letra maitiscula, como demonstrada abaixo:

L{F ()} = F(s) (39

As transformadas de Laplace sdo uma o6tima ferramenta para resolugdo de equagdes diferenciais
lineares de coeficientes constantes, sendo assim uma técnica escolhida por facilitar este processo.

2.2.3 Transformada da derivada

Dado que as transformadas de Laplace auxiliam no processo de resolucdo de equacgdes diferenciais
lineares e que é uma Otima ferramenta para resolucdo de problemas de valor inicial [2], o teorema
afirma que

Teorema 2.1: Se f, f”,...f"" forem continuas em [0,00) e de ordem exponencial, e se (1) for
continua por partes em [0, ©), entdo

LW} = s"F(s) = sMVF(0) = sT2f1(0) — - — fF7D(0), (40)
onde F(s)= L{f (£)}.

Com isto, é possivel resolver problemas de valor inicial de equagdes diferenciais de 2% ordem nao
homogéneas, que ¢ um dos objetivos propostos neste trabalho.

2.3 Circuitos RLC

O circuito RLC (Resistor-R, Indutor-Indutor, Capacitor-C) ¢ conhecido na engenharia elétrica
como um circuito do tipo oscilante, pois conseguem manter a mesma periodicidade da onda durante o
seu funcionamento [3].

O resistor ¢ responsavel pela dissipacdo de energia dentro do circuito e por dificultar a passagem da
corrente. Tem como unidade de medida o ohm (£2). J4 o capacitor, possui a propriedade de armazenar
carga em seu interior, transferindo elétrons de uma placa para outra da sua estrutura com unidade de
medida Farad(F). Quanto ao indutor, este tem como fun¢do dificultar as variagcdes de corrente no
circuito possuindo a unidade de medida o henry (H) [4].

Duas opg¢des de arranjo para circuitos RLC podem ser realizadas: em paralelo e em série. Outra
andlise a ser considerada é em relagao a dois tipos de resposta: natural e degrau. A primeira se define
como o comportamento intrinseco do componente, como ele reage sem nenhuma interferéncia externa
de fonte de energia. Ja resposta ao degrau, analisa o comportamento do dispositivo ao receber esta
interferéncia external4].

Em particular, o circuito RLC em série com uma resposta a um degrau, ou seja, com uma fonte
externa forgando o seu funcionamento, estd interessado na corrente i resultante da aplicagdo de uma
fonte de corrente continua (CC) e suas oscilagdes. Sua configuragdo de montagem é demonstrada na
Figura 1 abaixo:
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Figura 1: Circuito RLC série.(http://www.dt.fee.unicamp.br/~www/ea612/node86.html)

Os circuitos do tipo RLC podem ser resolvidos com as técnicas usadas para solucionar equagdes
diferenciais lineares de 2* ordem [3]

2.3.1 Analise diferencial do Circuito RLC em série para resposta a um degrau
Utilizando a lei das malhas de Kirchhoff para as tensdes nos componentes do circuito RLC, tem-se:
Ve + V,+ V. = E(®), 41)

sendo V; tensdo no resistor, V; tensdo no indutor , V¢ tensdo no capacitor e E(t)é a fonte de tensdo. V3 € dado
por R.i, o indutor por Li’ e a tensdo do capacitor V¢ € a tensdo da fonte. Substituindo na Equagdo (14), tem-se

Ri + Li’' + V. = E(t) (42)
Segundo [1] ¢ possivel considerar,

Y
L= (43)

Sendo assim, usando a formar Q'(t) e Q" (t) para indicar primeira e segunda derivadas, respectivamente, a
Equagao (42) se torna:

RQ(D) + LQ"(M) +2Q = E(®) (44)
Reorganizando a equacdo, obtém-se,

LQ" () +RQ'() +£Q = E(©) 43)
Dividido por L, a sua nova forma sera,

Q"M +7QM+-0 = Z(b). (46)

Observa-se aqui, uma equagdo linear diferencial de 2* ordem ndo homogénea e para resolvé-la
genericamente, duas técnicas sao empregadas:
1. coeficientes constantes, para a parte homogénea e
2.  coeficientes a determinar, para a ndo homogénea.

1. Coeficientes constantes
Encontrando a equag@o caracteristica da equagéo (45), tem-se:

1_

m2+§m+LC 0 (47)

e aplicando (17) para encontrar as raizes, tem-se

My, = -2+ (R)z—i (48)

20—\ \2L LC

. R 1
Considerando g xe—

7w = Wo, solucdo da equacdo caracteristica sera,



http://www.dt.fee.unicamp.br/~www/ea612/node86.html

ml’z = —a i 0(2 - (4)02 (49)
onde, de acordo com [4], @ ¢ o coeficiente de amortecimento ¢ w, a frequéncia angular de ressonancia. Com
estes dois parametros, trés casos de amortecimento sdo obtidos e refletem no comportamento do circuito. Assim,

se,

e a?— w3 > 0: caracteriza um circuito superamortecido onde as raizes da equagio caracteristica serdo
reais e distintas de acordo com a equagao (19).

- o2 — 2 —a—Ja2— 2
Q(t) = Cle atyat=wo + Clze @ a”—wo (50)
ocorrendo para casos de valores de resisténcia muito grande com decaimento da carga sem oscilacdes.

e a? — wj = 0: circuito criticamente amortecido onde suas raizes sdo iguais. De acordo com a equagdo
(24), a solugdo geral é dada por:

Q(t) = Cle_at + Czte_at, (51)

com caracteristica de decaimento da carga sem oscilacdes mas de forma mais abrupta.

e a?— w3 <0: circuito subamortecido e de acordo com a equacio (35) com raizes complexas. A
equacdo da carga ¢ dada por,

Q(t) = ¢ e%cosa® — wy’t + ¢, e¥tseny/a® — wy’t (52)
e as oscilagdes da carga sdo graduais até que entrem em equilibrio.

Para obter a equag@o da corrente i, basta apenas derivar (45) em relag@o a ¢ e depois usar a Equacdo(43) na
Equacao (45). Logo a equagdo da corrente sera:

Li"(t) + RI() +<i = E'(t) (53)

2. Coeficientes a determinar

Para resolver a parte ndo homogénea da equagdo, ¢ necessario escolher uma fungdo que seja da forma da
funcdo de entrada g(x). Neste caso, infere-se que a solugdo particular Q, = A, onde A ¢é uma constante.
Derivando Qe substituindo na Equagéo (45), a forma da solugdo particular sera,

L.O+R.0O+ ZA=E'(t) (54)
logo,
A = E(t)C (55)

e a solugdo particular,
Q, =E()C. (56)
2.3.2Transformada de Laplace para resolu¢ido do circuito RLC

Para resolugdo de equagdes diferenciais 2* ordem, a transformada de Laplace é uma ferramenta poderosa,
pois seu mecanismo atrelado ao uso de condig¢des iniciais, o PVI, fornece de forma mais precisa, os valores das
constantes da solug@o geral deste tipo de circuito, por considerar as fungdes continuas por partes. Assim sendo,
aplicando a transformada de Laplace ao circuito do tipo RLC e considerando condigdes inicias de Q(t)) =0 e
Q’’(ty) = 0, indicando o exato momento que o circuito ¢ fechado, a resolucdo deste método se da, aplicando na
equacao (46), por,




Q"M +TQM +-Q) =2 (1) (57)

ey +Lfeol+i{ =1 {3 (58)
52Qs —5q(0) — q'(0) + T Qss — q(0) + —Q; = 1 (59)
o (st +Es+ ) = (60)
Qs = S(S%%L%C) 61)

onde aplicando o método de fragdes parciais e transformada inversa para a equagdo da carga Qg ¢ possivel
encontrar a equagdo de carga em Q(t) bem como a precisdo das constantes C; . C, para equagdes diferenciais de
2% ordem.

3. METODOLOGIA

Com o intuito de observar o comportamento do circuito RLC em série e analisar ¢ de cada um dos tipos de
seu amortecimento, foram realizados duas formas de analises: computacional, com o uso do simulador Falstad e
analise teéricas, através da aplicagdo dos métodos coeficientes constantes, coeficientes a determinar e
transformada de Laplace. Estas ferramentas foram aplicadas a quatro experimentos, sendo trés deles, usando por
coeficientes constantes para determinar a solugdo geral da equacdo e um, acrescentando transformada de
Laplace.

3.1Problemas

Os quatro problemas propostos a seguir serdo analisados teoricamente e simulados no Falstad , sendo apenas
o ultimo aplicado a transformada de Laplace.

Problema 1: Simular no Falstad o circuito RLC série com uma fonte de 5V, o resistor de 10kQ, um indutor
de 0,2H, um capacitor de 0,8 X 107® F , observar a curva da tensdio no capacitor, inferir sobre seu tipo de
amortecimento ¢ a forma da solugdo da equacdo homogénea para este amortecimento.

Problema 2: Simular no Falstad o circuito RLC série com uma fonte de 5V, um resistor de 10Q2, um indutor
de 20 mH e um capacitor de 80 mF afim de observar a curva da tensdo no capacitor, inferir sobre o seu tipo de
amortecimento e a forma da solu¢do da equacdo homogénea para este amortecimento.

Problema 3: Simular no Falstad o circuito RLC série com uma fonte de 5V, um resistor de 10Q, um indutor
de 0,2 H ¢ um capacitor de 800 nF afim de observar a curva da tensdo no capacitor , inferir sobre o seu tipo de
amortecimento e a forma da solu¢do da equagdo da homogénea para este amortecimento.

Problema 4: Simular no Falstad o circuito RLC série com fonte 5V, resistor de 470 Q,um indutor de
5,133mH e um capacitor de 1uF afim de observar o comportamento do amortecimento bem como encontrar a
solugdo geral e particular da equag@o ndo homogénea através de condigdes iniciais Q(?) = 0 e Q’(z)=0. Aplicar a
transformada de Laplace para obter de outra maneira a equagdo da carga Q(1).

3.2 Ferramentas de resolucio dos problemas

Os recursos usados para a resolugdo destes problemas foram:
e Resolugdo analitica baseada nos assuntos abordados neste artigo;
e  Simulador Falstad para circuitos;

4.RESULTADOS E DISCUSSOES

Apresenta-se a seguir, as discussdes e resultados obtidos dos problemas propostos neste trabalho através de
simulac¢des e analise teorica.




4.1 Problema 1

Para verificar teoricamente que este circuito ¢ superamortecido, utilizou-se a equacdo (46) da carga e
encontrando em (49) a® = 6,25 X 108 e w3 = 6,25 x 10°. Como a* — w3 > 0, a equagdo da carga Q(t) para a
solucdo da equagdo homogénea ¢ dada pela Equacéo (51):

Q(t) = Cye3125t 4 Cze—1,24—x108t (62)
Através do simulador de circuitos Falstad e com os valores dados neste problema, foi possivel visualizar o

comportamento do amortecimento da tensdo no capacitor, componente escolhido para observar este
comportamento. Na Figura 2, encontram-se as caracteristicas de um circuito superamortecido.

Figura 2:Superamortecimento no capacitor.(Autoria propria)
4.2Problema 2

Como mostrado na figura 3 abaixo, existe no circuito um comportamento criticamente amortecido na curva
do grafico para a tensdo no capacitor. Teoricamente para validar este resultado, utilizando a (49) e verificando
que a® = 6,25x10* ¢ w? = 6,25x10%, apresentando a® — wZ = 0, a equagio homogénea da carga dada por
(51), &

Q(t) = Cle‘é'zs"1°4t + Czte—6,25x104t (63)

1=94.09 ms
fime step = 5 s

Figura 3: Amortecimento critico no capacitor.(Autoria propria)
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4.3Problema 3

Para comprovar teoricamente, utilizando Equagdo (49) e encontrando a® = 625¢ w? = 6,25 x 10°
mostrando que a® — wj < 0, a equagdo homogénea da carga é dada pela Equagio (52). Sendo assim,

Q(t) = C,e%%5 c0s,/625 — 6,25 X 105t + C,e525¢ sen./625 — 6,25 x 106t
(64)

Observando a simulagio do circuito com os valores apresentados no problema, é possivel visualizar na Figura 4,
a representagdo da tensdo no capacitor de um circuito subamortecido.

t=11011ms
fime step =5 us

Figura 4: Subamortercimento no capacitor

4.4Problema 4

Dada a Equacédo (47) para solucionar a equagao caracteristica da equagdo homogénea, utilizou-se a Equagao
(17) e encontrou os valores de m; =—89384,84 ¢ m,=—2179,54. Usou-se a Equacdo (49) para provar que se
trata de um circuito superamortecido, pois a® = 2,09 X 10° ¢ w3 = 1,94x10% em que a®— w? > 0. Logo a
solugdo geral da equacdo homogénea da carga ¢

Q(t) — 616—89384t + 626_2179’54t (65)

Dada as condi¢des iniciais Q(0) = 0 e Q’(0) =0 afim de encontrar as constantes C; e C, ,deriva-se a
Equagao (65) e o sistema linear para encontra as constantes ¢:

{ C1+C2=0

—89384,84C, — 2179,54C, = 0 (66)

onde, claramente observa-se que C; = C, = 0, indicando que possa ndo haver passagem de carga no circuito,
ndo possuir uma fonte externa para o seu funcionamento ou estd desligado, sendo esta uma resposta natural.

Para encontrar a solugdo particular Qp da solugdo da equagdo ndo homogénea, inferiu-se que Qp = 4, ja
que a fungdo E(?) que representa a fonte de tensdo dada por uma constante, 5 V. Sendo assim, de acordo com o
procedimento aplicado em (55), e sendo igual ao observado em (56),

@ =E®C (67)

Q, = 5x1075C (68)

Sabendo-se que a solugdo geral ¢ dada pela soma da solu¢do da homogénea e da ndo homogénea, a solucdo
da equagdo da carga é:
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Q(t) — Cle—89384t + Cze—2179,54-t +5X% 10—6 (69)

sendo a equagdo (69) uma resposta a insercdo de uma fonte no circuito, chamada de resposta a um degrau.

Para encontrar a mesma equacdo da carga e conseguir encontrar os valores das constantes C; e C,, foi
utilizada a transformada de Laplace. Por serem mais potentes e analisarem as fun¢des continuas por partes,
os valores, mesmo que bem pequenos, das constantes da equagdo sdo encontrados. Assim, aplicando a técnica
como vista na (58), a equacdo da carga Q(0) &,

5x107° 1x1077 -5,1x107°
Qs) = s + (s+89384,84) + (s+2179,54) (70)

E aplicando a transformada inversa para obter a equagdo da carga em relagdo a ¢, a solucdo da equagdo da carga

Q(0) ¢
Q) = 5x107° + (1 x 1077)e 8938484 4 (—51 x 1076)e 217954, 1)

em que C; e C, mesmo sendo bem pequenos, foram encontrados.
A equagdo da corrente ¢ dada entdo, pela derivada da Equagdo (71). Sendo assim,

I(£) = —8,9338 X 1073C; e 8938484 + 1,111 X 1072C,e 217254 (72)

De acordo com o simulador e observando neste caso o comportamento da tensdo (verde) e corrente (amarelo)
no capacitor e indutor, o circuito ¢ do tipo superamortecido.

Para validar o este comportamento visualizado na figura 5(a) e figura 5(b), foram aplicadas a técnica de
coeficientes constantes para solucionar a equagdo homogénea e coeficientes a determinar para a ndo homogénea.
Para conseguir determinar as constantes da solu¢do de Q(0), foi usada transformada de Laplace.

Figura 5(a)- Superamortecimento no capacitor

Figura 5(b)- Superamortecimento no indutor

5.CONCLUSAO

A analise aqui descrita utilizando equagdes diferenciais de segunda ordem, mostra-se de grande importancia,
pois é capaz de modelar o comportamento deste tipo de circuito. A partir das simulagdes realizadas, pode-se
comprovar o que as equagdes mostram em resultados, que sdo trés os tipos de amortecimento que ocorrem em
um circuito RLC com uma fonte de tensdo continua: o superamortecido, o criticamente amortecido e o
subamortecido. Percebe-se também que os mesmos recebem estas nomenclaturas pelo fato de seus processos se
desenvolverem de forma mais brusca ou menos brusca em relag@o a oscilagdo da carga nos componentes.

Foi possivel verificar também uma resolu¢ao para problemas envolvendo circuito RLC com a equagdo a
carga Q(t), que usualmente sdo trabalhados em relag@o a equag@o da corrente para circuitos em série. Isto mostra
a versatilidade do uso das equagdes diferenciais, pois, derivando a equacdo da carga ¢ possivel encontrar a
equacdo da corrente. Outro ponto, ¢ que o seu amortecimento pode ser verificado diante desta relagdo de carga
nos componentes.
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Os resultados foram satisfatdrios, uma vez que se pode perceber a grande semelhanca de resultados entre o
sistema analisado teoricamente e por simulacdo, mostrando uma excelente aplicacdo das equagdes diferenciais
voltada para a Engenharia Elétrica, integrando assim o assunto visto no curso de Ciéncia e Tecnologia a
engenharia.
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