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Resumo: O estudo de métodos numéricos é de grande relevancia para a resolugdo de sistemas de equacOes
lineares, visto que estes estdo presentes de maneira significativa nas mais variadas areas de estudo. Por essa
razdo, o presente trabalho é composto por um estudo do método de Gauss-Seidel e dos métodos de Sub e Sobre
Relaxacdo Sucessiva, realizando uma analise de seus desempenhos em relacdo ao nimero de iteracdes e ao
tempo gasto para convergir ou ndo. Os testes serdo executados com o auxilio computacional do software Scilab
através de um algoritmo que executasse os trés métodos iterativos, visando avaliar comparativamente o
desempenho entre os métodos de Sub e Sobre Relaxacdo Sucessiva, e 0 método de Gauss-Seidel. Para a
realizacdo dos testes foram escolhidos dez problemas com caracteristicas distintas retiradas do repositério Matrix
Market e escolhidos valores para o arbitrariamente, de tal maneira que fique possivel coletar os dados
necessarios e fazer as analises desejadas.

Palavras-chave: Sistemas de EquacGes Lineares; Métodos Numéricos; Método Gauss-Seidel; Métodos de Sub e
Sobre Relaxac¢édo Sucessiva.

1. INTRODUCAO

Os sistemas de equacdes lineares podem ser aplicados nas mais distintas areas de estudos, como por
exemplo, engenharia, economia, ciéncias da computacdo, administracdo, entre outras. Na literatura existem
varios métodos numéricos que contribuem para solucdo desses sistemas. Estudar sobre as caracteristicas de cada
método nos permite identificar entre eles, qual apresenta o melhor desempenho de acordo com as
particularidades de cada matriz. Um dos principais motivos para que seja necessario aprofundar os estudos sobre
métodos numeéricos é a resolucdo de problemas que sejam analiticamente considerados dificeis de serem
solucionados.

De acordo com [7], no século XIX, Phillip Ludwig von Seidel foi ajudante e aluno de Carl Gustav Jacob
Jacobi que trabalhava com problemas direcionados a resolucéo de sistemas de equagdes lineares que ja haviam
sido iniciados por Carl Friedrich Gauss, enquanto estudava o método dos Minimos Quadrados. Depois da morte
de seu professor Jacobi, Seidel continuou com estudos sobre métodos numéricos, mais especificadamente sobre
0 método de que Jacobi j& tinha desenvolvido junto com Gauss. Observou que a maioria dos sistemas que
estudava tinha uma caracteristica em comum, os elementos da diagonal principal eram sempre maiores que 0s
demais, fazendo com que os métodos numéricos tivessem sucesso em sua aplicacdo. Com o aprofundamento dos
estudos e andlises, Seidel percebeu que se fizesse os céalculos com valores atualizados para cada funcéo de
iteracdo do método de Gauss-Jacobi, conseguiria acelerar esse método e assim simplificaria os calculos obtendo
a solugdo dos sistemas de equacdes lineares mais rapidamente. Os métodos iterativos que conhecemos hoje por
Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel ja haviam sido trabalhados e aplicados por Gauss. Porém, os resultados ndo eram
muito divulgados.

Contudo, ao longo do tempo, estudiosos perceberam que apesar de 0 método de Gauss-Seidel ser superior ao
método de Gauss-Jacobi em diferentes quesitos, ainda assim possuia algumas limitagdes. Diante dessas
restri¢des, houve a necessidade de desenvolver um novo método que se comportasse melhor em relagdo ao
tempo que exigia para encontrar a solugéo. Desse modo, foram elaborados os métodos de Sub e Sobre Relaxacéo
Sucessiva, que tem como principal caracteristica acrescentar na funcdo de iteracdo do método de Gauss-Seidel,
um fator de correcdo w, que é responsavel por agilizar ainda mais o processo, aperfeicoando o método de Gauss-
Seidel. Os métodos de Sub e Sobre Relaxa¢do Sucessiva sdo classificados de acordo com os valores que w pode
receber.

Esse trabalho tem como principal objetivo realizar um comparativo entre métodos de Gauss-Seidel e o0s
métodos de Sub e Sobre Relaxagdo Sucessiva, analisando o tempo de processamento e nimero de iteragdes
necessarias para que os sistemas de equacdes lineares convirjam para uma solucdo ou ndo. Mais estritamente,
iremos elaborar uma revisdo bibliografica sobre o método de Gauss-Seidel e os métodos de Sub e Sobre
Relaxacdo Sucessiva, desenvolver o algoritmo de cada método para execugdo, realizar comparagdes quanto ao
nimero de iteragcBes e tempo de processamento levando em consideracdo os resultados calculados em cada
problema, assim como, determinar qual dos métodos em anélise apresenta melhor eficiéncia em cada problema.




Este trabalho foi elaborado tomando como referéncia uma pesquisa bibliografica sobre o assunto
apresentado, baseado em literaturas especificas da area, e na realizacdo de testes dos métodos numeéricos com
auxilio computacional. No intuito de expor o assunto de maneira mais organizada, o trabalho esta disposto em
seis capitulos. O capitulo 1, contém a organizacdo metodoldgica, justificativas e objetivos de estudo. O capitulo
2, contétm a fundamentacdo tedrica indispensdvel para compreender 0s conceitos que serdo
discutidos posteriormente. O capitulo 3, sera direcionado a definicdo do método de Gauss-Seidel e dos métodos
de Sub e Sobre Relaxacdo Sucessiva. O capitulo 4, se refere as informag6es metodolégicas e a introducéo dos
problemas. O capitulo 5, sera reservado a apresentacdo da discursdo sobre os resultados calculados de cada
método. E finalmente, o capitulo 6 ird apresentar as consideraces finais deste trabalho.

2. FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Nesta secdo vamos apresentar alguns conceitos fundamentais relacionados a Algebra Linear e ao Calculo
Numeérico que sdo essenciais para 0 entendimento deste trabalho. As provas de alguns dos resultados serdo
omitidas, no entanto em todo o texto ficara evidente a referéncia para obter as respectivas justificativas.

2.1 Matrizes

De acordo com [1], matrizes sdo artificios simples capaz de nos auxiliar na resolugdo de muitos problemas e
sdo primordiais, visto que podem organizar, ordenar e simplificar os problemas, além de conseguir nos fornecer
métodos de resolucdo alternativos.

Segundo [2], chamamos de matriz da ordem m por n a um quadro de m X n elementos distribuidos em m
linhas e n colunas.

a; Q12 - Ay

a Azz - Qzp
A= |2 :

An1 Az - Qg

Esses elementos podem ser ndmeros, polindmios, fungdes, entre outros. Uma matriz é sempre representada
por letras maitsculas. Cada elemento de uma matriz A é representado por a;;, onde o indice i representa a linha
do elemento a e o indice j representa a coluna, sendo que a ordem de uma matriz A pode ser expressa na forma
Amny-

Ainda segundo [1], existem algumas matrizes que podem receber classificacBes especiais devido a suas
caracteristicas particulares, que diferem das demais.

e Matriz Quadrada: E aquela que o nimero de linhas é igual ao niimero de colunas, assim sendo m = n.
e Matriz Coluna: E aquela que possui uma Unica coluna, assim sendon = 1.
e Matriz Diagonal: Uma matriz diagonal € uma matriz quadrada tal que a;; = 0, parai # j.
e Matriz Diagonalmente Dominante: E quando o elemento da diagonal principal é maior que a soma dos
demais da mesma linha da matriz tal que
la;| > Z}Ll|aij|. Esta condicdo é chamada critério das linhas. Analogamente, também pode obedecer ao critério
i#j
das colunas onde
la;| > Z?:l'aij|-
i#j
e Matriz Identidade: uma matriz € denominada Identidade quando satisfaz a condicdo de a; =
a;; =0, parai # j.
e Matriz Triangular Superior: E uma matriz quadrada tal que a; = 0parai > j.
e Matriz Triangular Inferior: E uma matriz quadrada tal que a; = 0parai <j.
e Matriz Simeétrica: Toda matriz quadrada tal que a;; = a;;
e Matriz Definida Positiva: E quando os determinantes das n submatrizes principais da matriz A s&o
positivos, isto é, |4;|>0,V1<i<n.

I
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2.2 Sistemas de equacdes lineares

O conceito de sistemas equacgdes lineares € o alicerce e uma parte de extrema significancia da algebra linear,
um contetdo que € empregado na maior parte da matematica moderna. Dentro das ciéncias naturais, podemos
encontrar varias utilidades dos sistemas de equacdes lineares, por exemplo, na fisica, naeconomia,
na engenharia, na navegacao, entre outros.

Segundo [2], uma equacdo é considerada linear quando puder ser definida por
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a;x; +azx, + -+ a,x, =b

onde x4, x, --+ x,, SA0 as variaveis e 0s termos a,, a, :*- a,, Sa0 respectivamente os coeficientes das variaveis. E b
¢ o termo independente, podendo admitir qualquer valor real. Se b =0, chamamos de equacdo linear
homogeénea, e se b # 0, dizemos que é uma equacdo linear ndo-homogénea. A juncdo de varias equacdes
estabelece o que chamamos de sistemas de equacdes lineares (SEL), que é dado por

( QX+ Xy + Apxz+ 4 X, = by
alel + azzxz + a23X3 + oo + aann
{ a31x1 + (132.7(2 + a33X3 + R + a3nxn

1
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kamlx1 + QX + AQpzXz+ o+ QX = by

onde m é o nimero de equacles e n é nimero de incognitas. Quando temos um sistema com m equacoes,
preestabelece uma relacdo onde os valores das incdgnitas sejam iguais para todas as equacoes, de tal maneira que
essas se afirmem verdadeiras simultaneamente, chamado de conjunto solucéo.
Os sistemas equac@es lineares sdo classificados por sistema compativel determinado e indeterminado, e
sistema incompativel, definidos por:
» Sistema Compativel
e Determinado é quando o sistema admite apenas uma Unica solucédo
e Indeterminado é quando o sistema admite mais de uma solucdo, podendo ser infinitas solugdes.
» Sistema Incompativel é quando o sistema nao admite nenhuma solucao.
A maior relevancia dos sistemas de equaces lineares é ajudar a solucionar problemas nas mais diversificadas
areas de estudo. Dessa maneira é importante considerar que na literatura encontramos métodos numéricos com
especificacOes necessarias capazes de proporcionar a solucédo do sistema de equacdes lineares.

Conforme [1], um sistema de equaces lineares pode ser proposto através de sua forma matricial:
A-x=B
onde, os coeficientes sdo postos na matriz A

as variaveis sdo postas no vetor x

e 0s termos constantes no vetor B

B =

_bn_

Ainda conforme [1], chamamos de matriz ampliada quando conseguimos representar um sistema de equacoes
lineares em sua forma matricial, de modo que cada linha dessa matriz seja uma abreviacdo da equacédo
correspondente do sistema, dada por:

a1 Qg2 ain by
Az Ay an by
Anm1 Amz  ** Amn bm

2.3 Métodos numéricos

O célculo numérico e computacional € um ramo da matematica o qual abrangem vérios e diversificados
métodos que se definem como ferramentas para se encontrar, exata ou aproximadamente, solucfes algébricas de
problemas modelados matematicamente. Em uma érea de atuacdo mais ampla, a busca de solugBes aproximadas
tem sido muito relevante na resolugdo destes problemas quando n&o conseguimos por técnicas exatas encontrar
sua solugao.

De acordo com [3], métodos numéricos sdo um conjunto de regras escritas como uma sequencia de operacdes
menos complexas, capazes de solucionar problemas que podem apresentar uma dificil solugdo. Esses métodos
sdo classificados como métodos diretos e métodos iterativos.

» Meétodos diretos: através de um determinado numero de operagdes, propicia uma solucdo exata do
problema.




» Meétodos iterativos: sdo calculos executados através de uma sequéncia de instrucfes que sdo repetidas em
ciclos, onde o valor obtido a cada passo depende de valores obtidos anteriormente. N&o se chega a uma solucéo
exata sempre, mas se existir uma solucdo, encontra-se um valor aproximado, e que pode ser considerado se
estiver dentro da margem de erro permitido.

Usar métodos iterativos ja é de importante serventia em muitos casos e, além disso, existem algumas
vantagens que devem ser consideradas, como o fato destes produzirem aproximacdes com a margem de erro
muito pequena, além de que a matriz A nunca sofre alteracdo no decorrer do processo iterativo, possibilitando
economia de memdria e tempo de execucdo. Essa caracteristica proporciona a possibilidade de serem adaptados
para resolver sistemas de equacdes lineares de grandes dimensdes com matrizes esparsas.

2.3.1 Erros

Segundo [3], mesmo que as técnicas numeéricas sejam aplicadas de maneira correta, é impossivel afirmar que
o resultado obtido ndo contenha erros. Esses erros sdo advindos ndo apenas da coleta dos dados, mas também da
fase de modelagem, como por exemplo, quando temos alguns problemas de carater fisico, de origem natural. Ou
ainda durante a fase de resolucdo quando, por exemplo, a maquina usada ndo tem a capacidade de meméria
necessaria. Prevendo isso, as técnicas tém sido aprimoradas em busca de minimizar tais erros, para que chegue o
mais proximo possivel de uma solucéo exata.

Em consequéncia de a maquina ter a capacidade limitada para armazenamento de dados, usamos as
aproximacdes dos nimeros, que sdo encontrados através dos métodos de arredondamento e truncamento.

» O erro de arredondamento é gerado quando um ndmero y ¢ arredondado seguindo: a partir de tal posicao
x, 0 digito x + 1 devera ser igual ou maior que metade da base do y, sendo assim, o digito x sera somado uma
unidade, caso contrario esses digitos serdo descartados.

» O erro de truncamento surge cada vez que substituimos um procedimento matematico infinito por um
processo finito ou discreto.

Segundo [4], ao calcularmos um resultado, precisamos estimar o erro cometido pela aproximacdo. Caso
contrério, a aproximagdo obtida ndo tem significado. Normalmente € possivel estimar esse erro ou ate delimita-
lo, ou seja, determinar a menor das distancias superiores para o erro. A delimitacdo do erro é sempre importante,
pois com ela temos um valor em que o erro cometido seguramente é inferior a precisao.

Podemos estimar ou delimitar o erro, recorrendo aos conceitos de erro absoluto e erro relativo.

» Erro absoluto (EA): é definido como a diferenca entre o valor exato de um ndmero x e o valor
aproximado x.

» Erro Relativo (ER): é definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado .

3. METODOS DE GAUSS-SEIDEL E RELAXACAO SUCESSIVA

Nesta secdo vamos introduzir os conceitos dos métodos numéricos que s8o essenciais para o
entendimento deste trabalho. As provas de alguns dos resultados serdo omitidas, no entanto em todo o texto
ficara evidente a referéncia para obter as respectivas justificativas.

3.1 Método de Gauss-Seidel
Semelhante ao método do Ponto fixo, os métodos iterativos, de maneira em geral, tem como finalidade
buscar solugdes de uma equagdo. Dentre eles, o método de Gauss-Seidel que toma como base o método de

Gauss-Jacobi, seguindo as mesmas diretrizes, porém, fazendo uso do termo xi(k“) o valor mais recente de x;.
Partindo da equacdo Ax = b, descrita na segdo 2.2 desse trabalho, podemos converté-la em x = Cx + g através
do processo de separagdo por diagonal, de tal forma que C e g obedecam aos seguintes modelos

[ 0 _alz/an _a13/a11 _aln/an—
_a21/a22 0 _5123/a22 _azn/a22

C =
_—anl/ann _anz/ann _an3/ann 0 ]




rb
Yay,

b
a,,

=\|b
g 3/a33

)
.

dessa maneira garantimos que as solugfes encontradas para x = Cx + g também sejam solugGes para Ax = b,
pois a matriz C ndo sofrera alteracdes durante o processo, ja que se tratam de métodos estacionarios. Entendendo
que ¢(x) = Cx + g é uma funcdo de iteracdo dada na forma matricial, tomamos ela como referéncia. Tendo um
x®) onde k representa o nimero da iteracdo permitindo ser definido por qualquer nimero inteiro e positivo
assim, k = 0,1,2,..., podemos escrever o processo iterativo do seguinte modo

Pp(x©@) = xW =x©@ 4 g

Pp(x®) = x@ =xW 4 g

(p(x(k)) = x*k+D = x4 g

Admitindo o x(©® = :—‘ como ponto de partida, por este ser considerado o vetor de aproximacdo inicial,
i

calculamos as sequéncias posteriores x™,x®), ., x(®)  Representando essa sequéncia de iteragbes em um
sistema de equacoes, temos

k+1 k k k
xl( - —(b; — a12x§ ) - a13x§ ) alnxr(z ))
11
1
k+1 k+1 k k
xz( ) = — (b, — a21x§ 0 a23x§ - aanr(z)
22
4 1
k+1 k+1 k+1 k
xg( = —(bs — a31x§ o a32xg MR a3nxr(l)
33
1
k+1 (k+1) (k+1) (k+1)
1(1 )= (b, — Ap1Xyq — QpaX;y T Qpn-1X_q
aTLTL
Desse modo, no método de Gauss-Seidel, durante a etapa que condiz calcular o x].(k“) empregamos todos 0s
valores x§k+1),..., xj(f:l) que ja foram obtidos e os valores x].(f)l,..., x,gk) restantes, ou seja, sempre usando 0s

valores atualizados.

3.1.1 Critérios de convergéncia

Segundo [3], é muito importante que dentro do estudo dos métodos iterativos sejam estabelecidos critérios
para nos auxiliar e garantir que o processo ira convergir. De acordo com [4], sdo critérios de convergéncia para o
método de Gauss-Seidel:

Teorema 1: [4] Se A é uma matriz diagonalmente dominante e se o sistema € irredutivel, entdo, para qualquer
tentativa inicial, o método de Gauss-Seidel converge.

Outro critério a ser analisado € o critério de Sassenfeld que toma como partida um sistema linear Ax = b em
forma matricial, tendo
B, = lasz| + lags| + -+ + lag,|
! |a11|
Observe que para calcular 8, usamos apenas os valores atuais dos elementos da matriz e a partir do 8, em
diante, multiplicamos os valores dos betas ja calculados por cada elemento da linha, respectivamente. Assim,
quandoj = 2,3,...n, temos

_laplBy +laja|Bs + -+ |0y |Bjos + @yl + -+ |aju

|a1'1'|

B;

Esse critério estabelece que o maior S calculado para cada linha da matriz deve ser menor que 1, ou seja,

max f3; <1
1<i<nﬁl

E importante observar que se houver uma permutacdo proposital entre linhas e colunas da matriz A de
maneira adequada antes que haja a divisdo de cada equacao pelo termo a;;, conseguimos diminuir ainda mais o
valor de 8, como consequéncia de sabermos que se ; ndo for consideravelmente menor que 1, a convergéncia




poderd ser mais lenta, ou seja, quanto menor for o valor de f mais rapido ira convergir. Em resumo, no método
de Gauss-Seidel quando o critério das linhas é satisfeito, automaticamente o critério de Sassenfeld também sera
satisfeito. Entretanto, o contrario ndo € verdade.

3.2 Métodos de Sub e Sobre Relaxagéo Sucessiva

Levando em consideracdo as limitagBes dos métodos iterativos para a resolucdo de sistema de equaces
lineares e com a necessidade de minimizar o trabalho demandado por esses processos, surgiu a necessidade de
aprimorar as técnicas conhecidas a fim de otimizar o processo de convergéncia. Assim, foram desenvolvidos os
métodos de Sub e Sobre Relaxagéo Sucessiva.

De acordo com [4], esses métodos surgiram como uma derivacdo feita a partir do método de Gauss-Seidel,
como uma maneira de aperfeicoad-lo, dando a ele a possibilidade de acelerar ou atrasar o processo de encontrar
uma solucéo.

Os métodos de Sub e Sobre Relaxacdo Sucessiva consistem em adicionar um parametro de correcdo a funcao
de iteracdo do método de Gauss-Seidel, dada pela equacéo a seguir

n n
w0 _ @ k) (k-1) (k-1)
X = a—ii bi—Zaijxj _Za”xf + (1 - w)x;
j<i Jj>i

onde o parametro de corre¢do w pode receber valores no intervalo ]0, 2[, assim conseguindo ser classificado em
trés casos:

Se w < 1 entdo o caracterizamos por Sub Relaxa¢do Sucessiva

Se w = 1 entdo o caracterizamos por Gauss-Seidel

Se w > 1 entdo o caracterizamos por Sobre Relaxacdo Sucessiva

Segundo [7], por serem baseados no método de Gauss-Seidel, esses métodos tendem a obedecer as mesmas
condicGes de convergéncia exigidas por ele, quando as matrizes apresentam as caracteristicas exigidas para que
convirjam pelo método de Gauss-Seidel, automaticamente, garantem convergéncia para os métodos de Sub e
Sobre Relaxagdo dentro do intervalo ja indicado, independente do vetor inicial x(%.

4. METODOLOGIA

Nesse trabalho foram apresentados trés métodos numéricos onde todos eles possuem o mesmo objetivo, que
é encontrar o vetor solucdo x de um sistema linear do tipo Ax = b, com objetivo de comparar qual o método tem
maior eficiéncia em relacdo ao tempo de execuc¢do gasto para convergir € ao nimero de iteracBes necessarias
para encontrar a solucdo de cada problema em anélise.

Ao se tratar de matrizes estritamente diagonalmente dominantes os métodos de Sub e Sobre Relaxacdo
Sucessiva garantem a convergéncia para qualquer valor de dmega dentro do intervalo 0 < w < 2. Porém, nesse
trabalho, foram apontados os seguintes valores para 6mega:

QUADRO 1: Valores de dmega usados nos testes

Sub Relaxagéo Sucessiva Gauss-Seidel Sobre Relaxacgdo Sucessiva

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

Os testes foram realizados no software Scilab 5.4.1. e a execucéo foi feita por meio de um computador com
sistema operacional Windows 10, processador intel core™ i5-2310M CPU 2.5 GHz, memdria RAM de 6GB e
HD de 1T, tipo de sistema de 64 bits fabricado por Asus. Como critério de parada, definimos como limite
méaximo de 3000 iteragBes ou distancia relativa, que é obtida através do seguinte procedimento

() _ xi(k-l) |

d® = max|x;

1<isn

em seguida calculamos a distancia relativa através da seguinte formula
d®
(k) _
= max|x.(k)| =€
1<isn' !
com precisdo de ¢ = 107%.

Sendo assim, se faz necessario a realizacdo de testes e comparacdes, para que se possa identificar
qual método sobressai em relagcdo aos outros, para cada problema analisado. As matrizes escolhidas para a

realizacdo dos testes foram retiradas dos repositdrios Matrix Market e estdo listadas no Quadro 2.




QUADRO 2 — Matrizes problemas

Nome Ordem Area do problema Esparsa Tipo
IBM32 32 Variedade de disciplinas Nédo Padrdo assimétrica
ASH85 85 Variedade de disciplinas Néo Padrdo simétrica indefinida
BCSSTKO05 153 Engenharia estrutural Sim Real simétrica def. positiva
DWT162 162 Engenharia estrutural Né&o Padrao assimétrica indefinida
NOS1 237 Engenharia estrutural Sim Real simétrica def. positiva
DWT_346 346 Engenharia estrutural Néao Padréo assimétrica indefinida
CAN_445 445 Estruturas de aeronaves Sim Padréo assimétrica indefinida
494 BUS 494 Redes de sistemas de energia Sim Padrdo simétrica indefinida
DWA512 512 Engenharia elétrica Sim Padrao simétrica indefinida
GR_30_30 900 Equacdes diferenciais parciais Sim Real simétrica def. positiva

5. RESULTADOS E DISCUSSOES
Nos quadros abaixo, foram destacados em vermelho os piores resultados obtidos e em azul os melhores em
cada quesito analisado. Em verde foram destacados os resultados para o método de Gauss-Seidel, para melhor
analisar dados experimentais. A fim de apresentar os resultados obtidos de maneira organizada, os dados estdo

expostos Nas Tabelas 1 e 2, a seguir.

TABELA 1: Resultado dos experimentos em relacdo ao nimero de iteracdes

NUmero de iteracoes

Valores de w
PROBLEMAS Sub Relaxacdo Sucessiva Gauss-Seidel | Sobre Relaxacfo Sucessiva

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6 1.8
IBM32 - 2353 | 1234 | 714 493 390 340 289 229
ASH85 1731 | 864 604 440 337 256 199 108 84
BCSSTKO05 - - 2927 | 2552 1945 1531 1143 772 390
DWT_162 1261 | 581 365 264 207 171 148 132 116
NOS1 - - - 2384 1844 1387 1007 673 353
DWT_346 653 328 229 185 159 139 123 107 95
CAN_445 1044 | 472 261 114 38 21 13 9 7
494 _BUS 2429 | 1938 - - - - - - -
DWA512 1920 | 903 585 438 357 306 271 246 228
GR_30_30 1754 | 983 654 463 334 240 166 103 42

TABELA 2: Resultado dos experimentos em relacdo ao tempo de execucdo

Tempo em segundos

Valores de w
PROBLEMAS Sub Relaxacéo Sucessiva ggfﬁ; Sobre Relaxacéo Sucessiva
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

IBM32 - 30,385 15,86 9,215 6,484 5,11 4,581 3,735 3,047
ASH85 146,777 74,357 52,467 38,468 30,093 23,765 18,546 11,124 9,499
BCSSTKO05 - -| 796,862 | 696,083 527,53 | 416,408 | 310,664 | 211,061 | 107,655
DWT 162 319,239 | 147,903 93,489 67,958 52,176 42,746 37,154 34,461 29,572
NOS1 - - - | 1591,801 | 1267,225 949,39 | 685,878 | 466,098 252,86
DWT 346 786,426 | 383,963 | 266,607 215,1 | 182,495 | 159,962 | 140,917 | 123,493 | 109,311
CAN_445 2009,075 | 955,328 | 526,787 | 216,412 73,026 41,442 26,322 18,823 15,509
494 BUS 6952,237 | 5555,71 - - - - - - -
DWA512 5892,251 | 2770,965 | 1797,159 | 1344,831 | 1098,761 | 941,657 | 835,453 | 760,872 | 704,979
GR 30 30 14042,19 | 7810,26 | 5523,824 | 3657,759 | 2621,488 | 2239,005 | 1465,913 | 818,243 | 343,568

Observando as tabelas acima, conseguimos identificar que a matriz IBM32 n&o apresentou convergéncia para
w = 0.2. observamos tambem que em relagdo ao nimero de iteracdes, 0 método de Sobre Relaxacdo Sucessiva
teve uma melhora no desempenho de 53,55% quando comparamos ao método de Gauss-Seidel e de 90,26%




quando comparado ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva. Ao compararmos 0 método de Gauss-Seidel ao
método de Sub Relaxacdo Sucessiva, a eficiéncia foi de 79,04%. Em relacdo ao tempo de processamento, o
método de Sobre Relaxagdo Sucessiva teve uma eficiéncia de 89,97% e 53,0% quando comparado ao método de
Sub Relaxacéo Sucessiva e a0 método de Gauss-Seidel, respectivamente.

Ao analisarmos a matriz ASH85 em relagdo ao nimero de iteragcdes, o método de Sobre Relaxagdo Sucessiva
teve uma melhora no desempenho de 75,07% quando comparamos ao método de Gauss-Seidel e de 95,15%
quando comparado ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva. Ao compararmos 0 método de Gauss-Seidel ao
método de Sub Relaxacdo Sucessiva, sua eficiéncia foi de 80,53%. Em relagdo ao tempo de processamento, 0
método de Sobre Relaxacdo Sucessiva teve um comportamento superior de 93,53% e 68,43% quando comparado
ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva e ao método de Gauss-Seidel, respectivamente.

Na matriz BCSSTKO05 nédo houve convergéncia para w = 0.2 € w = 0.4, além disso, podemos dizer que 0
método de Sobre Relaxacdo Sucessiva apresentou os melhores resultados tanto em relagdo ao nimero de
iteracBes quanto em relagdo ao tempo gasto, tendo uma melhora de 86,67% e 86,49% respectivamente, quando
comparado ao método de Sub Relaxacdo Sucessiva. E de 79,95% e 79,59%, respectivamente, quando comparado
ao método de Gauss-Seidel.

Ao observarmos a matriz DWT_162 em relacdo ao nimero de iteragcBes, o método de Sobre Relaxagdo
Sucessiva teve uma melhora no desempenho de 43,96% quando comparamos ao método de Gauss-Seidel e de
90,80% quando comparado ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva. Ao compararmos o0 método de Gauss-Seidel
ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva, sua eficiéncia foi de 83,58%. Em relagdo ao tempo de processamento, 0
método de Sobre Relaxacdo Sucessiva teve um comportamento superior de 90,73% e 43,32% quando comparado
ao método de Sub Relaxacdo Sucessiva e ao método de Gauss-Seidel, respectivamente. Comparando o método
de Gauss-Seidel ao método de Sub Relaxacdo Sucessiva, nesse quesito, houve uma melhora de 83,65% em seu
comportamento.

Ao analisarmos a matriz NOS1 verificamos que ndo houve convergéncia para w = 0.2, w = 0.4 e w = 0.6,
além disso, podemos dizer que o método de Sobre Relaxacdo Sucessiva apresentou os melhores resultados tanto
em relacdo ao nimero de iteracdes quanto em relacdo ao tempo gasto, tendo uma melhora de 85,19% e 84,11%
respectivamente, quando comparado ao método de Sub Relaxacdo Sucessiva. E de 80,85% e 80,04%,
respectivamente, quando comparado ac método de Gauss-Seidel.

Na matriz DWT_346 ao analisarmos em relacdo ao nimero de iteracdes, o método de Sobre Relaxacdo
Sucessiva teve uma melhora no desempenho de 40,25% quando comparamos ao método de Gauss-Seidel e de
85,45% quando comparado ao método de Sub Relaxac¢do Sucessiva. Ao compararmos 0 método de Gauss-Seidel
ao método de Sub Relaxacdo Sucessiva, sua eficiéncia foi de 75,65%. Em relacdo ao tempo de processamento, o
método de Sobre Relaxacdo Sucessiva teve um comportamento superior, mensurando cerca de 86,10% e 40,10%
quando comparado ao método de Sub Relaxacdo Sucessiva e ao método de Gauss-Seidel, respectivamente.
Comparando 0 método de Gauss-Seidel ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva, nesse quesito, houve uma
melhora de 76,79% em seu comportamento.

Analisando a matriz CAN_445 em relacdo ao ndmero de iteracfes, o método de Sobre Relaxacdo Sucessiva
teve uma melhora no desempenho de 81,58% quando comparamos ao método de Gauss-Seidel e uma melhora
muito significativa de 99,33% quando comparado ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva. Comparando o
método de Gauss-Seidel ao método de Sub Relaxacdo Sucessiva, sua eficiéncia foi de 96,36%. Em relacdo ao
tempo de processamento, 0 método de Sobre Relaxagdo Sucessiva teve o melhor comportamento quando
comparado ao metodo de Sub Relaxacfo Sucessiva e ao método de Gauss-Seidel, respectivamente atingindo
cerca 99,23% e 78,76% de eficiéncia. Comparando o método de Gauss-Seidel ao método de Sub Relaxacdo
Sucessiva, também em relagdo ao tempo, houve uma melhora de 96,36% em seu comportamento.

Ja a matriz 494 BUS convergiu apenas para w = 0.2 e w = 0.4, porém, mesmo com poucos dados obtidos
também é possivel verificar uma tendéncia em diminuir o nimero de iteracfes e tempo gasto para a
convergéncia conforme o valor ® aumenta. Ainda assim, podemos afirmar que houve uma melhora de 20,21%
em relacdo ao ndmero de iteracdes e de 20,08% em relacdo ao tempo gasto para a execu¢do. Para os valores de
w superiores a 0.6 o0 problema ndo apresentou convergéncia. Provavelmente esse comportamento pode ter
ocorrido devido as caracteristicas da matriz.

Observando os resultados da matriz DWA_512 podemos dizer que o método de Sobre Relaxacéo Sucessiva
apresentou os melhores resultados tanto em relagdo ao numero de iteragdes quanto em relacdo ao tempo gasto,
tendo uma melhora de 88,13% e 88,03% respectivamente, quando comparado ao método de Sub Relaxagdo
Sucessiva. E de 36,13% e 35,84%, respectivamente, quando comparado ao método de Gauss-Seidel. No método
de Gauss-Seidel é possivel identificarmos também uma melhora de desempenho nos dois quesitos analisados,
tendo respectivamente cerca de 81,40% e 81,35% de eficiéncia quando comparado ao método de Sub Relaxagéo
Sucessiva.

E finalmente, quando analisamos a matriz GR_30_30 em relagdo ao nimero de iteragdes, 0 método de Sobre
Relaxacdo Sucessiva teve uma melhora no desempenho de 87,42% quando comparamos ao método de Gauss-
Seidel e uma melhora de 97,60% quando comparado ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva. Comparando o
método de Gauss-Seidel ao método de Sub Relaxacdo Sucessiva, sua eficiéncia foi de 80,95%. Em relagdo ao
tempo de processamento, 0 método de Sobre Relaxacdo Sucessiva teve o melhor comportamento quando




comparado ao método de Sub Relaxagdo Sucessiva e ao método de Gauss-Seidel, respectivamente atingindo
cerca 97,55% e 86,89% de eficiéncia. Quando comparamos 0 método de Gauss-Seidel ao método de Sub
Relaxacdo Sucessiva, também em relagdo ao tempo, notamos uma melhora de 81,33% em seu comportamento.

Apos a verificacao da coleta de dados, os resultados foram organizados e expostos com o objetivo de facilitar
a compreensdo e visualizacdo do comportamento de cada matriz quando aplicado um determinado w. Os
resultados podem ser observados nas Figuras a seguir.

2500
3000 + —4—DWT_346
‘ e (B 32
2500 o = ASHES 2000 CAN.445
0 494_BUS
$ 2000 \ \ BCSSTKOS Q. % r
2% \ \ Y N i DWT_162 S 1500 =PEnDWASL2
2 1500 et NOS1 g \ == GR_30_30
o © 1000 -
© 1000 - g
g o=}
2 : Z 500 -
3 500
O % J \ " \ ’ \ i} O T T T T T 1 T T = |
02 0% ;06 08 10 T2 14 16 18 02 04 06 08 10 12 14 16 18
Valoresde w Valores de w
FIGURA 1: Numero de iteragdes x Valores de w FIGURA 2: NUmero de iteragbes x Valores de w
(Autoria propria) (Autoria propria)
e \ R 14000 \ —4—DWT_346
e \\ —a— ASHES 12000 - == CAN-A15
. 1200 \ eSSTG é .‘ \ 494_BUS
S b S 10000
e W oL S | —>=DWAS512
¥ 800 \\_.u.. Nos1 g 8000 7 LY —#=GR_30_30
5 600 S g 6000 | X
S 400 \\\ g o \ g
£ ] [ :
g 20057 \ N | \ \\\m
k : 3 2000 + .
0 - T y ' ‘ “&.
02 04 06 08 10 12 14 16 18 0 — el il
Valoresde w 02 04 06 08 10 12 14 16 18
Valoresdew
FIGURA3: Temg\o tem_ segqnd.os x Valores de w FIGURA 4: Tempo em segundos X Valores de w
(Autoria propria) (Autoria prépria)

Comparando os métodos de Sub Relaxacdo Sucessiva e de Gauss-Seidel podemos notar que na maioria das
matrizes 0 método de Gauss-Seidel teve uma melhora de maneira significativa tanto em relacdo ao nimero de
iteracBes necessarias para convergéncia, quanto em relacdo ao tempo de processamento gasto, a medida que o
valor de w se aproxima de 1. Ao compararmos 0 método de Gauss-Seidel ao método de Sobre Relaxagdo
Sucessiva, a tendéncia se manteve, porém, de maneira mais linear para os dois quesitos analisados. Dessa
maneira, podemos dizer que o método de Sobre Relaxacdo Sucessiva foi 0 que apresentou na maioria dos casos
apresentados neste trabalho, a menor demanda de iteracbes e de tempo necessarios para que os problemas
convergissem para a solucéo, quando comparado aos outros dois métodos estudados.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Através do estudo de métodos numeéricos que nos auxiliam a encontrar as solugdes de sistemas de equagdes
lineares, o presente trabalho realizou comparac@es analisando o nimero de iteragdes e o0 tempo de processamento
entre 0 método de Gauss-Seidel e os métodos de Sub e Sobre Relaxagdo Sucessiva para valores de w pre-
determinados. Por meio da andlise dos resultados apresentados, concluimos que o comportamento dos métodos
pode sofrer algumas variagfes de acordo com as caracteristicas das matrizes, porém, a maioria dos problemas
apresentou relativamente a mesma tendéncia de comportamento.

Contudo, levando em consideracdo os problemas analisados neste trabalho, podemos afirmar que quanto
maior o valor de w, a tendéncia é que mais rapido obtenhamos a convergéncia, com exce¢do do problema




494 BUS. Comprovando assim, a superioridade do método de Gauss-Seidel em relacdo ac método de Sub
Relaxacdo Sucessiva, e ainda a superioridade do método de Sobre Relaxacdo Sucessiva em relagdo aos outros
dois métodos. Foi possivel verificar que quando mais o valor de w se aproxima de 1.8 melhores sdo os
resultados apresentados, tomando como critério de anélise o nimero de iteragBes necessarias, como também o
tempo gasto para convergir.

Com o intuito de ampliar as pesquisas feitas sobre essa temética, podemos sugerir que sejam realizados
estudos com valores de w préximos a 1.8 para verificar qual possui 0 melhor desempenho em relagdo ao numero
de iteracBes e tempo de processamento. Além disso, conforme [7], foi desenvolvida uma maneira para calcular w
em funcdo do raio espectral, de tal forma que nos apresenta um valor étimo para o parametro de correcdo, para
determinado caso. Sendo assim, também sugerimos que sejam realizadas analises sobre como calcular 0 w 6timo
para cada problema em questdo e aplica-los, de maneira que a convergéncia aconteca 0 mais rapido possivel.
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