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RESUMO

Desde a sua origem, o ser humano busca utilizar de tudo ao seu alcance para a sua
sobrevivéncia. A sociedade atual € fruto de dedicacdo e estudos de grandes mentes do passado.
Dentro do mundo académico, pode-se destacar a matemadtica, que sempre representou uma
grande ferramenta para todas as ciéncias. Uma das maiores descobertas matematicas foi o que
conhecemos hoje como Célculo Diferencial e Integral. O objetivo deste trabalho € dissertar a
respeito da origem, formacdo, e evolugdo desta drea. A metodologia utilizada nesta obra serd
constituida de pesquisas bibliograficas. Muitos autores, mesmo sem as técnicas mais
apropriadas, contribuiram para o que seria mais tarde composto por derivagdo e integragao.
Diferente do que muitos pensam, as ideias por trds do cdlculo datam de muito antes da idade
moderna. Logo, € incorreto afirmar que o célculo teve origem exclusivamente europeia.
Historicamente, o cdlculo integral surgiu antes do diferencial. Isto se deu devido as suas
finalidades primdrias. Antes mesmo da criagdo dos modelos padrdes no calculo, ilustres mentes
ja tinham chegado a estudos similares. Contudo, este campo foi criado formalmente, e
mutualmente, por dois cientistas completamente diferentes. Apos isso, os infinitésimos eram
retratados em muitos estudos, mas o rigor por trds destes ndo era alto. Foi s6 depois que este
tépico ganhou relevancia, levando a um trato matemético mais sofisticado. Portanto, cada um
a sua maneira, em dado contexto, com as ferramentas disponiveis, proveu o melhor para ajudar
esta drea a crescer e se tornar a grande ferramenta que € atualmente.

Palavras-chave: Origem; Desenvolvimento; Contextualizacao.



ABSTRACT

Since its origins, human beings have sought to use everything within their reach for their
survival. Today's society is the result of dedication and studies by great minds of the past.
Within the academic world, mathematics can be highlighted, which has always represented a
great tool for all sciences. One of the greatest mathematical discoveries was what we know
today as Differential and Integral Calculus. The objective of this work is to discuss the origin,
formation, and evolution of this area. The methodology used in this work will consist of
bibliographic researches. Many authors, even without the most appropriate techniques,
contributed to what would later be composed of derivation and integration. Contrary to what
many people think, the ideas behind the calculation date back long before the Modern Ages.
Therefore, it is incorrect to say that the calculation had exclusively European origins.
Historically, integral calculus emerged before differential. This was due to its primary purposes.
Even before the creation of standard models in calculation, illustrious minds had already carried
out similar studies. However, this field was formally and mutually created by two completely
different scientists. After that, infinitesimals were portrayed in many studies, but the rigor
behind them was not high. It was only later that this topic gained relevance, leading to a more
sophisticated mathematical approach. Therefore, each one in their own way, in they given
context, with the tools available, provided the best to help this area grow and become the great
tool it is today.

Keywords: Origin; Development; Contextualization.
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INTRODUCAO

Desde a sua origem, o ser humano busca constantemente utilizar de tudo ao seu alcance
para facilitar a sua sobrevivéncia. Com o passar das eras, o homem foi ficando cada vez mais
criativo em relacdo a utilizacdo do meio e dos seus derivados. Consequentemente, a luta pela
sobrevivéncia deu lugar a busca por inovacgdo e sofisticacdo de sua civilizagdo. A sociedade
atual € fruto de dedicacdo, trabalho duro e estudos de grandes mestres do passado, nos mais
diversos pilares do conhecimento. Dentro do mundo académico, pode-se destacar a matematica,
que sempre se mostrou uma grande ferramenta para todas as ciéncias em geral. O
desenvolvimento matematico e a evolu¢do humana possuem uma conexao muito profunda.

O saber matemdtico hoje disponivel foi criado através de diferentes visdes, em
diferentes €pocas, por muitos individuos, que a sua forma, moldaram a literatura moderna.
Todas as inovagdes e descobertas ocorridas dentro deste setor levaram a grandes revolucdes
cientificas em suas respectivas épocas. Assim como qualquer ciéncia, a matematica € moldada
de acordo com seus criadores e desenvolvedores. A base contemporanea passou por inimeras
inovacgoes e sistematizacoes ao longo das eras, sempre buscando propor maior clareza e logica,
sendo firmado em pesquisas, discussdes e constatagdes norteadas por argumentos fortes,
coerentes e bem estruturados.

Essa ferramenta mostrou utilidades nas mais diversas areas. Pode-se citar o estudo das
formas e suas relacdes, hoje conhecido como geometria, a manipulacdo de nimeros, atualmente
chamada de aritmética, o estudo de sistemas com diferentes incognitas, representando a dlgebra,
dentre muitos outros campos, que serviram de grande ajuda para que o homem e sua civilizagdao
continuassem a se desenvolver. O desenvolvimento do regime matemadtico na sociedade
culminou na criacdo de muitas atividades e tecnologias, tais como o sistema de moedas,
industria automobilistica, computacio e programagdo, atividades administrativas, pesquisas de
mercado, e gestdo de negdcios. Estas eram ideias que so seriam cabiveis com o auxilio e o rigor
do sistema matematico.

O mundo matematico € enorme e muito complexo. Este contém inimeras extensdes
culminantes de grandes descobertas feitas no passado. Dentre estas, tem-se uma das mais
renomadas e conhecidas, o famoso campo conhecido como Calculo Diferencial e Integral. O
advento do cdlculo contribuiu para a solu¢ao de grandes problemas em seu tempo, e até os dias
de hoje € utilizado em estudos de grandes dreas da sociedade moderna. Este serve como base
para pesquisas de uma infinidade de fendmenos fisicos, quimicos, bioldgicos, dentre outros.
Com ele, € possivel elaborar e modelar sistemas econdomicos, bem como auxiliar na concepg¢ao,

gestdo e andlise de projetos nas mais diversas engenharias modernas.



Com base nestas premissas, o objetivo deste trabalho € dissertar a respeito da origem,
formacdo, e influéncia dos principais pensadores e autores na evoluciao do que hoje se conhece
como cdlculo diferencial e integral, bem como mostrar como este passou por grandes
reformulacdes em diferentes épocas, representando uma grande ferramenta para os mais

diversos setores da civilizagdo humana.

METODOLOGIA

A metodologia utilizada nesta obra serd constituida de pesquisas de cunho bibliogréfico.
Inicialmente, serdo abordados aspectos referentes as influéncias anteriores a criagdo e
denotacdo do célculo diferencial e integral, para consequentemente fomentar conceitos relativos
a sua evolucao historica e constituicdo subsequente.

Ao decorrer desta obra, serdo citadas figuras importantes para a consolidacdo desta area
(cdlculo diferencial e integral), tais quais autores, pensadores e mentes influentes, que ao longo
das eras, contribuiram cada um a sua forma para o que hoje € visto na literatura. Posteriormente,

serd dado o capitulo referente as conclusdes sobre os referidos dissertados.
Objetivo geral

O objetivo deste trabalho € dissertar a respeito da origem, formacao, e influéncia dos
principais pensadores e autores, bem como seus papeis na evolugdo e consolidacio do que hoje
se conhece como calculo diferencial e integral.
Objetivos especificos

* Buscar entender como o cdlculo nasceu, se consolidou e progrediu ao longo das eras.

* [lustrar como os conceitos, fundamentacdes e objetivos por trds do campo em questdo

remontam de muito antes dos tempos modernos.

* Demonstrar como cada autor, a sua maneira, em sua respectiva época, contribuiu para a

evolucao deste campo de estudo.

* Expor os contextos por trds de cada avango deste importante ramo académico.



1 - OS PRIMEIROS PASSOS
1.1 - Reliquias de um passado distante

Diferente do que muitos pensam, as ideias por trds do célculo datam de muito antes da
idade moderna. Muitos autores, mesmo sem as técnicas mais apropriadas, contribuiram para o
que seria mais tarde composto por derivacdo e integracdo (EVES, 2004). Fontes historicas
demarcam de épocas pertencentes a idade antiga, como a Grécia e até mesmo o império egipcio.
Muitos achados arqueolégicos do antigo Egito intrigam cientistas ao redor do mundo, seja pela
mistica por trds das histérias desta cultura, seja pela busca pelo conhecimento do império.

Em alguns destes, foi possivel encontrar evidencias visiveis relacionadas aos primeiros
passos para a criacdo do que mais tarde seria o cdlculo. O papiro de Rhind (figura 1) representa
umas das primeiras e mais antigas escritas relacionando estudos de dlgebra e geometria (EVES,

2004). Estas foram e continuam sendo pilares fundamentais para o cdlculo como se conhece.

Figura 1: Papiro de Rhind
Fonte: Escola De Matematica Pontal

Neste achado, era possivel observar uma grande variedade de estudos matematicos que
tratavam desde resolugdo de areas, progressoes, € até mesmo sobre volumes de s6lidos. Devido
as limitagdes, os objetos trabalhados eram mais simples do que os atuais (EVES, 2004). Muitos
egipcios ganharam renome devido as suas realizagdes, tanto em suas épocas quanto em eras
posteriores. Pode-se citar o sacerdote [hmotep, que é amplamente considerado como um dos

primeiros engenheiros da histéria. De acordo com TREIGHER (2022):

A tecnologia que deu origem as pirdmides é muito antiga, e o primeiro
idealizador conhecido desses monumentos € o arquiteto Imhotep, que fez a
mais antiga de todas, a de Djoser (2648 a.C.). Antes dela, os farads eram
enterrados nas mastabas, tumbas subterraneas cobertas por pilhas retangulares
de blocos e com paredes inclinadas, que continuaram a ser usadas ao longo de

milénios por egipcios que ndo pertenciam a realeza.



10

Na Grécia antiga, a busca por conhecimento era vital. Em uma era onde a reflex@o sobre
a existéncia, o universo e a relacdo destes estava em pauta, muitos encontravam na matemdtica
respostas acerca de seus questionamentos, sejam eles abstratos ou concretos. Esta foi uma época
onde o conhecimento em si foi muito valorizado e almejado. Aqueles dotados do saber eram
agraciados em seu meio social, sendo figuras de alto prestigio.

Muitas das areas de estudos presentes na literatura atual nasceram advindas de ideias e
raciocinios provenientes de pensadores deste tempo. Um grande visiondrio de seu tempo foi
Euclides (323 - 283 a.C.). Este daria luz a um conceito muito importante para as futuras

geragdes, a geometria euclidiana (figura 2).

Figura 2: Geometria euclidiana
Fonte: Introducdo a matematica, Rogério S. Mol

Suas obras sdo tidas como umas das mais impactantes em toda a histéria da humanidade.
Muitos conceitos advindos de seu acervo sdo utilizados até os dias de hoje. Pode-se citar
nomenclaturas e conceitos tais quais pontos, retas, superficies, dentre outras designagdes como
angulos, circunferéncias, diametros, que seriam fundamentais em obras futuras de ilustres
autores. Por tais concepcdes, Euclides € tido como pai da geometria, € uma das maiores figuras

da antiguidade. Segundo MOL (2013, p.45):

Os Elementos de Geometria, de Euclides, representaram o apogeu da producgido
matematica na Grécia classica. Esta foi a mais brilhante obra matematica grega e um
dos textos que mais influenciaram o desenvolvimento da matematica e da ciéncia. Foi
um dos livros mais editados e lidos em toda a histodria, tendo sido usado como livro-
texto no ensino de matemadtica até o final do século XIX e inicio do século XX.

A geometria euclidiana foi usada como padrdo por muitas eras. Esta consequentemente
deu base para um modelo mais claro e objetivo na idade moderna. Mas € valido ressaltar que,
sem as influéncias destes monumentos antigos na literatura, nenhuma evolugdo geométrica

poderia ter sido realizada.
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1.2 - O advento dos infinitésimos

Outra figura marcante da antiguidade foi Zenao de Eleia (490 - 430 a.C.), um conhecido
filésofo grego. Assim como outros de seu tempo, este buscava entender como as coisas
fundamentalmente eram, no ambito mais profundo da palavra, seja para realizacdo pessoal, seja
para auxiliar na busca por prestigio. Embora muitos pensem que os filésofos gregos se
restringiam apenas questdes de casualidade, existéncia e paradigmas morais, estes também
embarcavam em discussdes matematicas fervorosas.

Um dos pontos que mais intrigava Zendo era o movimento. Uma reta representa um
conjunto de pontos no espaco, enquanto o segmento € limitado entre dois deste grupo. Ja o
movimento € a relacdo entre um dado espacgo, neste caso, a distancia percorrida em uma linha

reta, e um determinado periodo de tempo (STEWART, 2016). Segundo EVES (2004, p.418):

O filésofo Zendo de Eleia (c. 450 a.C.) chamou a atencdo, de maneira candente, para
as dificuldades 16gicas ocultas em cada uma dessas suposi¢des, através de alguns
paradoxos que engendrou com essa finalidade. Esses paradoxos, que tiveram
influéncia profunda na matemadtica, garantem que, admitindo-se qualquer das
suposi¢des consideradas, o movimento € impossivel.

A partir destes topicos, Zendo formulou algumas indagacdes. Uma destas € retratada no
paradoxo da dicotomia (figura 3). Se um segmento de reta pode ser dividido infinitamente, isto
impossibilita 0 movimento, jd que ndo seria possivel percorrer este trajeto antes de chegar a

metade do percurso, e depois metade da outra remanescente, e assim por diante (EVES, 2004).

1/4
——
1/8
1/16
HH
132
I

=

/64

Figura 3: Paradoxo da dicotomia
Fonte: Histéria da matemadtica, Jodo Eichenberger Neto

Logo, ndo seria possivel percorre-lo, ja que o final seria tdo préximo do inicio que nao
existiria, devido ao ponto anterior sempre ser dividido ao meio. Entdo, o corpo nunca sairia do
lugar, e o0 movimento seria uma ilusdo. Este € um dos primeiros momentos na histéria onde

pontos infinitesimais e limites sdo trabalhados, embora indiretamente (EVES, 2004).
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Por outro lado, a origem da derivada estd intimamente relacionada a um problema
conhecido como ponto tangente a uma curva e a problemas envolvendo maximos € minimos de
uma fun¢do. Em épocas passadas, a tangencia era um dos problemas que mais gerava intriga
entre os estudiosos, e a solugao desse caso, por mais duradouro que este tenha sido, levou a
muitas repercussdes no ambito matematico (EVES, 2004).

Na ja citada Grécia antiga, o termo “fangente” ja era conhecido. Um dos mais celebres
autores a trabalharem sobre este tema foi Apolonio (15 - 98 d.C.) (NETO, 2016). Muitas de
suas obras focavam em quadraturas envolvendo figuras e a relacdo destas com assintotas,

hipérboles e por fim, tangencias (figura 4).

Tangentes

v.

Figura 4: Tangente
Fonte: Histéria da matematica, Jodo Eichenberger Neto

De acordo com MOL (2013, p.56):

Apoldnio estudou ainda propriedades fundamentais das cOnicas, tais como assintotas,
diametros conjugados e tangentes. Para Apoldnio, uma tangente era uma “reta que
toca a conica e nenhuma outra reta pode estar entre ela e a conica”.

A concepcio de tangente de Apolonio era um pouco diferente em relacdo as da literatura
atual, tanto em geometria propriamente dita quanto em conceito aplicado. Para ele, esta
representava a reta mais proxima a tocar uma conica. Atualmente, o conceito mais aceito pelo
nicleo académico é de que uma reta tangente € aquela que toca uma curva em somente um
ponto (MOL, 2013).

Por mais que as definicdes de suas obras nao sejam tdo aceitas nos dias de hoje, é
importante ressaltar como o estudo destes aspectos fundamentais foi importante para o
desenvolvimento da geometria (EVES, 2004). Mais tarde, estas defini¢cOes receberiam tratos
mais rigorosos e seriam melhor conceituadas. Devido a estas contribui¢des, Apolonio foi, junto

a Euclides e Arquimedes, considerados uma das maiores mente da antiguidade (MOL, 2013).
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1.3 - Um modelo exaustivo

Historicamente, o cédlculo integral surgiu antes do cdlculo diferencial. Isto se deu em
parte devido as finalidades para as quais estas eram designadas. Enquanto as derivadas, em sua
funcdo, forma e virtude fundamental sempre buscaram estudar a varia¢do de certos parametros,
a integral tinha como objetivo basilar auxiliar o célculo de dreas de formas mais complexas em
relacdo as convencionais (EVES, 2004).

Estas, diferentemente das mais usuais como tridngulos, quadrados e afins, ndo
apresentavam grande simetria, e ndo ofereciam particularidades para serem resolvidas
facilmente. Por tal, o calculo de suas areas se mostrava bastante dificil. Para tentar achar estas
dreas, uma técnica muito utilizada foi o método da exaustdo, que utilizava da manipulagdo de
formas ja conhecidas afim de descobrir outras mais complexas. Por mais cansativo que fosse,

a técnica oferecia eficiéncia nos resultados. Para EVES (2004, p.419):

O método de exaustdo, que pode ser considerado como a resposta da escola platdnica
aos paradoxos de Zendo, comumente é creditado a Eudoxo (c. 370 a.C.). O método
admite que uma grandeza possa ser subdividida indefinidamente e sua base é a
proposi¢do: Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte ndo menor que sua
metade, do restante subtrai-se também uma parte ndo menor que sua metade, e assim
por diante, se chegard pOor fim a uma grandeza menor que qualquer outra
predeterminada da mesma espécie

Para tal, um certo poligono de n lados era inscrito dentro do objeto a ser estudado
(STEWART, 2016). A cada numero de lados aferido, a forma do poligono mudava, com o
intuito de convergir com o méaximo possivel de proximidade do objeto exterior. Um grande

exemplo desta técnica € o célculo da drea do circulo, que pode ser visualizada na figura 5.
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Figura 5: Método da exaustio
Fonte: Calculo Vol. 1, James Stewart

Logo, pode-se afirmar que, de fato, o estudo dos infinitésimos remonta de muito antes
dos conceitos que basearam o célculo hoje conhecido. A aproximac¢do dos pontos através do
numero de lados também se assemelha muito ao conceito da derivada, que trata da reta tangente
a um determinado ponto. Por mais que os antigos nao possuissem a ideia de limites em mente,

estes estavam usando de seus conceitos (STEWART, 2016).
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Por sua vez, a base da literatura indiana nasceu advinda de intimeras incorporacdes €

contribuicdes de outros povos. Por tal, pode-se dizer que sua literatura é muito diversa. Nela, é

possivel encontrar vestigios de padrdes usados hoje na notagdo cientifica, tais quais as dizimas

decimais, uso de zeros, e notacdo especifica para dezenas, que neste contexto, era representado

por um ponto (MOL, 2013). A figura 8 exemplifica de forma clara a contagem hindu.

l

t )

~ 0 n\org ?01‘3’ q\ Qk \/(FQQ
2 3 di?apit e DS @ B

Figura 8: Contagem hindu
Fonte: Introdu¢@o a matemética, Rogério S. Mol

A matemadtica deste povo era tdo eficiente que estes chegaram a elaborar um predecessor

muito aceitdvel para o que hoje € tido como fun¢do seno. Outro ponto importante € o trato

rigoroso para o estudo de cOnicas. Os hindus conseguiram representar a constante Pi com duas

casas de exatidao, algo realmente magnifico. Segundo MOL (2013, p.64):

Nos séculos IV e V d.C., os astronomos ¢ matematicos indianos produziram os
Siddhantas, ou sistemas de astronomia, textos que receberam forte influéncia dos

astronomos de Alexandria. Por exemplo, em um desses textos foi usada a
. ~ 177 .

aproximacdo T ~ 3 250" 3, 1416, essencialmente a mesma usada por Ptolemeu em

seu Almagesto. Nos Siddhantas, a correspondéncia ptolemaica entre arco e corda da

circunferéncia foi transformada: passou-se a associar metade da corda a metade do

arco. Nasceu, assim, a fun¢@o seno moderna.

Logo, € notdria a contribui¢do dos achados drabes e hindus, de forma a se afirmar que

muitos panoramas do célculo foram, de forma direta e indireta, construidos gracas a estes

importantes trabalhos e suas influencias no paradigma europeu. A titulo de curiosidade, um dos

grandes influentes do cdlculo diferencial e integral, John Wallis, foi influenciado pelas obras

do mundo drabe. Segundo EVES (2004, p.263):

Mas talvez a mais profunda e original contribuicdo algébrica drabe tenha sido a
resolucdo geométrica de uma equacdo cubica feita por Omar Khayyam (c. 1100),
outro nativo de Khorésan, conhecido no mundo ocidental como autor do primoroso
Rubaiyat. [...] Outro escritor de Khorazan, mas de uma época consideravelmente
posterior, foi Nasir ed-din (c. 1250). E dele o primeiro trabalho de trigonometria plana
e esférica considerado independente da astronomia. Esses escritos foram traduzidos
para o latim por John Wallis no século XVII e usados por ele em seus cursos em
Oxford.
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Por tal, pode-se afirmar que quanto maior for o valor de n, mais préoxima da 4rea
desejada serd a drea formada, até que A, = A, onde A4, € a medida da 4rea de cada n-ésima

figura. Logo, em nota¢do moderna:
Area = Lim A, 150
Pode-se notar como este método é muito similar ao que mais tarde seria chamado de
integral, que usa da soma de dreas infinitesimais para buscar formar a imagem desejada

(STEWART, 2016). Logo, pode-se afirmar que a integracdo e suas bases remontam de muitas

eras em relacdo a modernidade. Esta pode ser visualizada na figura 6.

fa.n

13
4 2 3

Figura 6: Integral moderna
Fonte: Calculo Vol. 1, James Stewart

Isto foi por muito tempo a técnica mais utilizada para calcular figuras complexas.
Muitos matemadticos conhecidos usaram desta em suas obras. O mais famoso foi Eudoxo de
Cnido (390 - 340 a.C.), que € considerado por muitos como o criador da técnica (EVES, 2004).
Outro que utilizou deste modelo para resolucdo de muitos casos complexos foi Arquimedes de
Siracusa (287 - 212 a.C.). O método da exaustdo era uma grande ferramenta nas maos desse

cientista, que a utilizava para comprovar suas conclusdes. Segundo EVES (2004, p.421):

Dos antigos, quem aplicou de maneira mais elegante o método de exaustio e quem
mais se aproximou da atual e verdadeira integracdo, sem divida foi Arquimedes. [...]
na sua abordagem de 4reas e volumes, Arquimedes chegou a resultados equivalentes
a muitas integrais definidas que hoje figuram nos textos elementares de cédlculo.

Arquimedes era conhecido por ser um aficionado por estudos. Quando focava em algo,
nada o tirava daquele objeto ou assunto a ser pesquisado. Naturalmente, este conhecia muitas
técnicas para tratar dos estudos das formas, a geometria, que representava uma das dreas mais
instigantes para ele. Mas a ferramenta mais utilizada por ele foi de fato o método da exaustao,
de tal forma, que muitos debatem se Eudoxo foi realmente quem criou essa técnica. Para evitar

conflitos, alguns pesquisadores creditam o método para ambos os autores.
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1.4 - Desenvolvimento mituo

Por mais que os cientistas € mentes pertencentes ao continente europeu tenham sido
realmente importantes para a evolucao de muitas concepgdes e norteamentos modernos, tal qual
o cdlculo, € historicamente incorreto afirmar que o desenvolvimento deste foi exclusivamente

advindo de mentes europeias. Segundo EVES (2004, p.267):

As avaliagdes do papel dos drabes no desenvolvimento da matemadtica de maneira
nenhuma sio undnimes. [...] Por outro lado, deve-se admitir que eles deram pelo
menos contribui¢des pequenas a ciéncia; ocorre que suas realizagdes, quando vistas
contra o pano de fundo cientificamente estéril do resto do mundo na época, assumiram
dimensdes maiores do que as que de fato tinham.

Por mais que por muito tempo o mundo como um todo fosse tratado como mera extensao
dos territorios europeus, o passar das eras mostrou que isso era um pensamento retrogrado. Esse
ideal € denominado de eurocentrismo, e foi por muito tempo um modelo aceito pela sociedade
em geral. No entanto, estudos mostram que outras culturas chegaram a resultados semelhantes
aos europeus, sendo este um ponto que denota como o eurocentrismo € limitado e vago em suas

concepcoes. Este pode ser visualizado na figura 7.

Figura 7: Modelo eurocéntrico
Fonte: Conhecimento Cientifico R7

Em relacdo a isso, a literatura hindu € tida como uma das mais antigas presentes ao
longo da histéria humana. Muitos dos caracteres e fundamentagdes usadas hoje provem de obras
indianas. Um grande exemplo € a equacdo de Bhaskara, que € usada de forma fervorosa em

muitas dreas da matemética moderna (EVES, 2004). Segundo MOL (2013, p.71):

2

Outra influéncia clara no pensamento arabe é a matematica hindu, sobretudo de
Brahmagupta. Entre suas publica¢cdes mais importantes estdo as solugdes gerais para
algumas equacdes quadraticas, sem a necessidade de completar quadrados. [...] No
entanto, seus trabalhos deixaram importantes lacunas no estudo da Algebra. Algumas
delas foram preenchidas por outro indiano, chamado Bhaskara, que, segundo
estimativa, viveu entre 1114 e 1185. A férmula que utilizamos até hoje para resolver
uma equagdo do 2° grau recebe seu nome.
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1.5 - Primoérdios de uma nova era

A idade média europeia ficou marcada por uma forte intervencao da igreja na sociedade
como um todo. Logo, durante um certo periodo de tempo, houve-se pouco ou nenhum
desenvolvimento cientifico relevante. Isto mudaria com a chegada de certas figuras histdricas
no periodo conhecido como renascimento (EVES, 2004). Com o poder da igreja ficando cada
vez mais defasado, surgia um sentimento de maior liberdade por parte da populacdo, e
principalmente nos cientistas que queriam expor suas teorias.

Isto gerou muitos questionamentos sobre diversos temas. Com tais ideais em pauta,
nascia uma espécie de nova ordem, onde s6 simplesmente aplicar conceitos ndo era mais
aceitdvel. Com a fortificacdo das pesquisas e experimentos em geral, muitos dogmas foram

quebrados. Segundo EVES (2004, p.288):

Infelizmente, os intelectuais do Renascimento foram incapazes de conciliar
normalmente suas ideias sobre ciéncia com as doutrinas religiosas da Igreja catdlica
e grande parte do trabalho cientifico da época encontrou tenaz oposi¢do das
autoridades eclesidsticas. Temendo a acusa¢do de heresia, muitos intelectuais do
Renascimento relutavam em publicar suas teorias, especialmente no campo da
astronomia, uma ciéncia a qual a Igreja se opunha de maneira especial.

O geocentrismo foi um deles. Estudos de grandes mentes como Nicolau Copérnico
(1473 - 1543), Galileu Galilei (1564 - 1642), e Johannes Kepler (1571 - 1630) mostraram como
os conhecimentos precisavam ser baseados em fatos, ndo em crencas ou supersticdes. Estes
acreditavam numa organizacdo totalmente diferente para o sistema planetério aceito na época.

Este era o sistema heliocéntrico, que ficou marcado como o padrdo a ser seguido no
campo astrondmico. Devido a esta descoberta, novas metodologias precisariam ser criadas para
trabalhar da melhor forma possivel com os astros e suas drbitas nessa nova configuragao. O

conceito do sistema pode ser observado na figura 9.

Figura 9: Modelo heliocéntrico
Fonte: Gaia Ciéncia
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Os astros, inclusive o planeta terra, circundariam o sol realizando revolugdes periddicas.
Kepler propds que as orbitas percorriam elipses € ndo circunferéncias como se pensava.
Entretanto, ndo existia ferramentas precisas para embasar tais afirmagdes. Para isto, ele criou
teoremas, denotados de leis de Kepler. Por mais que o autor tenha sido um dos pioneiros no uso
do método da exaustdo nos estudos das Orbitas planetdrias, este ndo tinha paciéncia para impor
o rigor necessdrio que daria origem a integracdo (EVES, 2004). Mais tarde, um famoso fisico
inglés criaria as metodologias necessdrias para lidar melhor com estes conceitos.

A queda do geocentrismo em virtude do modelo heliocéntrico representou uma grande
influéncia para todas as dreas da ciéncia. Nao obstante, a matemadtica estava entre eles. Muitos
foram destaque nesse tempo, com pensamentos desafiantes aos quais eram padrdes para a
época. René Descartes (1596 - 1650) foi uma figura importante neste meio. No que tange a

matematica, este criou uma espécie de revolugdo com suas ideias. Segundo MOL (2013, p.95):

A obra de Descarte representou um significativo avanco da dlgebra formal, tanto em
termos de notacdo como de interpretacdo geométrica. A notacdo sofreu grande

z

evolugdo e assumiu um formato muito préximo do atual. [...] esse é o primeiro
momento da histéria da matemdtica em que o leitor contempordneo poderia
identificar, sem dificuldades, a nota¢do empregada.

Descartes foi uma das figuras centrais na criacdo da geometria analitica. Esta ofereceria
os meios para a criagdo do célculo. Com uma geometria mais pritica e acessivel, muitos
avangos foram possiveis dentro do mundo cientifico. Isto se deve a facilidade e flexibilidade
que o novo modelo oferecia. Um exemplo € o plano cartesiano, o qual oferecia uma relagao

fundamental entre a dlgebra e a geometria. Este pode ser observado na figura 10.

:
bbb L

Figura 10: Plano cartesiano
Fonte: Geogebra

Por meio desta, era possivel desenvolver argumentos geométricos com o auxilio de
equacoes. Retas, pardbolas, e figuras como circulos e elipses poderiam ser melhor trabalhadas

por meio de equagdes caracteristicas (equagdo de 1° e 2° grau, equagao de circunferéncias, etc).
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2 - 0 ALVORECER DO CALCULO
2.1 - Modernizagao europeia

Neste contexto, muitas obras nasciam e se desenvolviam diariamente com as novas
contribuicdes vigentes. Antes mesmo da criagdo dos modelos que ficaram consolidados no
célculo, ilustres mentes ja tinham chegado a estudos similares ao que seria reconhecido como

derivacdo. Tal fato ndo € estranho perante o mundo académico, visto que estes eram

matemadticos reconhecidos em sua época e nas posteriores. Segundo EVES (2004, p. 424):

No periodo que vai das notdveis realizagdes de Arquimedes até praticamente os
tempos modernos, a teoria da integra¢do quase nao foi ativada. S6 por volta de 1450
os trabalhos de Arquimedes chegaram a Europa Ocidental, através de uma traducio,
achada em Constantinopla, de uma cépia (do século IX) de seus manuscritos.

Depois de muitas guerras e discussdes no ambito civil, religioso e principalmente
cientifico, a Europa passou por uma grande mudanca de paradigma, principalmente no
desenvolvimento literdrio. Neste contexto, surgia a chance perfeita para os alicerces do célculo
se difundirem. Um dos primeiros europeus a moldar bases s6lidas para o futuro da diferenciacao
e integracdo foi Bonaventura Cavaliere (1598 - 1647). Este foi discipulo de Galileu, e por meio
dos ideais de seu mestre, gerou contribui¢des fundamentais para a matemdtica europeia.

Cavaliere desenvolveu um meio bastante perspicaz para operar com infinitésimos em
areas e volumes de objetos. Este método ficou conhecido como método de Cavaliere em sua
homenagem. Embora este estivesse a trabalhar com “indivisiveis ”, ndo apresentava indagagdes
sobre como estes se comportavam ou sobre o que eram. Para ele, uma regido plana seria
delimitada entre linhas paralelas em relagdo a uma reta.

Por sua vez, uma regido sélida seria uma conjunc¢do de se¢des planas em relacdo a um
plano fixo. Em seu método, este utilizava de relagdes entre figuras para gerar decomposicoes e
por meio destas achar dreas e volumes de formas ndo usuais. Usando do método de Cavaliere,
pode-se estabelecer relagdes entre determinadas geometrias e achar novas conjungdes. A titulo

de ilustracao, pode-se usar um exemplo envolvendo equacdes de circulos e elipses.

Elipse: (g)z + (%)2 =1 Circulo: x> + y2 = q?

Isolando os termos em relacdo aos segmentos verticais, isto €, y, pode-se estabelecer
relacdes de semelhanga entre as duas figuras as quais estas equagdes representam, que por sua

vez, poderdo culminar em novas secdes planas e facilitar em futuros célculos.
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Com base nestas alegagdes, tem-se:

b b
y = a a?—x% y=+1—x%> AElipse = EACirculo

Portanto, pode-se observar como surgia novos meios de lidar com figuras complexas no
ambiente europeu. A relacdo entre figuras e a composicdo de outras mais complexas por meio

de dreas simples era fundamental na elaboracgdo da integragdo. Segundo MOL (2013, p. 101):

De posse dessas decomposigdes e ciente da dificuldade em somar uma quantidade
infinita de indivisiveis, Cavalieri evitou calcular dreas ou volumes pela soma desses
elementos indivisiveis, mas desenvolveu um método para relacionar dreas ou volumes
de figuras em que os indivisiveis t€ém relacdo constante.

Por sua vez, John Wallis (1616 - 1703) era um dos autores mais eficientes no uso das
séries infinitas, e foi um precursor no conceito mais tarde conhecido como integral no infinito,
ou integral imprépria (MOL, 2013). Influenciado nas conclusdes de Cavaliere, este tentou
aplicar metodologias numéricas as consolidadas indagacdes formuladas pelo modelo anterior.

Este presumiu que era necessdrio usar de série muito extensas, tendendo ao infinito, para
gerar postulados mais apropriados. Este € um dos fatores que impossibilitaram Cavaliere de
gerar conclusdes gerais, j4 que para ele, era absurdamente complexo e abstrato tratar de
magnitudes infinitesimais. Nas obras de Wallis, € possivel observar uma integracdo bem
conhecida nos dias de hoje, que serd melhor trabalhada por Newton. Mas em um contexto geral,
a contribui¢do de Wallis foi importante, ja que serviu de acervo para mentes do calculo.

O desenvolvimento do cdlculo surgiria em grande parte advindo de obras de mentes, de
certa forma, menos conhecidas no mundo matemaético em geral. Blaise Pascal (1623 - 1662) foi
um destes pioneiros. Este seria um dos maiores nomes por trds dos estudos envolvendo
termodinamica e teorias envolvendo fluidos, sendo tdo reconhecido que seu sobrenome é
representado na sistematica moderna de pressdo, pascal (Pa). Mas diferente do que muitos
pensam, Pascal era proficiente no que diz respeito ao trato matematico.

Em suas obras, pode ser observado um dos primeiros casos envolvendo integracido de
funcgdes trigonométricas, a integracdo da funcdo seno. Assim como Newton, Pascal usava de
progressdes binomiais em suas conjecturas (EVES, 2004). Sua metodologia era tdo eficiente
que anos mais tarde, Leibniz, que seria reconhecido como um dos ilustres pais do cdlculo nos
séculos seguintes, daria grandes agradecimentos e teria até mesmo afirmado que teria se

inspirado firmemente nas obras de Pascal.
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2.2 - Pré-célculo

Pierre de Fermat (1607 - 1665) foi um eximio matemético em sua época, e foi um dos
que mais se aproximaram da deriva¢do. Embora alguns pesquisadores deem créditos a ele, boa
parte da comunidade académica ainda nao o classifica como autor deste campo. Isso nao mudou

tanto com o passar do tempo, ja que muitas obras ndo o citam. Segundo MOL (2013, p.97):

Fermat tinha a matemadtica como um hobby e nunca atuou como matematico
profissional. Porém, foi um dos maiores gé€nios criativos da matematica do seu tempo.
Deixou contribuicdes significativas em diversas dreas, que o fazem ser visto como um
dos precursores da moderna teoria dos nimeros e ainda como um dos criadores da
geometria analitica e do calculo diferencial.

Fermat utilizava de um método tnico para encontrar maximos e minimos. Dada uma
fun¢do f(x), em um ponto maximo ou minimo, pode-se dizer que os valores de f(x) e f(x +
€) sdo tdo proximos que seja possivel iguala-los. Este intervalo é denotado por €, e quando este

tende a zero, pode-se empregar a seguinte situacgao:

g0 = XTI

Este € conhecido como método de Fermat (figura 11). Pode-se notar a semelhanca desta
expressao com a notacdo formal para a derivada. No entanto, devido ao autor ndo apresentar
justificativas aceitdveis, nao recebeu méritos pela obra. Fontes afirmam que Fermat elaborou

esta expressdao com base nos estudos de Kepler sobre 0 movimento dos astros (MOL, 2013).

Figura 11: Método de Fermat
Fonte: Introducdo a histéria da matematica, Rogério S. Mol

Por sua vez, Isaac Barrow (1630 - 1677) conhecia um meio para tratar de tangencias, de
certa forma, similar ao método de Fermat e aos modelos modernos (MOL, 2013). Este, assim
como o anterior, era conhecido por sua versatilidade no trato matemaético. Ele € conhecido como

um dos mais famosos predecessores do cdlculo. De acordo com MOL (2013, p.102):
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Seu procedimento era similar ao de Fermat, mas no lugar de usar um tinico incremento
— que Fermat denotava por e — Barrow usava duas quantidades, equivalentes ao que
hoje chamamos de Ax e Ay. Para uma curva definida pela equagdo polinomial f(x, y)
=0, substituia x e y por X + e e y + a, desprezava os termos que nao continham a ou e
para, a seguir, eliminar os termos com grau maior que um em a e e.

A variagdo de incrementos, denotada por e, de Fermat era similar a notacdao de Barrow,
caracterizada por Ax ou Ay. Em uma fungdo f(x,y) = 0, poderia se usar da semelhanga de

triangulos afim de encontrar a tangente em um ponto. A figura 12 exemplifica tal caso.

fixy)=0

T P‘;Q

Figura 12: Método de Barrow
Fonte: Introdug@o a histéria da matemética, Rogério S. Mol

Para a fungio acima, y? = px, pode-se substituir os termos x e ypor x + e e y + a.

Para tal, se da o seguinte célculo:
yi=px-> @ +a)?=plx+e)>y*+2ya+a*=px+pe

Eliminando termos independentes em relacio a a e e e de grau superior, obtém-se:

2 a_>p
= —_—_—= —
ya = pe e 2y

A expressao % relembra bastante a caracteriza¢do dada por dy/dx no cdlculo moderno.

No entanto, assim como Fermat, Barrow ndo dava justificativas para suas formula¢des, como
por exemplo, o porqué de eliminar tais termos no caso anterior. Por tal, ndo recebeu aten¢do da
comunidade cientifica em geral. Suas ideias seriam fundamentais para gerar o &nimo necessirio

em Newton, para que este, por fim, trouxesse a vida os pilares fundamentais do calculo.
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2.3 - Revolugdo matematica

Dentre as grandes mentes do mundo matemaético, nenhuma chocou tanto a comunidade
cientifica como o inglés Isaac Newton (1643 - 1727). Em poucos anos, Newton, de forma
independente, criou um modelo que se mostraria fundamental para as futuras geragdes
(BOYER, 1993). Este foi um dos criadores do calculo, composto basicamente por derivacao e
integracdo. Por mais que fosse uma inovacdo no campo matemdtico, Newton criou esta
ferramenta afim de estudar 6rbitas de astros em sua nova teoria da gravitacdo (EVES, 2004).

Com o auxilio da geometria analitica, inspiracio nas obras de Fermat e Barrow, e com
o intuito de melhorar o que Kepler ja tinha proposto, surgia uma nova sistematizacao
matemadtica. Um ponto que difere os modelos de Newton dos demais eram as nomenclaturas.
Os termos “derivada” e “integral’” ndo eram encontrados em suas obras. Na verdade, estes eram
designados por “fluxdo” e “fluente” (EVES, 2004). Alids, “infinitésimos” nao eram usados.

Para ele, “momentos” representavam melhor as variacdes. De acordo com EVES (2004, p.439):

A uma quantidade varidvel ele dava o nome de fluente (uma quantidade que flui) e a
sua taxa de varia¢do dava o nome de fluxo do fluente. Se um fluente, como a ordenada
do ponto gerador, era indicada por y, entdo o fluxo desse fluente era denotado por y.

Para exemplificar como Newton trabalhava em suas obras, pode-se calcular a fluxao da
fung¢do y = x™. Para um intervalo o infinitesimal, X0 e yo eram os incrementos infinitesimais

de x e y (MOL, 2013). Substituindo y por y + yo e x por x + xo0, se da a seguinte relacao:
y=x"->y+yo=(x+x0)"

Newton empregava o uso de bindmios e séries no desenvolvimento de suas ideias.

Considerando y = x™ e eliminando os termos contendo o da equacéo, tem-se:

nn-1) .., nx™ 1% + nx" %o ...
R — X40 + cee =

2 0

n=lyo +

y+yo=x"+nx""1x + nx

n-1, n-1

y
X > ==nx
x

y =nx

Pode-se notar como esta € similar a uma regra referente a poténcias polinomiais da
derivacdo moderna. J4 a respeito da integracdo, ou fluente, Newton observou que essa poderia
ser descrita a partir de um pequeno incremento em x dado por x + o (MOL, 2013). Para ilustrar

essa ideia, pode-se usar da fun¢do anterior, y = x™. A relacéo pode ser vista na figura 13.
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y=1(x)

X xto a
Figura 13: Area sob uma curva
Fonte: Introducdo a histéria da matemadtica, Rogério S. Mol

A drea pode ser definida por z + oy = ﬁ (x + 0)™*1(MOL, 2013). Desenvolvendo-a:

(n+ n
2

2 n+1

(x + o)™ = x" 1o

—— (" + (n+ Dx"o +

——] )=z =

1
z+oy=n X

+1 n+1

Cavaliere também conseguiu achar uma integral semelhante a esta, mas restrita a n #

. ~ ~ . . 1
—1. J4 a relacdo entre fluentes e fluxdes pode ser vista ao aplicar y = x" e z = —x™*! na

n+1

funcdo anterior. Isolando y e eliminando os termos contendo o, tem-se:

zZ+oy= 1 (x + 0)**?
n+1
n+1)n
——x™1 oy = —— (™1 + (n+ Dx"o +—( ) x" o2+ )5y =x"

n+1 n+1 2

Por tal, Newton é amplamente creditado como pai do cdlculo. Entretanto, por mais
revoluciondrio que fosse, € mesmo utilizando de limites, ndo oferecia conceito para estes. Em

suas obras, pode ser achado citagOes breves para este topico. Segundo MOL (2013, p. 107):

As relagdes ultimas nas quais certas quantidades desaparecem ndo sdo realmente
relacdes de quantidades dltimas, mas limites dos quais essas relacdes de quantidades,
decrescendo sem limite, se aproximam sempre; € dos quais podem se aproximar tao
perto quanto qualquer diferenca dada [...]

A notacdo de Newton era curiosa. Isso advinha de sua personalidade. Para tal, suas
obras eram de alta importincia, e ndo queria que reles leitores as compreendessem, além de
temer controvérsias. Logo, suas publicacdes foram fruto de indicacdes intensas de amigos
proximos (EVES, 2004). Para ele e muitos de seus seguidores, esta descoberta representava
algo sublime em sua carreira. No entanto, pouco tempo depois, outro matematico também

chegaria a descoberta de um método similar ao do génio inglés. Por sua vez, este seria Leibniz.
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2.4 - Uma perspectiva diferente

Gottfried Leibniz (1646 — 1716) foi um matematico influente entre os autores alemaes
e em paises proximos. Assim como o ji citado Newton, este é reconhecido como um dos
criadores do célculo, e assim como no caso anterior, de forma independente (BOYER, 1993).
No entanto, a escrita era um ponto relevante nas caracterizacdes de suas obras. Enquanto
Newton aplicava uma linguagem dura aos leitores, Leibniz escrevia tudo de forma mais
simples. Os termos “diferencial” e “integral ”’ surgiram com os trabalhos escritos por Leibniz,
denominadas “calculus diferentialis” e “calculus summatorius” ou “integralis” (MOL, 2013).

Em seus escritos, era possivel ver particularidades na forma como as contas eram
redigidas. Em suas obras, pode ser encontrado o simbolo que mais tarde seria usual em todo

cdlculo envolvendo integragdo denotado por uma letra s alongada, [ f(x)dx, bem como a

caracterizacdo padrao de derivagdo d(j;—ix)) (EVES, 2004). Este tipo de organizacdo envelheceu

tao bem que € usada até os dias de hoje. De acordo com EVES (2004, p. 443):

Leibniz tinha uma sensibilidade muito grande para a forma matematica e discernia
com clareza as potencialidades de um simbolismo bem engendrado. Sua notacao para
o célculo mostrou-se muito feliz e, inquestionavelmente, ¢ mais conveniente e flexivel
do que a de Newton.

O método de Leibniz continha particularidades proximas aos de Barrow e Fermat.
Diferente de Newton, Leibniz usava caracteres bem conhecidos e intuitivos para o trabalho
envolvendo infinitesimais, tais quais dx, dy, d(x + y), d(xy), e dx™. O método derivativo de
Leibniz era muito similar ao de Newton, embora mais simples e compreensivel. Enquanto o
ultimo sempre usava de series em suas formulagdes, o alemdo utilizava de particularidades
geométricas. Embora o conceito de tangente ndo tenha sido bem trabalhado, seus métodos
conseguiam determinar graus de inclinagdo sobre curvas (MOL, 2013). Para exemplificar suas

conclusdes, pode-se observar fungdo y = f(x) (figura 14).

Figura 14: Triangulo caracteristico de Leibniz
Fonte: Introduc¢do a histéria da matemética, Rogério S. Mol
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Com a comparacao dos tridangulos semelhantes, pode-se concluir a equivaléncia:
dy _y
dx s

Para o célculo da tangente no caso da figura anterior, tem-se o seguinte:

y=fx+dx)—f(x);s=(x+dx)—(x)
dy _y _dy _[fe+d)—f0] dy _fGr+dn) - f@)

dx s dx | (x+dx)—(x) dx dx

Este era um método efetivo. Entretanto, assim como Newton, o alemao também nao
dava uma concepcdo para infinitésimos. Para o autor, estes representavam ferramentas de
auxilio para as ideias principais (MOL, 2013). Esta ideia também era usada para o cdlculo de
dreas complexas abaixo de curvas, que para Leibniz, eram designadas como integrais. Estas
seriam somatodrios de pequenas adreas infinitesimais encaixadas entre a funcdo limitante e o eixo
das abcissas. Para tal, Leibniz usava da semelhanca dos tridngulos novamente. Se uma area
infinitesimal é dada por dx -dy, a drea relacionada a este serd o ponto da funcdo, f(x),

multiplicado pelo seu respectivo diferencial, dx. Com isto, somando todas estas contribuicoes:

Area infinitesimal = dy - dx < Area proporcional = f(x) - dx

Area total = z Fx) - dx - J FOx) - dx

Com isto, Leibniz, assim como Newton, especificou uma relagdo entre a derivacio e a

integracdo. Segundo MOL (2016, p.108):

Leibniz percebeu que a busca da tangente a uma curva dependia das relagdes entre as
ordenadas e as abscissas quando elas se tornam infinitesimalmente pequenas e que a
quadratura dependia da soma de retingulos de bases infinitesimalmente pequenas
apoiadas sobre o eixo das abscissas.

Estes foram por muito tempo os métodos mais utilizados para calcular derivadas e
integrais, principalmente pela sua beleza e praticidade em relacdo ao método de Newton. Isto
durou até figuras como D’Lambert, Lagrange, Weierstrass e Cauchy questionarem a viabilidade

e aplicacdo dos infinitésimos e designassem a cria¢do do conceito de limites.
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2.5 - Coincidéncias do destino

Seja por acaso ou forcas maiores, os resultados obtidos pelos estudos de Newton e
Leibniz foram primorosos e coincidentemente idénticos. Em stimula, por incrivel que pareca, o
calculo foi criado por dois cientistas completamente diferentes no século XVII. No entanto,
esse acaso do destino ndo foi aceito pelas partes no inicio e gerou muitas discussdoes (BOYER,

1993). O calculo de Newton foi publicado em sua obra mais sublime, o Principia (figura 15).

PHIL.OSOPHI A

NATURALIS

PRINCIPIA
MATHEMATICA.

Autore TS, NEWTON, Trin. Coll, Cantab. Sx. MMuthelcos
Profelfoce Lucafians, & Societatis Regals Sodali.

IMPRIMATUR:
S. PEP Y S, Reg.Se. PR ASES.
Jatii 5. 1486,

LONDINI

Jufla Socictatir Regic ac Typis Fofephi Strearer. Proflat apud
plures n.blb,uh&yrml MDCLXXXNVIL

Figura 15: Principia
Fonte: Revista Pesquisa FAPESP

Esta obra foi considerada, e ainda € por muitos, um grande divisor de dguas para o
mundo cientifico em geral. Assim como a Biblia estd para a literatura e religido como um todo,
esta obra representa um grande impacto na forma como a ciéncia € estudada e exposta ao
mundo. Por mais dura que a leitura deste possa ser para os mais leigos, € de se destacar a grande
influéncia e importancia de seus conteddos, tais quais as Leis do movimento e dinamica,
gravitacdo universal e o proprio célculo diferencial e integral. Por tais fatores, para os
seguidores newtonianos, a descoberta deste ultimo topico era exclusiva de seu mestre, mesmo
com este tendo publicado seus escritos apds o rival.

J4 para os seguidores de Leibniz, o motivo citado anteriormente (publicacdo) era forte
o suficiente para a gléria do feito acompanhar seu conterraneo nos registros historicos. Ou seja,
o tempo estava do lado do alemao. Por tal, este grande embate intelectual durou até que ambos
fossem creditados pela comunidade académica de forma igualitaria na criacdo do novo modelo
matematico (BOYER, 1993). Leibniz também deixou grandes obras no mundo cientifico, sendo
uma das mais famosas a Commercium philosophicum et mathematicum (figura 16), onde neste
também expos suas ideias sobre o cdlculo, reunindo muitas caracteristicas que seriam herdadas

no cédlculo moderno como um todo, tanto em simbologias quanto em teoremas praticos.
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3.2 - Um mundo sem limites

Como j4 citado, os infinitésimos eram retratados em muitos estudos, mas o rigor por tras
destes ndo era tdo grande. Foi com Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) que este tdpico
ganhou relevancia. Ele foi o primeiro a dar um conceito formal para limites. Outro aspecto que
surgiu devido a este renomado autor foi a continuidade. Esta € vital para o entendimento da
derivada, e surgiu nas obras deste mesmo autor. Em suas obras, é possivel ver como este definia

o continuo de uma funcao. De acordo com MOL (2013, p.123):

[...] quando valores sucessivamente atribuidos a uma mesma varidvel se aproximam
infinitamente de um valor fixo, de maneira a diferir deste por tdo pouco quando se
queira, este tltimo € chamado limite de todos os outros. [...] quando uma funcéo f(x)
admitindo um valor tnico e finito para todos os valores de x compreendidos entre dois
limites dados, a diferenca f (x + i) - f(x) é sempre entre esses limites uma
quantidade indefinidamente pequena, dizemos que f(x) é uma fun¢@o continua da
varidvel x entre os limites em questao.

Para uma func¢do ser continua, esta, seja pela esquerda ou pela direita, deverd tender a
um certo limite. Estes por sua vez, deverdo ser iguais, para que a unicidade de limites seja

respeitada (STEWART, 2016). Logo, para uma determinada funcao, conclui-se:

Limy_, f(x) =L se,e somente se Lim,_,- f(x) =LeLim,_,+ f(x) =L

Uma funcdo pode ser descrita como uma expressao de transformacdo de fatores, sejam
eles x, y, ou outros caracteres. Isto €, a cada parametro inicial, tem-se um concomitante final.
Um exemplo ilustrativo € a funcdo y = x + 1. A cada ponto do dominio x, pertencente as
abcissas, tem uma imagem, pertencente as ordenadas y (STEWART, 2016). Este tipo de funcao
€ muito comum na literatura matematica. Por outro lado, existem outros que contém restri¢des
em relacdo a seu dominio e que ndo apresentam conformidades. Por tal, é preciso ter cuidado

no que tange as tendencias presentes. Para ilustracdo, pode-se analisar a figura 19.

=
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-

Figura 19: Continuidade
Fonte: Calculo Vol. 1, James Stewart
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Figura 16: Commercium philosophicum et mathematicum
Fonte: Milestone Books

No fim das contas, para uma boa parcela, até mesmo dentro da Inglaterra, Leibniz
também foi reconhecido como uma mente brilhante, e muitos passaram a procurar cada vez
mais suas obras, tomando este at€é mesmo como idolo e figura de inspiracdo. Isto se devia em
partes a forma de escrita, onde era visivel que um era mais seletivo com seus leitores (Newton)
€ 0 outro era mais aberto para as massas literdrias (Leibniz). De toda forma, o cédlculo estava
em alta em toda a extensdo da Europa, e muitas das bases modernas ja estavam bem

consolidadas. Segundo EVES (2004, p.444):

Por algum tempo depois de Newton e Leibniz, os fundamentos do calculo
permaneceram obscuros e despercebidos, pois era a enorme aplicabilidade da matéria
0 que atraia os primeiros pesquisadores. Por volta de 1700, a maior parte do calculo
que hoje se v€ nos cursos de graduag@o ja fora estabelecida, juntamente com tépicos
mais avancados, como o cdlculo de variacdes.

No fim de tudo, para a comunidade cientifica em geral, os dois foram e sdo creditados
como os criadores do cdlculo diferencial e integral moderno. Isto, de certa forma, atrapalhou
em muito a evolugdo e refino do campo recém descoberto, visto que, muitos seguindo seus

respectivos idolos, ignoravam os feitos de seu respectivo rival. Segundo EVES (2004, p.444):

A opinido generalizada hoje € que ambos criaram o cdlculo independentemente.
Embora a descoberta de Newton seja anterior, Leibniz foi o primeiro a publicar seus
resultados. Se Leibniz ndo era tdo profundo em matemdtica quanto Newton, era talvez
mais eclético, e embora inferior ao seu rival inglés como analista e fisico-matematico,
era provavelmente dotado de uma imaginacdo mais aguda e um sentido superior
quanto a forma matemadtica. A controvérsia, que irrompeu por maquinagdes de outras
partes, levou os britdnicos a negligenciar por muito tempo os progressos da
matematica no Continente em prejuizo de sua propria matematica.
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3- CONSOLIDACAO ATUAL
3.1 - Sistematizacdo matematica

Com o advento do célculo, muitas possibilidades ja4 eram acessiveis advindas das
particularidades deste novo método. Entretanto, por mais que parega controverso, até certo
tempo depois de sua criacdo, somente alguns tinham acesso a esta obra. Estes eram Newton,
Leibniz e a familia Bernoulli. Tal fato ndo € espantoso perante a comunidade cientifica, visto
que, essa familia € uma das mais influentes desde o século XVII, além de ser um dos, sendo o,

grupo que mais gerou contribui¢des para a ciéncia. Segundo EVES (2004, p. 463):

Bernoulli (1654-1705) e Johann Bernoulli (1667 1748), dos quais, anteriormente, se
mencionaram alguns trabalhos. Ambos os irmaos se bandearam para a matematica,
deixando outros interesses e outras carreiras, quando comegaram a aparecer na Acta
eruditorum os artigos de Leibniz. Eles estavam entre os primeiros matematicos que
perceberam a poténcia espantosa do cdlculo e que aplicaram esse instrumento a uma
gama ampla de problemas.

Seja na fisica ou na matematica, a familia Bernoulli sempre esteve presente, gerando
contribuicdes que seriam importantes para a sua e para as futuras geracdes. Sejam as equagdes
de Bernoulli na Hidrodindmica (figura 17), ou em equagdes diferenciais, seja a teoria cinética
dos gases e a famosa equacdo dos gases ideais, estes membros eram dotados de grande maestria
em lidar com a ciéncia (EVES, 2004). Foi a partir desta curiosidade cientifica que o cdlculo
pode se disseminar por toda a Europa. Isto seria vital para sua evolug¢do e consolidacdo do

célculo nas mais diversas dreas da ciéncia moderna e para a expansao de suas teorias.

Vi V3
Prt—-+Pg hy=p,+ ")' +pgt Equagao de Bernoull
2 y

Figura 17: Equacdo de Bernoulli
Fonte: Khan Academy

O célculo jé estava consolidado como uma das maiores descobertas da matematica. Com
isto, muitos buscaram entender seus principios. Um nome que apresentou grandes melhorias
para o campo do célculo foi Leonard Euler (1707 - 1783). Este foi responsavel por realizar uma

grande reformulagdo nas caracteriza¢des e nomenclaturas da matemdtica como um todo.
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A titulo de curiosidade, a formulag@o para funcdes f(x) e ), para somatdrios surgiram
em suas obras. Este apresentou relagdes de suma importancia em diferentes dreas, chegando ao
ponto de ser considerado como um dos mais versateis matematicos de todos os tempos. Muitas
de suas inovacdes foram e continuam a ser empregadas em diversas dreas da matemadtica

moderna. Segundo MOL (2013, p. 118):

Euler foi responsédvel pela introdugdo de diversos simbolos empregados na escrita
matematica. A letra “e” para “o mimero cujo logaritmo hiperbolico vale 1” foi
introduzida por Euler, possivelmente tendo como referéncia a primeira letra da
palavra exponencial. Embora ndo tenha sido cria¢@o sua, o simbolo 7, denotando a
razdo entre a circunferéncia e o didmetro do circulo, passou a ter uso generalizado
apds ser sistematicamente empregado por Euler.

No entanto, para muitos, a conjectura envolvendo infinitésimos era muito fraca e vaga.
Figuras, tais qual Jean-le-Rond D lambert (1717 - 1783), foram cruciais para incentivar outros
estudiosos da drea a abandonar tais principios. Para este, era preciso estimar de forma mais
sistematica como as variagdes, sejam estas infimas ou nao, se comportam ao longo de uma
funcdo. Partindo disto, D’lambert chegou a conclusdo de que os infinitésimos eram ambiguos
e ndo contribuiam para esta formulacao. Isto levaria Cauchy a mais tarde basear suas conclusoes
em limites e ndo mais em infinitésimos (EVES, 2004).

Outro que introduziu formula¢bes matematicas muito bem aceitas foi Joseph-Louis
Lagrange (1736 - 1813). Este foi um dos primeiros a formular derivadas de grau superior, isto
é, derivada segunda, terceira e afins. Estas sdo denotadas por f'(x), f”'(x) e f® (x). Lagrange
foi um grande nome no que tange a drea do cdlculo das varia¢des, sendo este muito famoso na
matematica moderna. Uma de suas maiores e mais influentes contribuicdes matematicas sao os

“multiplicadores de Lagrange” (figura 18).
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Figura 18: Multiplicadores de Lagrange
Fonte: Khan Academy
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Partindo da observacdo desta, pode-se notar uma certa ambiguidade quando a funcio
tende ao ponto x = 2. Quando esta percorre o caminho pela esquerda, a fun¢do vai ao ponto
y = 3. J4 pela direita, a funcdo vai ao ponto y = 2. Por tal, o conceito de continuidade é um
ponto muito importante para o cdlculo como um todo (STEWART, 2016). Por mais que os
limites tenham sido de fato j4 citados e reconhecidos no mundo académico, ainda faltava um
conceito que de fato expressasse com rigor e sistemdtica o que este aspecto representava.

O grande nome por trds da fundamentacdo dos conceitos de limites no espectro do
calculo atual foi Karl Weierstrauss (1815 — 1897). Este foi o primeiro a elucidar com rigor o
conceito necessdrio para a formulacdo moderna. Este topico que para muitos era de certa forma

controverso e confuso, foi muito bem retratado em suas obras. Segundo MOL (2013, p.131):

Se for possivel determinar um limite § tal que, para todo valor h menor em valor
absoluto que 6, f(x + h) - f(x) seja menor que uma quantidade €, tdo pequena
quanto se queira, entdo dizemos que fizemos corresponder a uma variagdo
infinitamente pequena da varidvel uma variacao infinitamente pequena da funcao.

Este complexo trecho serviu como referéncia para conceitos vagos que muitos leitores
e até mesmo autores tinham, e mais tarde seria ponto comprobatdrio para a existéncia de um
limite. Hoje, os limites tem um conceito bem aceito e rigoroso. Por defini¢do, tem-se que para
€ > 0, existe um § > 0 de forma que se 0 < [x —a| < §, entdo |f(x) — L| < €. Caso isso
seja obedecido, o limite desta funcdo existirda (STEWART, 2016). Intuitivamente, diz-se que o

limite de uma fung¢do, quando x se aproxima de um valor a é chamado L. Esta € expressa por:

Limy 4 f(x) =L

O conceito de limites pode ser ilustrado por meio da andlise do comportamento de uma
funcdo. Portanto, pode-se observar que em pequenas variagdes os resultados sao similares de

certa forma. Esta tendencia pode ser visualizada na figura 20.
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Figura 20: Limite de uma funcdo
Fonte: Um curso de calculo Vol.1, H.L. Guidorizzi
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3.3 - Concepcdo moderna

Hoje, a derivag@o pode ser descrita como uma variagdo de magnitudes infinitesimais.
Este conceito surgiu nas obras de Cauchy. Para uma fungdo f, pode-se afirmar que a derivada
¢ a relacdo entre diferenca dessa funcdo acrescida de uma parcela, f(x + h), a sua versdo

original, f(x), e a variante em si, h, quando este tende a zero. Segundo EVES (2004, p531):

Deve-se a Cauchy grande parte da abordagem do célculo apresentado nos atuais textos
universitarios, como os conceitos basicos de limite e continuidade. Cauchy definiu a
derivadade y = f(x) em relacdo a x como o limite, quando Ax — 0.

Por tal, a derivada de uma fungado f(x) é:

d h) —
[0 _ ) = im, ., LD 10D

Visto isso, pode-se afirmar que uma inclinacdo de uma reta varia a2 medida que a
variacdo dos seus pontos se torna cada vez mais infima em relagdo ao estado inicial. Para
ilustracdo, pode-se usar uma reta secante. Ao passo que a distincia entre suas extremidades for
diminuindo, uma tangéncia ird ser gerada de forma consequente.

Para ilustragdo, pode-se utilizar de uma determinada func¢io para demonstrar como esta
identidade é aplicada. Considere a equacdo f(x) = 4x? — 2x — 1. Com base nesta equacio,
pode-se empregar o regime cldssico do cdlculo diferencial afim de encontrar a sua derivada.

Para esta fung¢do em especifico, a derivagdo pode ser trabalhada da seguinte forma:

df(x) _ [4(x + h)? — 2(x + h) — 1] — [4x? — 2x — 1]
df(x) _ 4x% + 8hx + 4h?> —2x —2h — 1 —4x? + 2x + 1
= f'(x) = Limy_,g
dx h
df(x) , 8hx + 4h?> —2h h(8x + 4h — 2)
P f(x) = Limy_g A = Limp_,o A
df (x)

dx = f,(x) = Limh_)o(Sx + 4h — 2) =8x —2

Por sua vez, Bernhand Rieman (1826 — 1866) ofereceu uma formaliza¢c@o que seria bem
aceita para a integracdo. Para este, a integral seria equivalente a soma de figuras abaixo da curva

de uma funcdo, com o intuito de convergir com a drea procurada, de forma intuitiva e objetiva.
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Segundo EVES (2004, p.614):

Riemann tornou claro o conceito de integrabilidade pela defini¢do do que chamamos
agora integral de Riemann, abrindo caminho, no século XX, para o conceito mais
geral de integral de Lebesgue e, dai, para generalizacdes ulteriores da integral.

Seu método foi considerado convincente, metddico, rigoroso € ao mesmo tempo
didético, de tal forma que € utilizado até os tempos atuais no ensino, oferecendo grande
elucidacdo na forma como a integracao funciona para o publico, sendo amigdvel tanto para os

estudiosos quanto para entusiastas. Um exemplo deste método pode ser visto na figura 21.
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Figura 21: Soma de Riemman
Fonte: Calculo Vol. 1, James Stewart

Cada retangulo R,, é dado pelo produto da largura, 1/n e da altura, x2. Logo, a 4rea total

¢ denotada pelo LimR ,,_,., = R,. Para a funcdo mostrada no intervalo [0,1] o somatério sera:

1, 1 12 1 22 1 3
R = 10:Ry = ~.x2 = == X o+ = X o+ o X o = 0,38500
1 12 1 2?2 1 32
~ 700 * 7002 T 100 <1002 T 100 X 1002
1 12 1 2?2 1 32
~ 7000 < 10002 T 1000 * 10002 T 1000 ~ 10002

Logo, LimRy neo = 0,3333 =

= 0,33835

1
n = 100:R, =E.x2

1
n =1000: R, = E.xz = 0,3338

A integracdo pode ser vista como uma soma de pequenas partes, quando estas tendem
ao infinito dentro de um intervalo definido (STEWART, 2016). Este somatorio € denominado
integral. Logo, pode-se relacionar os conceitos de Riemann com o uso dos limites para gerar

uma expressao formal para a integracdo. Por tal, a integral pode ser expressa pelo seguinte:

a

Lim,_, Zn:f(x{‘)Ax = fbf(x)dx
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3.4 - Relagdes fundamentais

O novo conceito de limites seria uma grande ferramenta nas maos de Cauchy. Este teria
papel fundamental para relacionar derivacdo e integracdo. As particularidades entre essas
operagdes jd eram conhecidas por estudiosos, tais quais Barrow, Newton e Leibniz, os quais
usavam, sem apresentar indagacdes ou as preposicoes necessdrias, de suas bases para nortear

suas conclusdes e fundamentagdes tedricas. Essa relacdo pode ser vista na figura 22.

Figura 22: Rela¢do entre derivagdo e integracdo
Fonte: Research gate

Os ja citados infinitésimos ndo eram muito rigorosos na visao de Cauchy. Com o auxilio
dos conceitos e relacdes envolvendo limites, Cauchy chegaria ao ponto fundamental que une
os dois espectros do cdlculo. Este formulou as bases que se mostrariam importantes para o que
mais tarde seria conhecido teorema fundamental, também chamado de TFC, que € o piv0 central

para o célculo moderno. Segundo NETO (2016, p.140):

Hoje, apds as contribui¢des significativas de Augustin-Louis Cauchy, esse teorema é
dividido em duas partes. A primeira diz que se f é uma fungfo continua em um
intervalo dado, a fungdo F que resulta da integral de f nesse intervalo também ¢é
continua e a derivada de F € igual a f. Isso equivale a dizer que a integral de uma
funcdo € outra fungo que, se for derivada, resulta na fungfo integrada inicialmente.

7

Geralmente, antes de entrar nas integrais, € necessario compreender o conceito de
primitiva de uma fun¢do. Esta, seguindo de acordo com a sua nomenclatura, é uma fungdo
posterior a estudada em questdo. Para encontrar a primitiva de uma equacao, € preciso recorrer
ao Teorema Fundamental do Cdlculo. Em sua primeira parte, € afirmado o seguinte: Seja f

uma fungdo continua em um intervalo [a, b], entdo uma fungdo g definida por:
X
gx) = [ f(x)dx; a<x<bh,

é continua em [a, b, e diferencidvel em (a, b), onde g'(x) = f(x) (STEWART, 2016).
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Para exemplifica-lo, pode-se usar da fun¢do f(x) = 2x + 1. Analisando-a, pode-se

. .. , ., d(x?+
afirmar que sua primitiva é f (x) = x?* + x, jaque abe +x)

= 2x + 1. Mas a funcio encontrada
ndo € adequada, ja que a derivada ndo representa de fato a expressao original. Por tal, a primitiva
¢ dada por F(x) = x? + x + C. A incégnita C indica o fato de que ndo & possivel definir as
constantes em uma primitiva quando o intervalo onde ela estd definida nao € dado, ja que esta

pode estar dentro de uma familia de funcdes (STEWART, 2016). A figura 23 reflete este fato.

n=4

Figura 23: Familia de fungdes
Fonte: Geogebra

Por tal, fungdes como esta sdo chamadas integrais indefinidas. J4 quando o intervalo é
dado, entra em vigor a segunda parte do teorema fundamental. Neste caso, a funcdo gerada serd
apropriada, sem a existéncia da constante de integracdo. Logo, a integral passa a ser chamada
de integral definida. De acordo com a segunda parte do TFC: Se uma fungdo f for continua em

um intervalo [a, b], entdo:

| F()dx = F(b) - F(@)
b

onde F representa uma primitiva qualquer de f, isto é, uma funcdo tal que F' = f
(STEWART, 2016). O teorema fundamental representou um avango de propor¢des tdo grandes
quanto a prépria criacao do célculo. Por meio deste aparto, muitas resolugdes e abstracdes foram
possiveis. E curioso o fato de que um conceito tio vago para alguns autores, que simplesmente
consideravam a integral uma antiderivada, gerou um teorema magnifico e importante como

este, que € literalmente fundamental para este campo. Nas palavras de NETO (2016, p.142):

O importante aqui é percebermos que a partir de uma ideia aparentemente inocente,
ou mesmo inutil, com algumas contribui¢cdes, podemos fazer coisas geniais,
caminhando “passo a passo”, utilizando a légica matematica que foi sendo construida
dessa forma.
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3.5 - Refino literdrio

Devido a inimeras mentes trabalhando de formas simultaneas no calculo diferencial e
integral, hoje, existem muitas formas de representar as variacdes infinitesimais, as derivadas.
O que antes era restrito a Leibniz, Newton e alguns privilegiados, agora era alvo de pesquisas
por cientistas espalhados por toda a Europa. Estas peculiaridades dependem exclusivamente do

autor da obra abordada. Esta ideia fica clara na figura 24.

AVOLUCO ANOTACTO VA ETVA

HEwon
Afluxdo (derivada) de uma varidvel que
! "flui’ em relagdo ao tempo.
UG /7 Vg
Um apastrofo seguido do y, ‘
ou ainda f'(x), representa a y de IHBNH

derivada de y em relagdo a x / Incrementos infinitesimais nas
\ varlavels x e y fornecem a taxa
l[[z[NDM P - de varlagdo de y em relagdo a x.

Utilizada para indicar derivadas e |
parcials em fungdes com mais 0z ARBD(“S]

de uma varldvel 0 operador D age sobre qualquer

fungda que estiver a sua direlra,
indicando sua derivada

oo
Figura 24: Notacao moderna das derivadas
Fonte: O Baricentro Da Mente
Portanto, pode-se afirmar que, como em todo campo de estudo em crescimento, a
constante entrada de novas mentes no escopo de estudos dessa drea recém-descoberta culminou
na criacdo de muitas siglas, nomenclaturas, dreas de pesquisa e de certa forma, campos

individuais padronizados para determinados trabalhos. Segundo EVES (2004, p.462):

O caélculo, apoiado pela geometria analitica, foi o maior instrumento matemaético
descoberto no século XVII. Ele se mostrou notavelmente poderoso e eficiente para
atacar problemas inexpugndveis em tempos anteriores. Foi sua ampla e surpreendente
aplicabilidade que atraiu o grosso dos pesquisadores em matemdtica da época,
resultando dai uma profusdo de artigos pouco preocupados com o estado bastante
insatisfatério dos fundamentos do assunto. Os processos empregados eram
frequentemente justificados com o argumento de que eles funcionavam. E s6 perto do
fim do século XVIII, quando muitos absurdos e contradi¢cdes tinham-se insinuado na
matematica, sentiu-se que era essencial examinar as bases da andlise para dar-lhes
uma fundamentagdo 16gica rigorosa.

Isso também foi responsdvel pela aplicagdo de versatilidade no estudo da derivagao e,
consequentemente, da integracdo. Muitos axiomas, teoremas e aparatos modernos foram
criados advindos dos estudos individuais destes autores. Assim como a evolucdo nos estudos,

os problemas também ficaram mais complexos. A figura 25 exemplifica o nivel de problemas

encontrados na literatura atual.
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Figura 25: Plano tangente
Fonte: Geogebra

Este tipo de problema € uma consequéncia positiva do maior grau de estudos apds a
idade média, também chamada de idade das trevas. Assim como a sociedade humana, a
matematica também evoluiu em grandes passadas. Muitas areas do campo matemadtico foram
evoluindo em grandes velocidades nas mdos de inimeras mentes. Muitos destes pontos foram
se encontrando e dando origem a novos conceitos. O estudo vetorial, dlgebra linear e a
geometria analitica foram aspectos cada vez mais abordados na literatura, seja devido as
necessidades provenientes de estudos mais complexos ou pela demanda cientifica crescente nos

séculos posteriores a revolugado industrial. Segundo EVES (2004, p.518):

A Revolugio Industrial que deu nascimento a sociedade moderna comegou no século
XVIII na Inglaterra. Durante o século XIX espalhou-se pelo continente europeu e pela
América. Conforme proliferavam as grandes manufaturas e se esparramavam as
cidades, a estrutura da sociedade mudavam radicalmente. Entre essas mudangas, o
progresso tecnoldgico rapido desencadeou uma era de investigagdes cientificas sem
precedentes, especialmente na mecénica e na quimica. Embora de inicio a maioria das
invencdes fosse feita por artesdos e funileiros, as necessidades da industria no século
XX exigiram a participa¢do de matematicos e cientistas com grau universitario.

Por consequéncia, o campo diferencial e integral também entrou nesse meio. A relacio
destes dltimos deu origem ao que se conhece como cdlculo de funcoes multivaridveis. Hoje
existem ferramentas para tratar de variacOes infinitesimais em diferentes planos
tridimensionais, como as conhecidas derivadas parciais e integrais miiltiplas. Outro campo
importante para os estudos modernos € o cdlculo vetorial, que mescla a mecanica vetorial e o
célculo diferencial e integral. Neste, pode-se encontrar tépicos de suma importancia para a
fisica, quimica, biologia, dentre outras dreas da ciéncia moderna, tais quais vetor gradiente,
derivadas direcionais, rotacional, divergente, integrais de superficie, integrais de linha, dentre

outras grandes ferramentas vetoriais.
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4 - TEMPOS MODERNOS
4.1 - Limites fundamentais

Assim como qualquer area cientifica de renome, o cdlculo recebeu um tratamento
especial ao que tange fundamentag¢do e formulagdo. Para o ramo de limites, existem certos
teoremas e axiomas que tornam o cdlculo destes muito mais flexiveis. Por exemplo, o limite
envolvendo a funcdo f(x) = sen(x), assim como todos os demais, é encontrado por meio de
andlise dos seus graficos e aproximagdo. No entanto, é preciso observar em que intervalo este
limite pode ser encontrado e se este é vidvel (GUIDORIZZI, 2001). Logo, € preciso ter cautela

nesta escolha. Para pequenas variagdes em X, pode-se afirmar:

sen(x) B

x -0 X

Para demonstrar como esta identidade € 1til, pode-se utilizar dele para calcular o limite
~ t . . s )
da funcdo f(x) = % quando esta tende a zero. Este caso seria particularmente dificil de lidar.

No entanto, ao usar da identidade mostrada, ele se torna bem simples. Considerando as

seguintes relacdes:

sen(x) sen(x)

=le tglx) =

x-0 X cos(x)

Utilizando destes parametros, tem-se 0 seguinte panorama:

sen(x)
i 1 (6) = lim "2 tim ) = i )t ) =t )
llm fx) = lL sen(x) -l sen(x) 1

s0cos(x)-x x-0 x cos(x) il cos(0)

tg (x)
X

=1.

) =

Logo, pode-se observar como esta pequena equacdo pode facilitar muitas equagdes
complexas e de dificil resolucdo. Visto sua grande flexibilidade e aplicacao, este é considerado
o limite trigonométrico fundamental. Outras equacdes também se enquadram nesta categoria,

levando nomes que referenciam suas respectivas fun¢des elementares.
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Este € o caso do limite fundamental exponencial. Ele € dado pela seguinte identidade:

X

1
lim(1+—) =e
X

X—00

Assim como no caso anterior, pode-se empregar um exemplo para demonstrar a eficicia

deste teorema. Para tal, pode-se calcular o limite da funcdo f(x) = (1 + %)x“ quando esta

tende ao infinito. Assim como no outro caso, esse seria um problema complexo. Mas, pode-se

usar do limite fundamental para facilitar este cenéario. Por tal:

x+1 2 x+1 2 X 2

llm(1+ ) —>lim(1+—) =lim(1+—) -(1+—).
X—00 X—00 X X—00 X X

) .41 2 )
Realizando a mudancga de varidvel TSI X= 2t, tem-se o seguinte:

2\ 2 1,2 1
i (1+.2) (10 2) i (14 )" (14
t—oo 2t 2t t—oo t t
1 12 1 2 x+1
llml(1+ )l llm(1+ >=e2—> lim(1+—) = e?
t—co t—co xX—00 X

Assim como no caso anterior, pode-se averiguar como uma equacao trabalhosa se tornou
muito maledvel em poucos passos. Estas foram algumas das expressdes utilizadas para ajudar
na resolucdo de limites. Existem muitas outras com este mesmo intuito. Estas sdo muito tteis
tanto para formulagdes matemadticas mais rigorosas quanto para tratamentos numéricos em
estudos de problemas fisicos e quimicos, bem como as relacdes existentes entre diferentes dreas
basilares da ciéncia em geral.

J4 outras ferramentas se resumem as simplificacOes de principios ja existentes, afim de
evitar indeterminagdes ou evitar formalizacdo desnecessaria. Estes teoremas exercem papéis
parecidos no que tange o trato matematico para limites modernos. Pode-se citar o teorema de
L’Hospital, o teorema de Rolle, dentre outros. Estes sdo muito difundidos nos centros
académicos, vista sua aplicabilidade e facilidade de manejo em situagdes praticas. Isto ajudou

muitos fisicos, ja que este campo usa das ferramentas matematicas para formalizar suas teorias.
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4.2 - Diferencial moderno

Hoje, muitas func¢des se apresentam de forma composta, e exigem tratamento diferente
das demais, seja para evitar transtornos em trabalhos posteriores, seja para aliviar o trabalho
restante. Neste ponto, é preciso conhecer a regra da cadeia. Por sua vez, esta pode ser expressa

da seguinte maneira:

y=Fx)=f@Xx))
F'(x)=f'"(g(x))-g'(x)

Para fins ilustrativos, a funcio f(x) = sen(x?) sera de grande utilidade. Para este caso,

a sua derivada sera:
f(x) =sen(2x) = f'(x) = 2x - cos(2x)

Este € um exemplo bésico. Mas em func¢des complexas, € comum ver este tipo de

identidade. Regras como essa auxiliam na velocidade da resolu¢do. Por exemplo, para a fun¢do

flx) = 5eV2X 4 sen(2x) tem-se o seguinte:

flx) = 5eV2x 4 sen(2x)
f'x) = % (Sem + {/sen(2x))

d A I d(\/Zx)_ o=
— (5eV¥*) = ——— 5eV* + ——=-5e
dx dx dx

d _ d(sen(2x)) ] d(y/sen(2x)) .
— (vsen(2x))= — sen(2x) + — v sen(2x)

d 5eV2x 2
E(Sem+\/sen(2x)) =2 + cos(2x)

V2x  [sen(2x)

5eV2x cos(2x)

V2x " JJsen(2x)

f'x) =

Com esta fun¢do e sua respectiva derivada, pode-se observar como certas operagdes sao
dificeis e precisam de ferramentas adequadas para sua resolug@o nao se tornar algo complexo e
demandar tempo além do limite necessdrio. Portanto, a regra da cadeia € de fato um utensilio

bastante eficaz no que se propde a fazer e no que de fato faz.
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Esse é um ponto muito importante nas regras, seja de limites, derivadas ou integrais.
Problemas que antes poderiam durar muito ou até consumir muito espago, sdo resolvidos em
minutos e até segundos para certos casos. Isto demonstra como o célculo se tornou uma drea
muito refinada e especializada com o passar do tempo e dedicacdo dos autores. Outra
ferramenta importante € conhecida como derivag¢do implicita. Esta ¢ uma forma mais elegante
e de certa forma ilustrativa para demonstrar como as derivadas s3o em sua esséncia. Esta
permite encontrar derivadas mesmo quando a func¢io nao estd definida de forma clara. A nivel

de demonstracio, para a funcdo f(x) = x? + 2x + 4 tem-se o seguinte:

d
fO) =yx) =x*+2x+4; f'(x)=d_z
d(y(x))  d(x?+2x +4)

dx dx

f'(x) =

Um exemplo mais efetivo desta técnica € visto quando aplicado na equacdo de uma

circunferéncia. Esta, sendo x2 + y? = 1, se d4 da seguinte forma:

x*2+y2=1
d(x? +y?)  d(D)
dx ~ dx

Este resultado € muito interessante, pois parte de uma equagio onde nao € possivel, pelo
menos a primeira vista, estabelecer relagdes claras entre as incdgnitas fornecidas. Este foi um
exemplo simples e de facil reflexdo e entendimento, mas em equagdes compostas, isto €, onde
ha presenca de polindmios mais complexos, essa ferramenta mostra-se muito util para

demonstrar resultados com clareza e eficiéncia.



43

4.3 - Os meios de integracdo moderna
Uma etapa fundamental para qualquer processo do mundo contemporaneo € a

velocidade com que este é executado. Assim como qualquer outro, a integracdo pode ser um

processo trabalhoso para certos casos. Por exemplo, a fung¢do f(x) = 2xVx? + 1 ndo pode ser
resolvido pelos meios padrdes. Para tal, € preciso recorrer ao método da substituicdo. Aplicando

este dltimo na expressdo, tem-se o seguinte:

fo X2+ 1dx-u=x*+1-du=2xdx

3
2uz 2
f\/ﬂdu=? +C=§(x2+1)3/2+C

Este método representa uma Otima ferramenta para funcdes compostas como a
mostrada, e representa de certa forma uma contraparte a regra da cadeia da derivacdo
(GUIDORIZZI, 2001). Entretanto, o mesmo ndo se repete com outras regras do campo citado.
A regra da substituicdo também se estende para funcdes trigonométricas. Estas podem ser
utilizadas com o auxilio das relagdes e propriedades geométricas e trigonométricas. Por tal, se
estabelece razdes entre as funcgdes originais e identidades trigonométricas, que podem variar

9 — x2
X2

em cada situacdo. Por exemplo, considere a fungdo f(x) = . Para este caso, pode-se usar

arelacdo x = asen(®), dx = acos(@)d@. Por tal, tem-se o seguinte:

9 —9sen() ?
9sen(0)?

j\/9 — xzd B \/9 — [3sen(0)]?

xz T [3sen(0)]? 3cos(@)de

3cos(@)do =J\/

Usando a relagio sen(®)? + cos(®)? = 1, tem-se:

_ [+/9cos(D) 2 B 5
3cos(@)do = IW?)COS(@)d@ = fcotg do

J9(1 — sen(0)?)
9sen(Q)?

Jcotgde) = fcossecde) - f d® = —cotg — @
V9 — x2

X

cos(0)
sen(@)

— arcsen (g) = -

— arcsen (g) + C

—cotg — Q@ = —
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Diferente da regra do produto diferencial, o caso envolvendo produtos na integragdo é
mais complexo. Para tal, é preciso cautela na andlise das partes que formam a funcdo a ser

integrada. Dada uma funcdo f(x)g(y), com f(x) e g(y) derivaveis, pode-se afirmar:

d
T [f()gM]=f')gly)+f(x)g' ) — J gy + g ) =fx)gl)

Esta é chamada de integracdo por partes, que geralmente é expressa da seguinte forma.
Seja u = f(x) e v = g(y) respectivamente, suas diferenciais serdo du = f’(x)dx e dv =

g’ (¥)dy. Logo, por substituicio, tem-se:

fudv=uv—Jvdu

Para exemplificar seu uso, pode-se usar da funcdo f(x) = xsen(x). Inicialmente, é
preciso definir u e v, que para este caso, as escolhas mais adequadas sdo u = x e v = sen(x)

respectivamente. Portanto:

u=x;dv=sen(x) > du=dx; v=—cos(x)

fxsen(x)dx = —xcos(x) — f —cos(x)dx =xcos(x) + sen(x) + C

Outra grande aliada na resolucdo de problemas € a integracao por fracdes parciais. Esta

consiste em um método para flexibilizar integrandos fracionarios complexos para outros mais

vidveis. Seja F(x) = %, onde f(x) e g(x) sdo polindmios, esta fracdo pode ser expressa em

fracdes simples, desde que o grau de f(x) seja menor que o de g(x) (STEWART, 2016). Este
tipo é denominado fracdo prdpria. Caso os graus ndo obedecam a essa regra, a fracdo sera

denominada impropria, e deverd passar por outro regime, onde g(x) devera ser dividido por

x3+x

f(x) até seu resto, r(x) ter grau menor que g(x). Para ilustragcdo, pode-se usar a funcéo —

Neste caso, deve-se dividir o numerador pelo denominador até que o resto seja adequado. Logo:

x3  x?
)dx=3—+?+2x+21n|x - 1|+C

3+ x
f dx=f(x2+x+2+

x — 1 x — 1
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4.4 - Propriedades bésicas
Devido a alta complexidade de algumas expressdes e ao trabalho preciso para chegar
em seus resultados, muitos passaram a utilizar certas regras e propriedades. Estas provém da

base cldssica, e oferecem grande ajuda na resolucio de questdes mais extensas.

PROPRIEDADES DOS LIMITES

Limite de uma constante:

Lim,,,c=c

Limite da soma:

Limy_ q[ f(x) + g(x)] = Limy_q f(x) + Lim,_q g(x)

Limite da diferenca:

Limy_q[ f(x) - g(x)] = Lim,_,, f(x) - Lim,_, g(x)

Limite do produto:

Limxﬁa[f(x)-g(x)] = Lim,_,, f(x)-Limx—)a g(x)

Limite do quociente:

Lim,_,

f (x)l _ Limyaf ()
gx)|  Limy_,g(x)

Limite de uma poténcia:

Limy_of ()" = [Limy_of ()]" = L"

Limite de uma raiz:

Lim, o "f(x) = YLimysf (x) = VL

PROPRIEDADES DAS DERIVADAS

Derivada de uma constante: Seja f(x) = a, sua derivada seré:

d
2 f(0I]=0

Derivada de uma poténcia: Seja f(x) = x", sendo n um niimero inteiro, sua derivada sera:

d -1
—[F ()] = nx

Derivada da soma: Seja f(x) e g(x) fungdes diferencidveis, sua derivacgio sera:

d d d
—[f()+ 9] = —[f ()] + = [g()]



Derivada da diferenca: Seja f(x) e g(x) fungdes diferencidveis, sua derivagdo sera:

d d d
[0 - 9001 = [f ()] - T [g(0)]

Derivada do produto: Seja f(x) e g(x) fungdes diferencidveis, sua derivacio sera:

d d d
—[f@.9@)] = [ [g] + [F ][9]

Derivada do quociente:

Seja f(x) e g(x) funcdes diferencidveis, com g(x) # 0, sua derivada sera:

4 [f@] @I WI - @I lg(]
dx |g(x)| g(x)?

PROPRIEDADES DAS INTEGRAIS

af (x) dx = — bf (x) dx
b a
faf(x) dx =0

a

a a
J cxdx = c¢ J dx ,onde c é uma constante
b b

b c b
ff(x)dx=f f(x)dx+f f(x)dx,ondea <c<b

Integral definida de uma fun¢fo constante: Seja f(x) = c, sua integral sera:

facdx =c(b—a)
b
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Integral definida de polindmios: Seja f(x) = x™, onde n € um nimero inteiro, sua integral sera:

n+1

Jbaf(x) dx =

n+1

Integral definida da soma: Para f(x) e g(x), sua integral sera:

a

f [£@) + g()] dx = f [F(o)ldx + f [9(0)] dx
b b b

Integral definida da diferenca: Para f(x) e g(x), sua integral sera:

a

f L) - g(x)] dx = f [F0ldx — f [9(0)] dx
b b b
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4.5 - Respostas para antigos problemas

Por muitas eras, a tangente foi alvejada em centros de discussao. Como j4 citado, até
mesmo em tempos antigos o termo tangente ja era conhecido. Entretanto, os conceitos ndo eram
adequados e precisaram ser refinados com uma matemdtica mais rigorosa. Foi com a derivag¢ao

que a reta tangente recebeu uma formalizacdo. A figura 26 exemplifica este fendmeno.

2004

Figura 26: Reta tangente a uma curva
Fonte: Um curso de calculo Vol.1, H.L. Guidorizzi

Com o auxilio das técnicas derivativas, € possivel definir com exatiddo a expressao
caracteristica para uma tangente em um ponto. Para elucidacio, pode-se usar da derivada ja
calculada. Dada a funcdo f(x) = 4x? — 2x — 1, ainclinacdo da reta tangente m no ponto x =

2 seria dada por:

f(x)=4x2—2x—1—>%=8x—2
mz%iz)=8.(2)—2—>m=14

z

Por sua vez, a inclinagdo m € a relacdo entre a variacdo correspondente entre as

ordenadas e abcissas. Para a reta tangente, pode-se usar o ponto (2,4). Logo, a expressdo sera:

Ay y—uy
m=-—=
Ax x—xg

y—4
14 = —
- XxX—2

>y—4=14x—-28->y = 14x — 24

Na antiga Grécia, como citado anteriormente, trabalhar com magnitudes infimas ou
muito extensas era algo considerado impossivel e muito abstrato. Os problemas abordados por
Zenao levaram a muitos questionamentos que duram até os dias de hoje. No entanto, atualmente

€ possivel trabalhar com magnitudes absurdas, sendo possivel até lidar com o infinito.
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Como jé dito, John Wallis foi um dos primeiros a usar do infinito em suas obras, sendo
um predecessor do que hoje € conhecido como integral imprépria. Para estes casos, € preciso
tomar cuidado para evitar a ocorréncia de indetermina¢des (GUIDORIZZI, 2001). Por exemplo,
pode-se analisar o comportamento da funcéo f(x) = 1 /x.

Quando x tende a zero, o denominador ndo chega exatamente ao zero, mas sim em
pontos muito proximos deste. Por sua vez, quanto mais este tltimo diminui, maior o resultado
da sentenca se torna, chegando a valores de alta magnitude, pr6ximos ao infinito. Para tal, pode-

se concluir a seguinte afirmacao:
Lim — =00
x-0
U x

Ja em outro caso, quando x tende a o, ocorre o oposto. O denominador tende a ndmeros
proximos do infinito, o que gera resultados muito préximos do zero absoluto como

consequéncia (STEWART, 2016). Por tal, pode-se concluir intuitivamente:

Lim,,, —=0
x

Em alguns casos, pode-se identificar a existéncia de uma reta quando a funcao tende a
zero ou ao infinito. Quando isto ocorre, este ponto d4 origem a uma assintota, podendo ser
vertical e horizontal. Um bom exemplo pode ser visto na figura 27, a qual ilustra a fun¢do citada

e trabalhada anteriormente.

Figura 27: Assintotas
Fonte: Um curso de calculo Vol.1, H.L. Guidorizzi
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5 - CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, ficou claro como cada aspecto e particularidade do cdlculo
atual € fruto de participagdes coletivas de inimeras mentes do passado. Cada um a sua maneira,
em seu devido contexto, e com as ferramentas disponiveis, proveu o melhor que pdde para
ajudar esta drea a crescer e se tornar a grande ferramenta que € atualmente. Por mais que a
principio este nao tenha sido o objetivo, hoje, o cdlculo é uma tecnologia utilizada em todos os
setores da ciéncia moderna. O que antes era simplesmente designado para trabalhar
primariamente em sistematizacdes matemdticas geométricas e algébricas tais quais variagdes
infinitesimais, comportamentos de funcdes, maximos e minimos e tangentes, atualmente &
usado na medicina, na engenharia, nas fisicas, e dentre outras inimeras areas do conhecimento
humano em geral.

Isso demonstra o quao eficiente o cédlculo se mostra para as mais diversas situagdes do
dia a dia, sejam as mais atreladas a matematica até mesmo as mais complexas cientificamente.
Logo, pode-se afirmar que o célculo era, €, e ainda continuard sendo uma grande ferramenta
para toda a comunidade cientifica. E vilido ressaltar como mentes, mesmo separadas por eras,
pensavam de forma muito semelhante. O método da exaustdo e a soma de Riemman, os
conceitos de tangentes da antiguidade e os de hoje, as diferentes vertentes da derivacdo e
integracdo, e os conceitos basicos dos limites da Grécia antiga e as bases modernas dos mesmos.

Todos estes aspectos, por mais diferentes que possam ser, representam camadas de algo
que cresceu exponencialmente com o tempo. Visto a ampla gama de autores que trabalharam
nesta drea, pode-se afirmar que, ndo existem pais legitimos para este campo. Por mais
importantes que Newton e Leibniz possam ter sido, Fermat, Barrow, Cavaliere e até mesmo
Kepler e Descartes, poderiam ter chegado nestas conjecturas modernas mais cedo ou mais tarde.
Pode-se dizer que faltou paciéncia, dedicacdo ou até mesmo, uma pitada de sorte. Mesmo os
mais influentes autores citados neste trabalho basearam suas obras em outras ja existentes, €
delas extrairam o animo e o fervor necessdrio para elucidar suas ideias.

Tampouco isso, estes conseguiram conjecturar estruturas e concepgdes complexas da
forma mais simples, objetiva e metodolégica possivel, apesar das circunstancias enfrentadas.
As obras consultadas por mentes recentes foram criadas por mentes visiondrias, que chegaram
até a desafiar paradigmas sociais de suas épocas, tudo em nome da ciéncia e em busca de elevar
ao maximo o desenvolvimento humano. Em resumo, o cdlculo diferencial e integral representa
algo intrinsecamente humanitario, assim como a matematica no geral. Um conjunto de
conceitos e saberes, que foram agregados periodicamente ao longo dos tempos, e que hoje, €

uma drea independente e muito importante para a literatura académica em geral.
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