UFERSA

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO SEMI-ARIDO
PRO-REITORIA DE GRADUAGCAO
CENTRO MULTIDISCIPLINAR DE PAU DOS FERROS
BACHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA

ALVARO FELIPE AGOSTINHO DA SILVA

DEFLEXAO DE VIGAS COM CARGA VARIAVEL

PAU DOS FERROS - RN
2018



ALVARO FELIPE AGOSTINHO DA SILVA

DEFLEXAO DE VIGAS COM CARGA VARIAVEL

Monografia apresentada a Banca Examinadora
do Curso Ciéncia e Tecnologia, da
Universidade Federal Rural do Semi-Arido em
cumprimento as exigéncias legais como
requisito parcial a obtencao do grau de Bacharel
em Ciéncia e Tecnologia.

Orientador: Prof. Dr. Otavio Paulino Lavor
(UFERSA — Centro Multidisciplinar de Pau dos
Ferros)

PAU DOS FERROS - RN
2018



UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO SEMI-ARIDO
CENTRO MULTIDISCIPLINAR DE PAL DOS FERROS

DEFLEXAO DE VIGAS COM CARGA VARIAVEL

ALVARO FELIPE AGOSTINHO DA SILVA

Monografia apresentada 4 Banca Examinadora
do Curso Ciéncia e Tecnologin, da
Universidade Federal Rural do Semiérido em
cumprimento  4s  exigéneias legais como
requisito parcial & obtengdo do grau de Bacharel
em Ciéncia ¢ Tecnologia.

APROVADA EM: L.J | O¢' 1 2358

BANCA EXAMINADORA:

Prof, Dr. Otavio Paulino Lavor
Onentador

Prof. Me. Mathe des de Aratjo Silva
lembro

fo foo

ffMe. Antonio Diego Silva Farias
Membro




© Todos os direitos estéo reservados a Universidade Federal Rural do Semi-Arido. O conteido desta obra é de inteira
responsabilidade do (a) autor (a), sendo o mesmo, passivel de san¢des administrativas ou penais, caso sejam infringidas as
leis que regulamentam a Propriedade Intelectual, respectivamente, Patentes: Lei n° 9.279/1996 e Direitos Autorais: Lei n°
9.610/1998. O conteldo desta obra tomar-se-a de dominio publico apds a data de defesa e homologagédo da sua respectiva
ata. A mesma podera servir de base literaria para novas pesquisas, desde que a obra e seu (a) respectivo (a) autor

(a) sejam devidamente citados e mencionados os seus créditos bibliogréaficos.

$587d Silva, Alvaro Felipe Agostinho da
Deflexdo de vigas com carga varidvel / Alvaro
Felipe Agostinho da Silva. - 2018.
40 £. @ il.

Orientador: Otédvio Paulino Lavor.

Monografia (graduagdo) - Universidade Federal
Rural do Semi-a&rido, Curso de Ciéncia e
Tecnologia, 2018.

1. Vigas. 2. Equacdes Diferenciais. 3. Linha
Elastica. 4. Deflex&o. I. Lavor, Otavio Paulino,
orient. II. Titulo.

O servico de Geragdo Automatica de Ficha Catalogréafica para Trabalhos de Concluséo de Curso (TCC's) foi desenvolvido pelo Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo da Universidade de Séo Paulo (USP) e gentilmente cedido para o Sistema de Bibliotecas

da Universidade Federal Rural do Semi-Arido (SISBI-UFERSA), sendo customizado pela Superintendéncia de Tecnologia da Informagdo e
Comunicacéo (SUTIC) sob orientagdo dos bibliotecarios da instituicdo para ser adaptado as necessidades dos alunos dos Cursos de Graduagao e
Programas de Pds-Graduacéo da Universidade.



Dedico este trabalho aos meus pais Joilda de
Oliveira Silva Costa e Oscivaldo Agostinho da
Costa, e aos meus tios Oscineide e Nadjalene,
obrigado por todos o0s ensinamentos e

incentivo.



AGRADECIMENTOS

Agradeco ao senhor Deus todo poderoso, pela dadiva divina da vida, pela satde e pelo
fortalecimento em todo esse caminho académico, que se finda um ciclo e que comeca outro na
vida. Pelas béncaos e protecdo depositada em mim em toda a minha vida.

Agradeco aos meus pais Joilda de Oliveira Silva Costa e Oscivaldo Agostinho da Costa
que durante toda a minha vida ndo mediram esforcos para realizar meus sonhos e de me dar
toda a base para um bom futuro, incluindo os estudos, 0s meus mais sinceros agradecimentos,
sem vOCés eu n&do sou nada.

Agradeco ao meu tio Oscineide Agostinho e minha tia Nadjalene Maia, por tudo que
proporcionam na minha vida, desde o meu primeiro caminhar, sem me desamparar, e me
ensinando junto com minha familia a seguir um caminho certo e adequado na formacdo como
cidadé&o e profissional, do fundo do meu coragdo, obrigado.

Ao meu primo Neverton Gabriel, por ter caminhado comigo desde pequeno e se
tornando um irmdo, que mesmo nao tendo o sangue de um, sempre se comportou como tal. A
Giovana Nunes, por nessa caminhada ter depositado seu tempo, seu colo, seu amor e carinho,
e trazer muita paz, esperanga e felicidade para mim. A Rizomar Silva por estar sendo um amigo
da vida toda, por nesses mais de 8 anos de amizade nunca ter abandonado o caminhar. Aos
amigos proporcionados pela faculdade, que estdo nesse andar académico diario e convivem de
médos dadas e apoiando uns aos outros, meu muito obrigado Robson Thiago, Guilherme
Oliveira, Gabriel Andrade, Gabriel Nogueira, Waleskha Benevenuto, Isis Costa, Simone
Gameleira, Orlando Sobrinho, Victor Ezequiel, Pedro David, Edvar Junior, e todos 0s outros.
A todos os meus amigos de infancia e que continuam comigo até hoje.

Ao meu orientador e professor de longa data Otavio Paulino Lavor, pela forma de
tratamento, ensinamentos e exemplo profissional e pessoal, a todos os demais professores da
instituicdo que participaram da minha formagdo. Agradeco a UFERSA e todo o seu corpo
constituinte pela minha formacao e por me apresentar um universo de conhecimento e formacao
como profissional.

A todos os meus familiares que de forma direta e indireta me ajudaram a galgar todo
esse caminho, me dando forcas para enfrentar cada batalha e sonhar cada dia mais. O meus mais

sincero obrigado, que Deus abencoe todos voceés.



“Porque nos sonhos entramos num mundo
inteiramente nosso, deixem que flutue na mais
alta nuvem ou que mergulhem no mais

profundo oceano”

Harry Potter e o Prisioneiro de Azkaban (J.
K. Rowling).



RESUMO

A flexdo de vigas é um dos assuntos bastante estudados na engenharia, devido as
diferentes abordagens em seus problemas. Em geral, o problema é apresentado com carga
constante ao longo do eixo longitudinal da viga, e este trabalho fard um estudo de flexGes com
cargas variaveis em relacdo ao eixo. Por meio de uma analise bibliografica, foi tomado um
estudo sobre o comportamento das linhas elasticas tendo como abordagem principal uma
estrutura linear, a viga, quando esta sendo submetida a uma carga que esteja variando. Por meio
de equagdes de equilibrio, compatibilidade de deformacdes e modelo constitutivo do material
chega-se a equacdes diferenciais ndo homogéneas que serdo solucionadas. E apds a aplicacédo
de condigOes de contornos, os resultados sdo ilustrados de forma gréfica.

Palavras-chave: Vigas, Equagdes Diferenciais, Linha Elastica, Flex&o.



ABSTRACT

The bending of beams is one of the subjects related to engineering, with the different
strategies in their problems. In general, the problem is presented with constant load along the
longitudinal axis of the beam, and this work will make a study of flexions with variable loads
with respect to the axis. Through a bibliographical analysis, a study was made on the behavior
of the elastic lines having as main approach a linear structure, the beam, when being subjected
to a load that is varying. By means of equations of equilibrium, compatibility of deformations
and constitutive model of the material comes to non-homogeneous differential equations that
will be solved. And after the application of contour conditions, the results are graphically
illustrated.

Keywords: Beams. Differential equations. Elastic line. Flexion.
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1 INTRODUCAO

Um dos elementos principais em construcdo civil sdo as vigas. Estas sdo elementos
estruturais lineares projetados para suportar cargas aplicadas perpendicularmente a seus eixos
longitudinais (HIBBELER, 2010). Um dos problemas mais correntes envolvendo estas sdo 0s
deslocamentos excessivos, constituindo uma das principais patologias, e esta pode causar
sensacdo de desconforto para os usuarios e problemas para o resto da estrutura (LIMA,
FONTES, LIMA, 2003).

Para compreender melhor esse fenbmeno, tem-se de analisar a linha elastica. Quando
ndo ha a presenca de nenhuma carga ao longo do baricentro. Entretanto quando € aplicada uma
carga sobre essa, ocorrem deformacdes ao longo das se¢des transversais, e 0 eixo que liga todos
os centroides de cada secdo transversal € entdo chamada de linha elastica. Esta pode ser
resolvida e abordada por intermédio de equac@es diferenciais. (ZILL, 2016).

Historicamente, o estudo das equacOes diferenciais iniciaram com lIsaac Newton e
Gottfried Wilhelm Leibniz ao comegarem os seus estudos sobre o calculo. Além deles, outros
celebres cientistas participaram e contribuiram de forma importante para o desenvolvimento
dessas equacOes, como Johann e Jakob Bernoulli, que participaram efetivamente no
desenvolvimento de solugbes para essas equacdes e suas aplicagdes. Ainda, temos Daniel
Bernoulli, filho de Johann, que desenvolveu-se no ambito da fisica e que temos hoje uma fungéo
com seu nome em mecanica dos fluidos, além de ser responsavel pelas funcdes de Bessel.
Ainda, tem-se Laplace, Lagrange, Euler, e entre outros que contribuiram para o
desenvolvimento desse campo da matematica (BOYCE E DIPRIMA, 2006).

Equacdes diferenciais ja foram usadas em muitos casos de estudos aplicados a acgdes
praticas. Exemplos cléssicos sdo, como no estudo se a AIDS é uma doenga invariavelmente
fatal, como o problema relacionado ao Bungee Jumping e também como um grande caso
ocorrido como o Colapso da Ponte Suspensa Tacoma Narrows (ZILL, 2016).

Equacdes diferenciais séo a parte da matematica destinada a solucionar por meio de
metodologias aplicadas de diferentes formas para equagdes onde envolvam derivadas (ZILL,
2016).

Partindo desse contexto, este trabalho utilizara diversos tipos de equacdes. E o0 objeto
de estudo deste trabalho sera a determinacéo de linhas elasticas, a flexdo apresentada com
cargas, mas olhando para casos onde a carga aplicada varia com o espaco.

Como objetivo principal do trabalho, iré se utilizar de métodos de solugdo de equacdes

diferenciais ndo homogéneas para encontrar a flexdo causada em vigas onde a carga aplicada
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varia no decorrer do espaco. E além disso, buscar-se a de forma especifica, por meio de métodos
de solugdo de equacbes diferenciais com problemas de contorno, aplicar as técnicas de
coeficientes indeterminados em problemas de flexdes de vigas, e abordar problemas de vigas
com carga variando no espaco.

A metodologia empregada nesse presente trabalho tem como foco para o0 seu
desenvolvimento o método de revisdo bibliograficas sobre flexdes de vigas e calculo numérico.
Serviram de apoio tedrico as literaturas dos autores Cocian (2009), Hibbeler (2010), Zill (2016),
Gere e Goodno (2014), Cengel e Palm 11l (2014), Boyce e DiPrima (2017), Nagle e Saff e
Snider (2012), Timoshenko (1983), entre outros.

Em um segundo momento, ocorre o desenvolvimento de uma equacdo diferencial
referente a flexdo em vigas, para proporcionar o alcance dos principais objetivos e resultados
deste trabalho de pesquisa. A resolucdo da equacdo diferencial em questdo se dara por meio da
solucdo de uma equagdo diferencial de quarta ordem e por meio do método de coeficientes
indeterminados. Os graficos com relacdes a equacao gerada final s&o reproduzidos com ajuda
de um Software matematico, mais especificamente o MatLab. Onde nesse, entra-se com a
funcdo e as variaveis, e o intervalo em que se deseja trabalhar, com ele serdo apresentadas as

linhas elasticas, funcdes de y(x) ao longo do eixo das vigas.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS

Muitos dos problemas encontrados no mundo séo vistos com suas grandezas variando
de acordo com o tempo ou outra variavel, seja uma velocidade que deve variar com o tempo,
ou seja, uma funcdo da velocidade dependente do tempo. Dessa maneira, muitos desses
problemas levam em consideracdo a taxa com que esses fendmenos variam, entrando entéo
como uma derivada (BOYCE E DIPRIMA, 2006).

Dessa maneira, equacdes diferenciais levam a compreenséo e analise de

Muitos dos principios, ou leis que regem, o comportamento do mundo fisico
sdo proposicdes, ou relagdes, envolvendo a taxa segundo a qual as coisas
acontecem. Expressas em linguagem matematica, as relacdes sdo equacgdes e
as taxas séo derivadas. (BOYCE E DIPRIMA, 2006, p.1).

De maneira simploria, pode ser definida como

Uma expressdo matematica que possui um sinal de igualdade é chamada de
equacdo. Uma equagdo que envolve as derivadas de uma ou mais fungdes é
denominada equacdo diferencial. Em outras palavras, uma equacgao
diferencial expressa a relacao entre as funcdes e suas derivadas. (CENGEL E
PALM l11, 2014, p.2).

Assim Equacdes Diferenciais, expressao introduzida por Leibniz em 1676, € utilizada
para varios ramos da ciéncia. Por exemplo, a descri¢do e resolucao das maiorias dos problemas
fisicos é por intermédio destas, jA que equacOes algébricas simpldrias ja ndo sdo capazes
resolver (CENGEL E PALM l11, 2014).

Diante disso, “equagdes diferenciais sdo usadas para investigar uma grande variedade
de problemas nas ciéncias e na engenharia, além de fazerem parte da formacgéo educacional
dessas areas” (CENGEL E PALM III, 2014). Problemas esses como “movimento de fluidos, o
fluxo de corrente elétrica em um circuito, a dissipacao de calor em objetos sélidos, a propagacao
e deteccdo de ondas sismicas, ou aumento de populagdes, entre muitos outros € necessario saber
alguma coisa sobre equacdes diferenciais” (BOYCE E DIPRIMA, 2006, p.1) para a sua
solucéo.

As classificagdes das equagdes diferenciais podem se dar pela ordem da equacgéo, quanto
a linearidade dessa, e com isso resolver cada uma, necessita de métodos especificos de cada
tipo de equacéo diferencial (ED). (BOYCE E DIPRIMA, 2006).
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2.1 TIPOS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

As equacdes diferenciais (ED) séo classificadas quanto ao tipo de derivada ao qual essa
estd relacionada. Ou seja, quando na equacdo contiver apenas fungdes e suas derivadas
dependentes de apenas uma varidvel independente essa é denominada de Equacao Diferencial
Ordinaria (EDO). Quando na equacéo possuir derivadas parciais, ou seja, dependendo de mais
de uma variavel independente é Equacdo Diferencial Parcial (EDP). (ZILL, 2016).

Por exemplo para um caso de eletricidade, tem-se:

d’Q®) , de® 1 . Eq. (1)
L—a  tR——+ 500 = E(1)

E uma Equacdo Diferencial ordinaria, onde Q(t) é a carga, R a resisténcia e L a
indutancia. E também, para casos de equacdo diferencial parcial, tem-se a equacdo de onda.
(BOYCE E DIPRIMA, 2006):

,0%u(x,t)  0%u(x,t) Eq.(2)
T T

2.2 CLASSIFICACAO POR ORDEM E POR LINEARIDADE

A ordem de uma equacéo diferencial é obtida olhando o grau da maior derivada, ou seja,
em uma equacéo diferencial de segundo grau a maior derivada é de segundo grau (y’’). Como
nas equacdes acima mostradas, vé-se uma equacao diferencial de segunda ordem. (BOYCE E
DIPRIMA, 2006).

Quando se trata de linearidade de uma equacdo diferencial, estard se observando a
variavel dependente, de modo que, “uma equagao diferencial linear ¢ aquela em que a varidvel
dependente y e suas derivadas aparecem em combinagdes aditivas de suas primeiras poténcias”
(NAGLE E SAFF E SNIDER, 2012, p.4). Caso contrério € dita ndo linear. (NAGLE E SAFF
E SNIDER, 2012).

Dessa maneira, uma equacao do tipo,
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I Ea. (3
F(t,)’»y AT ;y(n)) =0 q ( )

E dita linear, caso F seja uma func&o linear das outras variaveis, caso contrario ela é dita
ndo linear. Sendo que, de modo geral, uma equacéo diferencial ordinéria linear de ordem n é:
(BOYCE E DIPRIMA, 2006)

ag(®)y™ + a;()y™@ D + o+ a, ()y = g(t) Eq. (4)

2.3 EQUACOES DIFERENCIAIS HOMOGENEAS E NAO HOMOGENEAS

Para o caso de uma equagéo diferencial base de segunda ordem do tipo:

Y +p®y +q®)y = g(©) Eq. (5)
A classificacdo da equacdo ser homogénea ou ndo estara de acordo com o termo apdés a
igualdade, o termo g(t). Uma equacéo diferencial sera classificada como homogénea se a fungédo
g(t) for igual a 0, caso contrario, ela é ndo homogénea. (BOYCE E DIPRIMA, 2017).
De acordo com isso, uma equacao diferencial linear na forma geral, de ordem n, é
homogénea quando apresentada na seguinte forma: (ZILL, 2016).

d™y d(n—l)y dy
an(x)ﬁ + am-1(x) D + -+ al(x)a +ay(x)y=0

Quando a equacdo possuir um g(x) ndo nulo essa serd chamada de ndo homogénea, e
estara na forma: (ZILL, 2016)

n d(n—l)

y y dy
an(x)ﬁ+a(n_1)(x)m+...+a1(x)a+a0(x)y Eq.(7)

=g(x)
Explicitando que “a palavra homogénea nesse contexto ndo se refere a coeficientes que

sejam fungdes homogéneas” (ZILL, 2016, p.128).
Quando se esta diante de uma equacéo diferencial homogénea, a solugcdo dessa equagao

Eq. (6)

diferencial (ED) se dara por uma solucdo geral, em que, conforme “seja y;,¥y2, ... , ¥, Um
conjunto de solugdes da equacédo diferencial linear homogénea de ordem n em um intervalo I.

Entdo, a solugdo geral da equagdo no intervalo ¢”. (ZILL, 2016, p.133).

Yy = c1y1(x) + cy,(x) + - +cpyn () Eq.(8)

No entanto, para equagdes ndo homogéneas, além de uma solucdo geral para equacéao
homogénea associada, terd uma solucdo a mais, chamada de solucéo particular, em que, “seja

¥p Uma solugdo particular qualquer da equacao diferencial linear ndo homogeénea de ordem n
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em um intervalo I, e seja seja y;, ¥z, ... , Y um conjunto fundamental de solucgdes da equagéo

diferencial homogénea associada em I. Entdo a solucdo geral da equacdo no intervalo ¢”(ZILL,

2016, p.134)

Y = e y1(x) + Y2 (%) + - ey () + Bq.(9)
Assim, sendo a primeira parte uma solucdo gerada por uma equacdo diferencial
homogénea associada, e a outra parte sera uma solucao particular para o problema, sendo, y =
yet+yp (ZILL, 2016).

2.4 PROBLEMAS DE VALORES INICIAIS (PVI) E PROBLEMAS DE VALORES DE
CONTORNO (PVC)

Problemas de Valores Iniciais (PV1) é quando se tem condic@es iniciais para o problema,
ou seja, um valor de y(ty) = y, € y'(to) = y4. E leva-se a conclusdo do PVI onde, tem-se uma
solucdo, de forma que, existe solucdo, e essa solucdo apresentada é unica. (BOYCE E
DIPRIMA, 2017).

Dessa maneira, sendo um problema de valor inicial do tipo:

y' +p@®y' +q@®y=g®), y(to) =yo, Yt =0 Eq.(10)

“Em que p, q € g sdo continuas em um intervalo aberto | que contém o ponto t,. Entéo
existe, exatamente uma solucdo y = ¢(t) deste problema, e a solugdo existe em todo o intervalo
I”. (BOYCE E DIPRIMA, 2017, p.123).

J& Problemas de Valor de Contorno consistem em “resolver uma equagao diferencial
linear de segunda ordem ou superior no qual a varidvel dependente y ou suas derivadas s&o

especificadas em pontos diferentes” (ZILL, 2016, p.127). Sendo:

d? d
az(x)d—x}zl + al(x)% + ap(x)y = g(x) Eqg. (11)

Com as condicBes y(a) = y, e y(b) = y,. (ZILL, 2016). Entretanto, diferentemente do
Problema de Valor Inicial (PV1), os Problemas de Valores de Contorno (PVC) podem ter, uma,

varias ou nenhuma solucéo. (ZILL, 2016).
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25 METODO DOS COEFICIENTES INDETERMINADOS E VARIACAO DE
PARAMETROS

Para resolucéo de equacgdes ndo homogéneas, ou seja, equagdes naforma y' + p(t)y’ +
q(t)y = g(t), pode ser adotados métodos como Coeficientes Indeterminados e Variagdo de
Parametros. (BOYCE E DIPRIMA, 2017).

Um dos métodos mais simples para resolucédo de equacdes diferenciais ndo homogéneas
com coeficientes constantes € o dos coeficientes indeterminados. (CENGEL E PALM II1,
2014). Onde,

De acordo com esse método, deve-se fazer uma hipétese inicial para a forma
geral de uma solugdo particular y, que envolva alguns coeficientes constantes
desconhecidos. Em seguida, esses coeficientes devem ser examinados de
modo que a solucdo particular hipotética satisfaca a equacao diferencial néo
homogénea. (CENGEL E PALM Ill, 2014, p.134).

Apesar de ser um método aparentemente ndo fundamentado, pois necessita de alguma
hipotese inicial para o desenvolver dos célculos e chegar a solugdo particular, entretanto, essa
busca pela hipétese passa por procedimentos. (CENGEL E PALM 111, 2014).

A maior vantagem de utilizar esse método € por ser de simples execu¢do, uma vez tendo
uma hipotese sobre a forma da solugéo particular. A limitacdo do método esta no fato de ser
util principalmente para equacdes onde seja facil escrever a solucédo particular antecipadamente.
E “por essa razdo, este método s6 ¢ usado, em geral, para problemas nos quais a equagdo
homogénea tem coeficientes constantes e o termo ndo homogéneo pertence a uma classe
relativamente pequena de fun¢des” (BOYCE E DIPRIMA, 2017, p.149).

Ja o método da Variacdo de Parametro consiste no fato de que, para resolver uma funcao
do tipo a,y” + a,y’ +aey = g(x), encontra-se primeiro a funcdo complementar y =
c1y1+c,y,, apos isso para encontrar a solugdo particular y = u,y,+u,y, € necessario
encontrar através do wronskiano (W) o uje uj, consequentemente para achar o valor basta
integrar. Sendo dado por: (ZILL, 2016).

_ 1 3’2| Eq. (12)

W=7\ '
Vi Y2

V2

0 V1
W, = )
YUf) ys

0 | Eq. (13)
y1 f()

eW2:
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Logo 0 uje u; serdo:

o W1_ Vo f (%) Eq.(14)
METY ST
E
! Wy fx) Eq. (15)
2w ow

Como exemplo da aplicacdo do método dos coeficientes indeterminados temos para

achar a solucdo particular da equacao 16: (ZILL, 2016).

y'—y'+y=2sen3x Eq. (16)

Primeiramente, como trabalhamos com o termo g(x) com seno, supde-se uma solucéo

particular sendo:

Yp = Asen3x + B cos3x Eq. (17)
Diferenciando a solu¢do particular adotada, obtém-se:
¥p = 3A cos3x — 3B sen3x Eq. (18)
E,
yi = —9A sen3x — 9B cos3x Eq. (19)
Substituindo na equacéo geral, equacgéo 16, do problema,
—9A sen3x — 9B cos3x — 3A cos3x — 3B sen3x + A sen3x Eq.(20)

+ B cos3x = 2 sen3x

(—9A — 3B + A) sen3x + (—9B — 3A + B) cos3x = 2 sen3x Eq.(21)

(—84 — 3B) sen3x + (—8B — 3A) cos3x = 2 sen3x Eq. (22)
Quando solucionada, gera (ZILL, 2016)

16
Yp = %C053x - %sen3x Ea. (23)

J& pelo método da variagdo de pardmetros, tem-se por exemplo y"' — 4y’ + 4y =
(x + 1)e?*.(ZILL, 2016)



22

A solugio parte da “equacdo auxiliar m? —4m + 4 = (m — 2)? = 0, temos que y, =

ce? + cyxe?*, com as identificagdes y, = e?* e y, = xe?*, calculamos a seguir o

wronskiano” (ZILL, 2016, p.167).

2x erx

e
W(e™,xe™) = 2e%  2xe? 4 ¢2%| et
Identificando f(x) = (x + 1)e?*, faz-se: (ZILL, 2016).
_ 0 xe?* — _ 4x
Wi = |(x + 1De?* 2xe?* +e?*| (x + 1)xe
E,
_ ezx 0 _ 4x
W2 = |pe2x (x + De?*| (x+1e
Assim,
) (x + 1)xe** 5
U=y =X
, (x4 De*
U, = T =x+1

Eq. (24)

Eq.(25)

Eq.(26)

Eq. (27)

Eq.(28)

Integrando os termos da equacdo 27 e 28, chega-se a conclusdo: (ZILL, 2016).

1 1
Yy =Y+ Yy =cre +cxe® + 8x3ez" +§xzezx

Eq.(29)
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3 VIGAS

Vigas sdo elementos estruturais que suportam forcas ou “cargas” aplicadas
perpendicularmente ao seu eixo longitudinal. Trabalham preponderantemente a flexdo. Tendo
sua aplicacdo muito vasta na parte estrutural quando esta é feita de aco ou aluminio. Quando
feito de madeira, a viga, € comumente utilizada em casas. As forcas aplicadas sobre esse
elemento normalmente sdo perpendiculares, provocando nessa estrutura somente flexdo e
cisalhamento, entretanto, quando o carregamento nao estd formando necessariamente um
angulo reto com o elemento, podera provocar também cargas axiais. (BEER et al, 2015).

Dessa maneira, quando ocorrem carregamentos, tende-se a analisar a viga devido a
flexdo em torno do seu eixo, que em suma, ocorrem que, quando estas estdo submetidas a cargas
transversais, a viga flete em relacdo ao seu eixo perpendicular a forca. Com isso, ocorre
anomalias nessa estrutura, e se faz necessario o calculo em determinados pontos dessa, além de
que, para projetos de estrutura deve-se minimizar a deformagdo que ocorre, visto que ha um
limite maximo para estas (TIMOSHENKO, 1983).

3.1 CARREGAMENTOS ATUANTES

A viga podera estar sendo solicitada por variados tipos de cargas, desde uma que esteja
somente atingindo um ponto do elemento, até mesmo uma carga que haja sobre essa de forma
uniforme ou variando sobre toda a viga. Assim, os carregamentos atuantes sdo definidos como,
forcas concentradas, que pode ser expressa em Newtons, Libras ou seus multiplos. E forcas
distribuidas que € definida pela medida do carregamento em relacdo ao comprimento como
newtons/metro, libras/pé, e quando essa forga distribuida é constante durante todo o segmento
de viga € denominada como uniformemente distribuida. (BEER et al, 2015).

Nas figuras 1 e 2, tem-se um exemplo de carga concentrada e distribuida,

respectivamente.
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Figura 1: Carga Concentrada

10.0kN
“«—

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 2: Carga distribuida

1.00 kN/m

AR AR RN AR ARRNRRRRRAREARANEN
/N AN

Fonte: Elaborado pelo autor

3.2 TIPOS DE APOIOS E DE VIGAS

Diferentes tipos de apoios sdo usados para se fazer suporte as vigas ao passo que, cada
um desses utilizados tem a possibilidade de impedimento na movimentagdo desse elemento
estrutural. O suporte mével é usado para apoiar as vigas de maneira que esta ainda pode se
mover horizontalmente e ainda seré possivel a rotacdo. Quando se trata de suporte fixo ele fixa
a barra de maneira que ela ndo se desloque verticalmente ou horizontalmente, entretanto podera
ocorrer rotagdes. E por fim o engaste ocorre quando é proibido tanto os deslocamentos quanto

a rotagdo. De maneira que, no primeiro caso acima ocorre somente uma reagao no apoio, no
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segundo ocorre duas reagdes nos apoios, e no terceiro trés reacOes, sendo respectivamente,
reacao em X, reacdo em X e emy, e reacdo em x, y e momento. (ROY E CRAIG, 2015).

As vigas sdo classificadas de acordo com a maneira que estdo vinculadas. A distancia
entre um apoio e outro é chamada de véo. (BEER et al, 2015). Quando uma viga esta apoiada
através de pino em uma extremidade e rolo em outro, é chamada de viga simplesmente apoiada
e “a caracteristica essencial de vigas desse tipo ¢ que ambas as extremidades podem girar
livremente durante a flexdo, porém ndo podem deslocar-se lateralmente (transversal ao eixo)”
(TIMOSHENKO, 1983, p.78).

Figura 3: Viga biapoiada

by
P

Fonte: Elaborado pelo autor

Outro tipo de viga ¢ a em balanco, que ¢ “engastada em uma extremidade e livre na
outra. Na extremidade fixa, a viga ndo pode nem girar, nem ter movimento de translagdo,
enquanto a extremidade livre pode ter ambos os movimentos” (TIMOSHENKO, 1983, p.79).
Além disso, pode-se ter a viga biapoiada com balan¢o quando ha dois apoios entretanto uma
ou as duas extremidades continuam livres (BEER et al, 2015). Exemplos desses dois tipos de

vigas sdo apresentados nas figuras 4 e 5.

Figura 4: Viga engastada

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 5: Viga biapoiada com balanco

Fonte: Elaborado pelo autor

3.3 FLEXAO DE VIGAS

A analise de deformac6es causadas em vigas ajuda em varios aspectos da engenharia e

da prépria analise geral desse elemento, por exemplo,

As cargas transversais que atuam nas vigas causam deformacdes, curvando
seu eixo longitudinal. Quando se projeta uma viga é frequentemente
necessario calcular as deformacdes que ocorrerdo em varios pontos ao longo
do eixo. Por exemplo, nas vigas estaticamente indeterminadas, o calculo das
deformacdes € essencial. (TIMOSHENKO, 1983, p. 135).

No ambito das vigas estaticamente indeterminadas “um conhecimento das deflexdes é
necessario para se obter os esfor¢cos internos, estaticamente indeterminadas sdo as vigas nas
quais 0 numero de rea¢fes nos apoios excede o nimero de equagdes de equilibrio disponiveis
para determinar as incognitas” (BEER et al, 2015, p. 570). E entdo possivel fazer uma
abordagem por meio das flexdes e assim conseguir encontrar os valores das reacées nos apoios.

Além disso, partindo para a analise de projeto em si, a analise da deflexdo maxima
causada em uma viga devido essa estar submetida a um carregamento transversal, € importante
para a buscar minimizar os danos, ja que “as especificacdes de projeto de uma viga geralmente

incluem um valor maximo admissivel para sua deflexdo” (BEER et al, 2015, p. 570).
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3.3.1 LINHA ELASTICA, INCLINACAO E DESLOCAMENTO

Quando submetido a um carregamento, a linha que une todos os centroides do eixo da
viga se desloca. O tracado da linha que convém a demostrar, visualizando em parte o
comportamento da viga com a carga, € denominado de linha elastica. Esse diagrama representa
muito bem os casos, todavia, € necessario ter nogdo de como se comportara onde houver apoios,
e saber as restricGes que estes causam, sejam no impedimento de deslocamento na vertical, seja
como impedimento de rotacdo. A figura 6 a seguir sera base para a analise da equacao de linha
elastica. (HIBBELER, 2010).

Figura 6: Exemplo de viga com cargas atuando

Fonte: Hibbeler, 2010, pag. 422

H& uma relacéo direta entre 0 momento e a curvatura da linha elastica gerando uma
equacdo base para anélise do deslocamento e inclinacdo da viga. Assim, ha relacdo entre o
momento fletor interno na viga e o raio (p) de curvatura da linha elastica. Faz-se necessario
primeiramente, determinando as relacGes de coordenadas em questdo, onde o0 eixo X estd da
esquerda para a direita onde esta o eixo longitudinal da viga, o eixo de v estende-se de baixo
para cima perpendicular ao eixo X, esse medindo o deslocamento causado no centroide da viga,
como demostrado na imagem anteriormente apresentada. Sendo com base nessas coordenadas
a deducdo da equacéo da linha elastica. (HIBBELER, 2010).

Com base em uma andlise mais direta, partira do principio onde

Para deduzir a relagdo entre 0 momento interno e p, limitaremos a analise ao
caso mais comum de uma viga de uma viga inicialmente reta que é deformada
elasticamente por cargas aplicadas de modo perpendicular ao eixo x da viga e
gue se encontra no plano de simetria x-v para a area da secdo transversal da
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viga. Devido a carga, a deformacdo da viga é provocada pela forga cortante
interna, bem como pelo momento fletor. (HIBBELER, 2010, p.422).

Em termos de dimensdo da viga e curvatura se tem que as deformacgdes por cisalhamento
sdo despreziveis, quando a diferenca do comprimento da viga e a altura, sendo o primeiro muito
maior que o segundo, a deformacdo maior é provocada por flexdo. (HIBBELER, 2010).

De acordo com a Figura 7 apresentada a seguir, parte-se da analise de quando o
momento fletor flete a viga, o termo observado em estudo € o raio da curvatura (p), pois quando
0 momento age, 0 angulo entre as secBes torna-se df. E o raio do arco formado passasse a ser
o distancia (p) medida do centro da curvatura até o dx que é o comprimento que intercepta o0s
eixos neutros. (HIBBELER, 2010).

Figura 7: Andlise diferencial da viga

o

df

ds’
‘{%\--
y dx )M
Antes da Apos a
deformacio deformacio
(b)

Fonte: Hibbeler, 2010, pag. 422

Logo, com a andlise dos elementos infinitesimais, chega-se a
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Qualquer arco sobre o elemento, exceto dx, esta sujeito a uma deformacgéo
normal. Por exemplo, a deformacdo no ds, localizado em uma posicdo y em
relacdo ao eixo neutro é € = (ds’ — ds)/ds. Todavia, ds = dx = pd6 e
ds = [(p — y)d6 — p d6]/ p d6 (HIBBELER, 2010, p.423)

Com isso se tem (HIBBELER, 2010)

1 € Eq. (30)

P y
Sendo o material homogéneo e se comportando elasticamente, ou seja, obedecendo as

Leis de Hooke, chega-se a (HIBBELER, 2010).
1_M Eq. (31)
p EI
Além disso, tem-se que “na maioria das aplicagdes praticas ocorrem apenas pequenas
deflexdes nas vigas. As linhas elasticas sdo muito achatadas e tanto o angulo como a inclinagédo
da curva sdo quantidades muito pequenas” (TIMOSHENKO, 1983, p. 136).
Partindo desse pressuposto, trabalhando com as equacdes acima, e diferenciais, chega-
se a (HIBBELER, 2010)
d?v/dx? M

37 El Eq. (32)
(@)

Com as consideracdes de tamanho de deflexdo envolvendo inclusive a estética, e com
relacdo a grandeza envolvendo as derivadas, conclui-se que a equacgédo pode ter a forma como
(HIBBELER, 2010).

d>v M Eq. (33)

dx? _EI
Podendo também ser escrita de outra maneira, passa-se o termo referente a rigidez a

flexdo (ET), onde o E é moOdulo de elasticidade do material, e 0 I é 0 momento de inércia
calculado em torno do eixo neutro, para o lado esquerdo da igualdade, derivando mais 2 vezes
a igualdade, tem por fim a equacdo (HIBBELER, 2010).

d4
Eld_xz = —-w(x) Eq. (34)

O sinal do w se deve ao fato de que —w = dV /dx. (HIBBELER, 2010).
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4 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

A priori demostra-se 0 que € uma carga variada atraves do seguinte problema

apresentado na figura 8, onde se tem uma viga engastada, com uma carga w,, até metade do

comprimento da viga, e essa carga se diminui a metade, % a partir do meio até o restante da

estrutura. Com isso, fard uma abordagem de dire¢do para a coordenada x, partindo da esquerda

para direita, focando a carga wy, e ap0s, toma-se a carga % ou seja, analisando respectivamente

do engaste até a metade da viga, da metade da viga até a extremidade livre.

Figura 8: Viga exemplo 1

Wo,fz

,lllllllllllllla,aL\LuL\LaLJ,\LaLi\LuLiaLi\L

¥ +

al

L |
Fonte: Elaborada pelo autor

A principio, ndo se fard necessario a resolucdo da equacdo diferencial da linha elastica
por meio do método dos coeficientes indeterminados, ja que esse é a base para solucdo do
problema a ser posteriormente apresentado, visto que no atual caso a carga é continua mudando
apenas seu valor geral na metade do trecho, ou seja, ndo se comportando diretamente como uma
funcéo variando a todo x.

Logo, parte-se da integracdo, igualando a diferencial ao valor ao correspondente
carregamento, partindo da analise primeiro do engaste até a metade da estrutura, entdo,
submetendo um valor negativo, pois a carga esta atuando na vertical de baixo para cima, ou

seja, contra a indicacdo adotada por y, logo o sinal de menos, por isso,

Elv® = —w, Eq. (35)

Agora, integra-se até chegar ao termo da funcéo v,

Elvi" = —wy,x + C; Eq. (36)
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1
Elv] = —Ewox2 + Cix + C, Eq. (37)
1 1
E1v1=—8W0x3+§C1x2+CZx+C3 Eq. (38)
Por fim, chega-se a
1 1 1
Elv, =—ﬁwox4+gC1x3+§C2x2+C3x+C4 Eq. (39)

Para a outra parte do problema, analisara da metade do vao até a extremidade livre,
integra-se com 0 mesmo método, mudando somente o valor do esfor¢o a qual a viga esta

submetida, logo resultard em uma linha elastica v,

1511;2(4) __% Eqg. (40)
2
1
EIUé”=—5W0x+CS EQ(41)

1
Elv) = —Zwox2 + Csx + Cq Eq. (42)
1 1
Elvéz—ﬁwox3+§CSxZ+C6x+C7 Eq. (43)
1 1 1
Elvz=—Ewox4+865x3+566x2+C7x+6'8 Eq. (44)

A partir desse momento, ja se possui as 2 equacdes do problema na sua forma geral,
entretanto, necessita encontrar os valores para todas as oito constantes, e assim ficar com a
equacdo em si.

Primeiro, com as condicdes de contorno fornecidas pela estrutura, ou seja, 0 engaste na
extremidade, em x = 0, tem-se que o deslocamento e a inclinagdo tem que ser iguais a zero,

resultando nos valores de constante.

x=0-ov=0e8=v"=0 Eq. (45)



0=0+0+0+0+C,>C, =0

0=0+0+04+C;>C;3=0

E da extremidade livre, tem-se o0 cortante e 0 momento iguais a zero

x=L-M=v"=0eV=v"=0

woL

Cs = —

T2
woL?  w,L woL?
0=—‘; 2" L+Cs—Co=——,

32

Eq. (46)

Eq. (47)

Eq. (48)

Eq. (49)

Eq. (50)

Para encontrar as outras constantes se faz necessario usar agora das condicBes de

. . . . ~ . ~ L
continuidade da viga, para isso, nas equages abaixo, sdo supostos sempre para um x = -, e

tomando também os valores acima ja encontrados, verifica-se nesse caso, por ndo haver

nenhuma forga concentrada nem descontinuidade na viga do problema, que o deslocamento, o

giro, o cortante e 0 momento terdo que ser iguais nesse se¢ao, assim

nr nr

vy = v}
1 1 1 3
C, = —ZWOL +§ woL +§W0L - (= ZWOL
v =vy
C, = —1—16W0L2 + %WOLZ — %WOL2 + %WOLZ —%WOLZ
C, = —iWOLZ

16

Eq. (51)

Eq. (52)

Eq. (53)

Eq. (54)

Eq. (55)
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vlzvz Eq'(56)

we L3 3 1 L? 5wyl?

L
6 8 a7 16 2
L

Eq. (57)
o owo LB 1wl 12 wol? L c
T 12°8 272 4 4 ‘277
= Wl Eq. (58)
7 96

E por fim, a Gltima constante para ser encontrada, sera pela igualdade da flexao, logo
wol*  3wgl*  Swyl?
24.16 4.6.8 16.4.2 Eq. (59)
_ W0L4 n W0L4 W0L4 W0L4 +C
~ 48.16 12.8 8.4 96.2 °

woL*

Eq. (60)
768
Agora, ja obtidas todas as oitos constantes geradas durante a integracéo da equacdo do

Cg=+

problema (equacéo 35 e 40). Substitui-se as constantes pelos seus respectivos valores, obtendo

a equacdo para o0 caso apresentado, assim, sendo do trecho do engaste até a metade da viga, a
deflexdo serd indicada pela funcéo

4 3 2,2
by = 1 wox 4 3woLx®  Swolx Eq. (61)
EIl 24 24 32
E a parte subsequente, sera regida pela equagéo
4 3 2.2 3 4
vy = i _ WoX n WoLx _ WoL X _ WoL X n WoL Eq ( 62 )
El 48 12 8 96 768

Ou seja, com as equagdo apresentadas acima, equacdo 61 e 62, elas possuem 0 mesmo

. . L
valor, ou seja, 0 mesmo ponto no eixo y, no momento em que x = -. O valor onde elas se
encontrardo sera no ponto

1<—W0L4 3wylL* 5W0L4> —5w,L*
+ >V =

b=t _ _ Eq. (63)
EI\24.16 ' 24.8 32.4 192E1
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_ 4 4 4 4 4
vz _ i WOL + WoL _ WoL . WoL + W()L Eq ( 64)
EI\48.16 12.8 8.4 96.2 768
g, = ZOWolt Eq. (65)
27 192E]

~ L ,
Portanto, o ponto de encontro de ambas funcGes em x = -+ Sera o ponto em que a

—5W0L4

, 0 motivo do
192EI

deflexdo da viga, ou seja, o deslocamento na direcdo de y serd de v, =

sinal negativo € justamente devido a considerarmos o sinal positivo de baixo para cima, e a viga
deslocar para baixo.

Com os valores acima apresentados das equaces, e tendo o valor EI como constante,
supondo E igual a 20500 kN/cm?, uma carga de w, igual a 64 kN, uma inércia em relagéo ao
eixo x de 252 cm?, a viga de comprimento igual a L = 500 cm, ou seja, 5 metros, entretanto o
x para a primeira funcdo variara de 0 até 250 cm, e ap0s esse trecho x ira variar de 250 até 500
cm regido pela segunda funcéo. Com isso, o grafico da deformacéo que a viga sofre com essas

cargas esta apresentado na figura 9.

Figura 9: Grafico viga exemplo 1

DEFLEXAO CURVA 1
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
comprimento da viga (cm)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Portanto, como apresentado acima na Figura 9, vé-se uma grande flexdo em relagéo ao
tamanho da viga, provocada na metade desta, onde se encontra um valor de 1000 cm fletidos,
muito devido aos valores do carregamento aplicados, e também pelas caracteristicas materiais
viga escolhida, como inércia e comprimento.

Para o principal caso de estudo, tem-se uma viga onde ela esta sendo solicitada por uma
carga referente a uma soma de parcelas de seno e cosseno, devido a isso, quando os valores de
de comprimento vdo se alternando em certas faixas ocorre mudando no sentido da forca
aplicada, por exemplo, quando o comprimento estiver em pi, o valor do cosseno sera -1 e 0 seno
igual a 0, ou seja alternara os valores dos esforcos na qual a viga estara sendo solicitada, com
base, nisso, vé-se a figura 10 referente ao problema.

Figura 10: Viga exemplo 2

Fonte: Elaborado pelo autor

Como apresentado, a parte apos a igualdade da equacao base da linha elastica é:

w, = Acos(x) + Bsen(x) Eq. (66)

A principio encontra-se a resolucdo da parte homogénea igualando-se a 0 a parte a
esquerda da equacdo, visto que a expressdo acima apresentada serd usada para encontrar a
solucgéo particular, aplica a integracdo e com isso aparecera constantes que com auxilio das

condigdes de contorno e continuidade tera o real valor delas.

Elv® =0 Eq. (67)

EI‘U'” — Cl Eq (68)

Elv" = Cix + C, Eq. (69)
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C,x? Eq. (70)

Elvl = +C2x+63

Executando a Ultima integracdo, entdo a solucdo homogénea sera vy, apresentado

abaixo.

Cix3  Cox?
16 + 22 +Cyx +C, Eq. (71)

Devido o problema ser ndo homogéneo, se faz necessario supor uma solucao particular

Elv =

para o caso. Supde-se um y,, que € apresentado na forma abaixo, e derivando até chegar a ordem

da equacdo base do problema, e sendo a igualdade apresentada no comeco dessa analise,

encontra-se como demostrado abaixo que os valores, de E e F sdo exatamente o proprio A e B.

¥y = Ecos(x) + Fsen(x) Eq. (72)

vy = —Esen(x) + Fcos(x) Eq. (73)

¥y = —Ecos(x) — Fsen(x) Eq. (74)

yy' = Esen(x) — Fcos(x) Eq. (75)

yY = Ecos(x) + Fsen(x) Eq. (76)
EI(Ecos(x) + Fsen(x)) = —Acos(x) — Bsen(x) Eq. (77)
E=-A Eq. (78)

F=-B Eq.(79)

Logo, como solugéo geral, serd a soma da solugdo homogénea com a particular.

Y=Y+ Eq. (80)
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1 Cix3  Cyx?
E( 16 + 22 +C3x + C, — Acos(x) — Bsen(x)) Eq. (81)

v =

Com isso, tem-se entdo a equacdo da linha elastica para o problema, entretanto, se faz
necessario aplicar as condi¢des de contorno para que com isso, chegue-se ao resultado final da
equacdo, como primeira condicdo, tomando a analise de x da esquerda para a direita, assumindo
o valor dessa coordenada igual a 0, tanto a deflexdo como a angulacdo na viga tem de ser 0,

devido a mesma estar engastada nessa extremidade, assim,

x=0->v=0ef=v" =0 Eq. (82)
0=%(0+0+0+C4+0—A)—>C4=A Eq. (83)
Elv' =3'TO2.61+0.CZ+C3+Bcos(0)—Asen(0) =0 Eq. (84)
C; =B Eq. (85)

Logo com essas condi¢des ja aplicadas, encontra-se dois valores, tanto a terceira como
a guarta constantes como apresentado acima. Sabe-se que como a viga estd engastada numa
extremidade e livre na outra, aplica-se agora para a outra extremidade, sendo o ponto final, no
ponto x igual a L, para encontrar as duas constantes que restam, para isso, sabe-se que para
extremidade livre 0 momento e o cortante deve ser igual a zero, logo a segunda e terceira

derivada da linha elastica s&o iguais a zero, respectivamente.

x:L—)M:U”:OeV:U”’:O Eq(86)

C, — Asen(L) + Bcos(L) =0 Eq. (87)

C, = Asen(L) — Bcos(L) Eq. (88)
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3
v = % (Asen(L) — Beos(L)) %

+ ((—AL — B)sen(L) + (BL — A) cos(L))xz—z Eq. (89)

+ Bx + A — Acos(x) — Bsen(x)l
Logo apresentamos acima, a equacdo da linha elastica para o problema apresentado,
supondo agora que essa viga tenha um comprimento L igual ao valor de pi, os valores A e B
ambos equivalentes a 2 kN (quilonewtons), e tendo a viga uma estrutura com valor de E igual
a 20500 kN/cm? e uma inércia em relagdo ao eixo que esta sendo fletido de 252 cm*, logo o
grafico que representa a deformacdo provocada de acordo com a equacdo estad apresentado
abaixo.

Figura 11: Gréafico viga exemplo 2
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Fonte: Elaborada pelo autor

Como apresentado anteriormente no grafico da viga exemplo 2, a deflexdo foi muito
pequena provocado pela carga variante, e o maior valor em mddulo, foi provocado
aproximadamente a 1,8 x 10”7 cm, ja que foi tratado a viga como muito pequena, devido o valor
adotado de comprimento ser o valor de pi. Assim, dessa maneira, com o valor do expoente

mostrado, é desprezivel o valor de deflexao.
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Para outros casos, onde a viga tera comprimento maior, a tanto a deflexdo como o valor
dela serdo modificados, muito disso devido, as mudangas provocadas no comprimento da viga
afetarem os valores do seno e do cosseno, consequentemente, alternard ainda mais entre
resultados para cima do eixo y e para baixo do mesmo, com isso, para 0 caso de vigas maiores
sendo apresentados abaixo, € perceptivel a alternéncia.

Figura 12: Viga com tamanho variados
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Fonte: Elaborado pelo autor

A curva 1 é com uma viga do tamanho 98m, ¢ as outras curvas até a curva 5, sdo
respectivamente de tamanho, 99w, 100m, 101t e 102n. O que comprova a alterndncia na
deflexdo e demostra o aumento da flecha nos pontos, principalmente no final do elemento

estrutural estudado.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi feito com um propdsito de estudo adequado de cargas variando no
espaco e no tempo, motivado principalmente pela caréncia ainda de muitos materiais didaticos
com esse tipo de abordagem de problema, vislumbrando vigas de diferentes tamanhos e sendo
solicitadas por cargas de distribuidas que ndo se enquadram nas especificadas pelos livros,
sendo, por exemplo, a base de seno e cosseno.

A metodologia adotada foi uma analise bibliografica que proporcionou uma boa base
tedrica, do estudo de equacGes diferenciais e do problema de flexdo da viga quando essa esta
submetida a um carregamento, o que culminou com uma aplicagdo desses linhas elésticas
encontradas em softwares matematicas, especificadamente sendo utilizado nesse caso o
MatLab, para visualizar o problema de forma grafica, assim, conseguindo enxergar toda a curva
e os valores com base no que foi proposto.

Os resultados obtidos demostram o quanto um pequeno espaco nessas cargas modificam
todo um comportamento na forma como a viga ira se comportar, o que se torna efetivo devido
0 estudo utilizar de metodologia de integracdo para resolver a equacao diferencial, desde o lado
para o qual essa ira fletir até o tamanho da flecha provocada. Como continuidade, sugere-se
abordagem de vigas apoiadas de outras maneiras, como as biapoiadas e as apoiadas com

balanco, além de novas variacdes de cargas, como funcdes de exponenciais.
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