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Resumo: Os métodos numéricos e analiticos sdo de suma importancia na analise e modelagem de problemas
na engenharia. Diante deste contexto, este trabalho visa realizar uma metodologia de estudo e ensino de
circuitos elétricos classicos. Tal metodologia baseia-se em um estudo analitico e numérico das equacdes
diferenciais que envolvem os circuitos. A programacdo utilizada é feita na linguagem C/C++. A equacao
diferencial é resolvida de maneira analitica e comparada com as solu¢@es numéricas do método de Runge Kutta
de 42 ordem (RK 4%) e 0 método das séries de poténcia. Foi constatado ao final das solugdes um erro percentual
pequeno, o que mostra a precisao e aplicabilidade dos métodos numéricos empregados.
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1. INTRODUCAO

No intuito de solucionar problemas que surgem no campo cientifico e tecnoldgico, foram desenvolvidos
métodos matematicos que utilizam operagdes matematicas, l6gicas e relacionais, além de teoremas formulados por
grandes nomes da ciéncia. Como por exemplo, o Teorema de Pitdgoras elaborado por Pitagoras e utilizado
atualmente em diversas aplicagdes, Teorema de Pascal usado em niimeros binomiais, elaborado por Blaise Pascal,
0 Teorema Fundamental do Célculo elaborado por Isaac Barrow sendo base para as operagdes diferenciais e
integrais do calculo, dentre varios outros. Porém, com o desenvolvimento das novas tecnologias e a possibilidade
de execucdo de uma quantidade enorme de operacbes em um pequeno intervalo de tempo, nunca visto
anteriormente, verificou-se que em alguns casos a utilizacdo de métodos e algoritmos matematicos complexos
podem ser substituidos a fim de utilizar das ferramentas tecnolégicas que alavancam as analises enquanto
continuam a suprir os requerimentos das solucdes, sendo uma delas a rapidez da disponibiliza¢do dos dados em
tempo real, no qual pequenas varia¢fes podem ser explicitadas dependendo do grau de suas relevancias.

Logo, adaptando as necessidades dos problemas e auxiliando para uma maior eficiéncia, surgem os métodos
numéricos que utilizam as ferramentas tecnoldgicas que estdo a se desenvolver, dispersando a inovagdo
tecnoldgica nas mais diversas areas (elétrica, mecanica, quimica, entre outros) [1]. Generalizando os beneficios da
utilizacdo dos métodos numéricos podemos destacar a rapidez da disponibilizagdo dos dados em tempo real, como
mencionado anteriormente, e no alto nivel de precisdo, no qual é necessario dar énfase, pois esta caracteristica
permite a adaptagdo das solucdes para o caso abordado e suas finalidades de uso, minimizando os erros através do
aumento da quantidade de iteragBes que o procedimento numérico executa, e/ou por uma modelagem mais
adequada do problema.

O estudo da eletricidade e magnetismo, ou eletromagnetismo, possui um enorme peso na construcdo
tecnoldgica e social na atualidade [2], proporcionando o desenvolvimento de redes de transmissdo de energia entre
longas distancias que possibilitaram a producdo de energia elétrica e abastecimento para a populagdo, o
desenvolvimento de eletroeletrénicos que auxiliam no dia-a-dia da populagdo e o desenvolvimento da tecnologia
de informacgdo (T.l.) para a disponibilizaco de informag&o e comunicagdo. Porém, o conhecimento necessario
para a disponibilizagdo dessas funcionalidades empregadas no nosso cotidiano € complexo, proporcionado por
pesquisas extensas que percorreram varias gerages. No entanto, estudos de circuitos transitorios fundamentais,
gue modificam de um estado inicial para o final em um periodo de transi¢cdo possuindo um arranjo simples, como
0s circuitos resistor-capacitor (RC), resistor-indutor (RL), resistor-capacitor-indutor (RLC), facilitaram o
entendimento do comportamento elétrico e magnético nas variagGes de tensdes, correntes, cargas, auxiliando na
compreensdo do eletromagnetismo — sendo utilizados também na docéncia em livros didaticos [2].

Considerando os pontos mencionados anteriormente, este trabalho abordara as aplicacBes dos métodos
numéricos de Runge-Kutta de 42 ordem [1] e séries de poténcias [3], que sera explicado posteriormente, no intuito
de analisar as solugdes obtidas para estabelecer o comportamento de alguns componentes nos circuitos transitorios,
como corrente, tensdes, e comparar, relacionar, com solu¢des analiticas vindas de métodos matematicos e dados
obtidos de forma empirica através de experimentos laboratoriais, verificando a confiabilidade destes métodos
numéricos para tais casos.




2. DESENVOLVIMENTO

Nesta secdo é abordado os métodos analiticos e numéricos utilizados para o desenvolvimento do trabalho.
Destaca-se 0 uso do método de Runge Kutta de 42 ordem com melhores resultados numéricos obtidos e também o
método das séries de poténcia que foi aplicado para o estudo comportamental da busca das solugdes das equagdes
diferenciais que envolvem os circuitos RC, RLC e LC.

As solucdes alcangadas visam representar o comportamento de alguns elementos de circuitos no periodo
transitdrio — ou seja, em que o tempo de duracdo € limitado ou pouco; que é passageiro; que sé dura um certo
tempo -, no qual os valores de correntes, tens@es, variam de condicdes iniciais para finais ao alcancar o chamado
estado estacionario, deixando o sistema em equilibrio. Uma das principais motivacdes para aplicacdo de métodos
numéricos se da devido ao curto intervalo de tempo, na maioria das vezes, em que ocorre 0 periodo transitorio,
trazendo complicacbes para medigcdes em tempo real e criando a necessidade de estimativas precisas.

2.1 METODO DE RUNGE-KUTTA DE 42 ORDEM
A ideia dos métodos de Runge-Kutta, é obter numericamente a solugcdo de Equagdes Diferenciais Ordinarias

(EDO) levando em consideragdo o calculo das derivadas (inclinagdo da reta tangente) de uma funcéo % = f(t,y),
a partir de um ponto inicial Py = (t, ¥o)-

Figura 1 — Visdo Geométrica do Método de Runge Kutta de 42 Ordem.
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Fonte: Adaptado de Thaline G. Evangelista, 2018.

Esse método também se baseia na ideia da aproximacao linear utilizando a primeira derivada, de acordo com
a Equacéo 1:

dy
Yier = Vet R, 1)
emque h =ty —t, 6 0passoe Z—Z é a funcdo que representa a primeira derivada.
O método de Runge-Kutta de 4%rdem é feito de maneira recursiva no intervalo em que a funcédo esta definida
para uma quantidade limitada de iteragdes, segundo a equacéo
h
Yes1 =Yk t+ E(K1+2K2+2K3+K4). 2

em que Ky, K;, K5 e K, seréo calculados segundo as Equacdes (3)-(6) para cada ponto projetado P, = (tx, Vi),
para k =(0,1,2,3,...,n):




K1 = f(to, yo), (3)

KZ = f(tO + h/Z!yO +K1h/2)! (4)
K3 = f(tO + h/Z!yO +K2h/2)! (5)
Ky = f(to + h,y0 + K3h). (6)

Nesta proposta de trabalho foi utilizado 0 método de Runge-Kutta de 4% ordem com as devidas condi¢des de
contorno apropriadas para o analisar o0 comportamento da solucdo das equagdes diferenciais ordinarias que regem
os circuitos RC, RL e RLC.

2.2 METODO DE SERIES DE POTENCIAS

O método das séries de poténcia baseia-se na hipdtese de que as solu¢bes de uma equagdo diferencial séo
analiticas em alguma vizinhanca de um ponto ordinério P, = (t,,y,), onde sdo dadas as condi¢des de contorno.
Deste modo, a fungéo possui derivadas de todas as ordens neste ponto, portanto, podem ser expressas como uma
série de poténcias. Este método busca a solu¢do de uma equacéo diferencial no formato de série de poténcias (Eq.
7) com os auxilios de suas derivadas dado pelas Equagdes (8)-(10).

Y = Xn=oant™, @)

y' = Z:ﬂnantn_l ' ®)

y' = Z:):z n(n — 1)a,t" 2, )

y© =3" nn—-1)..(n—k+Da,t"*. (10)

Ao computar os primeiros termos da série e utilizando as condi¢des de contorno Eg. (11) — (12),
y(0) =yo = ao, (11)

dy(0 '
%=yo=a1, (12)

é possivel encontrar os coeficientes (a,) para uma EDO fazendo as condi¢Bes de contorno, dadas em cada
problema especifico.

Ap6s uma aplicacdo do método de séries de poténcias [3] nas EDOs que representam alguns dos
comportamentos dos circuitos RC, RL e RLC, foram obtidas as solugdes numéricas referentes a tensdo no capacitor
(V¢) no circuito RC em carga (Eq. 13), a corrente no indutor (i) no circuito RL em carga (Eq. 14) e a corrente
(irLc) Nno circuito RLC em descarga (Eq. 15). A resisténcia, indutancia e capacitancia foram representadas nas
equagcdes a seguir, respectivamente, como R, L e C.

a _ 1 (E an)
n+l ™ p41\R  RC

n (13)
) nt

Ve = anoaT

1 (E€-anR
{a"’fl = (5 ) (14)

i, = Xp=oant™

—__ 1 (DR an
{a"” - n+2( L LC(n+1))_ (15)
RLc = Yim=o Gnt™




2.3 CIRCUITORC

O circuito RC possui um arranjo simples composto por um resistor (R) e um capacitor (C) conectados em série.
O capacitor é um componente composto por duas placas condutoras separadas por um isolante, ou imerso no vacuo
[2] no qual a carga liquida ao estar em equilibrio é igual a zero, devido a possuir cargas de médulos iguais em cada
placa, no entanto, sinais opostos. No periodo transitério, ao transferir elétrons, as cargas sdo acumuladas, se 0
estado transitorio estiver em carga (Figura 2), ou séo dispersadas, se estiver em descarga (Figura 3), até a condicao
de equilibrio (carga liquida igual a zero). A funcionalidade mais comum aplicada ao capacitor é acumular cargas
elétricas, devido a isso, varia a corrente elétrica (fluxo de cargas) e, consequentemente, as diferencas de potencias
(ddp’s).

Figura 2 — Circuito RC e fonte (€). Figura 3 — Circuito RC.
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Fonte: Autor, 2021. Fonte: Autor, 2021.

Para obter a equacdo diferencial que demonstra o comportamento dos elementos é necessario utilizar da Lei de
Kirchhof (16), a relacdo entre carga (Q), diferenca de potencial do capacitor (V) e sua capacitancia (C) se da
através da Equacdo 17 e sua energia elétrica armazenada (Ug) pode ser obtida pela Equagédo 18.

YV =0, (16)
Q = cv, 17
Up =CV2 (18)

Aplicando a Lei de Kirchhoff na Figura 2, sendo a ddp do capacitor em carga Vcc, a ddp do resistor Vg, é
obtida a Equag&o 18.

E - VCC - VR = 0 (19)
Substituindo Vcc por% , VR por R Z—f e isolando Z—f, tem-se

d €
L_t_L (20)
dt R RC

A Equacdo 20 pode ser resolvida pelo método de separagdo de varidveis, ou aplicando método numérico. A
solucdo analitica provinda da separagéo de varidveis é

Q) =€c(1- e‘%). 1)

. d
Sendo i = —Q, tem-se
dt

g _t
i(t) = Z€ RC. (22)
Substituindo Vz = iR = Ee_% na Equacdo 19 e isolando Vcc, € obtida a Equacéo 23,

Vee(t) = € (1 - e‘R_tc). (23)




Deste modo, as solugdes analiticas para o circuito RC em carga, sdo as EquacGes 24, 25, 26:

Q) = Qp (1 - e‘R—tc) 1 Qp=E£C, (24)
) -t £

i(t) = Ipe RC.: Iy= 'l (25)
Vee(t) = € (1 _eRE ) (26)

Para visualizagdo e comparacdo dos resultados obtidos pelo método analitico e os métodos numéricos
empregados, foram plotados nas Figuras 4, 5 e 6.

Figura 4 — Solucéo analitica Figura 5 — Solugcdo com Figura 6 — Solugdo com séries de
para Eq. 26. Runge-Kutta para Eq. 26. poténcias para Eq. 26.
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Fonte: Scilab 6.0.2, 2021. Fonte: Scilab 6.0.2, 2021. Fonte: Scilab 6.0.2, 2021.

Parametros utilizados: fonte (€) de 5V; capacitancia (C) de 2mF; resisténcia (R) de 100Q; e foram calculados
5000 pontos no codigo em C++.

Tabela 1 — Tensdo no capacitor no circuito RC em carga.

0,02 0,475813 0,475813 0,500000 0,000000 5,083387
0,04 0,906346 0,906346 1,000000 0,000000 10,333178
0,06 1,295908 1,295909 1,500000 7,716597e-7 15,748944
0,08 1,648399 1,648400 2,000000 6,066492e-7 21,329858
0,10 1,967346 1,967347 2,500000 5,082990e-7 27,074770

Fonte: Autor, 2021.

De acordo com a Tabela 1, o método de Runge Kutta de 4* ordem apresentou solugdes com melhores
aproximagdes em relacdo as solugbes analiticas se comparado com o método de série de poténcias com erros
percentuais inferiores a 10°6.

2.4 CIRCUITO RL

De forma semelhante, o arranjo do circuito RL é composto por um resistor (R) e um indutor (L) conectados
em série. O objetivo de um indutor é fornecer uma corrente que contrarie a variagdo de corrente no circuito [2],
logo, sua aplicacdo em um circuito auxilia a manter a corrente constante. Diferente do capacitor, o indutor
armazena carga magnética, porém, também possui periodos transitorios de carga e descarga, demonstrados
respectivamente nas Figuras 7 e 8.




Figura 7 — Circuito RL e fonte (€).

L

Fonte: Autor, 2021.

Figura 8 — Circuito RL.

oL,

Fonte: Autor, 2021.

A relacdo entre a taxa de variacao da corrente (di/dt), diferenca de potencial do indutor (V,) e indutancia (L)
se da através da Equacéo 27, e a energia magnética armazenada (Uwm) pelo indutor (solenoide) com a corrente (1)

pode ser obtida pela Equag&o 28.

di
VL —_ LE,

Uy =§L12.

(@7)

(28)

Aplicando a Lei de Kirchhoff (Eq. 16) para a Figura 7, circuito RL em carga, podemos obter a equagéo 29:

di .o _
€—-L_ —iR =0. (29)
Isolando a taxa de variagdo da corrente, tem-se
di €—iR
- = (30)
dt L
Utilizando o método de separagdo de varidveis na Equagdo 30, é obtida a solugdo analitica a seguir:
R
i) =£(1- e_(f)t>. (31)
A taxa de variacdo da corrente pode ser dada desta forma por % [i(t)], derivada da Equagdo 31, sendo
a_ € ~(5)t
-1 V- (32)
Ao substituir na Equacéo 27, sera obtida a ddp do indutor, Equacéo 33.
R
v, = o@D, (33)
Deste modo, as solugdes analiticas para o circuito RL em carga, sdo as Equagdes 34, 35, 36:
R
(0 =£(1-70)), (34)
R
ai _ & ~(7) , (35)
dat
R
v, = e~ (36)

Para visualizacdo e comparagao dos resultados obtidos pelo método analitico e 0s métodos numéricos, foram

plotados nas Figuras 9, 10 e 11.




Eigura 9 — Solucéo analitica para Figura 10— Solugdo com Runge- Figura 11- Solugdo com série de

Eg. 34. Kutta para Eq. 34. poténcias para Eq. 34.
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Fonte: Scilab 6.0.2, 2021. Fonte: Scilab 6.0.2, 2021. Fonte: Scilab 6.0.2, 2021.

Parametros utilizados: fonte (€) de 20V; indutancia (L) de 30H; resisténcia (R) de 100Q; e foram calculados
5000 pontos no codigo em C++.

Tabela 2 — Corrente no circuito RL em carga.

Corrente (A)
Tempo Medida Runge-Kutta | Séries de |Erro Percentual (%)| Erro Percentual (%6)
(s) Analitica 42 ord. Poténcias - RK 42 — Séries de Poténcias
0,02 0,012899 0,012899 0,013031 0,000000 1,024939
0,04 0,024965 0,024965 0,025490 0,000000 2,101334
0,06 0,036254 0,036254 0,037426 0,000000 3,232051
0,08 0,046814 0,046814 0,048884 0,000000 4,420089
0,10 0,056694 0,056694 0,059907 0,000000 5,668666

Fonte: Autor, 2021.

De acordo com a Tabela 2 e semelhante aos dados apresentados na Tabela 1 referente ao circuito RC, 0 método
de Runge Kutta de 42 ordem apresentou solu¢des com melhores aproximagfes em relacdo as solugdes analiticas
se comparado com o método de série de poténcias com erros percentuais inferiores a 1076,

2.5 CIRCUITO RLC AMORTECIDO

O arranjo do circuito RLC amortecido é composto por um resistor (R), um indutor (L) e um capacitor (C)
conectados em série, como mostrado na Figura 12. O capacitor sera responsavel por acumular energia elétrica e
transferir pelo circuito em forma de corrente, tendo seu comportamento de variacdo restringido pelo indutor, ndo
ocorrendo de forma abrupta, além de ser convertida em parte a energia magnética e a restante dispersada em forma
de calor pelo resistor. Sendo este processo repetido de forma analoga do indutor para o capacitor, e repetido
continuamente infinitas vezes, convergindo os elementos do circuito a um estado estacionario, ou seja, a valores
constantes.

Em diversas ocasides, o estudo do circuito RLC tem como objetivo demonstrar seu comportamento de
amortecimento, trazendo uma maior suavidade as inclina¢6es da funcdo Corrente x Tempo.

Figura 12 — Circuito RLC.
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Fonte: Autor, 2021.




Como ferramentas para auxiliar as deduc@es das equacGes diferenciais que representam o comportamento
dos elementos do circuito RLC, temos a Lei de Kirchhoff (Eq. 37), baseada na Lei de Conservagéo de Energia,
e as equacdes que representam a diferenca de potencial no indutor (Eg. 38), do resistor (Eq. 39) e a do capacitor
(Eq. 40).

YV =0, (37)
v, =129 (38)
Ve = i(D)R, (39)
Ve =2 [i(t)at. (40)

Aplicando a Lei de Kirchhoff para a Figura 12, circuito RLC em descarga, pode-se obter a Equacdo 41.
Substituindo as tensdes pelas Equacbes 38, 39 e 40.

di(t)

L —=
dt

+i(OR +2 [ i()dt =0, 42)
Derivando novamente por t e depois multiplicando por% :

d?i  Rdi 1.
E-I_ZE +El_0' 43)
Abordando através do método de EDO homogénea com coeficientes constantes [3], é possivel adquirir as
solucdes associando fungdes do tipo est. Com,

=_ 2_ 2
{:21 _ _Zt \/(;_7(::)2, onde a = ZR;L ew, = ‘/%_C (44)
Logo, existem trés casos diferentes, sendo
e Super amortecido (a? > w,?)
i(t) = Crestt + Cye®2t, (45)
e  Criticamente amortecido (a? = w,?)
i(t) = Cie™* + Cte . (46)
e Subamortecido (a? < w,?)
i(t) = Cie™% cos(wt) + C,e™* sin(wt) .: w = /w,? — a?. 47)

Para visualizar a comparacdo entre os métodos numeéricos e analiticos aplicados observe as Figuras 13, 14 e
15.
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Fonte: Scilab 6.0.2, 2021. Fonte: Scilab 6.0.2, 2021. Fonte: Scilab 6.0.2, 2021.

Parémetros utilizados: corrente inicial (I) de 0,5A; indutancia (L) de 2,5H; resisténcia (R) de 10Q; capacitancia
50mF; e foram calculados 5000 pontos no cédigo em C++.

Tabela 3 — Corrente no circuito RLC sub-amortecido.

Corrente (A)
Tempo Medida Runge-Kutta | Séries de |Erro Percentual (%)| Erro Percentual (%0)
(s) Analitica 42 ord. Poténcias - RK 42 — Séries de Poténcias
0,02 0,460800 0,460800 0,460000 0,000003 0,173568
0,04 0,423197 0,423197 0,420000 0,000005 0,755374
0,06 0,387184 0,387184 0,380000 0,000008 1,855338
0,08 0,352749 0,352749 0,340000 0,000011 3,614137
0,10 0,319877 0,319877 0,300000 0,000013 6,213957

Fonte: Autor, 2021.

De acordo com a Tabela 3, nota-se que houve um aumento do erro percentual das solucbes alcancadas pelo
método de Runge Kutta de 4% ordem com os resultados anteriores, porém, este método ainda assim apresentou
solugdes mais proximas as analiticas em comparagdo ao método de Séries de Poténcias.

3. CONCLUSOES

Mediante os experimentos feitos notou-se que o método Runge-Kutta de 4® ordem apresentou eficiéncia
superior ao método das series de poténcias na simulagdo de elementos dos circuitos RC e RL devido ao erro
percentual inferior a 107°, como demostrado nas Tabela 1 e 2, obtendo assim uma maior credibilidade na sua
utilizacéo para andlise destes circuitos. Lembrando, que de forma analoga, este método também pode ser aplicado
na analise destes circuitos em estados transitdrios de descarga.

Porém, as aplicagfes dos métodos numéricos no circuito RLC amortecido apresentou erros percentuais com
amplitudes consideraveis em relacdo a solugdo analitica, no entanto, 0 método numérico RK 42 ainda se torna
viavel, visto que seu erro percentual maximo foi inferior a 10-3. Uma possibilidade de contornar esse obstaculo
seria analisar o caso e o objetivo da solucéo, e apds isso, aplicar alguma margem de seguranca particular.

O método de RK 42 obteve os melhores resultados em todos os casos apresentados neste estudo, entretanto, o
método de séries de poténcias demonstrou soluges que condizem com o que é proposto, lembrando que este
método tem como objetivo apresentar solu¢Ges em torno de um ponto ordinario.
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