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RESUMO

Esse trabalho foi fruto de uma revisao bibliografica sobre cénicas e quadricas com o
objetivo de apresentar sua historia, conceitua-las,e decrever algumas aplicacdes na
engenharia ou onde sao utilizadas em nossas vidas. Nosso intuito com esse trabalho,
€ de ajudar os estudantes a compreender melhor o assunto e poder, talvez, usa-lo

como forma de revisar o contetdo.

Palavras-chaves: Cdnicas, Quadricas, Aplicagdes, Engenharia, Estudante.



ABSTRACT

This work was the result of a bibliographic review on conics and quadrics in order to
present their history, conceptualize them, and describe some applications in
engineering or where they are used in our lives. Our intention with this work is to help
students better understand the subject and, perhaps, use it as a way of reviewing the

content.

Keywords: Conics, Quadrics, Applications, Engineering, Student.
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1. INTRODUCAO

Uma secéao conica € uma curva obtida pela intersecéao de um plano com
um cone duplo de base circular. Dependendo da inclinagao do plano, a curva
serd chamada de elipse, hipérbole ou parabola. Quando o plano é paralelo a
base do cone, a curva é um circulo, que é considerado um caso especial de
elipse. Quando o plano corta 0 cone com uma inclinacao temos a elipse, quando
corta 0 cone com mais inclinacao temos a parabola e quando o plano corta os
dois cones espelhados na vertical temos a hiperbole. A intersecao do plano e o
vértice do cone também pode produzir um ponto, uma reta ou duas retas
coexistentes. (Rosimar Gouveia, 2019).

FIGURA 01: SECAO CONICA

FONTE: (PENSE MATEMATICA, 2019).

Na engenharia e na arquitetura, como no caso de pontes, clpulas, torres
e arcos, as cOnicas sao utilizadas por suas propriedades fisicas e até estéticas.
Um bom exemplo € a ponte Juscelino Kubitschek em Brasilia, que tem seus
arcos em forma de parabola. Na astronomia, os planetas do sistema solar giram
em torno do sol em uma trajetéria eliptica, ou seja, a rotagdo dos mesmo forma
uma elipce. Em éptica, todas as superficies produzidas por conicas, parabolas,
elipse e hipérboles possuem propriedades reflexivas. (Raphael Neves, 2010).

Como podemos ver, as cbnicas aparecem de varias formas no nosso dia
a dia ou mesmo nas ciéncias. No curso de C&T, estudamos as cbnicas na

disciplina de Geometria Analitica e as néo € possivel destacar todo esse
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potencial de aplicacdo. Isso pode ser justificado pela falta de tempo para
percorrer uma ementa tdo grande quanto a de Geometria Analitica. Nesse
trabalho fizemos uma revisdo dos conceitos das cdnicas e apresentamos
algumas aplicagbes na engenharia, ou seja seu principal objetivo € servir de
material de apoio ou complementar a disciplina e Geometria analitica. No
primeiro capitulo ou refencial teorico primeiro € feito uma demostragao da historia
das conicas, depois mostramos um pouco sobre as sec¢des conicas, logo em
seguida é feito a refisdo das cdnicas, mostrando sua definicdo, equagoes e
exemplos, em seguida falamos sobre quadricas. No segundo capitulo a gente

mostra as aplicacdes das cbnicas e quadricas na engenharia.
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2. REFERECIAL TEORICO

Neste capitulo, apresentaremos a teoria do nosso objeto de estudo.
Comecgaremos apresentando um pouco da historia das conicas. Em seguida,
apresentaremos as definicdbes formais e deduziremos as suas equagdes.
Veremos ainda como obter as cénicas a partir das seccbes cdnicas. De modo
analogo, faremos uma revisdo sobre as quadricas. Em posse dessa teoria
esteremos prontos para o proximo capitulo, onde veremos as aplicagbes tanto
na engenharia como na arquitetura, parte principal desse trabalho.

2.1 HISTORIA DAS CONICAS

Nesta secdo, apresentaremos um pouco sobre a historia das conicas,
desde sua criagcdo por Menecmo até seu ultimo estudo feito por Apolénio. Pois
antes de comecar nossos estudos teoricos, queremos entender/ apresentar
como foram criadas, para, em seguida, conseguirmos focar em cada um dos
tépicos estudados. A partir daqui utilizamos o livro da histéria da matematica (
“Introducao a Histdria da matematica”, Hygino H. Domingues ) e alguns sites de

matematica como o (UNICAMP) para conseguirmo escrever sobre o assunto.

FIGURA 02: APOLONIO

FONTE: (SO MATEMATICA, 1998)

O estudo das secbes cbnicas e das suas propriedades geométricas
comecou na Grécia, como parte da busca pela solugdo do problema da
duplicacéo do cubo, ap6s a reducao deste por Hipdcrates de Quio (c. 440 a. C.)
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a construcdo de duas proporcionais médias entre dois segmentos de reta
paralelos de razao 2. Provavelmente na busca pelo local geométrico da solucao
do problema das proporcionais médias, Menaecmo (c. 350 a. C.) resolveu o
problema por meio das segbes de um cone reto de revolugdo por planos
perpendiculares a alguma das geratrizes, possivelmente seguindo a solugao de
Arquitas de Tarento (c. 400 a. C.) para o0 mesmo problema por meio da
intersecgao de um cone reto de base circular, um cilindro de base circular € um
toro de raio interno nulo. Menaecmo tornou-se entdo, como afirma uma carta de

Eratostenes ao rei Ptolomeu Euergeta, o descobridor das se¢bes conicas.

FIGURA 03: HIPOCRATES DE QUIO

FONTE: (WIKIPEDIA, 2013)

Os primeiros estudos das clOnicas limitaram-se a definicdo inicial de
Menaecmo referentes ao cone reto de revolugdo, e a sua classificagdo e
nomenclatura seguiam a classificacdo desses cones. Assim, a elipse era a
“secao do cone acutangulo”, a hipérbole a “se¢do do cone obtusangulo” e a
parabola a “se¢cdo do cone reto”, referindo-se os termos “acutdngulo”,
“obtusangulo” e “reto” ao angulo entre duas geratrizes opostas no vértice do
cone. Essa abordagem manteve-se quase completamente até Euclides e

Arquimedes, enquanto a nomenclatura atual foi criada por Apolénio.

FIGURA 04: MENECMO
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FONTE: (FLOWVELLA)

As contribuicdes de Euclides sobre as conicas perderam-se. Existem, porém,
referéncias a quatro livros de uma obra euclidiana sobre as conicas, da qual
parte do conteudo pode ser aferido de referéncias em trabalhos posteriores,
principalmente os de Arquimedes e Pappus.

FIGURA 05: ARQUITAS DE TARENTO

FONTE: (SO MATEMATICA, 1998)

Uma suposicao aferida por referéncias posteriores € a de que, como “Os
Elementos”, também “as Cénicas de Euclides” seriam uma compilagdo de
conhecimentos existentes, particularmente de uma obra, também perdida, de
Aristeu. Esses trabalhos caracterizariam as cOnicas por meio de métodos de
propor¢coes, como o0s postos por Euclides no livro V dos Elementos, e
estabeleceriam suas propriedades fundamentais, citadas por Arquimedes como
presentes nos “elementos das conicas”’. Nos Fendmenos, ainda, Euclides
reconhece a “se¢ado do cone acutangulo” como a sec¢ao formada por qualquer
plano obliqguo cortando qualquer cilindro ou cone, mas sem expandir a

generalizacao as outras secdes conicas.
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FIGURA 06: EUCLIDES

FONTE: (MAESTROVIRTUALE, 2017)

Apesar de ter pouco avangado nos teoremas especificos das se¢des conicas,
Euclides estabelece as bases dos maiores desenvolvimentos posteriores sobre
o tema, concretizados por Apol6nio e Pappus. O primeiro, além de ter estudado
entre os discipulos de Euclides em Alexandria, usou os quatro livros de Euclides
sobre as cbnicas como base dos primeiros livros do seu préprio tratado. Além
disso, o tratamento de areas utilizado para a caracterizacdo das curvas por
Apolbnio foi o tema do sexto livro dos Elementos de Euclides.

FIGURA 07: ARQUIMEDES

FONTE: (GESTAO EDUCACIONAL, 2022)

Euclides (c. 295 a. C.) também seria o primeiro a trabalhar o problema dos
lugares geométricos de trés e quatro linhas, no livro perdido dos Porismas,
referido posteriormente por Pappus, de grande importancia nas evolucoes

futuras do tratamento das seg¢des cOnicas e da propria geometria.
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2.2 DEFINICOES

2.2.1 PARABOLA

Considerando em um plano uma reta de um ponto F néo pertencente a d.
Parabola € o lugar geométrico dos pontos do plano que sédo equidistantes de um

ponto fixado F (foco) e uma reta fixada d (reta diretriz).

FIGURA 08: PARABOLA

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Na figura 08 estao sete pontos que séo equidistantes do ponto F e da reta d.
Sendo P’ o pé perpendicular baixada de um ponto P do plano sobre a reta d

(Fig.08), de acordo com a defini¢cdo a cima, P pertence a parabola se, e somente

se:
d(P,F) = d(P, P')
Ou também:
|PF| =[PP
Obervacao:

Considerando o fato de F & d, pois, caso contrario, a parabola se

degeneraria numa reta.

2.2.2 ELEMENTOS

Considerando a figura 8, temos:
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Foco: é o ponto F.
Diretriz: € a reta d.
Eixo: é a reta que passa pelo foco e € perpendicular a diretriz.
Veértice: é o ponto V de interse¢do da parabola com o seu eixo.
Obviamente, tem-se :
d(V.F)=d(V,A).
Com a finalidade de obtermos uma equacéo da parabola, teremos que referi-

la ao sistema de eixos cartesianos, iniciemos pelos casos mais simples.

2.2.3 EQUACAO DA PARABOLA DE VERTICE NA ORIGEM DO
SISTEMA

12 caso: O eixo da parabola é o eixo dos y
Seja P (x,y) um ponto qualquer da parabola (Fig.9).

Da definicao de parabola, tem-se:

|PF| = |PP"|
Qu
|PF| = PP

FIGURA 9: O EIXO DA PARABOLA NO EIXO DO Y

- '
;\(0' .
2 9 .
" x
F‘{v\ !
2 |
- 4 \’
A
r.‘l‘

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Como P’(x,-BZ), vem:
[0y -2) | =] (x= X y+2) |

Ou
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V- 02+ -5 =Va-0? +o+D’

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:
X2 =2py

Esta equacédo é chamada equacgéo reduzida as parabolas e constitui a
forma padrao da equacgao da parabola de vértice na origem tendo para eixo o
eixo dos y. Da analise desta equacgao conclui-se que, tendo em vista ser 2py
sempre positivo ou nulo (pois € igual a x> 0), os sinais de p e de y sdo sempre
iguais. Consequentemente, se p > 0 a parabola tem concavidade voltada para
cima e, se p < 0, a parabola te concavidade voltada para baixo, conforme as

figuras a segui esclarecem.

FIGURA 10: PARABOLA DE VERTICE NA ORIGEM

He !

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Este numero real p # 0 é conhecido como parametro da parabola.
2° caso: O eixo da parabola é o eixo dos x

Sendo P (x,y) um ponto qualquer da parabola (Fig. 11) de foco F(BZ, 0),

obteremos, de forma andloga ao 1° caso, a equacgao reduzida:
y? = 2px

FIGURA 11: PARABOLA NO EIXO DOS X
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Conforme o sinal de p, teremos: se p > 0, a parabola tem concavidade voltada
para a direita e, se p < 0, a pardbola tem concavidade voltada para a esquerda.

FIGURA 72: PARABOLA DE VERTICE NA ORIGEM

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

2.2.4 TRANSICAO DE EIXO

Consideramos no plano cartesiano xOy um ponto O’(h,k), atribuidos. Vamos
introduzir um novo sistema x O’y tal que os eixos O'x" e O’y tenham a mesma
unidade de medida, a mesma direcao e os mesmos sentidos dos eixos Ox e Oy.
Nestas condi¢des, um sistema pode ser obtido do outro, através de uma
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translacéao de eixos.

FIGURA 13: TRANSICAO DE EIXO

'
$
\
\

Prm e m--

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Seja um ponto P qualquer do plano tal que suas coordenadas sédo: x e y em
relacdo ao sistema xOy, x” e y em relacdo ao sistema x'Oy'. Pela figurai3,
obtém-se:

=Xx+hey=y +k
ou
X =x-hey =y—k

Que sao as formulas de transicao e que permite transformar coordenadas de
um sistema para outro. A principal finalidade da transformacgao de coordenadas

€ modificar a forma de equacdes. Por exemplo, seja a parabola de equacao

x2= 4y
referida ao sistema x'O’y". Se tivermos h=3 e k = 2, isto é, O'(3,2), e sabendo
que:

X' =x-hey =y—k
Isto é:

X =x-3ey =y-2,
A equacéao desta parabola em relacao ao sistema xOy é:
(x-3) = 4(y-2)
ou:
x2-6x+9=4y-8
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ou:
x2-6x—4y +17=0
Reciprocamente, a equagéo:
x2-6x—4y+17=0
no sistema xOy tem equacgéao
X2=4y
no sistema x'O’y". De fato:
x2-6x—4y+17=0
X =Xx+3
y =y+2
(X'+3)2-6(x'+3) —4(y'+2) +17 =0
X2+6X+9-6x-18-4y-8+17=0
X2-4y =0
X'2=4y
Como se observa nesse caso, mediante uma adequada transigéo de eixo, a
equacao em x e y transforma-se numa equacao em x e y bem mais simples, e

ambas com o mesmo grafico.

FIGURA 14:TRASICAO DE EIXO

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

2.25 EQUAGCAO DA PARABOLA DE VERTICE FORA DA ORIGEM DO
SISTEMA

12 Caso: O eixo da parabola € paralelo ao eixo dos y
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Seja uma parabola de vértice V(h,k) e eixo paralelo ao eixo dos y, sendo h e k
coordenadas de V em relagao ao sistema xOy.

FIGURA 15: PARABOLA SEM EIXO PARALELA AO EIXO DOS Y
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Seja P(x,y) um ponto qualquer desta parabola. Consideremos um novo
sistema de x'O’y’ com a origem O  em V nas condi¢des do que foi visto em na
Fig.9. Sabe-se que a equacao da parabola referida ao sistema x' O’y é

X2 =2py
mas:
X =X—hey =y-k,
e dai:
(x - h)2=2p(y - k)

Que ¢é a forma padrao da equacao de uma parabola de vértice V(h,k) e eixo

paralelo ao eixo dosy.

2° Caso: O eixo da parabola é paralelo ao eixo dos x
De modo analogo ao caso anterior, teremos:
(y-K?=2p (x-h)
Observemos que se (h,k) = (0,0), voltamos a ter o caso particular de equacgao

da parabola de vértice na origem do sistema.

FIGURA 16: PARABOLA PARALELA AO EIXO OS X
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'

Q

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

2.2.6 EQUACAO DA PARABOLA NA FORMA EXPLICITA

Sabemos que a equacgéo de uma parabola de vértice V(h,k) e eixo paralelos
ao eixo dos y tem a forma padrao:
(x-h)z=2p(y - k) (1)
Por exemplo, para V(2,1) e P= é teriamos:

(x-2)2 =1y +1)

Com o objetivo de explicitar y nesta equagéo, faremos:
X2-4x+4 =1y +i
ou:
4x2-16x+16 =y + 1
donde:
y=4x2-16x + 15
Uma equacao na forma padrao () pode ser apresentada sob a forma:
y=ax2+bx+c
chamada forma explicitada a equacao da parabola cujo eixo é paralelo ao eixo.
Reciprocamente, dada uma equacdo na forma explicita, podemos sempre a
conduzir a forma padréo (I). Consequentemente, o grafico de
y=ax2+bx+c
com a # 0, é sempre uma parabola de eixo paralelo ao eixo dos y. Analisando
0s aspectos mais importante do gréafico da parabola da equacéo:
y=4x2-16x + 15

Inicialmente, transformaremos esta equacao para a forma padréao (l):
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4x2-16x =y—15
4(x2-4x) =y—-15
4(x2-4x +4) =y —15+ 4(4)
4(x-2)2=y + 1
(x-22=1(y +1)

Logo, o vértice é:
V2, -1)

2p= .’.p:l

1
4 8
Para esbogar o grafico, vamos calcular as interse¢des da parabola y = 4x2 -
16x + 15 com os eixos coordenados. Fazemos x = 0, vem y = 15 e, portanto,
(0,15) é o ponto onde a parabola corta o eixo dos y. Fazendo y = 0, vem
4x2-16x+15=0

cujas raizes sao 3 e 2 e, portanto, (3,0) e (2,0) sdo os pontos onde a parabola
2 2 2 2

corta o eixo dos x. O gréfico, o foco é:
F(2,-1 +21)ou F(2,-13)

16 16
e, portanto, tem equacéo:
17
y=—1 —Louy=—_
16 16

FIGURA 17: PARABOLA NA FORMA EXPLICITA

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)
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Quando a equacao da parabola estiver na forma explicita y = ax? + bx + ¢, a
determinacao do vértice V(h, k) podera ser feita com maior rapidez lembrando

que h = - Zb_ Para o caso da equagéo y = 4x2 - 16x + 15, teremos:

h=-z16-2
2(4)

e a ordenada correspondente k serd obtida substituindo x = h por 2 nessa
equacao, isto é:

k=4(2)2-16(2) + 15 = -1
logo, o vértice € V(2, -1).

Observacao

Se a parabola tem eixo paralelo ao eixo dos X, sua equagao na forma explicita

Xx=ay?2+by+cC
correspondente a forma padréo:
(y - k)?=2p(x - h)

Um detalhe importante na comparacao destas equacdes € que o sinal do
coeficiente a € o mesmo de p, e, portanto, a concavidade da parabola fica
declarada quando sua equacao estiver na forma explicita. Por exemplo, o grafico
de

X =-3y? + 5y
€ uma parabola de concavidade voltada para a esquerda porque o sinal de a é
negativo.
2.3 ELIPSE

Elipse é o lugar dos pontos de um plano cuja soma das distancias a dois
pontos fixos plano é constante. Considerando no plano dois pontos distintos, F1
e F2, tal que a distancia d(F1, F2) = 2c, se. Seja um numero real x tal que 2a >
2c. Ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que:

d(P,F1) + d(P,F2) = 2a
Ou:
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|PFt| + |PF2| = 2a

Da-se o nome de elipse (Fig. 18)

FIGURA 18: ELIPSE

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

A figura 18 sugere como se pode construir uma elipse no papel. Nos pontos
F1 e F2 fixemos dois pontos e neles amarremos um fio ndo esticado. Tomemos
um lapis e distendamos com sua ponta o fio, marcando o ponto P1. Entéo, a
soma das distancias d(P1.F1) e d(P1,F2) é o comprimento do fio. Se o lapis
deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre esticado, ficara tragcada uma
elipse de focos F1 e F2. A figura mostra outra posicado P2 da ponta do lapis e,
também para este ponto, a soma das distancias d(P2, F1) e d(P2, F2) é o
comprimento do fio. Assim, para as infinitas posi¢cées da ponta do lapis, a soma
das distancias a F1 e F2 é constante. A constante 2a anteriormente referida € o
comprimento do fio.

Se mantivermos constante o comprimento do fio e variarmos as posicoes de
F1 e F2, a forma da elipse ira variar. Assim, quanto mais proximo os focos estao
entre si, tanto mais a forma da elipse se assemelha a da circunferéncia, e quando
F1 = F2 obtém-se uma circunferéncia. Por outro lado, quanto mais afastados os

focos estiverem entre si, mais “achatada” sera a elipse.
2.3.1 ELEMENTOS

Considerando a figura 19, temos:
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Focos: Sédo os pontos F1 e F2.

Distancia focal: é a distancia 2c entre os focos.

Centro; é o ponto médio C do segmento F1 F2.

Eixo maior: é o segmento A1A2 de comprimento 2a (o segmento A1A2 contém
os focos e os seus extremos pertencem a elipse).

Eixo menor: é o segmento B 1B2 de comprimento 2b (B1B2 L A1A2no seu ponto
médio).

Vértices: sdo os pontos A1, A2, Bl e B2

FIGURA 19: ELEMENTOS DA ELIPSE

N-

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Excentricidade: é o niumero e dado por

e =

Q In

Tendo em vistaque c< a,tem-se: 0 < e < 1.
Observacao
Em toda elipse vale a relagao:
a?=b2+c?
Na verdade, esta igualdade é a relacao de pitagoras no triangulo retangulo

B2CF2.

FIGURA 20: ELEMENTOS DA ELIPSE
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

2.3.2 EQUACAO DA ELIPSE DE CENTRO NA ORIGEM DO SISTEMA
12 Caso: 0 eixo maior esta sobre o eixo dos x
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma elipse (Fig. 21) de focos F1(-c, 0) e F2(e,
0). Por definicao, tem-se:
d(P,F1) + d(P,F2) = 2a
ou:

|F1P| + |F2P| = 2a

FIGURA 217: ELIPSE COM EIXO MAIOR NO EIXO DOS X

Pl y)

M\ Fyc,00 © Filc, 0) \:r
ih
2 2 |

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

ou em coordenadas:

Vix+)2+(—-02+V(x—c)?+(y—0)2=2a
Va2 4+ y2 4+ 2cx + ¢? = 2a - Va2 + y2 — 2¢x + 2




(VX2 +y2 + 2cx + ¢? )2 = (2a - Vx2 + y2 — 2cx + ¢? )2

X2 4+ y2 + 20X + C2 = 422 - 4aVx2 4+ y2 — 2cx + ¢? + X2 + y2 - 20X + C?

4avx2 + y2 — 2cx + ¢ = 4a? - 4ox

avxz + y2 — 2¢cx + ¢% = a2 - ¢x
a?(x2 4+ y2 — 2cx + ¢%) = a4 — 2a2 ¢cx + C? x2
a2x? + a?y? - 2a2cx +a2c? = a4 — 2a2cx + ¢2x?
a2x2 - C2X2 + a2y2 = a2 - aZCZ
(a2 - Cz)xz +a2y2 = a2(a2 - C2)
mas:
a2-0c2=D2
Logo:
b2x2 + a2y2 = a2b2
Dividindo ambos os membros da equacao por a2b?, obtemos

2 2

x y_1

a’  b?
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Que é equacao reduzida da elipse de centro na origem e eixo maior sobre o

eixo dos Xx.

2° Caso: O eixo maior esté sobre o eixo dos 'y

Com procedimento analogo ao 1° caso, obteremos a equacgao reduzida

xZ yZ
p il

FIGURA 22: ELIPSE COM EIXO MAIOR NO EIXO DOS Y

(0, ©)

(0, <)

Ay

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)
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Observacao

Tendo em vista que a2 - b2 + ¢?, segue-se que:
a?>b%?edaira>b
Entdo, sempre o maior dos denominadores na equacao reduzida representa o
namero a2, onde a é medida do semi-eixo maior. Ainda mais: se na equacgao da
elipse o numero a2 &€ denominador de x2, a elipse tem seu eixo maior sobre o

eixo dos Xx.

Exemplo

A equacéo reduzida da elipse a baixo é:

FIGURA 23: ELIPSE DA EQUACAO REDUZIDA

4

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Ou:
2 2
i X =1
9 4

A elipse a baixo tem equacéo reduzida:

FIGURA 24: ELIPSE DA EQUAGAO REDUZIDA
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Y

2

22 2
_+y_=1
4 9

2.3.3 EQUACAO DA ELIPSE DE CENTRO FORA DA ORIGEM DO
SISTEMA

12 Caso: 0 eixo maior € paralelo ao eixo dos x
Considerando uma elipse de centro C(h, k) e seja P(x, y) um ponto qualquer da

mesma fig.25

FIGURA 25: ELIPSE COM EIXO MAIOR PARALELO NO EIXO DOS X

1

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Em “Equacgéao da parabola de vértice fora da origem do sistema” estudamos o
caso da equacao da parabola om vértice em (h,k) quando ocorre uma translacao

dos eixos. O caso presente da elipse é perfeitamente analogo aquele. Assim:
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E a equacgdo de uma elipse de centro (0,0) e eixo maior sobre o eixo dos Xx;
qguando o eixo maior for paralelo ao eixo dos x e o centro for C(h,k), a equagao
passa a ser

(x=h)* + o-K? _ 1

a? b?

Este mesmo detalhe ird se repetir também no estudo da hipérbole a ser feito

logo a seguir.
2° Caso: O eixo maior é paralelo ao eixo dos y

De forma anéloga, temos

(b’ | 0= _

a? b?

FIGURA 26: ELIPSE COM EIXO MAIOR PARALELO NO EIXO DOS Y
v 4

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

2.4 HIPERBOLE

Hipérbole € o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenca das
distancias, em valor absoluto. A dois pontos fixos desse plano € constante.
Consideremos no planos dois pontos distintos F1 e F2 tal que a distancia
d(F1,F2) = 2c. Seja um numero real a tal que 2a < 2c. Ao conjunto de todos os
pontos P do plano tais que:

| d(P, F1) —d(P,F2) | =2a (1)
ou:

||PF1t- |PF21| = 2a
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da-se o nome de hipérbole (Fig. 27).

FIGURA 27: HIPERBOLE

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Como se vé, a hipérbole é uma curva com dois ramos. Na verdade, pela
equacao (1) um ponto P esta na hipérbole se, e somente se:
d(P, F1) —d(P,F2) = + 2a
Quando P estiver no ramo da direita, a diferenca é +2a e, em caso contrario,
sera -2a. Consideremos a retaque passa por F1 e F2 e sejam A1 e A2 os pontos
de intersecéo da hipérbole com esta reta. Consideremos outra reta perpendicular
a esta passando pelo ponto médio C do segmento F1F2 (Fig. 28).

FIGURA 28: HIPERBOLE

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

A hipérbole é uma curva simétrica em relagdo a estas duas retas, como
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também em relacao ao ponto. Se P1 é um ponto da hipérbole, exitem os pontos
P2, P3 e P4 tais que: P2 é o simétrico de P1 em relagéo a reta horizontal, P3 é
o simétrico de P1 em relacéo a reta vertical, P4 é o simétrico de P1 em relacéo
ao ponto C. Ainda, pela simetria, conclui-se que:
d(A1,F1) = d(A2,F2)
e da propria definicdo, vem
d(A1,A2) - 2a

241 ELEMENTOS

Considerando a figura 29, temos:
Focos: Sédo os pontos F1 e F2.
Distancia focal: E a distancia do centro ao foco.
Centro: E o ponto médio C do segmento F1F2.

FIGURA 29: ELEMENTOS DA HIPERBOLE

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Vértices: Sao os pontos A1 e A2.
Eixo real ou transverso: E o segmento A1A2 de comprimento 2a.
Eixo imaginario ou conjugado: E o segmento B1BB2 de comprimento 2b

O valor de b é definido através da relacao:
c?=a?+b?
onde a, b e ¢ sdo as medidas dos lados do triangulo retangulo B2CA2. Vamos
fazer ainda uma outra consideracao em torno de a, b e c. Consideremos uma
circunferéncia de raio ¢ e cujo centro é o proprio centro C da hipérbole. Tomemos
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um valor arbitrario para a e marquemos os pontos A1 e A2, vértices da hipérbole.
Por estes pontos tracemos cordas perpendiculares ao diametro F1F2. As quatro
extremidades destas cordas sdo os vértices de um retangulo MNPQ inscrito
nesta circunferéncia (fig.30). O retangulo assim construido tem dimensdes 2a e
2b e a relagdo c? = a2 + b? esta novamente presente no triangulo retdngulo
hachurado na figura, com o eixo imaginario B1B2 bem caracterizado. As retas |
e S, que contém as diagonais do referido retangulo, chamam-se assintotas da

hipérbole.

FIGURA 30: ELEMENTOS DA HIPERBOLE

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

As assintotas sao retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez a medida
que os pontos se afastam dos focos. Esta aproximacao € “continua” e “lenta” de
forma que a tendencia assintotas constitui em excelente guia para tracar o
esboco do gréfico. O angulo 6 assinalado na figura é chamado abertura da
hipérbole. Chama-se excentricidade da hipérbole ao nimero e dado por:

e =

Q In

mas:
c>a-~e>1.

A excentricidade da hipérbole esté intimamente relacionada com sua abertura.
De fato: voltemos outra vez a figura anterior onde a circunferéncia tem raio c.
Mantendo o raio ¢ da Figura 30 e tomando um valor para “a” menor de eu o
anterior, o novo retangulo MNPQ sera mais “estreito” e, em consequéncia, a

abertura 6 sera maior. Pra, diminuir o valor de “a” (mantendo c fixo) significa
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aumentar o valor de e = & Assim, quanto maior a excentricidade, maior sera a

a

abertura, ou seja, mais “abertos” estardo os ramos da hipérbole.

FIGURA 31: EXENTRICIDADE DA HIPERBOLE

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Quando a = b, o retdngulo MNPQ se transforma num quadrado e as assintotas
serao perpendiculares (6 = 90°). A hipérbole, neste caso, € denominada

“hipérbole equilatera”

FIGURA 32: EXENTRICIDADE DA HIPERBOLE

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

24.2 EQUAGCAO DA HIPERBOLE DE CENTRO NA ORIGEM DO
SISTEMA
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12 Caso: O eixo real esta sobre o eixo dos x.
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma hipérbole (Fig.32) de focos F1 (-c,0) e F2
(c, O). Por definicao, tem-se:

|d(P, F1) —d(P, F2)| = 2a

ou, em coordenadas:

Vx+0?2+ @ -02-V(x -0+ (y—0)2=2a

FIGURA 33: HIPERBOLE COM O EIXO REAL SOBRE O EIXO DOS X

4

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Com procedimento de simplificagdo analogo ao que foi usado na deducgéo da
elipse, e lembrando que c? = a2 + b?, chegaremos a equacao:

xZ y2
pealeiall

Que é a equacao reduzida da hipérbole de centro na origem e eixo real sobre o
eixo dos x.

2° Caso: O eixo real esta sobre o eixo dos y.

Como ja ocorreu com a parabola e a elipse, a equacéao desta hipérbole somente
difere da anterior pela troca de posi¢ao das variaveis:

2 2

Yy X" _
il

FIGURA 34: HIPERBOLE COM O EIXO REAL SOBRE O EIXO DOS Y
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

2.4.3 EQUACOES DA HIPERBOLE DE CENTRO FORA A ORIGEM DO

SISTEMA
12 Caso: O eixo real é paralelo ao eixo dos x
Consideremos uma hipérbole de centro C(h, k) e seja P(x, y) um ponto qualquer

da mesma.

FIGURA 35: HIPERBOLE COM O EIXO REAL PARALELO AO EIXO DOS X

T P - -

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

O que comentamos em “Equacao da elipse de centro fora da origem do

sistema” para ocaso de elipse também vale aqui. Assim:

X2 yz
—2'—_1

a? b?
E a equacdo de uma hipérbole de centro C(0, 0) e eixo real sobre o eixo dos

X; quando o eixo real for paralelo ao eixo dos x e o centro é C(h, k), sua equacao

passa a ser:
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=m0 _ 4

a? b?
2° Caso: O eixo real é paralelo ao eixo dos y
De forma analoga, temos:

(x=h)?  (y—k)? -1
a? b?

FIGURA 36: HIPERBOLE COM O EIXO REAL PARALELO AO EIXO DOS Y

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

2.5 SECOES CONICAS

Como falamos na introdugéo desse trabalho, € possivel definir as cénicas
apresentadas anteriormente como sec¢des de um plano com um cone duplo. A
seguir, veremos como se da esse processo.

Sejam duas retas e e r concorrentes em O e ndo perpendiculares.
Conservemos fixa a reta e e fagamos r girar 360° em torno de e mantendo
constante o angulo entre estas retas. Nestas condicdes, a reta r gera uma
superficie conica circular infinita formada por duas folhas separadas pelo vértice
O (Fig.37). A reta r é chamada geratriz da superficie conica e a reta e, eixo da
superficie. Chama-se secdo cOnica ao conjunto de pontos que foram a

intersecado de um plano com a superficie conica.

FIGURA 37: SECOES CONICAS
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Quando uma superficie cbnica € seccionada por um plano = qualquer que
nao passa pelo vértice O, a secao cdnica sera:
Uma circunferéncia se m for perpendicular ao eixo e da superficie (Fig.38);
Uma elipse se « for obliquo ao eixo e, cortando apenas uma das folhas da
superficie (Fig.38);
Uma parébola se r for paralelo a uma geratriz da superficie (Fig.39);

Uma hipérbole se r for paralelo ao eixo e (Fig.39).

FIGURA 38: SECOES CONICAS (CIRCULO E ELIPSE)

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

FIGURA 39: SECOES CONICAS (PARABOLA E HIPERBOLE)



40

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

No caso de o plano  passar pelo vértice O, obtemos as cénicas degeneradas:
Um ponto se m so tem o ponto O em comum com a superficie (Fig.40);
Uma reta se m tangencia a superficie conica (Fig.40);
Duas retas se m forma com o eixo um angulo menor do que este faz com a

geratriz (Fig.41).

FIGURA 40: SECOES CONICAS

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

FIGURA 47: SECOES CONICAS
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

2.6 QUADRICAS

Para finalizar esse capitulo, apresentaremos uma revisdo sobre 0
conceito de Quadricas. Como veremos mais adiante, sdo nessas superficies que
encontramos maior potencial de aplicacao.

Inicialmente, considere a equacao geral do 2° grau nas trés variaveis x, y

e z, a saber,

Ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz+ mx + ny + pz + q = 0. (1)

Note que se pelo menos um dos coeficientes a, b, c, d, e ou f for diferente de
zero, a equacgao acima representa uma superficie quadrica.

Se assim como nas secc¢des cbncias, fizermos uma intersecéo dessa superficie
com os planos coordenados ou com planos paralelos a estes, as curvas obtidas
a partir disso serdo as conicas vistas acima. Por exemplo, a intersegéo entre a
superficie quadrica acima e o plano z= 0 resulta em

ax? +by?+2dxy + mx+ny +q=0,
gue é uma cdncias contida no plano z =0, ou seja, no plano xOy.

Além disso, por meio de mudancas de coordenadas, podemos transformar a
equacao (1) nas seguintes formas:
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Ax? +By?2+ Cz2=D (2)
Ou:

Ax2+By2+Rz=0

Ax2+ Ry +Cz2=0 (3)

Rx + By2+ Cz2=0

Onde a equacéo (2) representa uma quadrica centrada e as esquacbes (3)
representam quadricas ndo centradas.

A seguir, identificaremos e esbocaremos os graficos de uma quédrica a partir
da sua equacéo. Dividiremos em dois grupos, as centradas e nao centradas.

2.6.1 SUPERFICIES QUADRACAS CENTRADAS

Se nenhum dos coeficientes da equacao (2) dor nulo, ela ode ser escrita sob

uma das formas:

N
N
N

-+

Qle

-+
%[
-+

=1 @)

GNIN

Denominadas, qualquer delas, forma canénicas ou padrdo de uma superficie
quadrica centrada.

As possiveis combinacdes de sinais nesta equacao permitem concluir a
existéncia de apenas trés tipos de superficie, conforme sejam trés, dois ou um o
namero de coeficiente positivos dos termos 1 membro da equacdo. Se os

referidos coeficientes forem todos negativos, ndo existe lugar geométrico.

2.6.2 ELIPSOIDE

O elipsoide é a superficie representada pela equacgao :
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2 2 2

X y y/
2tpte=!

Em que todos os coeficientes dos termos do 1° membro equagao (4) acima,
sao positivos, onde a, b e ¢ s&o reias positivos e representam as medidas dos

semi-eixos do elipséide (Fig. 42).

FIGURA 1: ELIPSOIDE

-

A

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

O traco do plano xOy ¢é a elipse:

e os tracos nos planos xOz e yOz sao as elipses:

2 2

2 2 z
45 =1y=0, % T — =1, x=0, respectivamente.

Se pelo menos dois dos valores a, b e ¢ sdo iguais, o elipséide é de revolugao.
Por exemplo, se a = ¢, o elipsoide é obtido girando a elipse

2 2
Yo r=1,x=0
B2 Cc2

Do plano yOz em torno do eixo dos y. A figura 21 mostra o elipséide de

revolugéo:

Onde a = ¢ = 2, que se obtem girando a elipse:

£+ 2 —1 , X =0 em torno do eixo dos y.
16 4
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FIGURA 2: ELIPSOIDE

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)
O traco do plano xOz é a circunferéncia:

f+f= 1,y=0
4 4

No caso de a = b = ¢, a equacgao da elipse toma a forma:

x2+y?+z2 = a?
E representa uma superficie esferica de centro (0, 0, 0) e raio a.
Consideremos um plano paralelo ao plano xOz, isto €, um plano da forma
z = k. Substituindo z por k na equacao da elipse vem:
X2 y2 kZ
21"«
Se|k|<c, 1 — kciz> 0, e, portanto, o traco no plano z = k € uma elipse. Se |

k| =c, osplanos z = c e z = - ¢ tangéncia o elipsoides nos pontos (0, 0, c) e

2
(0,0,-c).Se | k|>c,1— %< 0 e, consequentemente nao existe gréfico.

Consideracdes analogas podem ser feitas relativamente aos planos paralelos
aos planos xOz e yOz. Se o centro e elipséide é o ponto (h, k, |) e seus eixos
forem paralelos aos eixos coordenados, a equacgao da elipse assume a forma:

(x —Zh)z N (y — k)2 N (z - D2

a b? c? =1




45

Obtida atraves de translacao de eixos.

Da mesma forma, a superficie esférica de centro (h, k, I) e raio a, tem equagéo:

x—h)2+ (y — K2 +(z — )2 =a>

2.6.3 HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

Se na equacao das superficies de quadricas centradas que é:

L
—aZz b2 c?

dois coeficientes dos termos 1° membro sao positivos e um é negativo, a

equacao representa um hiperboloide de uma folha. A equacéao

2 2 2

X“ y* oz

2tp—e=1

E uma forma canénica da equacéo do hiperboloide de uma folha ao longe do
eixo dos z (Fig.8.2.2). Aos outras duas formas canénicas sao:

2 2 2 2 2 2

X“ y° z

X y y/
LAY

=1le _a_2+b_2+c_2=1

E representa um hiperboloide de uma folha ao longo dos eixos Oy e Ox,
respectivamente.

FIGURA 3: HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)
O traco no plano xOy em equacao da hipérbole de uma folha é a elipse:

2 2
X__|_ y_ = 1, z=0
a2 b2

E os tragos nos planos xOz e yOz sao as hipérboles:
x2 _ 72 = 1’ y = O

az 2
E
v2_ 2 =1,x=0
bz  ¢2
respectivamente.

Um traco no plano z=k € uma elipse que aumenta de tamanho a medida que
o plano se afasta do plano xOy. Os tracos nos planos x=k y=k sdo hipérboles.
Se a equagéo acima tivermos a=b, o hiperboloide € a revolucdo, gerado pela
rotacdo de uma hipérbole em torno de seu eixo imaginario, no caso, o eixo xQy

é a circunferéncia

Ou:

x2+y?=a%z=0

2.6.4 HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

Se a equacao da superficie quadrica que é:
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XZ y2 Z2
i? iﬁ i?= 1

Um coeficiente dos termos 1° membro é positivo e dois sdo negativos, a

equacao representa um hiperboloide de duas folhas. A equacao

2 2 2

X y y/
2R

=1

E uma forma candnica da equacdo do hiperboloide de duas folhas ao longo
do eixo dos y (Fig. 35). As outras duas formas candnicas sao:
2

2 ZZ XZ

=7 —le ——5-2

a2 b2 c?

E representa hipérbole de duas folhas ao longo dos eixos Ox e Oz,
respectivamente.
FIGURA 4: HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

4

|
VAN

X

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Os tracos nos planos xOy e yOz na equacgéao da hipérbole de duas folhas sao,
respectivamente, as hipérboles:

O plano xOz nao intercepta a superficie, nem qualquer plano y = k, onde | k |<
B. Se | k | > b, 0 tragco no plano y=k é a elipse:



48

X24—ZZ ::Ei__ 1’y =K

az = c? b2

Os tragos nos planos x=k e z=k s&o hipérbole. Se na equagéo da hipérbole
de duas folhas tivermos a=c, o hiperboloide é de revolucéo, gerado pela rotacao
de uma hipérbole em torno de seu eixo real. O trago noplanoy =k, | k| >b, é a

circunferéncia:

Ou;

2.6.5 SUPERFICIE QUADRICA NAO CENTRADA

Se nenhum dos coeficientes dos termos do 1 membro das equacdes (3) for

nulo, elas podem ser escritas sob uma das formas:

N
N
N

2

=

=

<
I\

+

N
ﬁNl N

= ax

H+
|
H
SIS
I
QO
N
H
|
H

= by; +

N
N

b

Q
Q

Denominadas, qualquer delas, forma canénicas ou padrdo de uma superficie
quadrica nao centrada.

As possiveis combinacdes de sinais nesta equagdo permitem concluir a
existéncia de apenas dois tipos de superficie, conforme os coeficientes dos

termos de segundo grau tenham o mesmo sinal ou sinais contrarios.

2.6.6 PARABOLOIDE ELIPTICO

Se nas equacoes de superficie quadrcas nao centradas que é:

=
[X)
X
=
)
IN)
<
[X)
N

I
S
=
H
|
H+

ax

N

H
Sl
H
SIS
I
o
N
H
S
N
H
ﬁNl N
oy
N
ﬁNl N
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coeficientes dos termos de segundo grau tiveram sinais iguais, a equacao
representa um paraboloide eliptico. A equacao
XZ y2
ST =
a B
E uma forma cénicas da equacao do paraboloide eliptico ao longo do eixo z.
(Fig.46). As outras duas formas conicas sao:

E representa um paraboloide eliptico ao longo dos eixos Oy e Ox,
respectivamente. O traco no plano xOy na equacao do paraboloide eliptico € a
origem (0, 0, 0) e os tragos nos planos xOz e yOz sao as parabolas

X=czzy=0eX =cz,x=0,
aZ BZ

respectivamente.

FIGURA 46: PARABOLOIDE ELIPTICO

z

X

FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

Se ¢ > 0, a superficie situa-se inteiramente acima do plano xOy e, para c<0,
a superficie esta inteiramente abaixo deste plano. Assim, o sinal de ¢ coincide
com o de z, pois caso contrario ndo haveria lugar geométrico. Um tragco no plano
z=k, k>0 (Fig.11), € uma elipse que aumenta de tamanho a medida que o plano

se afasta do plano xOy. Os tracos nos planos x = k e y = k sdo parabolas. Se na
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equacao do paraboloide eliptico tivermos a = b, o paraboloide é a revolugao e

pode ser gerado pela notag&o da parabola:

Em torno do eixo dos z. Neste caso, o trago no plano z = k € uma

circunferéncia.

2.6.7 PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Se na equacao das superficies quadricas nao centrada que é:

2

=
S
X)
=
X
N)
<
N

=by; + ==

N
ﬁNl N

=ax

=
Y
=+
%S
Il
Q
N
=+
|
=+

N
ﬁNl N

b

Q
Q

os coeficientes dos termos de segundo grau tiverem sinais contrarios, a equacao
representa um paraboloide hiperbdlico. A equacao
y2 XZ
2
E uma forma conénica da equacdo do paraboloide hiperbdlico ao longo do
eixo dos z (Fig.12). As outras formas candnicas sao:

_¥ =pyezZ -7 =ax

Z
CZ 2 2 b2

E representam paraboloides hiperbdlicos situados ao longo dos eixos Oy e

Ox, respectivamente.

FIGURA 47: PARABOLOIDE HIPERBOLICO
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FONTE: (STEINBRUCH, 1987.)

A figura 47 mostra um esbogco de um paraboloide hiperbdlico descrito pela
equacao acima, onde ¢ > 0. O traco em paraboloide hiperbdlico no plano xOy é

o par de retas:

y2 XZ
? - ? = O, Z= 0,
e X X ~
Isto é:y+_ = 0,z=0 ey —_ =0, z=0 e os tragos nos planos xOz e yOz sdo as
b a b a
parabolas:

2
X =cz,y =0er=cz,x=0
a? b2

Que tem o eixo dos z como eixo de simetria e concavidade para baixo e para
cima, respectivamente. O traco no plano z = k € uma hiperbole cujo o eixo real é
paralelo ao eixo dos y se k > 0 e paralelo ao eixo dos x se k < 0. Os tragos nos
planos x = k e y = k sdo parabolas.
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3. APLICACOES DAS CONICAS

Nesse capitulo, apresentaremos algumas aplicagdes das conicas e
quadricas, tendo conhecimento do conteudo estudado e suas respectivas
equacoes. Saber onde aplicar os conceitos vistos em sala de aula, pode motivar
os alunos e facilitar, assim, o aprendizado. Esse capitulo se propde a apresentar

algumas aplicagdes das cbnicas e quadricas que vimos no capitulo anterior.
3.1 TORRES DE REFRIGERACAO

As torres de refrigeragdo de usinas nucleares, tem o formato de um
hiperboloide de uma folha, sélido que pode ser obtido pela rotagdo de uma
hipérbole. Isso ocorre porque um hiperboléide é uma superficie duplamente
regrada, ou seja, para cada um de seus pontos, duas linhas diferentes cruzam a
superficie. Desta forma, a torre pode ser construida com vigas de ago retas,
minimizando os ventos cruzados e mantendo a integridade estrutural, usando o
minimo de materiais de construcdo. Ou seja com as torres construidas assim
diminui 0 custo e sua estrutura ndo apresenta nenhuma alteracdo mesmo

cumprindo todas as necessidades de forma facil.

FIGURA 48: HIPERBOLOIDES

FONTE: (ENCYCLODEPDIA BRITANIA, 2006)

A estrutura em forma hiperbdlica € muito eficiente e pode ser utilizada

para muitas aplicacdes. As cascas hiperbdlicas sdo estruturas finas que séao
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esteticamente agradaveis devido a sua curvatura e possuem resisténcia
estrutural suficiente para varias cargas simétricas. Alguns estudos foram feitos
em 2002 para demostrar que essa é a forma mais econémica para essas agoes
assimeétricas, esses estudos foram feitos por (Nasir, Thambiratnam, Butler e
Austin). Com as edificagdes feitas nesse formato garante assim a qualidade da
estrutura, apresenta uma boa circulacdo do ar, melhora a estabilidade e sua
resisténcia. Esse formato ndo é s6 utilizado em torres de refrigeracdo, assim
como também para torres de tv, usinas nucleares, reservatorios de dgua e em
projetos industriais.

As mesmas vem ganhando grande importancia na engenharia civil.
Devido a essa geometria, as torres de refrigeracao resistem as forcas aplicadas
através da acdo de membranas. Elas tem mais de 150 metros de altura e 60
metros de didametro de base, a espessura das suas paredes é de
aproximadamente de 25 centimetros, na maioria das cascas dessas torres. O
interesses por esses projetos é por conta do tamanho das torres e ao aumento
da demanda de projetos, também devido a varios colapsos de varias torres em
diversos paises da Europa. Mas também existem algumas imperfeicbes nesses
projetos, pois se houver alguma mudancga inesperada no projeto pode alterar
significativamente o comportamento estrutural da mesma, isto € podem alterar a
resposta estética, a resposta das vibracdes livres e forcadas, e o comportamento
referente a flambagem e pés-flambagem, que seria a flexdo e a pds flexao. Pois
pode acontecer de que a forma construida nédo fique igual a projetada e ai

acontece algumas mudangas.

FIGURA 49: TORRE DE REFRIGERACAO
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FONTE: (PARQUE DA CIENCIA, 2013)

3.2 PONTES SUSPENSAS

As pontes suspensas tem o formado de parabola e sao elas as pontes de
maiores vaos. Nelas, o deck continuo € sustentado por varios cabos metalicos
estaiados que se conectam a dois cabos maiores, que por sua vez se conectam
a torre de sustentacdo, o deck é uma superficie lisa capaz de suportar peso. O
cabo comprime a torre de sustentagao, transmitindo a forga de compressao para
a fundacdo. Em uma ponte suspensa, os tirantes sao espacados uniformemente,
de modo que a carga da ponte € distribuida uniformemente pelos cabos, que
formam uma parabola. Tirantes s&o pegas estruturais compostas por um ou mais
elementos, que tem por funcéo resistir a esforgos, forgas ou tensdes de tracao,

ou torcao, aplicaveis a uma regiao resistente.

FIGURA 50: PONTE SUSPENSA
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torre de sustentacéo

Tirantes

FONTE: (MACHADO)

A maior ponte suspensa é a de Akashi Kaikyo no Japao com 3922 metros
de cumprimento e o de 1991 metros de vao central, a mesma liga as cidades de
Kobe e Awaji Island. Também podemos observar essa aplicagcdo da engenharia
no Brasil na podendo de Hercilio Luiz, em Santa Catarina, a mesma tem seu
projeto feito pelo engenheiro Robinson Steinmann. Ela ate ganhou o nome do
seu idealizador Helicioluz, mas inicialmente era conhecida como ponte da

independéncia pois € a primeira ponte a ligar a ilha ao continente.

FIGURA 57: PONTE SUSPENSA DE AKASHI KAIKYO

FONTE: (DE PEDRA E CAL)

IGURA 52: PONTE SUSPENSA DE HERCILIO LUZ
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FONTE: (VOCE VIAJANDO, 2016)

Quando o cabo é submetido a uma carga uniformemente distribuida ao
longo de seu vao, o perfil utilizado € o perfil da catenaria que é diferente da
parabola. A catenaria € uma curva plana que representa a forma de equilibrio de
um fio homogéneo, flexivel, pesado, suspenso por suas extremidades a partir de
dois pontos fixos, e submetido exclusivamente a for¢a da gravidade.

Essa carga se manifesta quando uma carga uniforme € aplicada ao cabo.
Normalmente, este é o perfil usado quando o cabo é afetado apenas pelo seu
préprio peso. Quando o cabo tem de suportar uma estrutura constante e
uniforme ao longo de todo o eixo longitudinal, deixa de apresentar um perfil
catenario e passa a assumir um perfil parabdlico. Esta alteragdo de perfil é
normalmente provocada pelas cargas permanentes contidas na estrutura
suportada pelos cabos, levando assim ao fato de no caso de estruturas como
pontes suspensas, este ser o perfil que sera assumido.

Em sistemas estruturais suportados por cabos, eles podem ter a fungéo
de transmitir forgas axiais e laterais. Um bom exemplo de cabo que é submetido
apenas a transmissao de forca axial é o tirante presente na suspensao de uma
ponte estaiada ou suspensa. Neste caso, a transferéncia de forca é semelhante
a diagonal tensionada de uma treligca, na qual existem apenas forgas axiais. O
cabo principal de uma ponte suspensa seria um exemplo ideal de cabo que
transmite forcas de cisalhamento, forcas exercidas nos tirantes. A transmissao

de esforgos ou forgas, cortantes nesta estrutura tem um comportamento
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semelhante ao de uma viga simplesmente apoiada.

3.3 ANTENA PARABOLICA

As antenas parabdlicas tem uma superficie de formato parabdlico, as
mesmas apesar de nao refletirem luz, sdo espelhos pois refletem os sinais de
ondas de radio frequéncia. Essas ondas tem comprimento maior que a da luz,
com valores de aproximadamente 0,3 metros. Para esses comprimentos de
onda, quase todas as superficies sao espelhos, mesmo que estejam cheias de
buracos, como uma malha de arame. Se as ondas eletromagnéticas emitidas
pelos satélites atingem a antena do satélite, esses raios sao refletidos em um
ponto chamado de foco parabdlico, onde um dispositivo receptor converte as
ondas eletromagnéticas no sinal recebido pela TV.

Estas aplicagbes nos permitem ver mais do que esta ao nosso redor,
porque as antenas parabdlicas sdo hoje objetos comuns no nosso cotidiano,
existente, na maioria das casas. A mesma utiliza um meio de transmissao por
satélites, mas poucas pessoas sabem como essas ondas sao capturadas e
dificilmente relacionam isso com disciplinas vista na matematica ou na fisica.
Assim como as pontes e as torres, também serve para nos mostrar isso, nao que
sejam algo comum de se ver, mas € algo que ninguém consegue relaciona-las
com algum conceito matematico, até que o0 mesmo sejaapresentado

diretamente.

FIGURA 53: ANTENA PARABOLICA

FONTE: (MACHADO)
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Acontece que as antenas parabdlicas capturam as ondas
eletromagnéticas enviadas por satélites que orbitam a Terra. Essa captura de
sinal ocorre porque a parabola tem a propriedade de refletir o conjunto de raios
recebidos para um Unico ponto (o ponto focal da parabola). E neste ponto que o
receptor de onda se posiciona, ele envia o sinal recebido para o conversor, que
o decodifica e envia essa informacao para o receptor de TV. Veja que nao
podemos fazer a antena exatamente na base da parabola giratéria, pois onde
escolhemos o receptor criara uma espécie de sombra em outro lugar da
parabola, o que fara com que alguns raios nao atinjam a parabola diretamente.
Para resolver esse problema foi tratar a antena como um lado do paraboldide, e
mantendo o receptor focado, conseguimos fazer o sinal passar por toda a
superficie da antena, ou seja para melhor obtengdo dos raios € utilizado o
paraboloide no lugar da parabola e com isso conseguimos obter todos os raios.

3.4 TEMPLO EXPIATORIO DA SAGRADA FAMILIA

A nave principal da Sagrada Familia tem um telhado formado por grandes
janelas em forma de hiperboléides de uma folha, a entrada de luz através de
aberturas elipticas, com adicdo de paraboldides hiperbdlicos, a base da nave
tem colunas em forma de elipses. A principio, Gaudi pensou em usar
paraboldides hiperbdlicos em vez de hiperbolbides, mas achou que eles tinham
melhores qualidades reflexivas, pois refletiam a luz para dentro de qualquer
ponto e tinham vantagens acusticas e de iluminacdo, combinando a luz do sol
com a vela. Os arquitetos usam materiais opacos quando os reflexos ndo séo
desejados. Além disso, um hiperboléide de uma folha contém todas as secoes
cbnicas como pontos de intersecao, assim como um cone.

FIGURA 54.TEMPLO EXPIATORIO DA SAGRADA FAMILIA
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FONTE: (UNICAMP)

Para alcancar uma altura de cupula mais alta sem o uso de arcos e
contrafortes, Gaudi usou arcos parabdlicos. Além das técnicas de modelagem
de teleféricos utilizadas na cripta da Colénia Guell, a estrutura foi calculada
graficamente. Para a torre do sino, Gaudi usou um grande paraboldide
hiperbolico em um plano octogonal, o centro de gravidade esta localizado dentro
da torre do sino e, exceto para as maiores torres, ndo ha colunas intermediarias.
Paraboloides hiperbdlicos também foram utilizados na base do pinaculo da
fachada da Natividade e na tampa da sacristia.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

De acordo com a revisdo bibliografica feita acima e com as aplicacdes
apresentadas, podemos concluir que a geometria estuda no curso de Geometria
Analitica esta presente ao nosso redor, quer seja pela suas formas, que podem
ser visualmente agradaveis, quer seja por suas boas propriedades, que podem
ser usadas na construgao de certas estruturas.

Fazer uma contextualizacdo do que € visto em sala de aula com o que
pode ser visto fora dela no nosso dia a dia, pode ser fundamental para justificar
aquele assunto proposto pelo professor e, assim, chamar a atencdo do aluno,
fazendo com que ele preste mais atencao e, consequentemente, aprenda mais.
Além disso, o curso de Engenharia Civil € dos cursos de maior demanda em
nosso campus. Inserir elementos dessa engenharia em uma disciplina de
primeiro semestre, como o0 caso de Geometria Analitica, ndo s6 garante a
contextualizagdo, mas proporciona uma experiencia completa ao aluno, com
teoria e prética.

Portanto, diante do que foi apresentado, consideramos ter atingido o
nosso objetivo com o trabalho. Como planejado, fizemos uma revisao
bibliografica de cbénicas e quéadricas, passando pelo seu contexto historico, por
suas definicoes, equagdes e chegando, finalmente, nas suas aplicacoes,
criando, assim, um material de apoio para alunos ingressantes no curso de

Ciéncia e Tecnologia.
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