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Resumo: O presente trabalho tem foco em uma abordagem metodoldgica sobre o estudo e surgimento do
namero de Euler. Tal abordagem baseia-se em demonstracdes matematicas que fazem uso de conceitos de
sequéncias, séries e teoremas classicos de um curso de calculo diferencial e integral em nivel de graduacéo.
Também é dado enfoque em aplicagBes que utilizam o ndmero de Euler. A linguagem Python, é utilizada
como uma ferramenta metodoldgica de obtengdo do ndmero de Euler por meio de sequéncias numéricas e
como forma de obter a classica equacédo da catenaria, descrita e apresentada neste trabalho.

Palavras-chave: Numero de Euler, Linguagem Python, Equagédo Diferencial Ordinaria.

1. INTRODUCAO

Os nlmeros irracionais se fazem presente no cotidiano de varias formas e até mesmo sao utilizados de forma
despercebida. Alguns sdo bem conhecidos como a razdo entre 0 comprimento de uma circunferéncia e o seu

didmetro, conhecido como o nimero Pi, denotado por = = 3,1415926, ou também o nimero &ureo, ® = (“f),

ou proporcao aurea, o qual pode ser encontrado em obras de arte, medic6es do corpo humano, edificacdes, sendo
utilizado por arquitetos desde a antiguidade. No entanto, outro nimero irracional de grande importancia chama a
atengdo na matematica e na engenharia que é o numero de Euler, denotado por e o qual vale aproximadamente
2,71828. Este nimero ¢ bastante utilizado em problemas de célculo, e os estudantes de Ciéncias Exatas tomam
conhecimento sobre o ndmero de Euler quando estdo trabalhando e resolvendo problemas com aplicagdes
voltadas para matematica, fisica, engenharias e areas afins.

Diante deste panorama, afirma-se que o nimero 7 esta para a geometria assim como o0 nimero de Euler esta
para o calculo. O objetivo principal deste trabalho € mostrar a relevancia do niumero de Euler para as ciéncias
exatas e ciéncias tecnolégicas. Os estudos foram inicializados através de um levantamento histérico de como
surgiu o nimero de Euler, e quem foi Leonhard Euler. Em seguida, sdo mostrados alguns resultados matematicos
para que seja possivel fazer demonstracdes, geométrica e analitica, para a obtencdo deste nimero de Euler. Aqui
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é incluido a sua definicdo, mostrando que a sequéncia que possui o termo geral a, = (1 +;) tem limite e

quando o n tende ao infinito. E demonstrado também o nimero e como sendo uma série numérica. As
demonstracdes matematicas servem de base para que seja possivel validar as aplicagcdes que serdo apresentadas
neste trabalho. Com isto, é possivel mostrar a aplicabilidade e a importancia deste nimero de Euler.

Podem-se citar diversas aplica¢des do nimero de Euler, essas aplicacfes se baseiam em problemas classicos
de engenharia e matematica. Por exemplo, no caso dos juros compostos, onde o e é utilizado na situacdo de
empréstimo bancario contabilizando juros na maior frequéncia possivel, M, = M, + e, assim como o uso da
constante como base do logaritmo natural, In, e a identidade de Euler, e™ = —1, que consiste em uma
identidade matematica, isto é, uma igualdade que, para quaisquer valores das variaveis que nela aparegam, esta
permanece sendo verdadeira.

No campo da economia e finangas com o intuito de maximizar o acimulo de capital através dos juros, algum
matematico ou comerciante utilizou a matematica financeira para ter lucros maximos em seus investimentos. Em
tempos remotos, um tablete de argila encontrado e datado de meados do ano de 1700 A.C., possuia a questdo de
guanto tempo seria necessario para dobrar uma quantia de dinheiro, a 20% ao ano, e logo abaixo a resposta

3427458 420 3,7870, que é aproximadamente 3 anos e 9 meses e 18 dias. Ao considerar que 0 escriba
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do tablete encontrado utilizou a férmula dos juros compostos para capitalizacdo, C, = Co(1 + 1)%, e que para
esse caso foram inseridos os dados como sendo r = 20%, interpolando os valores de (1,2)3 e (1,2)* em uma
tabela de exponenciais existente da época e utilizando C, = 2C,, sendo €, um valor inicial qualquer, é
observado que 2C, = Cy(1,2)t, e como o resultado independe de C,, tem-se que 2 = (1,2)%, para maiores
detalhes consultar a referéncia [1].

Com base nesses fatos e explorando mais a equacdo da capitalizagdo C, = Co(1 + r)*, considerando que na
comunidade bancéria é possivel encontrar varios tipos de composi¢des de juros, sendo eles anuais, semestrais,
mensais, semanais e mesmo diarios, podemos dividir a taxa anual (r) por n vezes ao ano. Assim multiplicando a




guantidade de tempo (t), em anos, por esse mesmo n, surge a seguinte equagao:

nt

C.=Co(1 +%) . €N

Aplicando essa equagdo (1) ao caso especial em que r =1, t = 1 ano e o capital inicial, C, = R$ 1,00,
tem-se que:

n

01=(1+%> . @)

O numero e pode ser observado em inimeros outros momentos da histdria, como nos logaritmos de John
Napier, que criou um sistema que facilitava o calculo de senos na astronomia, o qual chamou de logaritmo, e

. o s . . . . . . 1
gue, embora Napier ndo tivesse conhecimento na época, é possivel verificar-se que a base do seu sistema é - [1].

Assim como é possivel encontrar 0 nimero e em questdes como a quadratura da hipérbole e o problema da
catenaria, que se trata de determinar a equacdo da curva de um fio flexivel, de densidade uniforme, preso entre
dois pontos e que se sustenta por seu proprio peso.

Porém, além de todos estes casos em que o nimero e se faz importante, ele sé foi realmente percebido e
comegou a ter reconhecimento em uma obra publicada em 1748 por Leonhard Euler (1707-1783), um
matematico nascido em Besel, Sui¢a, que iniciou seus estudos para seguir a carreira do pai como ministro
religioso, passou a admirar a matematica e a fez sua principal ocupacdo. Tem uma das mais extensas producdes
cientificas que se distribui por diversas areas. Introductio in analysin infinitorum é a sua obra mais influente,
publicada em 1748, o alicerce da moderna analise matematica, obra na qual ele resume suas descobertas sobre
séries infinitas, produtos infinitos e fracfes continuas, e também onde chama a atencédo pela primeira vez para o
papel do nimero e e da fungdo e* quando diz: “Para o niimero cujo logaritmo ¢ a unidade, anotemos e que é
2,71828182845904523...”. Pode ter sido Euler também o primeiro a se referir ao € como um ndmero irracional,
0 que s6 foi confirmado quando foi provado por Joseph Liovelle (1809-1882) a existéncia de nimeros
transcendentes e s6 entdo Charles Hermite (1822-1901) conseguiu provar que e é um nimero transcendente [1].

2. DESENVOLVIMENTO

Nesta secdo, sdo feitas duas demonstracbes classicas de como € possivel obter o nimero e. Uma
demonstracdo é baseada na utilizagdo de conceitos de sequéncias de nimeros reais e a outra é baseada em uma
argumentacdo geométrica e utilizacdo de conceitos de célculo diferencial.

2.1. O numero e como o limite de uma sequéncia numérica

Uma sequéncia numérica € definida como uma funcéo, cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais (N)

e 0 contradominio é o conjunto dos reais. Para cada indice n natural, associa-se um termo a,, pertencente aos

reais, que sdo chamados de termos da sequéncia. Eles podem ser representados como uma lista ordenada

(aq,ay, as, ..., a,, ...), ou simplesmente por seu termo geral (a,) e também pela férmula do termo geral, por
(_

exemplo a,, = % [2]. Neste trabalho, é feito um estudo da sequéncia de termos geral a seguir:

a, = (1+2)", 3)

Uma sequéncia (a,) é classificada como limitada superiormente, se existe um nimero N tal que
a, <N,vn=1 e é classificada como limitada inferiormente sempre que existir um nimero M tal que
M < a,, Vn > 1. Se a sequéncia for limitada superior e inferiormente, ela é classificada como uma sequéncia
limitada.

Exemplos de sequéncias classicas presentes na matematica sdo a progressdo aritmética e a progressao
geométrica, mais conhecidas como PA e PG, respectivamente. Outro exemplo é a sequéncia de Fibonacci, em
que xg=x3 =1 € x,,3 = X, + X,41, OU Seja, a visualizacdo dos primeiros termos dessa sequéncia é
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34..).

As sequéncias também sdo classificadas como convergentes e divergentes. Utilizando a defini¢do do limite
de uma sequéncia, é possivel definir a convergéncia de uma sequéncia [2].

Definicdo 1: Uma sequéncia (a,) converge para um namero L, real, se para todo nimero € > 0 é possivel
encontrar um indice ny € N tal que |a, — L| < &, paratodo n > n,.

Dessa forma, se L ndo existe, dizemos que a sequéncia diverge, e se (a,) converge para L, podemos dizer




que L é o limite da sequéncia e escrevemos:

lima, = L. (4)

n—oo
Uma série numérica é definida como sendo a soma dos termos de uma sequéncia (a,), e é denotada como

Y1 @y, €M que a,, é denominado termo geral da série.
Dessa forma, considere a série ).,_; a,, = S, entdo se define a soma parcial

Sk =Yk, = ar + -+ ay,
sendo esta uma sequéncia recursiva dada por S; = a4 e S} = S_1 + a; para k > 1. Portanto, quando

lims, =S,

n—-oo

escreve-se
Z?::l a, = S.

A seguir sdo demonstrados alguns teoremas essenciais para o estudo de sequéncias. As demonstra¢Ges dos
Teoremas 1 e 2 foram adaptadas da referéncia [2].

Teorema l:Sea, < b, <c,elima, = limc, =L, entdo lim b, = L.

n—oo n—oo n—oo

Demonstragdo: Como lima, = L, temos que, V& >0, existe n, € N tal que, Vvn>n, tem-se
n—-oo
L-&<a,<L+E& Semelhante, se limc, =L, existe n, €N tal que, para todo n > n, tem-se

n—-oo
L—&<c, <L+ & Considerando N = max {n, n.}, tem-sequeL—€E<a,<L+Eel—-E<c,<L+E,
paran> N.PortantoL—€<a,<b,<c,<L+& Logolimb, =L. =

n—-oo

Uma sequéncia mondtona, é toda sequéncia que satisfaga uma das condicGes a seguir:
a, < a,,, paratodo n € N (Nao-decrescente)

a, = a,,., paratodo n € N (Nao-crescente)

a, < a,,.; paratodo n € N (Crescente)

a, > a,,, paratodo n € N (Decrescente)

el NS =

Definindo supremo e infimo: sendo € um conjunto parcialmente ordenado e P um subconjunto de C.
Um elemento K € C é dito supremo de P 0 menor dos majorantes:

e n<K,paratodon € P;

e n<K' paratordoneP = N<N'
Ja um elemento M € C é dito infimo de P se for o maior dos minorantes:

e M <n,paratodon € P;

e M <n,paratodone P= M <M.

Teorema 2: Toda sequéncia limitada e mon6tona é convergente.

Demonstracéo: Considerando (a,) como sendo uma sequéncia ndo-decrescente e limitada, existe um
N = sup{a,},¥ n = 1, assim sendo, dado € > 0, existe ny € N tal que N — € < a,,, < N. Dessa forma, como
(a,) é ndo-decrescente, para n > n,, tem-se que a,, < a,. Portanto, N - € < a,, <a, <N <N + &, logo
|la, — N| < €. Consequentemente, por definicdo, (a,,) converge para N.

Analogamente, considerando uma sequéncia (a,) como sendo ndo-crescente e limitada, existe um
M = inf{a,},vn > 1. Dessa forma, dado € > 0 existe ny € N tal que M < a,, <M + £. Assim, para
n >n,, tem-se que, como (a,) € nao-crescente, a,, = a,. Portanto, M—E<M<a,<a, <M+E.
Consequentemente, |a,, — M| < &, e logo, por defini¢do, (a,,) converge para M. m

Utilizando a sequéncia numérica cujo termo geral é a Equacéo (3), tem-se como objetivo mostrar que esta é
convergente, e que o seu limite é definido pelo nimero de Euler, conforme Equacédo (5). A demonstragdo deste
fato seré feita a seguir com a utilizagdo de alguns teoremas auxiliares.

n

e=lim(1+%> . (5)

n—-oo

Ao observar o comportamento da Equacdo (3) para valores crescentes de n, é possivel obter o valor de e
como é mostrado na Tabela 1. Os dados obtidos na Tabela 1 foram feitos utilizando-se a linguagem Python.




Tabela 1. Nimero de Euler obtido da Equacao (3) usando o Codigo 1.

n a+1/pn
1 2,00000
2 2,25000
3 2,37037
4 2,44140
5 2,48831
10 2,58117
100 2,70467
1.000 2,71692
10.000 2,71814
100.000 2,71826
1.000.000 2,71828
10.000.000 2,71828

Cdbdigo 1. Obtencao dos valores da Equacéo (3) para um n natural em Linguagem Python

import numpy as np
def Euler_TCC(n):
return (1+1/n)**n

foriinrange(1,10,1):
print(Euler TCC(i))

Lema 1: (Desigualdade entre médias) Sejam a e b dois nimeros reais positivos entdo vab < aT"Lb .

Demonstragdo: Considere o produto notavel (a — b)? > 0, fazendo a expansio deste produto notavel tem-se
a’? — 2ab + b?> > 0. Somando 4ab, obtém-se a? + 2ab + b? > 4ab. Reagrupando o lado esquerdo da
desigualdade, (a + b)? > 4ab, sendo a e b nlmeros positivos, é possivel calcular a raiz quadrada e dividir a
desigualdade por 2, obtendo dessa forma que aTH’ >+vab.m

A generalizacdo desta Lema pode ser conferida na referéncia [3].
Este Lema pode ser generalizado para o caso de uma quantidade de n ndmeros reais ndo-negativos, conforme
a sequir.

a1+a2+"'+an

",lal-az-..uanS n

Além disso, podemos observar que, quando a; = a, = - = a,, entdo

_a1+a2+“'+an

n‘[al'az‘ et @y =

Teorema 3: A Equacdo (3) converge para 0 nUmero e, ou seja:

n

n

1
e=1im(1+—> .
n

n—-oo

Demonstracao: A demonstracéo deste teorema é uma adaptacao da referéncia [4]. Aqui foi utilizado o Lema
1, que permite demonstrar que a Equacdo (3) é crescente e, ap0s a demonstracéo, € utilizado também o Teorema
1 para verificag8o da convergéncia.

Para mostrar que (3) é limitada, deve-se mostrar que:

(1 +%)n < (1 +%)m+1, paratodom,n € N,comm+1 > n.

Com efeito, (1 - L) <1< (1 + %),Vm,n € N . Observa-se pelo Lema 1 que,

m+1




MMU@+%Y(L_;0m“<2Qﬁh@ﬂltﬁﬁ=1_

m+1 m+n+1

Portanto, vm,n € N

1 n 1 m+1
(1+_) (1 - ) <1
n m+1

n

1 m+1
(1+3) Gea) <t

n m+1

(1+3) <)

Logo,

n 1 m+1

1
<1+—> <(1+—> ,Yvm,n € N. (6)
n m
Claramente, a Equacdo (3) é limitada, ja que, tomando m=1, tem-se:
1\ 1 1+1
0<(1+3) <(1+]) =avneN

A partir de (6), pode-se provar que a sequéncia a,,, apresentada em (3), é crescente. Como (6) é satisfeito
para todo m e n natural, em particular vale:

1 n(n+2) 1 n+2
1 +—) < (1 +—)
( nn+2) n+1
Desse modo,
(1 P ) < (1 1 )
n(n+2) n+1/’
Sendo
( N 1 )" _ (n+ 1)
nn+2)) nr(n+2)n"
e
(1 4 1 ) _n+ 2
n+1/ n+1’
tem-se que

m+1D" n+2
< .
n"n+2)" n+1

Por consequéncia,

n+1

n+ 1\" n+2
() <G)
n n+1
Logo,

a, < a(n+1).

Assim sendo, pelo Teorema 2, a sequéncia (a,)nen, €M (3), € convergente, pois é crescente e limitada. Ou




seja, existe um numero real que corresponde ao lim (1 + ;) , e sabendo disto, é possivel demostrar que esse

n—-oo

limite é o0 nimero e, partindo da afirmativa que este por sua vez é igual a Série (7),
1 1
Sp=1+—+—++— (7

ou seja, a Série (7) converge para 0 nimero e conforme a Equacéo (8)

— N 1
e= Z = (8)
n=0
Assim, aplicando a expressao de expansao do Bindbmio de Newton a Série (8), obtém-se
1\" ml m1 m 1 1
(1+;) =1+ (D) + @t ()t

1\" 1 nn—-1) 1 nn-1).nm-k+1) 1 1
(1+_> n'_+T'F+“'+ k! .F_i_... nn

9)

: n h n
1 1 2 n-1
r—(1-D)(1-3) . (1-=),
n! n n n
A sequéncia de operac0es realizadas em (9), paracadaiem{1,..,n —1},1 — i < 1, permite concluir que

1\" 1 1
(1+—) <1+1+-+-+—=s,VneN (10)
n 2! n!

Considerando agora um numero qualquer k tal que 1 < k < n, tem-se:

(1+%)n> 1+1+%(1—%)+---+%(1—%>(1—%)...(1—%).

Portanto, quando n — oo,

1 1 1

821+1+5+---+E—sk,vkel\l. (11)

De (10) e (11) tem-se,

n

<1+—) <s,<evneN.
n
Logo, pelo Teorema 1,
n

lim (1 + ;) <lims, <e.

n—-oo n—-oo

Portanto,
lims, =e.n

n—-oo

2.2. Demonstracao geométrica para encontrar o valor do nimero e

Considere a fungéo f(x) = i vVx>0.
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Figure 1. Grafico da fungéo f (x) = % Autoria Propria.

Considere o ponto xo =1 € 0 ponto x; =1 +%, sendo n € N — {0}, tomados no dominio da funcéo e
aplicando o Teorema do Confronto (Secgéo 2.1, Teorema 1) na Figura 1, tem-se:

Apgrc < Acurva < Aapcp

n 1 a1 1
(et s [ arsa(1e2o0)
n+1 n 1 X n

Pelo Teorema do Confronto, observa-se que

n 1\"
lim (—1) < limlIn (1 + Z) < lim 1.

n—o \Nn + n-oo n-oo
Como,
- n -
fim (o) = lim1 =1

Logo,

1 n
lim [ln <1 + —) ] =1.
n—oo n
Assim, pela continuidade da funcéo logaritmica, obtém-se:
1 n
In [lim (1 + —) ] -1
n-o n
Por fim,

lim (1 +%)n =en

n—-oo




Nesta secdo foram mostradas duas formas de se obter o ndmero e. As técnicas feitas aqui séo classicas e
estudas durante o curso de graduacdo em ciéncia e tecnologia. Os resultados numéricos foram também obtidos
por meio da programacdo em linguagem Python, com isto, reforca-se também o fato de que a utilizacdo de
programacédo na solucdo de problemas classicos é bastante Gtil no aprendizado de assuntos estudados durante o
Ccurso.

3. APLICACAO

O numero de Euler aparece em muitas aplicacbes de matematica, principalmente aqueles que envolvem
calculo diferencial em que utilizam funcdes hiperbodlicas. Essas funcdes sdo definidas com combinacéo linear de
fungdes exponenciais. As fun¢des hiperbdlicas podem ser comparadas com as funcdes trigonométricas, isto em
termos de aplicabilidade. Essas fungdes recebem este nome, pois sdo geradas a partir da hipérbole equilatera
x* —y? = 1. Um exemplo de aplicacio dessas funcBes seria 0 estudo da catenaria. A catenaria é uma curva
bastante estudada no meio cientifico. Na engenharia elétrica esta curva é estudada para projetar a altura de fios
elétricos e bolas de sinalizacdo em rodovias, conforme a figura a seguir.

Figure 2. Fio suspenso representado pela equacao da catenaria. Fonte: Wikipédia.

O estudo da catenéria baseia-se no célculo da tensdo em um cabo suspenso pelas extremidades. Para a
realizacdo deste estudo, faz-se necessario definir as fung¢fes seno hiperbélico e cosseno hiperbdlico. Veja a
seguir.

3.1 Funcdes hiperbolicas

A representacdo para as fungdes seno hiperboélico na variavel de x (sinh x) e cosseno hiperbélico na variavel
X (cosh x) [5], sdo:

e* —e*

sinhx = — (12)
e*+e™”*

coshx = — (13)

A partir de (12) e (13), pode-se demonstrar a identidade fundamental da geometria hiperbdlica (14) que é
oriunda da parametrizacdo da hipérbole X? — ¥? = 1, com X= cosh x e Y = sinh x, como se segue

(cosh x)? — (sinhx)? =1, (14)

e* + e"‘>2 (e" —e” )
2 2

e +2+e 2 e —2+4+e2 4
(cosh x)? — (sinh x)? = 2 - 2 =, =1

jaque,

(cosh x)? — (sinh x)? = (




3.2 Equacdo da Catenaria

Catenaria € o nome que se da a curva formada por um cabo flexivel suspenso apenas pelas extremidades e
estando sujeita apenas ao proprio peso. Esta curva esta presente no designe de alguns arcos arquitetdnicos e pode
ser observada na fiacdo elétrica suspensa entre 0s postes nas ruas como citado anteriormente. A descricao
matematica da equacéo da catenaria é feita pela utilizacdo da fungdo cosseno hiperbolico como a seguir.

15 A1

144

134

124

11 A

10 A
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Figure 3. Equacéo da catenaria y = a cosh (z) para a = 1 obtida pelo Cddigo 2. Autoria Prépria.

Cadigo 2. Para gerar o gréafico da catenaria em Linguagem Python.

import numpy as np # Importacdo dos pacotes s numpy e matplotlib
import matplotlib.pyplot as plt
a=1

def f(x): # Definicdo da funcéo f
return a*0.5*(np.exp(x/a)+np.exp(-x/a))
valor=f(0)
print (valor)

x=np.linspace(-1,1) # Compreenssdo em listas para os valoresde x e y
y=[f(i) for i in x]
print(y)

plt.plot(x,y) #Plotando o gréafico de f

plt.grid()
plt.show()

A . T . ~ , .
O parametro a € dado por a = ?", sendo T, a componente horizontal da tenséo e p € o peso por unidade de
comprimento, conforme a figura a seguir:

XA

Figure 4. Forcas atuantes no fio suspenso. Autoria Propria.




Para a obtencdo da equacdo da catenaria, inicialmente, é feita a andlise da existéncia de duas condices: a
primeira é que o cabo deve ser flexivel, a segunda é imposicdo das condi¢des de equilibrio [6].

Considere a funcdo comprimento de arco s entre o ponto mais baixo da curva Py(0, y,) € 0 ponto P;(x,y).
Sabe-se que em P, atua a forca de tensdo T,, que possui coordenada (-T,,0). Em P, atua uma tensdo T
tangente a curva, que é decomposta em vetores (Tx, Ty) = (T cos 0, T sin 8). Além destas forcas, ha a atuagéo
da forca peso na direcdo y, definida por W = (0, —ps) no qual p ¢é a densidade do cabo.

Considerando a condicéo de equilibrio, em x tem-se:

TcosO+ (—-Tyg) =0 = TcosO=T, (15)

Em y tem-se:
Tsin@ + (—ps) =0 = Tsin0 = ps (16)

Ao dividir (16) por (15), obtém-se,

tang = 75 dy ps

= — = —

M=, T dx T,

Esendoa=T—°,

14

dy 1
Y _ (17)
dx a

A solucdo da Equacéo (17) depende da varidvel de comprimento s. Para simplificar a solu¢do da Equacédo
(17) faz-se necessario expressar s como funcdo das variaveis (x,y(x)). Para isso, calcula-se a derivada de
segunda ordem em relacdo & x na Equacéo (17) das funcdes y e s, 0 que gera se seguinte equacao.

2
%y _1ds (18)
dx?2 adx

Defini¢do 2: O comprimento de arco s(a, ¢) da fungdo y = f(x) com a < x < c é dado por:

s(a,c) = LC 1+ <%>2 dx (19)

Em que % = f'(x). Para maiores detalhes sobre esta definicdo ver a referéncia [7].
Deste modo aplicando a funcéo s definida de P, até P tem-se:

s(x) = Lx ,1 + (%)2 dx (20)

ds dy z
ds _ |y (@ (21)
dx + (dx)
Substituindo (21) em (18) tem-se:
d’y 1 dy\? (
i A htdl 22)
dx? a 1+ <dx)

A Equacdo (22) é uma equacdo diferencial ordinaria (EDO) de segunda ordem. Para resolver este tipo de
equacdo usa-se 0 método da reducao de ordem. Deste modo, utiliza-se a substituicdo de variaveis a seguir:
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dy

=7 _ 23

Ix z(x), (23)
derivando obtém-se,

d*’y dz

— = 24

dxz dx (24)
Portanto,

dz _ 17 2

dx  a 1+2% (25)

Integrando a Equacéo (25) pelo método da separacgdo de variaveis obtém-se:

dz 1

Yt Ko (26)

A integral pode ser resolvida pelo método da substituicio trigonométrica z = tg@ e Z—Z = sec?@. Aplicando
estas substituicdes em (26) tem-se:

secZ0

dz
f Ji+22 f J1+sec2e

do = In|sec6 + tgl| + C. 27)
Realizando as devidas substituicdes em (27), obtém-se:
In |z +1+22 | = ; +C
241422 = tea (28)

(VI+2) = (es-2)

Apo6s as devidas substituicdes e impondo as condig¢des iniciais obtém-se uma equagdo do segundo grau cuja
forma é:

z 2x x
=1+7z>2=¢ea —2zea + 7?2

2x X

ea —2zea—1=0. (29)

A Equacéo (29) pode ser resolvida usando-se a substituicdo y = eg, 0 que resulta na equacdo do segundo
grau
y:—2zy—-1=0,
cuja solugdo é

y=z+TT 2. (30)

Por fim, como, de (28),

31)
z+J14+2z2=—¢a
portanto,
e%—e_g
- (32)
=7

e, de (23)
b _ = d 33
a_z(x)=>y—fl(x) x (33)

11



assim, a equacdo da catenaria é obtida substituindo (32) em (33):
y= f ¥ dx (34)

cuja solugdo é a Equacdo (35),

X —X

y=["""dx = y=acosh () +C.m (35)

A constante € pode ser zero sendo obtida por meio dos valores de y(x).
4. CONSIDERAGCOES FINAIS

Em muitas aplicagBes em ciéncia e tecnologia que sdo oriundas de resultados de matemética encontra-se a
presenca do numero de Euler. O calculo diferencial que utiliza fungGes hiperbélicas é um exemplo disso, o
estudo e feitura de construgBes arquitetbnicas, as pesquisas em finangas no estudo de juros compostos, no
desenvolvimento e pesquisa da geometria hiperbolica, nas pesquisas em engenharia elétrica ou fisica com o
estudo da catenaria sdo exemplos de &reas que necessitam da utilizagdo do nimero de Euler. Destaca-se também
na engenharia elétrica o uso de fun¢des hiperbdlicas e fungdes complexas sdo de fundamental importancia para o
estudo de circuitos elétricos em corrente alternada. A metodologia empregada neste trabalho ¢ uma das formas
de abordagem, ensino e estudo do nimero de Euler. Neste trabalho, buscou-se formar a base tedrica sobre o
assunto e em seguida criar resultados e aplicagBes para a utilizac8o desta teoria. A utilizagdo aqui de uma
linguagem de programacéo Python nos mostra meios de se estudar conceitos tedricos de matematica com grande
aplicacdo em areas afins a matematica.
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