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RESUMO

Ao descrever ou modelar sistemas fisicos em termos matematicos, utilizamos
constantemente equacdes que envolvem derivadas, as equagdes mencionadas sdo chamadas de
equacOes diferenciais. Neste intuito, o presente trabalho foi feito com o objetivo de motivar os
alunos das diversas areas da engenharia ao estudo de equagdes diferenciais, mostrando suas
aplicacbes dentro da area de circuitos elétricos. Neste trabalho, atraves de pesquisa
bibliografica, foi feito um levantamento tedrico a respeito de equacgdes diferenciais,
explicitando conceitos, propriedades, exemplos e resultados dentro de sua teoria. Além disso,
foi feito um estudo dentro da teoria de circuitos elétricos, apresentando componentes, variaveis,
tipos de circuitos elétricos e sua solucdo através de equacdes diferenciais. Por fim,
apresentamos algumas aplicacdes das equacbes diferenciais em problemas que envolvem
circuitos elétricos, mostrando suas solucBes atraves de métodos usuais das equacles
diferenciais e de transformada de Laplace. Com isso, podemos concluir que o estudo de
equacOes diferenciais € de suma importancia dentro da area de circuitos elétricos, visto que €
uma importante ferramenta matematica que possui aplicacdes vastas, tornando-se assim,

relevante para um bom desempenho dentro dessa area da engenharia.

Palavras-chave: Equagfes diferenciais ordinarias. Circuitos elétricos. Transformada de

Laplace.
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1 INTRODUCAO

Para modelar sistemas fisicos que descrevem a taxa de variacdo com que fenébmenos
acontecem, utilizamos equagdes que envolvem derivadas, as equagdes mencionadas sdo
chamadas de equacdes diferenciais. O estudo de equag0es diferenciais se tornou relevante, pois,
devido suas vastas aplicacdes, sdo consideradas uma importante ferramenta matematica dentro
de diversas areas da ciéncia. Podemos por exemplo, desenvolver e compreender problemas que
envolvem o fluxo de corrente em um circuito elétrico, 0 aumento ou a diminui¢do de uma
populacédo e a dissipacdo de calor em objetos sélidos, além de diversos outros problemas das
ciéncias exatas, bioldgicas e econémicas (BOYCE; DIPRIMA, 2006).

De acordo com Dullius, Veit e Araujo (2013), apesar das diversas areas de aplicacdes
das equacdes diferenciais, sejam elas nas ciéncias exatas, biolgicas ou econdmicas, muitos
alunos se encontram desmotivados ou até mesmo temem o seu estudo, a maior dificuldade se
encontra na interpretacdo dos problemas e na associacdo dos métodos de solucBes a serem
usados de acordo com o exercicio proposto. Através deste trabalho, iremos modelar e solucionar
problemas que envolvem circuitos elétricos com o auxilio de equagdes diferenciais, a fim de
mostrar sua importancia nessas aplicacfes e despertar um maior interesse dos alunos que
pretendem cursar alguma engenharia. Na metodologia deste trabalho foi feita uma pesquisa
bibliografica na biblioteca virtual da UFERSA, utilizando referéncias indicadas pela
orientadora deste trabalho, além da leitura de artigos e monografias, a fim de obter um

aprofundamento nos assuntos aqui abordados.

Com esse objetivo, desenvolvemos na secdo 2, um referencial tedrico acerca de
equacOes diferencias, mostrando alguns métodos de solucdo, como o método do fator
integrante, equacdo caracteristica e coeficientes indeterminados. Na secdo 3, foi definida a
transformada de Laplace, mostrando suas propriedades e aplicacédo para obter a solu¢éo de uma
equacdo diferencial. Na secdo 4, apresentamos um referencial tedrico acerca de circuitos
elétricos, mostrando sua defini¢&o, as varidveis associadas e elementos que os compde, além de
mostrar 0s tipos mais usuais de circuitos. Por fim, em nossa se¢do 6, foram apresentadas
algumas aplicagdes de equagdes diferenciais em problemas que envolvem circuitos elétricos,
as mesmas foram retiradas da bibliografia de Bronson e Costa (2008), onde detalhamos as suas

solugBes com base nos métodos vistos nas secoes 2 e 3.

A importancia da anélise de circuitos elétricos para a engenharia vem da necessidade de

compreender melhor os fendmenos elétricos, aprimorar projetos ou mesmo criar algo novo,
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visto que a sociedade estd em constante revolugédo tecnoldgica e necessita cada vez mais do
refinamento dos sistemas ja existentes (NILSSON; RIEDEL, 2015).
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS

Para modelar o comportamento de sistemas fisicos ou a taxa de variacdo com que
fendmenos acontecem, utilizamos ferramentas matematicas que envolvem equacGes
diferenciais, elas sdo muito importantes nessas aplicacbes. Nessa secdo, iremos abordar
algumas definicdes e métodos que se mostram eficazes para encontrar uma solugdo para uma
equacdo diferencial, além disso, iremos apresentar alguns exemplos retirados de Boyce e
Diprima (2006).

De acordo com Santos (2011), uma equacdo diferencial é aquela em que as incégnitas

sdo funcBes e a equacdo envolve derivadas dessas fungdes.
Exemplo 2.1: A carga Q(t) no capacitor satisfaz a seguinte equacdo diferencial

dQ(®) , Q) _

R
dt C

%4

onde R é a resisténcia, C a capacitancia e IV a voltagem constante fornecida pela bateria.
Neste exemplo temos como variavel dependente t, a funcéo incognita envolvida é Q(t) e a
aQ()

derivada —, representa a variagdo da carga no capacitor com relacéo ao tempo t.

As equac0es diferenciais podem ser classificadas quanto ao tipo, ordem e a linearidade.

2.1 CLASSIFICACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS
2.1.1 Classificacdo quanto ao tipo

As equac0es diferenciais quanto ao tipo sdo classificadas em: ordinarias e parciais.

Definigdo 2.1 (Zill e Cullen, 2001): As equacdes diferenciais ordinarias (EDO) sdo aquelas
que contém apenas derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes, com relacédo a

uma unica variavel independente.
Essas equacdes podem ser escritas na forma
F(t,y,y’,y", ...,y(n)) =0 (2.1)

em que y é funcdo apenas de t e y™representa a derivada de n-ésima ordem presente na

equacao.
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Exemplo 2.2: O modelo matemaético de um objeto em queda livre descreve a seguinte equacdo

diferencial ordinéaria

dv_
mE—mg yv

Tem-se aqui uma equacéo diferencial de primeira ordem onde m é a massa, g a gravidade, y a
C oA . . . d . N .
resisténcia do ar, v a velocidade e a derivada d—lt’ representa a variacdo da velocidade de acordo com

0 tempo t.

Definicéo 2.2 (Zill e Cullen, 2001): As equac0es diferenciais parciais (EDP) sdo aquelas que
envolvem derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes de duas ou mais variaveis

independentes.
Essas equacdes podem ser escritas na forma
F(x,y,u Uy, Uy, Uy Uy, Uyy ) =0

em que u é a variavel dependente e x e y sdo as varidveis independentes. As notacdes

Uy, Uy, Uyy, Uyy € Uy, representam as derivadas parciais presentes na equacao.
Exemplo 2.3: A equacdo de calor descreve a seguinte equacdo diferencial parcial

22 0%u(x,t) _ ou(x, t).
J0x2 ot

Considerando um problema de conducdo de calor em uma barra reta homogénea de
comprimento L e espessura desprezivel, teriamos que u(x, t) representaria a temperatura da

barra em um ponto 0 < x < L no instante ¢ > 0 e a?seria a difusividade térmica.

2.1.2 Classificacdo quanto a ordem

A ordem de uma equacdo diferencial sera determinada de acordo com a derivada de
maior ordem presente na equacgéo, logo, ela podera ser de 12, 22, ..., ou de n-ésima ordem. Uma

equacdo diferencial ordinaria de ordem n pode ser escrita de acordo com a equacdo (2.1).

2.1.3 Classificagédo quanto a linearidade

Quanto a linearidade as equacdes diferenciais sdo classificadas em: lineares e néo-

lineares.
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Quando lineares, apresentam uma funcdo f com incdgnitas e derivadas de forma linear na
equacdo, ou seja, y, v, ...,y™. Uma equacéo diferencial linear geral de n-ésima ordem pode ser

escrita da forma

ao®y™ + Oy + -+ an(®y = g(t) (2.2)
Observe que a equacdo (2.2) apresenta duas propriedades importantes que caracterizam as

equac0es diferenciais lineares, sdo elas:

e Avaridvel dependente y e todas suas derivadas sdo do primeiro grau, ou seja, a poténcia
de cada termo que envolve y ou suas derivadas € 1.

e Todos os coeficientes dependem apenas da variavel independente t.

As equac0es diferenciais que ndo se enquadram em (2.2) séo ditas ndo-lineares.

2.2 SOLUCAO PARA UMA EQUACAO DIFERENCIAL
A solucdo de uma equacdo diferencial é classificada em: particular ou geral. As
definicdes a sequir foram baseadas em Santos (2011).

Definicdo 2.3: A solugdo particular de uma equacdo diferencial ordinéria de ordem n em um
intervalo I ¢ uma funcgéo y(t) definida no intervalo [ tais que todas suas derivadas se encontram

também definidas em I e satisfazem a equacéo nesse intervalo.

Definicdo 2.4: A solucdo geral de uma equacdo diferencial ordindria de ordem n em um
intervalo I € uma familia de solugdes y(t) no intervalo I, dependendo de n constantes arbitrarias

que satisfazem a equacéo.

Deve-se ressaltar que o intervalo I dependendo do contexto pode ser aberto (a, b), fechado

[a, b], ou mesmo infinito (0, o).

2.2.1 Problema de valor inicial

O problema

y®™ = £ty y" .y

sujeito as condigdes iniciais
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( y(to) = yo
y'(to) = y1

y'(to) =y,
y@U(t,) = Yn-1)

e chamado de problema de valor inicial (PV1), onde to, ¥9,Y1,¥2:--¥(n—1) 30 valores dados. A

solucdo geral para o problema de valor inicial em um intervalo | € uma funcéo que satisfaz a n
condigdes que estdo definidas neste intervalo, assim como suas derivadas também estdo
definidas neste intervalo e satisfazem as condicdes iniciais. As condicdes iniciais sdo utilizadas
para determinar os valores das constantes da solucdo geral e assim, achamos uma solucédo
particular. Os problemas de valor inicial estdo presentes em diversas areas da ciéncia, como por
exemplo na fisica e na biologia, pois ao se modelar um sistema é comum resultar em um

problema de valor inicial.

Na secdo de aplicacGes, iremos apresentar alguns problemas envolvendo equacdes
diferenciais de primeira e segunda ordem, portanto, na secdo seguinte iremos nos aprofundar

um pouco em cada uma delas e nos seus respectivos métodos de resolucao.

2.3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

As equac0es diferenciais ordinarias de primeira ordem podem ser escritas na forma

F(t,y,y) =0

A seguir, veremos um pouco sobre as equacdes lineares de primeira ordem, equacgdes separaveis

e seus respectivos métodos de solucao.

2.3.1 Equagdes lineares de primeira ordem

As equac0es lineares de primeira ordem sdo equacOes que podem ser escritas como

dy _
T p(®)y = q(t) (2.3)

2.3.2 Equacgdes em que p(t) = 0

Quando temos p(t) = 0 a equacdo (2.3) pode ser escrita como
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dy

A equacéo (2.4) pode ser resolvida integrando em ambos os lados da seguinte forma

fdyzfq(t)dt.

Obtemos assim, a seguinte solucdo geral para a equagéo

y(©) = f 40 +C @.5)

onde C é uma constante.

2.3.3 Solugéo geral: Fator integrante

A seguir, apresentamos 0 método do fator integrante, ele € aplicavel em equagOes
diferenciais lineares de primeira ordem a fim de encontrar uma solugéo geral. Iremos considerar
as equacdes semelhantes a (2.3), definiremos uma fungdo p(t) que ao multiplicar a equagéo por
esta funcdo iremos obter uma equacao linear com p(t) = 0, que possui facil resolucdo, como

foi visto anteriormente. A funcdo pu(t) é chamada de fator integrante.
Provaremos que p(t) é um fator integrante da equacéo (2.3).
u(t) = efp(t)dt_

Observe que

% = etvon 2 [ porde) = eI 10tp(e) = (R (26)
Ao multiplicar a equacao (2.3) por u(t) obteremos
16 2+ w(Op(©)y = u(O)(®). 27)
De acordo com a igualdade da equagéo (2.6), podemos reescrever (2.7) como
dp (2.8)

dy
u(t) PR u(®)q(t).

Note que o lado esquerdo da equacéo se trata da derivada de um produto, fazendo com que (2.8)

seja reescrita da forma
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d
E(u(t)y(t)) = p(t)q(®).

Integrando em ambos os lados com relagéo a t, obteremos

WOy (©) = f W(Dq(Ddt + C. 2.9)

Dividindo (2.9) por u(t), a solucéo geral sera dada por

y® = —( [ wade+ )

u(®)

2.3.4 Equacdes diferenciais separaveis

Uma equacado diferencial da forma

dy _g(®)
dt ~ h(y)

é chamada separavel ou que possui variaveis separaveis.

Note que uma equacao separavel, usando o quociente diferencial, pode ser escrita como

d
)= = g(O). (2.10)

Meétodo de resolucéo
Suponha que y = f(t) seja solucéo para a equacéo (2.10), entdo

w(r@) L2 = g0

Integrando em ambos os lados
[rrenLRac = [ gwar

Temos

af () _
Tar S0
Sey = f(t) —» dy = f'(t)dt, entdo

fh(y)dy = fg(t)dt +C (2.11)
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Onde C é uma constante arbitraria.

As aplicacOes para equacgOes diferenciais de primeira ordem sdo vastas, envolvem
problemas de crescimento e decaimento de uma substancia (ou populacao), além de problemas
que envolvem temperatura associados a lei do resfriamento de Newton, dilui¢cdo, queda de

corpos e circuitos elétricos que sera o objetivo deste trabalho.

2.4 EQUACOES DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

Uma equacao diferencial de segunda ordem tem a forma
F(t,y,y,y") =0, (2.12)
onde F é alguma funcdo dada.
A equacdo (2.12) é dita linear quando pode ser escrita da seguinte forma
y'+p@®)y" +q@)y =g@), (2.13)
ou mesmo
P)y" +Q(t)y' + R(t)y = G(t). (2.14)

Note que as funcgdes P, Q, R e G sao fun¢des especificadas da variavel independente t, mas ndo

sdo dependentes de y. Se a equacao nao for da forma (2.13) ou (2.14) ela € dita ndo-linear.

Se g(t) =0 em (2.13), ou G(t) = 0 em (2.14) a equacdo é chamada de homogénea, caso

contrério, a equacdo é chamada de ndo-homogénea.

2.4.1 Existéncia de uma Unica solucéo

Antes de considerarmos um problema devemos saber se a solucdo existe, quando existe
e se a solugdo é Unica para o problema, pois ao se trabalhar com problemas fisicos e saber que
ele possui solucéo se evita de gastar esforco ao tentar resolvé-lo. Além disso, ao encontrar uma
solucgéo pode-se haver o interesse em continuar a procura por outras possiveis solu¢des ou pode-
se ter a certeza de que ndo héa outras solucGes. O teorema a seguir demonstra condi¢cdes para a

existéncia e unicidade de uma solucao.

Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade): Considere o problema de valor inicial

{y” +p)y" +q@®)y = g()
y(to) =yo; Y'(te) =¥
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para p(t), q(t) e g(t) fungdes continuas em um intervalo I contendo t,, entdo o problema de

valor inicial possui uma Unica solugdo y(t) neste intervalo.

A demonstracédo do teorema (2.1) pode ser encontrada em Santos (2011).
2.4.2 Principio de Superposicéo

O principio de superposicao diz que se conhecemos duas ou mais solugbes para uma
equacdo linear homogénea, entdo a soma dessas solu¢des também forma uma solugéo.
Teorema 2.2 (Principio de Superposi¢ao — Equagdes Homogéneas):

Sejam y; (t), y,(t),...,yx (t) solugdes para uma equacdo linear homogénea de n-ésima ordem

em um intervalo I. Entdo a combinacéo linear

C1y1(8) + Coy,(8) + -+ + Gy (8)
em que Cy, C,, ..., C; S@0 constantes arbitrarias, também forma uma solucéo para a equacao.
Corolério 2.1:

(A) Um multiplo y = C,y,(t) de uma solucdo y,(t) para uma equacdo diferencial linear

homogénea é também uma solucao.
(B) Uma equacéo diferencial linear homogénea sempre possui a solugéo trivial y = 0.

A demonstracdo para o teorema (2.2) e o corolario (2.1) pode ser encontrada em Zill e Cullen
(2001).

2.4.3 Dependéncia e independéncia linear

Pode-se provar que um conjunto de solugdes para uma equacdo diferencial linear
homogénea é um espaco vetorial, visto isto, precisamos do estudo da linearidade para

determinarmos solugdes que sejam linearmente independentes que gerem este espaco.

Defini¢cdo 2.5: Um conjunto de fungdes y, (t), y,(t), ..., y,(t) sdo linearmente dependentes

(L.D) em um intervalo I se existirem constantes C;, C5, ..., C,, ndo nulas, tais que
C1y1() + Gy, () + -+ Cpyn(t) = 0 (2.15)
para todo t pertencente a esse intervalo.

Definigdo 2.6: Um conjunto de fungdes y, (t), y,(t), ..., y»(t) sdo linearmente independentes

(L.1) em um intervalo I se elas ndo forem linearmente dependentes.
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Logo, um conjunto de funcGes é linearmente independente em um intervalo I se as Unicas
constantes para as quais a equacao (2.15) é valida para todo t pertencente a esse intervalo forem

nulas, ou seja, ¢C; = C, = -+ C,, = 0.

Quando se trata de duas funcdes y, (t) e y,(t), se elas sdo linearmente dependentes em

um intervalo, entdo existem constantes C; e C, ndo nulas, tais que
Ciy(t) + Coy,(6) =0
para todo t pertencente a este intervalo.

Vamos supor que C, # 0, teremos

Cy
y2(t) = — C_ZY1(t)-

Isto é, se duas funcbes sdo linearmente dependentes, entdo uma é multipla da outra. Podemos
concluir que quando nenhuma funcdo € multipla da outra serdo assim linearmente

independentes.

Exemplo 2.4 (Zill e Cullen, p.148): As fungles f;(x) = sen2x e f,(x) = senxcosx S&o0

linearmente dependentes no intervalo (- oo, ), pois
Cisen2x + Cysenxcosx = 0.

Sdo satisfeitas para todo x real se C; = 1/2e C, = —1.

2.4.4 Wronskiano

O teorema a seguir proporciona condigdes para a independéncia linear den fungfes em

um intervalo.

Teorema 2.3 (Critério para Independéncia linear de Funcdes): Suponha que

y1(), y2 (1), ..., v, (t) sejam diferencidveis em pelo menos n — 1 vezes. Se o determinante

Y1 Y2 Yn
yio Y2 o o Y

._1 :_1 : :_
yl(n ) yz(n ) yr(ln 1)

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo I, entdo as funcdes

y1(t), y2(t), ..., v, (t) serdo linearmente independentes no intervalo.
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O determinante do teorema (2.3) é chamado de Wronskiano das fungdes, 0 mesmo € denotado

por

W (1 (6), ¥2(0), e, Y (D).

Corolario 2.2: Se y,(t),y,(t),...,y,(t) possuem pelo menos n—1 derivadas e sdo

linearmente dependentes em I, entdo

W(y1(6),y2(8), ., ya () = 0
para todo t presente no intervalo.

A demonstracdo do teorema (2.3) e corolario (2.2) pode ser encontrado no livro Zill e Cullen
(2001).

2.4.5 Solucéo de Equacdes Homogéneas

Uma equacdo diferencial linear homogénea de n-ésima ordem pode ser escrita como

n n-—1

d"y y
an(t) W + an—l(t)

dy
gt trtaista®y =g(0);g@) =0 (2.16)
De acordo com Boyce e Diprima (2006), um conjunto fundamental de solu¢des de uma
equacao diferencial linear homogénea de n-ésima ordem forma um espaco vetorial de dimenséo
n e que qualguer conjunto de n solugdes linearmente independentes forma uma base para esse

espaco.

Teorema 2.4 (Existéncia de um Conjunto Fundamental): Existe um conjunto fundamental
de solucdes linearmente independentes para a equacéo diferencial linear homogénea de n-ésima

ordem em um intervalo I. A solucéo geral para a equacdo no intervalo é definida por

y = C1y,(t) + Coy,(t) + - + Cryn (8).

2.4.6 Equacdo caracteristica

Ao procurar uma solucdo para uma equacao diferencial linear de segunda ordem, o
primeiro passo é encontrar a solugdo da equacdo homogénea, iremos propor um método eficaz

para esta solucdo.

Iremos considerar a equagéo (2.14) nas quais as fungdes P, Q e R sdo constantes, nesse

caso a equagéo torna-se
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ay" +by'+cy=0 (2.17)
onde a, b e ¢ séo constantes dadas.
Suponha que a equagdo (2.17) tenha uma solugéo do tipo y = e, entdoy' = re"tey” =
r2e’, assim a equacdo torna-se
ar?e’™ + bre" + ce™ =0
oU mesmo
e (ar? + br +c) = 0. (2.18)

Visto que e™ nunca se anula para qualquer valor real de t, entdo para que essa fungdo
exponencial satisfaca a equacéo diferencial (2.18), iremos escolher um r de tal forma que seja

raiz da equacdo quadréatica
ar?+br+c=0. (2.19)

A equacdo (2.19) é chamada de equacdo caracteristica, a mesma possui trés casos a se

considerar de acordo com o sinal do discriminante A = b% — 4ac.

Caso 1 (Raizes Reais Distintas): Se o discriminante for maior que zero, ou seja, A > 0, entdo
as raizes r; e r, da equacdo (2.19) sdo reais e distintas, logo, y, = e™! e y, = e sdo duas
solugdes linearmente independentes da equagéo (2.17).

Pelo teorema (2.2) de Superposi¢do, podemos afirmar que a soma de y, com y, também sera

uma solucéo para equacdo (2.17), logo, a solucédo geral sera dada por
y = Cie™t + Cye™t

Caso 2 (Raizes Reais Iguais): Se o discriminante for igual a zero, ou seja, A = 0, entdo r; =
15, ISt0 é, as raizes da equacao (2.19) sdo reais e iguais. Denotaremos r como valor comum de
T, € T, COMO Sabemos que

b

T:—%

entdo, 2ar + b = 0. Temos y; = e"* como solucédo da equacéo (2.17), iremos agora verificar

que y, = te" também é uma solucéo:
ayy + by, + cy, = aQre’™ + r2te™) + b(e™ + rte™) + cte™

= (2ar + b)e" + (ar? + br + c)te™
=0(e™)+0(te™) =0
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Se y, e y, sdo solucdes linearmente independentes da equacdo, entdo pelo teorema (2.2) de

Superposic¢do podemos afirmar que a solucdo geral da equacédo (2.17) sera
y = Cie™ + Cyte™
Caso 3 (Raizes Complexas Conjugadas): Se o discriminante for menor que zero, ou seja, A <
0, entdo as raizes r, e r,da equacgdo (2.19) sdo complexas. Teremos
n=a+if rn,=a—Iif
onde a e B sdo nimeros reais maiores que zero e i2 = —1.
A solucdo geral é dada por
y = C e @tiP)t 4 ¢, ela—ip)t, (2.20)

E preferivel trabalhar com funcBes reais em vez de exponenciais complexas, dessa forma

utilizaremos a equacéo de Euler

e'® = cosh + isend

e reescreveremos a equacdo (2.20) da seguinte forma

y = e*(CicosPt + C,senpft).

2.4.7 Equagdes Diferenciais de Segunda Ordem N&o-Homogéneas

Qualquer funcdo y,, independente de parametros que satisfaca a seguinte equagdo

diferencial ndo-homogénea

dn dnly d (2.21)

y y
an(t)ﬁ + an—1(t)W toeta ot ag(t)y = g(t); g(t) #0

é chamada de solucdo particular da equacdo. Sejam y; e y, solugdes para uma equacgao
homogénea de n-ésima ordem (2.16) em um intervalo I e seja y,, uma solugdo particular para a

equacdo ndo-homogénea (2.21) no mesmo intervalo. Entdo
y = Cy1(0) + Gya () + -+ + Cuyn () + ¥ (1)

também sera uma solugdo para a equacdo (2.21) no intervalo para quaisquer constantes
C1,Cy, ..., Cy.



23

2.4.8 Solucéo Geral - Equacgdes Ndo-Homogéneas

Definicdo 2.7: Seja y, uma solucdo para a equagéo ndo-homogeénea de n-ésima ordem
(2.21) em um intervalo | e seja a combinacéo linear
Ye = C1y1(8) + Gy2(6) + -+ + Cuyn (t) (2.22)

solucdo para a equacao linear homogénea de n-ésima ordem (2.16) no intervalo. A solucéo geral

para a equagdo ndo-homogénea no intervalo sera dada por
Y=Y+

A combinacdo linear (2.22) é chamada de funcdo complementar da equacao (2.21), em
outras palavras, podemos definir a solucdo geral da equacdo ndo-homogénea como a soma da

fungdo complementar com uma solugdo particular.

2.4.9 Método dos Coeficientes Indeterminados

O método dos coeficientes indeterminados requer uma hipétese inicial sobre a forma da

solucdo particular y,, mas com os coeficientes ainda nao definidos. Esse método se restringe a

equac0es da forma
ay" + by +cy =g(t) (2.23)

em que a, b, e c sdo constantes e g(t) pertence a uma classe de funcbes do tipo constantes,

exponenciais, polinomiais, senos, cossenos, somas e produtos dessas funcdes.

Primeiramente, substituimos a hipétese escolhida y, e suas respectivas derivadas na
equacao (2.23):
ayp + by, + cy, = g(t) (2.24)
e tentamos determinar os coeficientes A,B e C a fim de que a equagéo seja satisfeita.

Caso a hipotese escolhida obtenha éxito e encontremos uma solugdo para a equagao
diferencial, podemos usa-la como solugéo particular. Quando algum termo da solugéo particular
yp coincidir com algum termo da solucéo geral da EDO homogénea associada, a solucéo yp

deve ser modificada da seguinte forma:
Vp- t"

de modo que elimine a coincidéncia e satisfaca a equacao (2.24).
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A maior limitacdo do método é que ele se restringe a uma classe pequena de funcdes,
sdo elas: constantes, exponenciais, polinomiais, senos e cossenos, porém, essas funcdes
possuem uma propriedade notavel que as derivadas de suas somas e produtos geram ainda
somas e produtos de constantes, exponenciais, polindmios, senos e cossenos. Como a

combinagdo linear das derivadas ay, + by, + cy, tem de ser idéntico a g(t), € admissivel

supor que y, possui a mesma forma que g(t).

A tabela seguinte mostra alguns exemplos especificos para g(t) em (2.23) juntamente

com sua forma correspondente de solucdo particular.

Tabela 1- Tentativas para y,

g Forma de y,
1. k (qualquer constante) A
1. et Ae“t
2. senat Acosat + Bsenat
3. cosat Acosat + Bsenat
4. e%senfit Ae%cosft + Be*'senft
5. e*cosft Ae%cosft + Be*'senft

Fonte: (ZILL; CULLEN, 2001)

A seguir, trabalharemos com um exemplo para demonstrar como se da a aplicacéo do
método dos coeficientes indeterminados na busca de uma solucéo para uma equacao diferencial

de segunda ordem ndo-homogénea.

Exemplo 2.5: Utilize o método dos coeficientes indeterminados e encontre uma solugdo
particular para a equacdo, em seguida, demonstre a solucdo geral para a equacéo diferencial de

segunda ordem associada.
y" —9y = sent (2.25)
Solucéo: A equagdo homogénea associada a (2.25) é
y'=9y =0 (2.26)

A equacdo caracteristica é dada por 2 — 9 = 0, cujas raizes sdo dadas por r; = 3 er, = —3.

A solucéo da equacdo (2.26) é dada por

ye = Cre3t + Cre3t
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Com g(t) = sent vemos na entrada 3 da tabela 1 que devemos escolher a seguinte tentativa

para a solucdo

Yp = Acost + Bsent
Derivando y, duas vezes com relagao a t, obtemos

Yp = —Asent + Bcost
Yp = —Acost — Bsent
Substituindo em (2.25) teremos,
¥'' — 9y, = cost(—A — 9A) + sent(—B — 9B) = sent
Obtemos o seguinte sistema
—104A =0
—-10B =1
Que possui como solugdo A =0e B = — % Logo, teremos como solucéo particular

1
Yp = — 1—Osent

A solucdo geral da equacdo (2.25) sera dada por
y=y.+vy, =Ce3+C e‘3t—isent

As aplicagdes de equacdes diferenciais de segunda ordem estdo presentes nas diversas
areas da engenharia, na civil com problemas envolvendo vigas, na elétrica com circuitos
elétricos, na mecéanica com vibracdes mecanicas e quimica com problemas de densidade.

Devido a essa grandeza de aplicacBes que se torna téo relevante seu estudo.
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3 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nesta secao estudaremos a definicéo e as propriedades de uma integral conhecida como
Transformada de Laplace, ela é Gtil na resolucdo de equacbes diferenciais, em particular, as
lineares com coeficientes constantes pois suas solugdes sdo baseadas na fungdo exponencial,
ela também ¢é eficaz na resolucéo de alguns tipos de problemas de valor inicial, pois é possivel

a utilizacdo de funcgdes continuas e continuas por partes.

A importancia da aplicagédo da transformada de Laplace na resolugdo de equacdes
diferenciais com a acdo de fungdes continuas por partes é relevante, pois os métodos casuais de
resolucdo de equacgdes diferenciais vistos nas secdes anteriores apenas sdo eficientes quando
tratamos de fungdes continuas. Na secéo (3.5) deste trabalho, serd abordado um pouco sobre

uma funcdo continua por partes conhecida como Funcdo Degrau Unitério.

Definicéo 3.1 (Transformada de Laplace): Seja f(t) uma funcédo definida para t > 0, sua

transformada de Laplace sera definida por

LIF(O)}=F(s) = j e StF(t)dt (3.1)

0

para todos os valores de s para as quais a integral improépria converge, onde a fungédo et é

chamada de ndcleo da transformada.

Convém representar a funcdo original por uma letra minuscula e sua variavel por t, ja a
transformada de Laplace é representada pela letra correspondente em maitsculo e a sua variavel

por s.
Exemplo 3.1: Calcule a transformada de Laplace da funcéo f, dados f(t) = 5 parat = 0.
Solucéo:

Aplicando a definicéo, teremos

°_ (P ~ Ge7st . —GeSbys5 5
F(s) = L{5} = j 5e5tdt = lim 5¢75tdt = lim — _ =
0 b—co 0 b—oo S b—0 S S

desde que s > 0. Em outras palavras, para L{5} existir tem-se que s > 0, logo, 0 expoente —sb
é negativo e et - 0 quando b — o. Quando s < 0 a integral impropria diverge, logo a

transformada ndo existe.
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3.1 CONDICOES SUFICIENTES PARA EXISTENCIA DA TRANSFORMADA DE
LAPLACE

A integral que define a transformada de Laplace (3.1) nem sempre ira convergir, ou seja,
a transformada de uma funcdo nem sempre existird. Algumas condi¢6es devem ser consideradas
para que a transformada exista, sdo elas: a funcdo f(t) devera ser continua por partes no

intervalo limitado de [0, o) e a fungéo f(t) é de ordem exponencial parat > T.

De acordo com Zill e Cullen (2001) uma funcéo f(t) é continua por partes em [0, o)
se, em qualquer intervalo 0 < a < t < b, ha apenas um numero finito de descontinuidades e

em toda descontinuidade existem os limites laterais.

Definigdo 3.2 (Ordem Exponencial): Uma fungdo f(t)é dita de ordem exponencial, se

existirem nimeros ¢, M > 0e T > 0 tais que |f(t)| < Me* paratodot > T.

Quando f(t) é uma funcdo crescente, a condi¢do acima diz simplesmente que o grafico
de f(t) no intervalo (T, o) ndo cresce mais rapidamente que o grafico da fungdo exponencial

Me*t, onde ¢ é uma constante positiva.

Teorema 3.1 (CondigBes Suficientes de Existéncia): Seja f(t) uma funcdo continua por
partes no intervalo [0,o0) e de ordem exponencial para t > T, entdo, sua transformada de

Laplace existe para todos s > c.

O teorema (3.1) pode ser demonstrado em Zill e Cullen (2001).

3.2 PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

As propriedades que serdo abordadas a seguir sdo necessarias para a resolucdo de
equacdes diferenciais, elas possibilitam uma maneira pratica de utilizar a transformada de

Laplace sem a necessidade de usar sua definigdo.

3.2.1 Linearidade da Transformada de Laplace

A linearidade ¢ a propriedade mais utilizada na resolucéo de equacdes diferenciais por
transformada de Laplace, visto que essa propriedade define a transformada como um operador

linear, ela possui uma grande importancia, sendo indispensavel.

Teorema 3.2 (Linearidade): Se L{f(t)} =F(s) e L{g(t)} = G(s), entdo, para duas

constantes arbitrarias C,e C, teremos
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LICf(®) + Cog(O)} = GLf (D} + CGL{g (D)} = CiF(s) + .G ()
3.2.2 Translacéo

Esta propriedade indica um deslocamento no eixo s, é possivel conhecer a transformada
de Laplace de multiplos exponenciais de uma fungdo f(t)desde que tenhamos conhecimento

de sua transformada.

Teorema 3.3 (Translacdo na Transformada de Laplace). Se L{f(t)} = F(s), entdo para

qualquer constante a é possivel definir

L{e®f(O)} =F(s —a)

3.2.3 Derivada de uma Transformada

Esta propriedade é utilizada para multiplos polinémios de uma funcdo f(t), sendo
bastante Util e pratica desde que tenhamos o conhecimento de sua transformada e da derivada

do polinbmio em questéo.

Teorema 3.4 (Derivada de uma Transformada): Se L{f(t)} = F(s), entdo, para qualquer
inteiro positivo n é possivel definir

n

d
LE O} = (D" [FO))

3.2.4 Transformada de uma Derivada

Ao resolver alguns tipos de equac@es diferenciais, calcular a transformada de Laplace
se torna muito atil, em alguns casos é necessario calcular as transformadas das derivadas. Com
isso, iremos definir a formula geral a partir da derivada primeira de f(t). Seja f'(t) continua

parat = 0, podemos reescrever a equacgéo (3.1) como
L ©) = | et 3.2
0

a integracao por partes proporciona

LF©O} = eSS +5 f e~Stf (1)t
0
L{f'()} = —f(0) + sL{f ()}
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L{f'(0)} = sF(s) = f(0) (3.3)

desde que e~Stf(t) - 0 quando t — co. Analogamente, para a segunda derivada teremos

o

L) = f &St ()t

o)

LF'(D)} = e SHF (OIS +5 f e~Stf/(0)de

LI (0} = =f'(0) + sL{f'(D)}
LI} = s[sF(s] = f(0)] = £7(0)
L{f"(0)} = s*F(s) = sf(0) — £'(0). (3.4)

Os resultados de (3.3) e (3.4) sdo casos especiais do teorema a seguir, ele fornece a transformada

de Laplace da n-ésima derivada de f(¢t).

Teorema 3.5 (Transformada de uma Derivada): Se f(t), f'(t), ..., f ™~ (t)forem continuas

em [0, ), de ordem exponencial, e se f ™ (t) for continua por partes em [0, ), ent&o
LD @) = sTF(s) = s VF©0) = s f1(0) = - = FHD(0),

onde L{f(t)} = F(s).

A tabela a seguir mostra a Transformada de Laplace de algumas funcdes elementares, a
demonstracdo para essas transformadas pode ser obtida através de sua definicdo presente na

equacéo (3.1).

Tabela 2 - Transformada de algumas fungdes elementares

1. £{1}=1

N

n!
s(n+1)’

2. L{t"} = n=123,..

3. L{e%}= %a

k
S2+k2
s
s2+Kk2

4. L{senkt}=

5. L{coskt} =

Fonte: (ZILL; CULLEN, 2001)

3.3 TRANSFORMADA INVERSA

Na secdo precedente, estdvamos interessados em encontrar a transformada de uma

funcdo, ou seja, transformar uma funcdo f(t) em outra funcdo F(s) por meio da integral.
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Agora, faremos o processo inverso, dada uma uma funcdo transformada F(s), buscaremos
encontrar uma fungdo f(t) cuja transformada de Laplace seja igual a F(s). Podemos dizer que

f(t) é atransformada de Laplace inversa de F(s), detonamos da seguinte forma

L7HF ()}

A tabela a seguir mostra algumas transformadas inversas de funcdes, ela é andloga a
tabela 2, fornecendo praticidade na resolucdo de problemas envolvendo a transformada de

Laplace inversa.

Tabela 3 - Transformada inversa de algumas func¢des elementares

L=

2. tn=r1f

n!
s(n+1)

}, n=1,23,..

s—a

3. et =71 {L}

4. senkt:L‘l{ k }

S2+k2

5. coskt=£‘1{ > }

s2+k2

Fonte: (ZILL; CULLEN, 2001)

A transformada de Laplace inversa tem a propriedade de linearidade em comum com a
transformada de Laplace, isso também a torna um operador linear, o seguinte teorema pode

afirmar isso.

Teorema 3.6 (Linearidade da Transformada de Laplace Inversa): Se a transformada

inversa de duas funcdes F(s) e G(s) existem, entdo, para quaisquer constantes C; e C,,

LTHCF(s) + CoG(s)} = CLLTHF ()} + CGL™HG ()}

3.3.1 Frag0es parciais

O uso de fragOes parciais € muito importante para encontrar a transformada de Laplace
inversa, 0 método consiste em transformar uma funcéo do tipo a(t)/b(t) onde a(t) e b(t) séo
polinémios em t, em uma soma de outras fungdes de tal modo que o denominador de cada nova
fracdo seja um polindmio do primeiro grau ou um polindmio quadréatico, elevados a uma

poténcia arbitraria.

A seguir faremos uma revisdo dos trés casos mais frequentes de fracdes parciais para facilitar a

resolucdo de problemas envolvendo transformada inversa de Laplace.
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Caso 1 (Fatores Lineares Distintos)

Neste caso, iremos considerar uma transformada do tipo

P
&) = =6 —p
pOdemOS reescrever como
A B
== 6-p

onde A e B serdo constantes encontradas no problema proposto.
Caso 2 (Fator Linear Repetido)

Vamos trabalhar com uma transformada da seguinte forma

podemos reescrever cComo

C D
G-af G-

F(s) =

onde C e D seréo constantes encontradas no problema em quest&o.
Caso 3 (Fator Quadratico Irredutivel)
Iremos trabalhar com uma transformada do tipo

P(s)

Fls) = (s —a)(aa? + ba + ¢)

podemos reescrever como

E Fs+ G

Fls) = (s—a) * (aa? + ba +¢)

onde E, F e G serdo constantes encontradas no problema proposto.

3.4 TRANSFORMADA DE LAPLACE E PVI

A transformada de Laplace é util para problemas lineares de valor inicial com

coeficientes constantes, pois este tipo de equacéo diferencial pode ser reduzida em uma equagéo
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algébrica que envolve as condic¢des iniciais, facilitando assim, a sua resolucdo. Iremos

considerar o seguinte problema de valor inicial:

{a(n)y(n) +am-ny ™Y+ ay +agy = g(b)

y(0) = ¥0,5'(0) = ¥, ., YD (0) = "V
em que a;, i=0,1,...,n € Vo,V 0, ) én_l) sdo constantes. Aplicando a transformada de

Laplace na equacdo diferencial, obtemos
L{amy™ + apopy™@ Y + -+ ayy’ + agy} = L{g(t)}. (3.5)

Aplicando a propriedade de linearidade, podemos reescrever (3.5) como

A L{y ™} + ag-pL{y® Db+ o+ e Ly} + aolly} = L{g(®}.  (3:6)
Pelo teorema (3.5), a equacao (3.6) torna-se
A [s™Y (s) = s Dy(0) — -+ — yD(0)]

+ Ao [s@VY(s) — s Dy (0) — - — y D (0)] + -+ + aoY (s) = G(s).
Ao colocar Y (s) em evidéncia, obtemos
[ays™ + ag_1ys® ™V + -+ ao]Y (s)

= a(n)[s(n_l)yo + -+ yo(n_l)] + a(n—l)[s(n_Z)yO + -+ yo(n_z)] + .. G(S)

Explicitando Y (s), encontramos y(t) através da transformada inversa

y(t) = L7HY(5).

A seguir, demonstraremos a resolu¢cdo de um problema de valor inicial utilizando a

transformada de Laplace.

Exemplo 3.2: Resolva o seguinte problema de valor inicial utilizando a transformada de

Laplace:

{ y'+4y =t
y(0)=0; y'(0)=0

Solucdo: Aplicando a transformada de Laplace na equagdo diferencial e utilizando a

propriedade de linearidade, obtemos

L{y"} + 4L{y} = L{t}. (3.7)

Utilizando o teorema (3.5) juntamente com a entrada (2) da tabela 2 e aplicando as condi¢cfes

iniciais, teremos, respectivamente, as seguintes transformadas:
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L{y"} = s?Y(s) = sy(0) —¥"(0) = s?Y(s)
L{y'} = sY(s) —y(0) = sY(s)

1!

1
Lit} = S+ g2°

Substituindo os valores em (3.7), obtemos

1
s?Y(s) +4sY(s) = .
S
Explicitando Y (s), teremos

1

(o) = s2(s2+4s)’

Como vimos anteriormente, 0 método de fragcdes parciais € Gtil quando procuramos a
transformada de Laplace inversa de uma funcdo, por isso, utilizaremos o método a seguir,

obtendo assim

__t _A. B (3.8)
s2(s2+4s) s?2 s2+44s’

Multiplicando ambos os lados da igualdade por s?(s? + 4s), teremos

1= A(s? + 4s) + B(s?)
1= As? + 4As + Bs?
1 =52%(A + B) + s(44).

Igualando os coeficientes das poténcias de s, implica no seguinte sistema

{A +B=0
44 =1
cuja solucdo é dada por A = i eB = —i . Substituindo os valores obtidos na equacéo (3.8),
teremos
1 _1
1 4y 2

N

52(52+4s): s2  s244s’

Aplicando a transformada de Laplace inversa, implica

el B
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Reescrevendo (3.9), teremos

) 1 1 (1y 1 _.( 2
T T I L i B T Pt
s?(s2+4s)) 4 s2) 8 s2+4

Utilizando a entrada (2) e (4) da tabela 2, obtemos

1L‘1{1}—1t
4 s2) 4
e
11:‘1{ 2 }_ 1 2t
8- |sz+a) 8t
Logo,

L‘l{ ! }—11: ! 2t
s2(s2 + 4s)) 4~ g et

Portanto, a solucdo do problema pode ser dada por

(t)—lt 1 2t
y =2 8sen.

3.5 FUNCAO DEGRAU UNITARIO

Algumas das aplicacdes mais elementares da transformada de Laplace ocorrem na
solucdo de equacdes diferenciais lineares que envolvem fungdes descontinuas ou de impulso.
Na engenharia, por exemplo, encontramos problemas que envolvem fungbes que expressam
uma forca externa agindo sobre um sistema mecanico ou uma voltagem impressa em um
circuito que pode ser desligada por um periodo de tempo. Nesta secdo iremos abordar algumas
propriedades adicionais da transformada de Laplace que serdo Uteis na solucdo de tais
problemas. Para tratar de fungGes com saltos é conveniente definir uma funcdo especial

chamada de funcdo degrau unitario, ou funcdo de Heaviside.
Definigdo 3.3 (Fungéo Degrau Unitario): A funcdo U(t — a) pode ser definida por

0, 0<t<a
u(t_a)z{l t>a.

Definimos U(t — a) apenas para t maior ou igual a zero, isso € suficiente para o estudo da

transformada de Laplace. Em um sentido mais abrangente, U(t —a) = O parat < a.
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Quando multiplicada por uma outra funcédo definida parat > 0, a funcéo degrau unitario

elimina uma porcdo do gréfico da fungdo, podemos perceber isso na figura 1.

0, 0<t<?2m
cos(t), t > 2m.

f(t) =cos(t)U(t — 2n) = {

Figura 1 - Gréfico de cos(t), t = 0, quando multiplicada por U(t — 2m)
3
Yy

Fonte: Autoria prépria (2020)

A funcdo degrau unitario pode ser usada para escrever funcées definidas por partes em

uma forma compacta, observe a seguinte funcéo definida por partes:

_{9(®), 0=<t<a (3.10)
f®= {h(t), t > a.

Podemos escrever (3.10) como

f(@®) =g@® —g@OUE—a) + (U — a)

Analogamente, uma funcédo da forma

0, 0<t<a
f(t)={h(t), as<t<b
0, t>b.

Pode ser escrita como

f(@®) =h®O[C(t —a) = U - b)]

Vimos pelo Teorema 3.3 que ao multiplicar a funcao f(t) por uma exponencial iremos
obter uma translacdo da transformada F(s). A seguir, veremos que, quando F (s) é multiplicada
por uma funcdo exponencial apropriada, a transformada inversa desse produto é a funcéo

transladada.

Teorema 3.7 (Segundo Teorema de Translagdo): Se a for uma constante positiva, entdo

podemos definir

LUt —a)U(t — a)} = e"™F(s),
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emque F(s) = L{f(t)}.

A prova para o Teorema 3.7 pode ser encontrada em Zill e Cullen (2001).

Exemplo 3.3 (Zill e Cullen (2001), p.377): Calcule
L{(t —2)3U(t — 2)}.
Solugéo: Como a = 2, segue-se do Teorema 3.7 que

L{(t —2)3U(t — 2)} = e™25L{t3}

|
— —253'
e "2
S
_E -2s
46
S

A transformada de Laplace da funcdo degrau unitario pode ser obtida atraves da

Definicdo 3.1 ou do Teorema 3.7. Fazendo f(t) = 1 no Teorema 3.7, entdo f(t —a) =1,
F(s) = L{1} = § logo

—as

LIUGt — a)} = eS .

Forma inversa do Teorema 3.7
A forma inversa do Teorema 3.7 pode ser definida como
ft—a)U(t —a) = L7H{e F(s)},

emquea > 0ef(t) = L7HF(s)}

3.6 FUNCAO DELTA DE DIRAC

Impulso Unitéario

Algumas aplicacdes exigem que tratemos os fendmenos de natureza impulsiva, por
exemplo, forgas eletromotrizes no caso de circuitos elétricos, forgas externas em sistemas

mecanicos ou forgas de mddulo grande que agem por um curto periodo de tempo. A funcéo

0, 0<t<ty,—a
1
8q(t — to) = 5o lhh—ast<t+a

O) t2t0+a,
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paraa > 0 e t, > 0, pode servir como um modelo matematico para representar tais forcas. Para
um pequeno valor de a, &, (t — t,) é essencialmente uma funcdo constante de grande amplitude
que age por um pequeno intervalo de tempo. A funcdo &, (t — t,) pode ser chamada de impulso

unitario, apresentando a seguinte propriedade:
f 6t —ty)dt =1
0
E conveniente trabalhar com um outro tipo de impulso unitario, uma “fun¢do” que se aproxima
de 6,(t — ty) e que € definida pelo limite
a—

A expressao (3.11) ndo pode ser considerada uma funcdo, porém, apresenta duas propriedades

que devem ser consideradas:

() 8t — t,) = {f;’ L ;‘j e (1) [ 6(t - to)de = 1

A expressdo §(t — t,) € chamada de funcdo delta de Dirac.
E possivel obter a transformada de Laplace da funcdo delta de Dirac supondo que
L{5(t —to)} = }li_r)l(l) LES(t —to)}
Teorema 3.8 (Transformada da Funcéo Delta de Dirac): Para t, > 0, podemos definir
L{5(t — ty)} = e Sto,
A prova para o Teorema 3.8 pode ser encontrada em Zill e Cullen (2001).

De acordo com Zill e Cullen (2001) e a teoria moderna de fungdes generalizadas, a
equacdo (3.11) ndo é aceitavel como definicdo para §(t — t,) e também ndo se fala de uma
funcio em que o valor é oo ou zero. E suficiente dizer que a fungdo delta de Dirac é definida
em termos de seu efeito ou de sua agdo em outras fungdes. Podemos definir assim, a funcao

como:

f FOB8(t — to)dt = f(t)
0
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4 CIRCUITOS ELETRICOS

De acordo com Svoboda e Dorf (2016), circuito elétrico € uma interconexdo de
componentes elétricos de modo a formar um percurso fechado pelo o qual pode circular uma
corrente. Os engenheiros utilizam os circuitos elétricos para resolver diversos problemas que

sdo importantes para nossa sociedade, como por exemplo:

1. Geragdo, transmissdo e consumo de energia.
2. Codificagdo, decodificacdo, armazenamento, recuperagdo, transmissdo e

processamento da informagéo.

Ao longo desta segdo, o termo “circuito” sera utilizado para referir-se a um circuito

elétrico.

Estudar circuitos é valioso para os alunos que estdo se especializando nas diversas
ciéncias fisicas, pois sdo um excelente modelo para o estudo dos sistemas de energia em geral

e também por envolver matematica aplicada, fisica e topologia.

O principal objetivo deste trabalho é motivar o estudo de equacdes diferenciais através
de sua aplicacdo em circuitos elétricos. Nesta se¢do, apresentamos um referencial tedrico acerca
de circuitos elétricos, a fim de conhecer um pouco mais sobre essa area de aplicacdo das

equac0es diferenciais.

4.1 VARIAVEIS DOS CIRCUITOS ELETRICOS

Carga

Carga € a propriedade intrinseca da matéria responsavel pelos fenémenos elétricos, a
sua quantidade pode ser expressa em termos da carga de um elétron, que é igual a

— 1,602 x 10~ coulombs: —1 coulomb (—1 C) é a carga de 6,24 x 108 elétrons.
Corrente

A corrente que passa por uma determinada area € definida por a quantidade de carga q,
em coulombs, que passa por unidade de tempo t. A corrente pode ser expressa da seguinte
forma:

dq

l:E.

A unidade de corrente € o ampeére (A); um ampere corresponde a 1 coulomb/segundo.
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Se a corrente ndo muda com o tempo e permanece constante, a corrente é chamada de
corrente continua (CC). Quando a corrente varia com o tempo seguindo uma forma de onda

senoidal, pode ser chamada de corrente alternada (CA).

Figura 2 — Representagdo da corrente continua e alternada respectivamente

'r.' A

\)‘/ 1

Fonte: Alexander e Sadiku (2013)
Tensdo Elétrica

A diferenca de potencial entre dois pontos é chamada de tensdo elétrica e pode ser
simbolizada por pelas letras V, U ou E, cuja a unidade de medida ¢ o volt (V). Matematicamente

podemos escrever:

V:U:E:VB_VA
Em um circuito elétrico, indica-se uma tensdo por uma seta voltada para o ponto de maior
potencial.

Figura 3 — Representagdo da tensdo em um circuito elétrico

Ve

Fonte: Markus (2011)

De acordo com Svoboda e Dorf (2016), a tensdo entre os terminais de um componente
é o trabalho (energia) necessario para transportar uma unidade de carga elétrica do terminal -

para o terminal +.

A tensdo entre os terminais de um componente pode ser dada por
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dw

U:E

em que v é a tensdo, w € a energia (ou trabalho) e g € a carga. E importante considerar que uma
carga de 1 coulomb gasta uma energia de 1 joule para percorrer uma diferenca de potencial de

1 volt.
Poténcia e Energia

E de suma importancia conhecer a poténcia e energia fornecidas a um componente. O
termo poténcia é utilizado para indicar a quantidade de trabalho (conversdo de energia) que
pode ser realizado em um determinado periodo de tempo, para ser mais claro, podemos

considerar que a poténcia como a velocidade com que um trabalho é executado.

Temos a energia convertida medida em joules (J) e o tempo em segundos (s), a poténcia
é medida em joules/segundo (J/s). A unidade elétrica de medida de poténcia é o watt (W).

Temos que 1 watt (W) =1 joule/segundo (J/s).
Em termos de equacéo, podemos definir a poténcia como:

dw

P=E

em gue p € a poténcia em watts, w € a energia em joules e t € o tempo em segundos. Quando
associamos a poténcia a uma corrente em um componente, podemos obter o seguinte resultado:

dw dw dq _

=E—%.dt—v.l. (41)

p

Pela equacédo (4.1) podemos perceber que a poténcia é dada pelo produto da tensdo entre os

terminais de um componente pela corrente que o0 atravessa.

4.2 COMPONENTES DOS CIRCUITOS ELETRICOS

S0 varios 0s componentes de um circuito elétrico, porém, nesta se¢do definiremos trés

deles, sdo eles: resistores, capacitores e indutores.

4.2.1 Resistores

A resisténcia ¢ a caracteristica elétrica dos materiais, que representa a 0posi¢do a

passagem da corrente elétrica. Essa oposi¢do a conducdo da corrente elétrica é provocada,
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principalmente, pela dificuldade de os elétrons livres se movimentarem pela estrutura atbmica
dos materiais. A resisténcia elétrica é representada pela letra R, sua unidade de medida é o ohm
(£2). Um componente que possui uma resisténcia R € chamado de resistor, eles séo utilizados
em varios equipamentos do nosso cotidiano como, por exemplo, em chuveiros, secadores de

cabelo, ferro de passar, lampadas, etc.

O simbolo mais utilizado para representar uma resisténcia em um circuito elétrico é

representado na figura 4.

Figura 4 — Representagdo de uma resisténcia R em um circuito elétrico

Fonte: Zill e Cullen (2001)

12 Lei de Ohm

Uma resisténcia transforma a energia elétrica fornecida por uma fonte de alimentacao,
provocando queda de potencial no circuito quando uma corrente passa por ela. A relagéo entre

tensdo, corrente e resisténcia ¢ denominada primeira lei de Ohm, cuja expressdo matematica é:

V =RI.

4.2.2 Capacitores

Capacitor é um elemento passivo projetado para armazenar energia em Seu campo
elétrico, ele é formado por duas placas condutoras separadas por um isolante (ou dielétrico). As
aplicacOes de capacitores sdo inumeras em eletrénica, comunicagdes, computadores e sistemas
de poténcia. Diz-se que 0 capacitor armazena a carga elétrica e essa quantidade de carga

armazenada, representada por g, é diretamente proporcional a tensdo aplicada VV de modo que
q=2CV.

Onde C é a capacitancia do capacitor e a sua unidade é o farad (F).

Capacitancia

A capacitancia é a razdo entre a carga depositada em uma placa de um capacitor e a

diferenca de potencial entre as duas placas, medidas em farads (F).

Nos circuitos elétricos, a simboliza¢do para um capacitor é representada na figura 5.
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Figura 5 - Representacdo de um capacitor em um circuito elétrico

|

|
C
Fonte: Zill e Cullen (2001)

4.2.3 Indutores

Indutor € um elemento passivo projetado para armazenar energia em Seu campo
magnético. Os indutores tém inumeras aplicacdes em eletrénica e sistemas de poténcia, e sao

usados em fontes de tenséo, transformadores, radios, etc.

Ao passar uma corrente através de um indutor, nota-se que a tensdo nele é diretamente
proporcional a taxa de variacao da corrente. Podemos escrever a seguinte equacdo para a queda

de tensdo em um indutor

onde L é a indutancia do indutor.
Indutancia

A indutancia € a propriedade segundo a qual um indutor se opde a mudanca do fluxo de

corrente através dele, medida em henrys (H).

Nos circuitos elétricos, a simbolizacdo para um indutor pode ser representada na figura 6.

Figura 6 - Representa¢do de um indutor em um circuito elétrico
L
Fonte: Zill e Cullen (2001)

4.3 ELEMENTOS DOS CIRCUITOS ELETRICOS

As definicOes a seguir foram baseadas no livro Markus (2011).
Ramo

O ramo ¢ qualquer parte de um circuito elétrico composto por um ou mais dispositivos ligados

em série.
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Figura 7 - Representacdo de um ramo em um circuito elétrico
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Fonte: Markus (2011)
NO
NO é qualquer ponto de um circuito elétrico no qual ha a conexao de trés ou mais ramos.

Figura 8 - Representacdo de um né em um circuito elétrico
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Fonte: Markus (2011)

Malha

Malha é qualquer parte de um circuito elétrico cujos ramos formam um caminho fechado para

a corrente circular.

Figura 9 - Representa¢do de uma malha em um circuito elétrico

o g e I{‘ ----------- Il v
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- - Malt !
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Malha Externa

Fonte: Markus (2011)

Lei de Kirchoff para Tensdes — Lei das Malhas

Ao se adotar um sentido arbitrario de corrente para a analise de uma malha, e considerar
as tensdes que elevam o potencial do circuito como positivas e as tensdes que causam queda de

potencial como negativas, a lei de Kirchhoff para tensdes pode ser enunciada da seguinte forma:
"A soma algébrica das tensées em uma malha ¢ zero."

Ou
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"A soma das tensdes que elevam o potencial do circuito ¢ igual a soma das tensdes que causam

a queda de potencial."”

A compreensdo e a analise de um circuito dependem das duas leis basicas da eletricidade
que sdo a lei de Kirchoff para correntes e a lei de Kirchoff para tensfes, porém, nesse estudo
nos limitamos apenas a segunda lei, visto que em nossas aplicacfes sera necessario apenas o
conhecimento sobre a mesma. Para um estudo mais aprofundado sobre as leis da eletricidade,

pode ser consultada a bibliografia de Markus (2011).

4.4 CIRCUITO EM SERIE E PARALELO

De acordo com Boylestad (2012), um dos conceitos mais importantes a serem lembrados
ao analisar circuitos em série e ao definir elementos que estejam em série é que a corrente
sempre sera a mesma em todos os pontos do circuito. Portanto, em qualquer configuragdo, se
dois elementos estdo em série, a corrente tem de ser a mesma. Porém, se a corrente é a mesma

para dois elementos adjacentes, os elementos podem ou ndo estar em serie.

J& para os circuitos em paralelo, dois elementos, ramos ou resistores estdo em paralelo
se tiverem dois pontos em comum. Uma propriedade importante para esse tipo de circuito é que
a tensdo sempre € a mesma através de elementos em paralelo. Portanto, se dois elementos estdo
em paralelo, a tensdo através deles deve ser a mesma. Porém, se a tensdo através de dois

elementos vizinhos € a mesma, os dois elementos podem ou néo estar em paralelo.

4.5 TIPOS DE CIRCUITOS ELETRICOS

4.5.1 Circuito RC

Encontramos frequentemente o uso de resistores e capacitores em um mesmo circuito
elétrico, quando isso ocorre estamos tratando de um circuito RC. Observe a figura 10, quando
a chave do circuito é fechada, imediatamente uma corrente flui. Os elétrons fluem do terminal
negativo da fonte E (t) através do resistor R e ficam acumulados na placa superior do capacitor
C. A mesma quantidade de elétrons fluird da placa inferior do capacitor deixando-a mais
negativa. A carga nas placas do capacitor vai aumentando enquanto houver corrente elétrica no
circuito. Este processo ocorrera até que diferenca de potencial entre as placas do capacitor fique
igual a E (t).
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Figura 10 — Representacdo de um circuito Resistor — Capacitor (RC)
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Fonte: Zill e Cullen (2001)

A queda de potencial em um capacitor com capacitancia C é dada por q(t)/C, em que
q é a carga no capacitor. Entdo, para o circuito em série mostrado na figura 10, a segunda lei
de Kirchhoff nos da:

Ri + %q = E(D). (4.2)

Como a corrente i e a carga q estdo relacionadas por i = dq/dt, logo, a equacéo (4.2) pode ser

reescrita como:

dg 1
4 g = ] 4.3
R It +Cq E(t) (4.3)

4.5.2 Circuito RL

Quando temos um circuito elétrico composto por um resistor e um indutor, estamos
tratando de um circuito RL. Considerando o circuito da figura 11, quando a chave do circuito é
fechada, a fonte E(t) alimenta o circuito com uma corrente I, até a bobina ficar carregada e sua
tensdo ser praticamente nula. O indutor quando percorrido por uma corrente elétrica produz um

campo magnético, este campo cria um fluxo magnético dentro da bobina (®).

Figura 11 — Representacdo de um circuito Resistor — Indutor (RL)

Fonte: Zill e Cullen (2001)

Em um circuito em série contendo apenas um resistor e um indutor, a segunda lei de

Kirchoff diz que a soma da queda de tensdo no indutor (L(di/dt)) e da queda de tensdo no
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resistor (iR) é igual a voltagem E(t) no circuito. Podemos obter a seguinte equacgéo diferencial

linear para a corrente i(t):

di
L +Ri=EQ®). (4.4)

onde L e R sdo constantes conhecidas como a indutancia e a resisténcia, respectivamente. A

corrente € na maioria das vezes chamada de resposta do sistema.

4.5.3 Circuito RCL

Um circuito que contém um resistor, um capacitor e um indutor conectados em série ou
paralelo, sdo chamados de circuitos RCL (conhecidos também por circuito ressonante ou
aceitador). De acordo com Nilsson e Riedel (2015), os circuitos RCL sdo chamados de circuitos
de segunda ordem, pois qualquer tensdo ou corrente neles podem ser descritas por uma equacgéo

diferencial de segunda ordem.

Figura 12 — Representacdo de um circuito Resistor — Capacitor — Indutor (RCL)

~y——

Fonte: Zill e Cullen (2001)
Se i(t) denota a corrente em um circuito elétrico RCL, entdo a queda de tensdo através
do indutor, resistor e capacitor € igual a:
. di
e Noindutor: V = L—
dt
e Noresistor: V = iR
e No capacitor: V = %q

Pela segunda lei de Kirchoff, a soma dessas voltagens € igual a voltagem E(t) impressa

no circuito, ou seja,

di 1
— 1 — —_— N 4-5
L—+iR+=q E(t) (4.5)
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Como a carga q(t) no capacitor esta relacionada com a corrente i(t) por i = dq/dt, e

entdo a equacéo (4.5) torna — se a equacéo diferencial linear de segunda ordem

d?q dg 1
a4 = 4.6
Loz +R-+=q=E(). (4.6)

As nomenclaturas utilizadas para a andlise de circuitos elétricos sdo semelhantes a

nomenclatura empregada para descrever um sistema massa — mola.

Se E(t) = 0, as vibracdes elétricas do circuito sdo ditas livres. Como a equacao auxiliar
para a equacdo (4.3) é Lm? + Rm +%= 0, havera trés modos de solucdo quando R # 0,

dependendo do valor do descriminante R? — 4L /C. Dizemos assim que o circuito é

e Superamortecido se R — 4L/C > 0;
e Criticamente amortecido se R? — 4L/C = 0;

e Subamortecido se R? — 4L/C < 0;

De acordo com Zill e Cullen (2001), em todos esses casos, a solucdo geral para a
equacio (4.6) contém o fator e R¢/2L portanto a carga q(t) — 0 quando o tempo t — c. No
caso subamortecido, quando g(0) = q,, a carga no capacitor ira oscilar quando ele decrescer;
ou seja, 0 capacitor é carregado e descarregado quando t — 0. Quando E(t) =0 e R =0,
dizemos que o circuito é ndo-amortecido, e as vibracGes elétricas ndo se aproximam de zero

quando t aumenta de maneira ilimitada; a resposta do circuito € chamada de harmdnica simples.



48

5 METODOLOGIA

Na construcdo deste trabalho, foi feita uma pesquisa bibliografica do tipo exploratoria.
Por se tratar de um trabalho revisional, para a coleta de dados, foram feitas consultas a livros
através da biblioteca virtual da UFERSA e da Pearson e pesquisas a artigos e monografias
através do Google Académico, a fim de obter um maior aprofundamento no tema escolhido

para esta monografia.

5.1 MATERIAIS E METODOS

Foi feito um levantamento tedrico, utilizando as seguintes palavras chaves para a
delimitacdo do tema trabalhado: equacdes diferencias; transformada de Laplace; circuitos
elétricos. Além disso, com o intuito de mostrar a aplicacdo de equacdes diferenciais dentro do
estudo de circuitos elétricos, foram selecionados problemas das bibliografias Bronson e Costa
(2008) e Boyce e Diprima (2017), envolvendo circuitos elétricos, onde, apresentamos a solucéo
dos mesmos através de métodos de resolucdo de equacdes diferenciais e transformada de

Laplace.
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6 APLICACOES

Nesta secdo abordaremos alguns problemas envolvendo circuitos elétricos, mostrando
a sua resolucdo através da aplicacdo de equagdes diferenciais e da transformada de Laplace.
Seréo utilizados os resultados obtidos nas se¢6es anteriores a fim de solucionar os diversos tipos
de problemas envolvendo circuitos elétricos abordados neste trabalho. Iremos expor problemas

retirados da bibliografia de Bronson e Costa (2008) e Boyce e Diprima (2017).

Problema 1 (Bronson e Costa, p.79): Um circuito RL tem uma fem de 5 volts, uma resisténcia
de 50 ohms, uma indutancia de 1 henry e ndo tem corrente inicial. Determine a corrente no

circuito no instante de tempo t.

Solucgéo: Neste caso, E = 5V, R = 5002, e L = 1H; logo, a equacéo (4.4) pode ser escrita como

di
Y s0i=s. 6.1
ac o0 61)

Esta equacdo é linear de 12 ordem, que tem como método de solucdo o do fator integrante.
Temos u(t) = el 504t 5 y(¢) = 50,

Multiplicando a equacdo (6.1) por u(t) obtemos,

e5°t.ﬂ + 30t 50 = 5. ¢%0t,
dt

Entao,

% (i.e50) = 5,50t

Integrando em relacgdo a t,
i.e>0t = J 5.e°%t.

Portanto,
eSOt
i.e%0t = S'E—i_ C.
Logo,

1
i() = 75+ Ce™™. (6.2)
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Emt = 0, temos i = 0, logo, aplicando as condicdes iniciais, obtemos

1 1
— -50.0 C =——,
0 10+ Ce - 10

Aplicando o valor de C em (6.2), teremos

1 1
. - _ _— ,-50t
l(t)—lo 108 )

Resolveremos agora 0 mesmo problema proposto por transformada de Laplace. Temos

que o problema de valor inicial é dado por

{i’ +50i=5
i(0) =0

Aplicando a transformada de Laplace na equacéo diferencial e utilizando a propriedade de

linearidade, temos
L{i'}+50L{i} = L{5}. (6.3)
Pela equacdo (3.3) podemos escrever (6.3) como,

sI(s) —i(0) + 50I(s) = g

Substituindo as condicdes iniciais,

sI(s) — 0+ 50I(s) = g

Explicitando I(s), obtemos
5

Aplicando a transformada inversa, i(t) é dado por,

5
l(t) = L_l{I(S)} =L71 {m}

Para calcular a inversa de I(s), utilizaremos o méetodo das fragdes parciais:

5 A B

SG+50) s 5150y (65)

Multiplicando ambos os lados por s(s + 50) implica,



51

5 = A(s + 50) + Bs.

Para s = 0, temos

1
5=A(0+50) +B.0~> A=

Para s = —50, temos

1
5=A(-50+50)+ B.(—=50) » B = 1o

Substituindo os valores de A e B em (6.5), obtemos

5 1/10  1/10
s(s+50) s  (s+50)

Logo,

© =15 - 1557 )
"0 ) 100 s+sof

Utilizando as entradas 1 e 3 da tabela 3, a solucéo i(t) é expressa como

1 1
N - & 50t
i(t) 10 108 )

Problema 2 (Bronson e Costa, p.80): Um circuito RC tem uma fem (em volts) de 400cos2t,
uma resisténcia de 100 ohms, e uma capacitancia de 10~2 farad. Inicialmente, ndo existe carga
no capacitor. Determine a corrente no circuito no instante de tempo t.

~ . . . . oy e . d
Solucéo: Primeiro, determinamos a carga q € em seguida utilizamos a definicdo de i = d_Z' para

obter a corrente. Neste caso, temos E = (400cos2t)V, R = 1002 e C = 1072F; logo, a

equacéo (4.3) pode ser escrita como,

d
d—z + q = 4cos2t. (6.6)

Essa equacdo € linear de 12 ordem e tem como método de solucdo o fator integrante.
Temos u(t) = e/ 19 - u(t) = et.

Multiplicando a equagéo (6.6) por u(t), obtemos

d
et.d—z + ef.q = et.4cos2t.

Entdo,
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d
. (q.et) = et.4cos2t

Integrando em relagéo a t,
q.et = f et. 4cos2tdt. (6.7)

Para a primeira integracao por partes, obtemos
f et.4cos2tdt = cos2t.et + f 2et.sen2t.
Para a segunda integracao por partes, obtemos

8 4
f el. 4cos2tdt =§et. sen2t + get. cos2t + C. (6.8)

Substituindo (6.8) em (6.7), temos

t:§ t f t
qg.e 5e .sen2t+se .cos2t + C.

Logo,

8 4
q(t) = gsenZt + gCOSZt + Ce™t. (6.9)

Emt = 0, temos g = 0, logo,

8 4 4
0= = sen (2.0) + £ Cos (2.0) + Ce~® - ¢ = -z

Aplicando o valor de C na equacdo (6.9), temos

(t)—8 2t+4 2t d et
q —55671 5COS 59 .

. s . d .
Para encontrar a corrente utilizamos a definicéo i = a_Z’ obtendo assim

'(t)—16 2t 8 21:+4 -t
l = 5COS Ssen 56 .

Resolveremos agora 0 mesmo problema proposto por transformada de Laplace. Temos

gue o problema de valor inicial é dado por

{q' + q = 4cos2t
q(0) =0
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Aplicando a transformada de Laplace na equacédo diferencial e utilizando a propriedade de

linearidade, temos
L{q'} + L{q} = 4L{cos2t}. (6.10)

Pela equacéo (3.3) podemos escrever (6.10) como,

sQ(s) —q(0) +Q(s) =

s2+4
Substituindo as condicdes iniciais,
()= 0+Q(s) = o
sQ(s Q(s) = 214

Explicitando Q(s), obtemos

4s
(s + 1)(s2+4)

Q(s) = (6.11)

Aplicando a transformada inversa, q(t) € dado por,

4
q®) = L7H{Q(s)} = LT {(5 n 1)(552 + 4)}'

Para calcular a inversa de Q(s), utilizaremos o método das fragdes parciais:

4s _ A Bs+C
GIDGE2+4) G+ 2+a)

(6.12)

Multiplicando ambos os lados por (s + 1)(s? + 4) implica,
4s = A(s> +4) + (Bs+ O)(s + 1). (6.13)
Para s = —1, temos

4
4.(-1) =AD?*+ D+ BED+O(-D+1) - A= -z
Aplicando a propriedade distributiva na equacdo (6.13), obtemos
4s = As> + 4A + Bs* + Bs + Cs + C.

Igualando os coeficientes das poténcias de s, obtemos o seguinte sistema
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A+B=0
B+C=4%4.
4A+C=0

Cuja solucdo é dadapor B = —A = g, C = ? :

Substituindo os valores de A, B e C em (6.12), obtemos

4s _ —4/5 +4/55+16/5
(s+1D(s?2+4) B (s+1) (s?+4)
Logo,
4 1 4 S 16 1
_ A Sl S LI By o _ 6.14
q() SL {s+1}+5L {52+4}+5L {52+4} ( )

Reescrevendo a equacéo (6.14), temos

4 14 4 s 8 2
— __ -1)_ - _r-1 _r-1
q(t) = -5t {s+1}+5L {52+4}+5L {52+4}'

Utilizando as entradas 3, 4 e 5 da tabela 3, a solucéo q(t) é expressa como

(t) = 4‘t+4 2t+8 2t
q(t) = 58 5cos Ssen .

Para obter a corrente, bastar derivar uma vez a expressdo q(t), temos assim

4 8 16
~t — —sen2t + —cos2t.

i =zge"—3 5

Problema 3 (Bronson e Costa, p.136): Um circuito RCL conectado em série tem R = 180
ohms, C = % farad, L = 20 henries e uma tensédo aplicada E(t) = 10sent volts. Admitindo

que ndo exista carga inicial no capacitor, mas exista uma corrente inicial de 1 ampereem ¢t = 0

quando a tensdo é aplicada inicialmente, determine a carga subsequente no capacitor.

Solucéo: Substituindo as quantidades dadas na equacéo (4.6), obtemos

d’q dq 1
1494149 == _ 6.15
pre) +9 it + 14q 2sent ( )

Podemaos reescrever a equacao (6.15) como

1
q"+9q" + 14q = Esent. (6.16)
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A equacéo (6.16) é linear de 22 ordem ndo-homogénea com seus coeficientes constantes.
Utilizaremos o método dos coeficientes indeterminados para encontrar sua solucéo.
Primeiramente determinaremos a equacao complementar e posteriormente a equacéo particular
associada a equacéo (6.16). A solucdo geral sera dada pela soma da equacdo complementar com

a equacdo particular.
Temos que a equacdo homogénea associada a (6.16) é

q" +9q' +14q = 0. (6.17)
A equacdo caracteristica associada a (6.17) é

r2+9r+ 14 = 0. (6.18)
O discriminante da equacdo (6.18) é dado por
A= b? —4ac » A= 9% — 4.1.14 - A= 25.

As raizes associadas a (6.18) sdor' = —2er’ = —7.

Logo, a equacdo complementar é dada por
q.(t) = Ce 2t + Cre™ 7, (6.19)

Agora, vamos supor uma solucdo particular para a equacao (6.16),

qp(t) = Acost + Bsent. (6.20)

Devemos ter derivando,

qp(t) = —Asent + Bcost.
qp (t) = —Acost — Bsent.

Substituindo na equagéo (6.16),

1
—Acost — Bsent + 9(—Asent + Bcost) + 14(Acost + Bsent) = Esent.
1
—Acost — Bsent — 94sent + 9Bcost + 14Acost + 14Bsent = Esent.

1
(13A + 9B)cost + (—9A + 13B)sent = Esent.

Teremos,
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134+9B =0
1
—94 + 13B =7

Obtendo do sistema as solugdes A = — % eB = —

500°
Substituindo os valores de A e B na equacéo (6.20) temos,

(t) = 4 t+13 t
ap = 5Oocos 5oosen.

(6.21)
A solucdo geral sera dada pela soma de (6.19) com (6.21), obtendo assim,

9 13
qt) = Cie ™ + Cre™ "t

- i 6.22
500c05t+50053nt ( )

. e .. , 110 101
Aplicando as condicGes iniciais g(0) = 0 e g’(0) = 1, obtemos C; =

Re C, = TS Logo,

q(t) =

=00 (110e72%t — 101e~7t — 9cost + 13sent).

Resolveremos agora 0 mesmo problema proposto por transformada de Laplace. Temos
que o problema de valor inicial é dado por

1
q"+9q" +14q = Esent

q(0) = 0; q'0)=1

Aplicando a transformada de Laplace na equacdo diferencial e utilizando a propriedade de
linearidade, temos

L{q"} +9L{q'} + 14L{q} = %L{Sent}.

(6.23)
Utilizando as equacdes (3.3) e (3.4), podemos escrever (6.23) como

52Q(s) = sq(0) — q'(0) + 9(sQ(s) — q(0)) + 14Q(s) =

1 1
Aplicando as condiges iniciais

2°s24+1

s2Q(s) —s.0 —1+9(sQ(s) — 0) + 14Q(s) = 1 1

2's24+1

Z2+3/2
- 52Q(s) +9sQ(s) + 14Q(s) = %
Explicitando Q(s),
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s?+3/2
= 6.24
Q) (s2+1)(s?+9s + 14) (6.24)
Podemos reescrever (6.24) como
s2+3/2
Q) == :
(s2+1D)(s+2)(s+7)
Aplicando a transformada inversa, g(t) é dado por,
s2+3/2
— r-1 — r-1
9®) =L7HQ()} =L {(52 T DG 1206+ 7)}'
Para calcular a inversa de Q(s), utilizaremos o0 método das fragGes parciais:
Z+3/2 As+ B C D
s“+3/ _ As+ (6.25)

(52+1)(s+2)(s+7)_(52+1)+(s+2)+(s+7)

Multiplicando ambos os lados por (s% + 1)(s + 2)(s + 7) teremos,

s? + % =As+B)(s+2)(+7D+C2+D(+7)+D(s2+1)(s+2). (6.26)

Para s = —2, temos

3
(=2)* + 5= (A ((=2)+B)((=2) +2)(=2) + D) + C((=2)* + D((-2) +7)
+ D((—2)? + D((-2) + 2).

11

C==—
~ Y50

Para s = —7, temos

3
(=7)?%+ 5= A (D +B(D)+2) (D + D+ D+ D=7 +T7)
+D((=7)?*+ D((-7) + 2).

_ 101
500

Aplicando a propriedade distributiva em (6.26) obtemos,

3
52 +§=As3 + 9As%2 + 14As + Bs?2 + 9Bs + 14B + Cs® + 7Cs? + Cs + 7C + Ds?

+ 2Ds? 4+ Ds + 2D.
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Igualando os coeficientes das poténcias de s, obtemos o seguinte sistema

A+C+D=0
9A+B+7C+2D =1
14A+9B+C+D =0.

3
14B+7C+2D=§

13

. . 9
Aplicando os valores de C e de D no sistema, obteremos A = — € B =

Substituindo os valores de A, B, C € D em (6.25) obtemos

5 o 13 11 101
s”+3/2 _ 500" ' 500 50 500

(s2+D(s+2)(s+7) (s2+1) +(s+2) (s+7)

Logo,

(O = 9 L‘l{ s }+13 L‘l{ 1 }+11L‘1{ 1 } 1011:_1{ 1 }
B ="500" Gz 500" 2+ 750" s+2) 500° ls+7)

Utilizando as entradas 1, 3, 4 e 5 da tabela 3, a solugdo g (t) é expressa como

o - o . 11, 101
T = 7500 T500°™ T50° 500 °

7t

Problema 4 (Bronson e Costa, p.143): Um circuito RCL conectado em série com R = 6 ohms,
C = 0,02 farad e L = 0,1 henry tem uma tensdo aplicada E(t) = 6 volts. Admitindo que nao
haja corrente inicial nem carga inicial em ¢t = 0 quando a tensdo é inicialmente aplicada,

determine a carga subsequente no capacitor e a corrente no circuito.

Solucéo: Substituindo os valores dados na equacéo (4.6), obtemos

d? d 1
0159 620, — 41— (6.27)

Podemos reescrever a equacao (6.27) como
q" +60q"' +500q = 60 (6.28)

A equagdo (6.28) é linear de 22 ordem n&o-homogénea com seus coeficientes constantes.
Utilizaremos o método dos coeficientes indeterminados para encontrar sua solucéo.
Primeiramente determinaremos a equagdo complementar e posteriormente a equacgéo particular
associada a equacdo (6.28). A solucdo geral serd dada pela soma da equacdo complementar com

a equacdo particular.



Temos que a equacdo homogénea associada a (6.28) é

q" +60q' +500q = 0.

A equacdo caracteristica associada a (6.29) é
r2 + 60r + 500 = 0.

O discriminante da equacédo (6.30) é dado por

A= b? — 4ac » A= 60% — 4.1.500 - A= 1600.

As raizes associadas a (6.30) sdo r’ = =50 er” = —10.

Logo, a equacdo complementar é dada por

q.(t) = Cre™5% + C,e™ 108,

Agora, vamos supor uma solucdo particular para a equacao (6.31),

3 () = A.
Devemos ter derivando,

qp () = 0.

qp (t) = 0.

Substituindo na equacéo (6.28),

0+ 60.0 +500.4 =60

Substituindo o valor de A na equagéo (6.32), teremos

3
dp ) = g

A solucéo geral sera dada pela soma de (6.31) com (6.33), obtendo assim,

q(t) = C1e % + Cre™10t +

Aplicando as condigdes iniciais g(0) = 0 e q'(0) = 0, obtemos C; = % eC,

3

3
__2 -sot _ >
1) = 150°¢ 20°

—10t

59

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

5 Logo,
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N . d ,
Para encontrar a corrente basta usar a defini¢éo de que i(t) = d—‘t’, obtemos assim

3 3

Resolveremos agora 0 mesmo problema proposto por transformada de Laplace. Temos

que o problema de valor inicial é dado por

{q” + 60g' + 500q = 60
q(0) = 0; q'(0) =0

Aplicando a transformada de Laplace na equacdo diferencial e utilizando a propriedade de

linearidade, temos
L{q"} + 60L{q'} + 500L{q} = L{60}. (6.35)

Utilizando as equac@es (3.3) e (3.4), podemos escrever (6.35) como

60

s2Q(s) — sq(0) — q'(0) + 60(sQ(s) — q(0)) + 500Q(s) = =

Aplicando as condigdes iniciais
60
s2Q(s) —s.0 — 0+ 60(sQ(s) — 0) + 500Q(s) = <

- 52Q(s) + 60sQ(s) + 500Q(s) = 6S—O
Explicitando Q(s),

60
s(s? + 60s + 500)

Q(s) = (6.36)

Podemos reescrever (6.36) como

60
s(s +50)(s + 10)

Q(s) =

Aplicando a transformada inversa, g(t) é dado por,

L - 60
q(t) = L7HQ(s)} = {S(S +50)(s + 10)}'

Para calcular a inversa de Q(s), utilizaremos o0 método das fracGes parciais:
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60 _A,_B ¢
s(s+50)(s+10) s (s+50) (s+10)

(6.37)

Multiplicando ambos os lados por s(s + 50)(s + 10) teremos,
60 = A(s + 50)(s + 10) + Bs(s + 10) + Cs(s + 50)
Para s = 0, temos

60 = A(0 + 50)(0 + 10) + B.0(0 + 10) + €.0(0 + 50)

3
> A=—

25
Para s = —50, temos
60 = A(—50 + 50)(—50 + 10) + B(—50)(—50 + 10) + C(—50)(—50 + 50)

3

~B=100

Para s = —10, temos
60 = A(—10 + 50)(—=10 + 10) + B(—10)(=10 + 10) + €(—10)(—10 + 50)

c 3
>0 =——.
20
Substituindo os valores de A, B e C em (6.37) obtemos

60 _3/25  3/100 3/20
s(s+50)(s+10) s  (s+50) (s+ 10)

Logo,

© =5+ 105 e~ 30 o)
T =25~ 571007 G+50 20~ Us+10

Utilizando as entradas 1 e 3 da tabela 3, a solucdo q(t) é expressa como

3 3 3
) = — -50t _ _—_ ,—10t
90 =35 " 150° 20°
A corrente sera expressa pela definigdo i(t) = da logo

dt’

3 3
((£) = —— =50t 4 = ,—10t
i(t) € +Ze
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Problema 5 (Boyce e Diprima (2017), p.282): Encontre a solugédo da equacéo diferencial
2y" +y' + 2y = g(t) (6.38)

em que

B (1, 5<t<20
g() = Us() — Uz (O) —{o, 0<t<5et=20.

Suponha que as condicdes iniciais sdo

y(0) =0, y'(0)=0. (6.39)

Esse problema representa a carga em um capacitor em um circuito elétrico simples em
que a voltagem é um pulso unitario para 5 < t < 20. A fungdo g(t) pode ser representada pelo

gréfico a sequir:

Figura 13 — Gréfico da funcéo g(t)

Fonte: Autoria prépria (2020)
Solucgéo: De acordo com as equagdes (3.3) e (3.4), juntamente com o teorema (3.7), obteremos

a seguinte transformada de Laplace para a equacéo (6.38)
25%Y(s) — 2sy(0) — 2y'(0) + sY(s) — y(0) + 2Y(s) = L{Us ()} — L{Uxo(t)}

(e—SS _ e—ZOS)

S

Usando as condicdes iniciais (6.39) e resolvendo para Y (s), obtemos

e —e

s(2s?+s+2)

—20s

Y(s) = (6.40)

Para encontrar y = @(t), é conveniente escrever (6.40) da forma



Y(s) = (e7 —e™?*)H(s),
em que

1
Hs) = s(2s2+s+2) (6.41)

Entdo, se h(t) = L™1{H(s)}, teremos

y =0(t) = Us(t)h(t — 5) — U, (t)h(t — 20). (6.42)

Na equacdo (6.42), para escrever a transformada inversa de e "> H(s) e e "2%SH(s)foi utilizado
a forma inversa do teorema (3.7), visto nas sec¢fes anteriores.

Para determinar h(t), utilizaremos a expansao em fracOes parciais de (6.41), obtendo assim:
a bs + ¢
H(s) =—+

s 2s24+s+2
Determinando os coeficientes, encontramos a =

N |-

,b=—lec= —%. Logo,

H()_1/2 s+1/2  1/2 (1)
5= s 2s24+s4+2 s 2

(s+1/4)+1/4
(s +1/4)2 +15/16
:1_/2_(1> (s+1/4) N 1

s\ (s +1/9)2 + (V15/4)

V15/4
V15 (s + 1/4)? + (V15/4)?

Aplicando a transformada de Laplace inversa, juntamente com a propriedade de linearidade,
obteremos

+) 1 =

(s+3) +(F) VI s+ + (D)

4 4 4

LTHH(s)} = %L‘l {1}

s) 2

Logo, de acordo com as entradas 1, 4 e 5 da tabela 3, teremos,

1 1[ & (V15t\ (V15\ _& (15t
h(t)=E—Ele 4cos< 2 >+<F>e 4sen<—>l.

4
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7 CONCLUSAO

O presente trabalho, foi desenvolvido a fim de despertar uma maior motivacao de alunos
no estudo de equacgdes diferenciais. Foi exposto um referencial tedrico sobre equacgdes
diferenciais, onde abordamos importantes definicGes e métodos de solugbes, como o método
do fator integrante, coeficientes indeterminados e a transformada de Laplace. Ainda assim,
mostramos a importancia de também considerar os fenébmenos de natureza impulsiva, neste
ambito, enunciamos a fungdo degrau unitario e a funcdo delta de Dirac. No referencial tedrico
sobre circuitos elétricos, foi apresentado a teoria sobre o que é um circuito, sua importancia
para sistemas elétricos, quais componentes 0 compde e quais 0s tipos de circuito mais
utilizados. Por fim, buscando uma maior aplicabilidade, selecionamos alguns problemas, onde,
apresentamos a resolucdo dos mesmos através de métodos de resolucdo de equacBes
diferenciais e transformada de Laplace. Com isso, mostramos a importancia das equacoes
diferencias dentro do estudo de circuitos elétricos e sua significancia dentro da resolucédo de

problemas nessa area.
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