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RESUMO

O presente trabalho investigou aplicagbes avangadas do péndulo fisico tanto na
determinacgao da aceleragao da gravidade local g e para a validagao experimental da
metodologia de calculo do momento de inércia | de corpos rigidos. As medi¢des de
periodo de oscilagao foram realizadas com um multicronémetro da marca Cidepe e
todo o estudo foi desenvolvido sob a proposta de experimento de baixo custo,
utilizando materiais reutilizados, como placas de suporte para bolo e uma barra
cilindrica de madeira artesanal. O estudo determinou a aceleragdo da gravidade
utilizando a barra cilindrica. Porém, o experimento apresentou dificuldades de
alinhamento nos eixos de suspensdo, provavelmente relacionadas ao material
reutilizado, o que resultou em erros sistematicos. Os dados obtidos foram comparados
ao método de Kater e um método otimizado de massa variavel. O método de massa
variavel demonstrou ser mais robusto, resultando em g = 9,79 + 0,04 m/s?, com um
erro relativo de apenas 0,1022\%, e validacao estatistica conclusiva pelo teste t de
Student com 95% de nivel de confianga. Para o calculo do momento de inércia utilizou-
se a metodologia do péndulo fisico, apds calcular em geometrias simples (placas
circular e quadrada), o método foi aplicado a uma figura composta (circulo e
retangulo). O momento de inércia experimental lexp foi comparado com o valor teérico
ltesrico, Calculado pela superposicéo das inércias e aplicagdo do Teorema dos Eixos
Paralelos. O Teste t de Student foi conclusivo, confirmando a precisdo do método
experimental e a validade do modelo analitico em geometrias complexas. O trabalho
confirma a viabilidade do experimento de baixo custo para a obtencio de resultados
de alta precisdo em Dinadmica Rotacional, enfatizando a importancia critica da
determinacao precisa do Centro de Massa para a validagao dos conceitos. Além disso,
reforca-se que experimentos de baixo custo desempenham um papel essencial no
ensino de Fisica, pois permitem que, mesmo em ambientes com recursos limitados,
os estudantes tenham contato direto com os fenémenos fisicos. O uso de materiais
simples e reutilizados torna a pratica experimental mais acessivel, estimula a
aprendizagem ativa e contribui para o desenvolvimento do pensamento cientifico.

Palavras-chave: péndulo fisico; aceleracdo da gravidade; momento de inércia;
teorema dos eixos paralelos; experimento de baixo custo.



ABSTRACT

The present work investigated advanced applications of the physical pendulum both
for determining the local gravitational acceleration gand for the experimental validation
of the methodology used to calculate the moment of inertia Iof rigid bodies. Oscillation
period measurements were performed using a Cidepe-brand multicounter and the
entire study was developed under a low-cost experimental proposal, employing reused
materials such as cake support plates and a handcrafted cylindrical wooden rod. The
gravitational acceleration was determined using the cylindrical rod; however, the
experiment exhibited alignment difficulties in the suspension axes, likely associated
with the reused materials, which resulted in systematic errors. The obtained data were
compared with the Kater pendulum method and an optimized variable-mass method.

The variable-mass method proved to be more robust, yielding g = 9.79 + 0.04 m/s?,
with am relative error of only 0.1022%, and conclusive statistical validation using
Student’s t-test at a 95% confidence level. For the determination of the moment of
inertia, the physical pendulum methodology was employed. After initial calculations for
simple geometries (circular and square plates), the method was applied to a composite
figure (circle and rectangle). The experimental moment of inertia /o, was compared
with the theoretical value Iy eoretical;, Calculated by superposition of inertias and
application of the Parallel Axis Theorem. Student’s t-test results were conclusive,
confirming the accuracy of the experimental method and the validity of the analytical
model for complex geometries. This work confirms the feasibility of low-cost
experiments for obtaining high-precision results in rotational dynamics, emphasizing
the critical importance of accurate center-of-mass determination for the validation of
physical concepts. Furthermore, it reinforces that low-cost experiments play an
essential role in physics education, as they allow students to engage directly with
physical phenomena even in resource-limited environments. The use of simple and
reused materials enhances experimental accessibility, promotes active learning, and
contributes to the development of scientific thinking.

Keywords: physical pendulum; gravitational acceleration; moment of inertia; parallel
axis theorem; low-cost experiment.
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1 INTRODUGAO

A determinacgao precisa da aceleragéo da gravidade local constitui um problema
classico da Fisica Experimental, com relevancia historica, cientifica e didatica. Desde
os primeiros estudos sobre movimentos oscilatorios, os péndulos tém sido
amplamente utilizados como instrumentos para investigar fenébmenos dinamicos e
medir indiretamente constantes fisicas fundamentais. Entre esses dispositivos,
destaca-se o péndulo fisico, cujo comportamento oscilatério sob a agdo da gravidade
permite relacionar grandezas como periodo, comprimento e aceleragao gravitacional
(Halliday; Resnick; Walker, 2010).

O péndulo simples representa um modelo introdutério eficaz para o estudo de
oscilagbes e do movimento harménico simples, sendo amplamente empregado em
contextos educacionais devido a sua simplicidade conceitual e matematica.
Entretanto, esse modelo baseia-se em idealizagbes rigorosas como a consideragao
de uma massa pontual, fio inextensivel e auséncia de for¢as dissipativas o que limita
sua aplicabilidade em experimentos que exigem maior precisao (Barai, 2021; Arnold
et al., 2020). Em situagdes reais, essas hipoteses ndo sao plenamente atendidas,
comprometendo a exatidao dos resultados obtidos para a aceleragcédo da gravidade.

Como alternativa mais realista, o péndulo fisico considera um corpo rigido de
dimensdes finitas oscilando em torno de um eixo que nao coincide com seu centro de
massa. Esse modelo incorpora efeitos relacionados a distribuicdo de massa e ao
momento de inércia do sistema, proporcionando descrigdes mais proximas da
realidade experimental. Contudo, sua aplicagao direta apresenta desafios praticos,
sobretudo na determinagao precisa do centro de massa e do momento de inércia,
parametros essenciais para o calculo da gravidade local (Halliday; Resnick; Walker,
2010).

Nesse contexto, o péndulo de Kater também conhecido como péndulo
reversivel surge como uma solugdo engenhosa para minimizar essas limitagdes.
Proposto por Henry Kater no inicio do século XIX, esse dispositivo permite determinar
a aceleracado da gravidade a partir da igualdade dos periodos de oscilagdo em dois
pontos distintos de suspenséo, eliminando a necessidade de conhecer diretamente o
centro de massa e 0 momento de inércia do sistema (Da Silveira, 2006). Além de sua
relevancia cientifica, o péndulo de Kater apresenta elevado potencial didatico, pois

integra conceitos fundamentais da mecanica classica, como dinamica rotacional,
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torque, momento de inércia e oscilagbes, especialmente quando associado a
experimentos de baixo custo e instrumentos modernos de medi¢ao (3B Scientific,
2024)

Dessa forma, o presente trabalho tem como objetivo geral aplicar e validar o
modelo do péndulo fisico e seus principios associados na determinagdo de
parametros fisicos fundamentais e na caracterizagao de corpos rigidos. Para alcancar
esse proposito, estabelecem-se como objetivos especificos: (i) determinar a
aceleragéo da gravidade local por meio do principio do péndulo de Kater, analisando
as incertezas associadas pela propagacado de erros; (ii) obter a aceleragdo da
gravidade local por meio de um método experimental de massa variavel, comparando
os resultados com valores tedricos e realizando validagao estatistica pelo teste t de
Student; (iii) validar o uso do péndulo fisico para determinar o momento de inércia de
corpos rigidos de geometrias simples, como placas circulares e quadradas; e (iv)
aplicar o método validado na caracterizagdo do momento de inércia de um corpo rigido
de geometria composta, utilizando o principio da superposigao de inércias. Com essa
abordagem, o estudo busca ndo apenas obter valores precisos para a aceleragao da
gravidade local, mas também demonstrar a viabilidade do péndulo fisico como
ferramenta experimental de baixo custo para o ensino de fisica e a pesquisa em

Dinamica Rotacional.
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

2.1Péndulo simples

Os movimentos oscilatorios sdo um dos grandes marcos da fisica, movimentos
que estéo presentes em nosso cotidiano, seja com objetos que se movem com a agao
do vento, como também em engenharias mais complexas (Barai, 2021). Segundo
Halliday, Resnick e Walker (2010), o péndulo é um corpo suspenso por um fio ou
haste, fixo em um ponto, que oscila livremente sob a influéncia da gravidade, como

pode ser visto na figura 1.

Figura 1 - Imagem da representagdo de um péndulo simples

i)

Fonte: Disponivel em: (https://cesad.ufs.br/ORBI/public/uploadCatalago)

De acordo com Arnold et al. (2020) no péndulo simples, um modelo idealizado,
€ considerado que o corpo suspenso € pontual, um corpo que suas dimensdes sao
despreziveis em relagao ao contexto do problema, e o fio cujo o corpo & preso deve
possuir massa insignificante em comparagao ao corpo, também deve ser considerado
inflexivel, e ndo é levado em consideragao forgas resistivas, como a resisténcia do
ar(arrasto) e o atrito no ponto de pivd, € levado em consideragdo que o péndulo
simples sempre ira oscilar em pequenas amplitudes. A figura 2 mostra as forcas
presentes no péndulo simples.


https://cesad.ufs.br/ORBI/public/uploadCatalago
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Figura 2 - Imagem da decomposi¢ao de forgas em um péndulo simples

LLLLL L LS

Fonte: Disponivel em https://www.scielo.br/j/rbef/a/JsPkFsvQ6fJgGdrTfQCpfFf/

A componente tangencial da for¢a peso que pode ser dada por:
Fr = —mg.senf (1)

atuando como uma forga restauradora direcionada a posicao de equilibrio do sistema.

Aplicando a segunda lei de newton ao movimento tangencial (F; = ma;) e

. o . dze . . ~
considerando a aceleragéo tangencial como a; = LF' Assim, obtém-se a equagao
do movimento (equacgao 2):

dze
dt?

+ %Sene =0 (2)
para angulos menores que aproximadamente 10°(ou 0.17 radianos) pode se aplicar a

aproximacao de sené = 6, o que resulta na equacao linearizada:

d?e

am T10=0 3)

A equagdo 3 € a equacgdo diferencial caracteristica do movimento harménico

simples(MHS), onde a frequéncia angular do sistema € dada pela equagao 4:


https://www.scielo.br/j/rbef/a/JsPkFsvQ6fJgGdrTfQCpfFf/
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w= [ (4)

e assim o periodo de oscilagéo (T) é expresso pela equagéao 5:

T=2TL'\/§ (5)

Onde L é o comprimento do fio e g a aceleragao da gravidade. De acordo com
Barai (2021), o péndulo simples &€ um excelente modelo didatico e introdutorio aos
conceitos basicos de oscilagcado; entretanto, suas idealizagdes e simplificacbes o
tornam inviavel em situagdes que exigem maior precisdo. Weber, Heidemann e
Martins (2023) destacam que, fora das idealizacbes de laboratorio, em cenarios reais
onde a massa e as dimensdes do corpo nao sao despreziveis, o fio ou a haste podem
falhar, e forgas dissipativas estao presentes. Essas forgas provocam perda gradual de
energia no sistema, reduzindo a amplitude das oscilagbes ao longo do tempo e
comprometendo a precisdao do modelo comportamentos que o péndulo simples nao é

capaz de prever.
2.2Péndulo fisico

O péndulo real, ou péndulo fisico comumente chamado, embora que para
cenarios didaticos ainda tenha de passar por idealizagdes, seu modelo mais realista,
o torna menos idealizado que o péndulo simples, 0 que consequentemente vem a
deixa-lo mais preciso para o estudo de oscilagbes. Segundo Halliday, Resnick e
Walker (2010) o modelo consiste em um corpo rigido que possui volume finito, e esse
mesmo corpo consegue girar em torno de um eixo horizontal, eixo este que nao passa

em seu centro de massa, como pode ser visto na figura 3.
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Figura 3 - Imagem da decomposi¢ao de forgas em um péndulo fisico

migcos 0

Fonte: disponivel em: https://labanimation.wordpress.com/wp-

content/uploads/2015/10/oscilac3a7c3b5es-pc3aandulo-fc3adsico.pdf

Segundo a Khan Academy (2025), torque € uma medida da forga que pode
causar rotacdo em torno de um eixo) restaurador em relagéo ao eixo de pequenos

angulos é dada pela equacao 6:
=576 (6)

Comparando a equagao 6 com a equagéao 3 (péndulo simples), e levando em
consideragado que segundo Halliday, Resnick e Walker (2010) no péndulo fisico | €
momento de inércia, h € distancia do ponto de rotagdo ao centro de massa, g é a

aceleragdo da gravidade local. Assim, o periodo do péndulo fisico é dado pela

T=2=2q /; (7)
w mgh

A determinacgéo precisa do Centro de Massa (CM) é, portanto, fundamental

equacao 7:

para a aplicagao desta equagao, pois a distancia h é o principal parametro geométrico
que correlaciona as propriedades inerciais, |, e a dinamica translacional relacionando
a forga restauradora, mgsen8. Assim, os erros na determinagéo do CM se propagam

diretamente para os valores finais de | e g.


https://labanimation.wordpress.com/wp-content/uploads/2015/10/oscilac3a7c3b5es-pc3aandulo-fc3adsico.pdf
https://labanimation.wordpress.com/wp-content/uploads/2015/10/oscilac3a7c3b5es-pc3aandulo-fc3adsico.pdf
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2.3Momento de inércia

Os livros de fisica basica apresentam e mostram o calculo do momento de
inércia de corpos rigidos em relacdo ao CM, I, ou seja, o calculo considera que o
centro de rotacdo esta no CM, que difere da situacédo apresentada na secéo anterior.
Isso acontece porque no péndulo fisico, o torque restaurador surge a partir do CM, e
nao existe dindmica rotacional se h for nulo.

Para relacionar I e I, E necessario aplicar o teorema de Steiner, também
conhecido como Teorema dos eixos paralelos (TEP) (Halliday, Resnick e Walker,
2010). Este teorema permite calcular o momento de inércia de um corpo rigido em
relagao a qualquer eixo, a partir do momento de inércia em torno do CM e da distancia

entre os eixos, a equagao 8:

I = Iy + mh? (8)

onde I.,, 0 momento de inércia em torno do centro de massa e I € momento de inércia
de massa em relagéo ao eixo de rotacao, distante h do CM.

O TEP desempenha um papel duplo crucial neste trabalho: Na Parte 1 dos
resultados do péndulo invertido e do péndulo de massa variavel, este teorema é
reorganizado para permitir o calculo experimental de 1., (a propriedade intrinseca da
barra) a partir de um conjunto de medigdes de T e h. A variagdo de massa permite
isolar e determinar tanto 1., quanto o valor da gravidade g. Na Parte 2 (Corpos
Rigidos), o TEP é utilizado para obter o I_.,,,zxp @ partir Izxp, Obtido a partir do periodo,
ede H. O I.,zxp S€ra comparado com o valor teérico, calculado a partir da geometria

e dimensbes do corpo.

2.4Péndulo de Kater

Segundo Silveira (2006), durante quase dois séculos, o calculo da gravidade,
uma constante fisica fundamental que a busca por uma forma determinacao precisa
de seu valor tem sido um motor de avango cientifico e tecnoldgico ao longo da historia,

ficou limitado pela dificuldade em determinar com precisdo o centro de oscilagao de
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um péndulo fisico. Em 1817, o capitdo e fisico britanico Henry Kater prop6s uma
solugao, o péndulo de Kater(ou péndulo reversivel).

De acordo com a 3B Scientific (2024), o péndulo de Kater, é uma variagao do
péndulo fisico, desenvolvido para que se possa determinar a aceleragédo da gravidade
com base em medigdes de periodo de oscilagbes e na geometria do sistema, seu
modelo consiste em uma barra rigida com dois pontos de suspensao proximos a
extremidade e um corpo de massa ajustavel que pode se movimentar ao longo da

barra, como pode ser visto na figura 4.

Figura 4 - Imagem do modelo do péndulo de Kater

Fonte: Disponivel em (https://shre.ink/xmRv )

Diferenciando-se do péndulo simples que assume a equagao 5, para
determinar o periodo em pequenas amplitudes, o péndulo de Kater assume 0 mesmo
conceito de comprimento reduzido do péndulo fisico. Assim, define-se o comprimento

reduzido de um péndulo fisico dado pela equagao 9:

L=~ 9)

O péndulo de Kater permite que ao ajustamos os pesos moveis até o periodo
de oscilagao em torno dos dois pontos de suspensao, denominados T; e T,, sejam

iguais, isso permite que o comprimento reduzido L se torne igual a distancia entre os


https://shre.ink/xmRv
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dois eixos, denominada d. Adotando esse caso, L, = L, = d o periodo € dado pela

equacao 10:

T=2n\/g (10)

A partir do experimento do péndulo de Kater € possivel obter a aceleragao da
gravidade, basta obter T; a partir de uma disténcia d; em CM (equagéo 11), e T,, em

relagéo a d, (equacgéao 12):

Considerando que o lcm ndo é modificado, é possivel obter g a partir dos

periodos citados anteriormente, como pode ser visto na equagao 13:

81?2

g - T12+T22 IT12—T22
L1+ Lo ' L1—-Lop

(13)

De acordo Halliday, Resnick e Walker (2010), o péndulo de Kater € uma das
representacbes mais efetivas da dinamica rotacional para a determinacdo da
gravidade, esse método elimina a necessidade de saber os valores de centro de
massa e o0 momento de inércia do sistema de forma direta. A capacidade de igualar
periodicamente (T; = T,) anula uma grande parte dos erros sistematicos ligados a
distribuicdo de massa, o0 que tornou essa técnica um padrdo da época em
levantamentos geodésicos, até a década de 1930, quando métodos a laser
comegaram a suplanta-lo. Apesar de ser um método de alta precisao historica, ele
exige alinhamento e precisdo nas distancias, como seréo descritos nos resultados. O
estudo inicial do presente trabalho utiliza essa ideia como ponto de partida para assim

obter varias estimativas de g usando um péndulo de massa variavel.
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3 METODOLOGIA

Para o desenvolvimento deste trabalho, realizou-se uma reviséo bibliografica
com o objetivo de construir a base tedrica necessaria para a execugao das atividades
experimentais em laboratério. A partir do estudo dos conceitos de péndulo fisico e das
teorias associadas ao péndulo de Kater, tornou-se possivel desenvolver um sistema
experimental de baixo custo fundamentado nesses principios, possibilitando a
determinacdo da aceleragdo da gravidade local g e a validagdo experimental da

metodologia de calculo do momento de inércia | de corpos rigidos.

3.1Procedimentos experimentais

Tabela 1 - Lista de materiais

Barra cilindrica de madeira, comprimento aproximado de 62 cm

Placas reutilizadas de bolo/torta, em formatos circular, quadrado e

composto

Rebite de aluminio, utilizado como eixo de rotagao

Massas metdlicas de 10ge 20 g

Multicronébmetro da marca Cidepe, equipado com fotocélulas 6pticas

Suporte universal metalico

Barra de madeira retangular, foi fixada no suporte para usar como base

ajustavel.

Fonte: Autoria prépria (2025)

No experimento, foram utilizados objetos de baixo custo, priorizando materiais
de facil acesso e métodos simples de execucdo. Nesse contexto, a reutilizagdo de
placas de bolo/torta do projeto contribuiu de forma significativa, tanto para a redugao
de custos quanto para a viabilidade pratica da montagem experimental. Com o uso de
um suporte universal e uma barra de madeira, foi possivel construir uma base
ajustavel e de baixo custo para o péndulo, conforme ilustrado na figura 5, permitindo
a variagao e o ajuste de sua altura. Essa configuragao facilitou a manutencédo da

estabilidade do sistema, contribuindo para a reducao de erros nas medicdes.
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Figura 5 - Base ajustavel para o péndulo

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

Para a fixacéo do eixo de suspensio do péndulo, utilizou-se um rebite de
aluminio, escolhido por ser um material leve, resistente e de baixo custo. O rebite foi
empregado de forma a garantir a firmeza do eixo, mantendo o alinhamento
adequado durante as oscilagdes e assegurando a repetibilidade das medi¢des, além

de contribuir para a estabilidade mecanica do sistema experimental.

3.2Construgao e caracterizagao dos péndulos fisicos

3.2.1 Eixo de rotagao

O eixo de rotagdo foi montado em uma base ajustavel e de baixo custo,
conforme ilustrado na Figura 5, permitindo o ajuste da altura do sistema e garantindo
sua estabilidade durante o experimento. Essa configuragao possibilitou que o eixo de
suspensao se mantivesse alinhado, reduzindo interferéncias externas e contribuindo
para a obtencédo de dados mais confiaveis.

Para a fixacdo do eixo de suspensado, utilizou-se um rebite de aluminio,
selecionado por apresentar baixo custo, boa resisténcia mecanica e reduzida massa.
O uso do rebite proporcionou uma fixagao firme do eixo, minimizando deslocamentos
laterais e prevenindo oscilagdes fora do plano principal de movimento, o que reduziu

a ocorréncia de oscilagdes tridimensionais indesejadas (oscilagéo 3D).
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3.2.2 Barra cilindrica (péndulo invertido)

Na construgdo do péndulo de Kater, utilizou-se da barra cilindrica de
aproximadamente 62 cm de comprimento, que atuou como corpo rigido, na qual foram
realizados furos ao longo de toda a sua extenséao, entao foram definidos dois pontos
de suspensao distintos, cujas distancias em relagdo ao centro de massa da barra sao

representadas por d; e d,, respectivamente, 26,8 cm e 19,4 cm.

Figura 6 - Péndulo Invertido.

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

Para determinar o centro de massa (CM) da barra nua foi utilizado o método de
equilibrio estatico, posicionando a barra sobre um ponto de apoio até que fosse
atingida a condigao de equilibrio. Posteriormente, massas méveis foram acopladas a
barra em diferentes posigdes, possibilitando a variagcdo do centro de massa do
conjunto. Com isso, foram obtidos diferentes valores para a distancia h entre o eixo

de suspensao e o centro de massa, bem como para a massa total M.

3.2.3Placas de teste

As placas de teste utilizadas no experimento foram confeccionadas a partir de
materiais de facil acesso e baixo custo, a reutilizagdo de placas de bolo/torta.
Inicialmente, foram medidas as dimensdes geométricas de cada placa, utilizando de
uma trena, e a verificacdo das suas massas individuais, utilizando de uma balancga,

de modo a caracterizar as placas simples. O mesmo processo foi realizado na placa
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de forma composta. Para determinagao do centro de massa (CM) na placa circular se
utilizou de simetria, que faz com que o centro de massa, seja 0 ponto geométrico
central do circulo, ou seja, o ponto exato onde o diametro o divide em duas metades
iguais.

Para a placa de formato retangular bastou encontrar o ponto onde as duas
diagonais se cruzam, o que equivale a localizar a metade da base (largura) e a metade
da altura. Para determinar o centro de massa (CM) na placa de forma complexa,
primeiro ela foi divida em formas geométricas simples, entéo, foi calculado o centro
de massa e a area (ou massa) de cada parte, com esses valores foi utilizado a formula

da média ponderada:

Y miXX; _ X myXYy;
YCM_

zom T m (14). (15)

Xem =

Onde m; é a massa (ou area) e (X;,Y;) é a posigao do centro de cada parte,

somando tudo e dividindo pela massa (ou area) total.

Figura 7 - Placas de teste posicionadas

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

3.3Aquisicao de dados

A aquisicdo de dados foi realizada por meio de um multicronémetro,
equipamento amplamente utilizado em atividades didatico-experimentais de Fisica

para medicbes temporais com maior precisdo. O primeiro passo consiste na
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configuracdo do multicronémetro. Em sua tela inicial, € possivel selecionar o idioma

desejado para a utilizagdo do equipamento, conforme ilustrado na Figura 8.

Figura 8 - Multicrondmetro na tela: Idioma/Language

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

ApOs a selegao do idioma, o multicronbmetro apresenta sua segunda tela, na
qual é possivel escolher a fungdo desejada. Caso haja duvidas quanto ao uso do
equipamento, essa tela também disponibiliza a opgédo de ajuda, conforme pode ser

observado na Figura 9.

Figura 9 - Multicrondmetro na tela: Escolha a fungao

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

Apds a selegédo da opgao Fungdo, o multicrondmetro apresenta as diferentes
possibilidades de operacdo. Para a realizacao do experimento, foi selecionada a

Funcgao 4, destinada a medigbes de péndulos e movimentos harmdnicos simples.
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Figura 10 - Multicronémetro na tela de fungdes

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

Com o equipamento configurado, o péndulo foi deslocado de sua posig¢ao de
equilibrio por um pequeno angulo, de modo a garantir que o movimento
permanecesse no regime de movimento harménico simples. Em seguida, o péndulo
foi liberado sem velocidade inicial significativa. O multicronébmetro foi acionado no
instante da primeira passagem do péndulo pela fotocélula, iniciando automaticamente
a contagem do tempo.

Esse procedimento de coleta foi repetido 10 vezes para cada configuragao do
péndulo, totalizando 10 ciclos de 10 oscilagdes cada. A partir dos valores obtidos,
foram calculados a média aritmética e o desvio padrao, permitindo uma analise
estatistica mais confiavel dos resultados.

Como a construgao do péndulo foi realizada de forma manual, com foco no
baixo custo, ocorreram algumas imprecisdes na confeccao da haste. Em particular, os
furos nao ficaram perfeitamente alinhados, o que, mesmo com o uso do rebite para a
fixacdo na base, resultou em um desalinhamento do péndulo. Essa condigao
influenciou a obtencdo dos dados experimentais, contribuindo para o aumento das

incertezas nas medicoes.

3.4 Tratamento e analise de dados

3.4.1 Planilha eletrénica

Para a analise dos dados, utilizou-se o Google Planilhas que, segundo Carilli

et al. (2023) é uma ferramenta de planilha eletrbnica baseada em ambiente web,

desenvolvida pela Google, que permite a organizagao, o processamento e a analise
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de dados de forma pratica e acessivel. Por operar de maneira online, possibilita o
armazenamento seguro das informagdes, bem como o acesso remoto aos dados,
dispensando a necessidade de instalagao de softwares especificos.

Os dados experimentais foram inseridos na planilha e, em seguida, aplicaram-
se as fungdes estatisticas necessarias, como as observadas nas figuras 11, 12 e 13,
o calculo da média aritmética, do desvio padrao e do erro padrao, de forma rapida e

eficiente, o que otimizou a analise dos dados.

Figura 11 - Comando média aritmética no Google Planilhas

[=MEDIA( |

]
MEDIA(PEIE); Cvalor2; ..1)
EXEMPLO
MEDIA(A2:A100; B2:B100)
SOBRE

Retorna o valor médio numérico em um conjunto de
dados, ignorando o texto.

valorl

O primeiro valor ou imervalo a considerar no calculo
do valor médio.

valor2.. - [opcional] reproduzivel

Outros valores ou intervalos a serem considerados no
calculo do valor médio

Fonte: Autoria propria (2025)
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Figura 12 - Comando desvio padrao no Google Planilhas

[=DESvPAD( |

DESVPAD(FEIEIS); [valor2; ..1) ~

EXEMPLO
DESVPAD(1; 2)

SOBRE
Calcula o desvio padrdo com base em uma amostra.

valorl
O primeiro valor ou intervalo da amostra.

valor2.. - [opcional] reproduzivel
Outros valores ou intervalos a incluir na amostra.

Saiba mais

Fonte: Autoria propria (2025)

Figura 13 - Comando do erro padrdo no Google Planilhas

[=0EsvPAD () /RATZ(CONT.NUM()) |

A wd({valor) N

EXEMPLO
RAIZ(9)

SOBRE

Retorna a raiz quadrada positiva de um ndmero
positivo.

valor
0 nimero sobre o qual calcular a raiz quadrada
positiva.

Saiba mais

Fonte: Autoria prépria (2025)

3.4.2 Propagacao de erros

Utilizando da técnica de propagacédo de erros para determinar a incerteza
associada ao momento de inércia I, considerando que as incertezas das grandezas

experimentais, seriam o periodo de oscilacdo T e as distancias medidas
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instrumentalmente, no caso do péndulo fisico podemos expressar o momento de

inércia em relagcao ao eixo de suspensao pela equagao 16:

" MR (16)

Em que M é a massa total do sistema, g a aceleragéo da gravidade local, h a distancia
entre o eixo de suspensido e o centro de massa do sistema, e T € o periodo de
oscilagao

Considerando que I depende das variaveis T e h, a propagagao do erro pode

ser obtida pela equacéao 17:

Al = \/(j—;AT)Z +(5-an)? (17)

temos AT como a incerteza associada a medicado do periodo, e Ah a incerteza
instrumental na medicao das distancias. Realizando o calculo das derivadas parciais

de I obtém as equacbes 18 e 19:

ol _ Mgh

o = 5.7 T (18)
ol _ MgT? _

== — 2Mh (19)

Realizando a substituicdo das derivadas na expressao geral da propagacao de

erros obtemos a equacgao 20:

Al = J(Mgh 74T)? + (42 - 2Mh) 4] ? (20)

2m?

Dessa forma, a incerteza associada ao momento de inércia lll incorpora tanto
a contribuicdo do erro na determinacdo do periodo de oscilagdo quanto a incerteza
instrumental associada a medicdo das distancias, permitindo uma estimativa

quantitativa da confiabilidade do valor obtido experimentalmente.



32

3.4.3 Teste T de Student

Para a verificagdo da concordancia estatistica entre os valores experimentais
obtidos foi realizado o Teste t de Student, em que se foi adotado um nivel de confianga
de 95%(a = 0,05), utilizando do Google Planilhas para realizar a analise. Inicialmente,
o valor do estatistico t foi calculado na planilha eletrénica a partir da diferenga entre
os valores médios analisados, normalizada pelo erro padrao associado, conforme a

equacao 21:

t="H (21)
em que x € média experimental, 4x é o erro padrao, e u € a média conhecida. O valor
critico t..;; foi determinado no Google Planilhas utilizando a fungdo INV.T.BC(),
considerando o numero adequado de graus de liberdade e o nivel de significancia de
5%. Para comparagdes diretas entre dois conjuntos de dados, empregou-se a fungéo
T.TEST(), que retorna o valor de p associado ao teste t de Student. A validagao
estatistica foi realizada comparando-se o valor calculado de T com o valor critico t ;.
Quando a condigdo t<t.;; € verdadeira, os resultados sado considerados
estatisticamente concordantes ao nivel de 95% de confianga.

De forma equivalente, ao utilizar a funcdo T.TEST(), a concordancia foi
confirmada quando o valor de p retornado pela planilha foi maior que 0,05(p < 0,05),
com o uso das planilhas pode se assegurar uma analise estatistica confiavel e

coerente.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Determinagao da gravidade através do péndulo invertido

Esta subsecao trata dos resultados do péndulo invertido construido com uma
barra cilindrica de madeira. Inicialmente sera utilizado o péndulo invertido para obter
a gravidade local com a expressdo do péndulo de Kater. Na sequéncia sera
apresentado adicionado massas ao péndulo invertido, e sera apresentado calculado
uma expressao o calculo da aceleracédo da gravidade do péndulo de massa variavel,

e seu valor médio sera comparado ao valor teorico.

4.1.1 Gravidade via péndulo invertido (tipo Kater)

O péndulo de Kater é uma boa alternativa para obter a aceleragao da
gravidade. A ideia deste trabalho foi construir um péndulo invertido para obter a
aceleragéo da gravidade a partir da expressao do péndulo de Kater.

Na tabela 1 foi apresentada as dimensdes do péndulo invertido. O periodo foi
obtido com o multicronédmetro da CIDEPE, e o equipamento fornece o periodo de 10
oscilacbes, como descrito na se¢gao de materiais e métodos. Devido aos furos nao
estarem perpendiculares a barra foi observada uma certa em alinhar a base, e por
isso, que em algumas medigdes foi observado uma dissipagado de energia, mesmo
colocando lubrificagao no eixo de rotacao.

Foram feitas 10 séries de medida para cada furo, e cada série obteve 10 valores
de periodo correspondente a cada passagem (NP). Nesta etapa foi observado
variagdes na terceira casa decimais, como pode ser visto na figura 14 que mostra o

periodo médio para cada passagem do obstaculo pelo sensor.
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Figura 14 - Periodo X NP. A figura é para a) d1 = 0,268 e b) d2=0,194.

a) b)
123000 117300
® o
[
122750 ® P 117700 @
122500 L ] ° 147600
o
o [ o
122250
117500
@ [ ] ®
122000
® 117400 ® ®

1,21750

1,17300
2 4 [ & 10 2 4 5 3 10

Fonte: Autoria propria (2025)

Observando essa dissipagdo de energia, foi considerado até a quarta
passagem (NP=4), e foram usados 40 valores de periodo para o ajuste. O valor de
T1=1,1760£0,004 s e T2=1,2287+0,0002 s. A partir das medi¢gdes realizadas com o
péndulo de Kater, obteve-se para a aceleragdo da gravidade o valor O valor obtido
para a gravidade foi g= 9,90+0,02 m/s?, com erro relativo percentual de 1,23%, em
relagédo ao valor de referéncia adotado para a regido, considerando o valor de g= 9,78
m/s?. Apesar da boa proximidade entre os valores, a aplicagdo do teste t de Student
com nivel de confianca de 95% mostrou-se inconclusiva, indicando que,
estatisticamente, ndo é possivel afirmar se o valor experimental difere ou nao do valor
de referéncia. Esse resultado sugere que a variabilidade das medidas ainda exerce
influéncia significativa sobre a precisao final.

Durante as séries de coleta, observou-se que pequenas inclinagbes da base
experimental provocavam variacdes perceptiveis no periodo em fungdo do numero de
passagens (NP). Esse comportamento reforca a sensibilidade do método as
condi¢gbes de alinhamento, tornando essencial o nivelamento cuidadoso da estrutura
para minimizar erros sistematicos. Além disso, a massa dos obstaculos utilizados para
a deteccdo do periodo inferior a 1g foi considerada desprezivel, assim como a
hipotese de que o centro de massa do péndulo se encontra exatamente em seu ponto
meédio. Embora essas aproximacgdes sejam comuns, elas podem introduzir pequenas

discrepancias quando se busca alta precisao.
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4.1.2 Gravidade através do péndulo invertido de massa variavel

Devido a aceleracdo da gravidade obtida na seg¢do anterior ndo ter sido
conclusiva pelo teste T de Student, uma estratégia utilizada foi colocar discos de 10 g
a 20 g no péndulo invertido. Os discos estardo em uma distancia d=d1+d2. Para um
péndulo de massa de M e discos de massa m, o periodo Tm1 ao adicionar cada massa

€ dado pela equacéao 22, para:

Ty = 21 |2 (22)

IXcm

Onde x,, € dado pela expressao 23, e I,,,, pela expressao 24.

_ Md1+m(d1+d2)

Xem = rem (23)

M+m
Loy = Lo + Mdy* + m(d, + dy)? (24)

Substituindo a expresséo 23 e 24 na 22, e isolando I.,,, obtém-se a expressao
25:

2

Iem = 7::1712gxcm(M +m) — Mdlz —m(d; + d)’ (25)

isolando I,,, na expressao 11, obtém-se expressao 26:

2
Tm1

Iem = 22-Mgd, — Md,* (26)

Igualando as expressdes 25 e 26, obtém-se a aceleragao da gravidade em
funcao do periodo T1, sem a massa, e com a massa, Tm1, obtém-se a expressao 27:

am®m(d+d,)>?
(Tmlz—le)Mdl +Tm12m(d1 +d2)

o= (27)
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De maneira analoga, pode ser obtida a expressao considerando o periodo Tmz,

como pode ser visto na equacgao 28:

_ 41‘[2m(d1+d2)2
g - (Tmzz—le)Md1+Tm22m(d1+d2)

(28)

A tabela 2 mostra os valores de massa adicionada a barra, centro de massa, e
dos valores obtidos para o periodo Tm1 € Tm2 € 0s respectivos erros padrao, que foram

calculados pelo método da propagacéao de erros.

Tabela 2 - Valores de massas, posi¢ao de centro de massa, periodo para distancia

d1 e dz, e seus erros padrdes

m(g) Xem(m) Tpm1 ATy m(g) Xem(m) Tz AT

0 0,194 1,1760 0,0004 0 0,268 1,2287 0,0002
10,1 0,235 1,2354 0,0005 10,1 0,298 11,2628 0,0002
20,2 0,265 1,2646 0,0008 20,2 0,319 11,2827 0,0004
30,3 0,288 1,2838 0,0001 30,3 0,336  1,2958 0,0001
40,4 0,306 1,2968 0,0007 40,4 0,349 1,3065 0,0007
Fonte: Autoria propria (2025)

Utilizando os valores da tabela 2 nas expressdes 27 e 28, obtém os valores de

g, € na ultima linha, o valor médio de g, como podemos observar na tabela 3.

Tabela 3 - Valores da aceleragao da gravidade

9,77 0,02
9,83 0,02
9,82 0,005
9,82 0,02
9,699 0,004
9,798 0,006
9,79 0,003
9,77 0,01

g =979+0,04m/s?
Fonte: Autoria propria (2025)
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Fazendo um Teste T de Student com um nivel de confianga de 95%
considerando g = 9,78 m/s?, a hipotese nula foi satisfeita, ou seja, valida a expressao
desenvolvida e o método de massa variavel como uma técnica estatisticamente
confiavel para a determinagcdo de g com este aparato, mesmo com as dificuldades

geomeétricas iniciais.
4.2 Momento de inércia de corpos rigidos

Como se calcula o momento de inércia de um corpo composto de duas ou mais
formas geométricas? Esta subse¢cdo mostra uma técnica para o calculo tedrico do
momento de inércia pela técnica da superposicio e o resultado é confrontado com o
valor experimental. Para isso, a subsec¢do inicia com a validagdo do método
experimental utilizado com corpos simples (placas circulares e quadrado), na
sequéncia sera apresentado o calculo do momento de inércia da placa composta, e
por ultimo, o valor do momento de inércia tedrico sera validado com o momento de

inércia experimental.
4.2.1 Avaliagado em corpos simples (placas circular e quadrada)

Segundo Halliday, Resnick e Walker (2010), o calculo do momento de inércia
em relagao centro de massa de placas circulares de diametro D, e retdngulo de lado

L1 e L2 (equagéo 30) sdo bem conhecidos na literatura.

1
Leircuto = EMDZ (29)

1
Iretangulo = EM(LIZ + LZZ) (30)

Para o estudo da placa composta foi proposto um experimento para se obter o
periodo de oscilagdo, e a partir desta grandeza, o momento de inércia das placas
distantes h em relacédo ao centro de massa. Como comentado antes, a relagao entre
o0 momento de inércia de centro de massa, Icm, € 0 momento do corpo € através do

teorema dos eixos paralelos (equacao 8). Para a obtengdo do momento de inércia
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através do periodo foram obtidas 4 séries com 10 periodos cada. A figura 15 mostra

0 periodo versus o numero de passagem pelo sensor

Figura 15 - Periodo X numero de passagens

0.89750

® o
0.89500 @ ® ®

2
089250 . .
®
0.539000
@ ®
® ®* o
0,88750 ) ® @
® o
083500
2 4 G 3 10

Fonte: Autoria propria (2025)

Para o calculo do periodo médio foi considerado as 40 medidas, apesar de
existir uma pequena dissipacao de energia. Os resultados sao apresentados na tabela
4, que mostra as dimensdes e a distancia do centro de massa, o periodo médio e erro
padrao, o momento de inércia dividido pela massa, o erro relativo percentual, o t do

teste t de Student, e 0 tcritico.
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Tabela 4 - Dimensodes das figuras e distancias ao centro de massa

Disco Retangulo

D(m) 0,2200 L(m) 0,27000
h(m) 0,1435 h(m) 0,12500
T(s) 0,8939 T(s) 0,88780
AT(s) 0,0002 AT (s) 0,0002
IzxperimenTaL/massa (m?)  0,0284 IzxperimenTaL/massa(m?)  0,0244
Algxperiventa/massa (m2)  0,0002 Algxperiventa/massa(m?)  0,0002
Liesrico/massa (m?) 0,02866 Ltesrico/massa (m?) 0,02474

Erro relativo e percentual 0,907 Erro relativo e percentual 1,37

T 1,3 T 1,7

tcriTiIcO 2,02269 tcriTICcO 2,02269

Fonte: Autoria prépria (2025)

Em ambas as placas (circular e retangular), a hipétese nula foi satisfeita

confirmando a confiabilidade da obtencdo de dados com o péndulo fisico.

4.2.2 Calculo tedrico, obtencado experimental e validacado da placa composta.

A placa composta apresentada na figura 7 € composta de circulo, de raio R, e
de um retangulo, de lados L1 e L2. O momento de inércia da placa composta é dado

pela equagao 31:

Ipraca = Icircuro + IrerAncuro — In (31)

Os momentos de inércia do circulo e retangulo sao obtidos pela equacao 30 e
31, respectivamente. Assim, para o calculo teérico do momento de inércia é
necessario determinar as interse¢gdes entre um circulo e um retangulo. A figura 16

mostra a interse¢ao da regiao de interesse.
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Figura 16 - Intersec¢ao da area de interesse

Fonte: Autoria propria (2025)
O caélculo do momento de inércia é dado pela equagao 32:

m
In = A_: ffINTERSECAO

2 dA (32)

para encontrar a regido da intersecgao sera utilizado uma metodologia de angulos

criticos, definindo limites baseados nas dimensbes do retdngulo. Para isso é
L A A Ly Ly Ly Ly 2

necessario estabelecer os limites do retangulo—; Sxs_e—-—sys-—, logo x* +

y* < R*. Em coordenadas polares, define-se x = rcosf e y = rsenf, e o raio maximo

da intersecao € dado pela equacgéao 33:

_ . Li/2 Lp/2
Tmax (9) = min (R' cos(8)’ sen(@)) (33)

€ interesse destacar a simetria do corpo, por isso, o calculo sera feito em apenas um

quadrante, como mostrado na figura 17:
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Figura 17 - Detalhe do primeiro quadrante com a divisao das trés regides de

integracao

Fonte: Autoria propria (2025)

Dividindo a figura 17 em regides:

C1R

Regido Amarela: 0 < 6 < 0.1, Tinax = __
Regido Verde: 8,4 < 0 <90° — 0.3, Tiax = R

C3R
senf

Regido Azul:90° — 6, < 6 < 90°, Iy =
Emque ¢, = ;—; eC, = ;—;, e os angulos criticos 6., = acos(C;) e 6., = acos(C,)
e trabalhando a integral em polares, e fazendo o calculo em um quadrante:

_ s Mmp 2 _ 2 Mn Tmax(9)4
In= 4Zﬂ‘ ° quadrante | (rdrdo) = 4Z fREGIf)ES [T] do (34)

. _ m
Iy = 4M(IQC1 Cisec* 6dO + fgo % 46 + [z Cjcosec* Qde) (35)
4An \70 Oc1 5 0c2

A expressao final para I, € dada pela equacao 36:

R* 1 1
= —";;n [Cf [taneCl + 5ta7’l49c1:| + C{L [tan@cz + gtan4962] + g - 9c1 - 962 (36)

Para o calculo da area A, usando os mesmos limites de integragao do calculo

do momento de inércia:
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_ _ rmax(e)z
An =4 ffl"quadrante(rdr dg) = 4 J-REGI()ES [ 2 ] do (37)
U
= 2R? [Clz tanfc, + C2 tanfq, + g — 0. — Oy (38)

Devido ao ndo conhecimento da massa de intersecao, sera utilizado o momento
de inércia de area, i=l/m. A tabela 5 resume os valores pertinentes para o calculo do

momento de inércia de area.

Tabela 5 - Valores para calculo do momento.

D(m) 0,269
Ly (m) 0,236
L,(m) 0,22
64 (rad.) 0,50054
6c,(rad.) 0,61314
C 0,8773234201
C, 0,8178438662
A(m?) 0,0487988535
Lsrea de intersegao (M?) 0,007914893474

Fonte: Autoria prépria (2025)

A obtencdo do periodo do corpo de geometria composta utilizou-se o
multicrondmetro, e a mesma estratégia para a obtencdo dos corpos de geometria
simples. Para a métrica obtida por meio dos sensores opticos, foi fixado um arame na
extremidade do corpo, alinhado a sua diagonal, de modo a garantir a interrupgao

precisa do feixe de luz durante as oscilagdes



43

Figura 18 - Corpo de geometria complexa acoplado a base

Fonte: Arquivo pessoal (2025)

Também foram realizados quatro ciclos de 10 oscilagbes, possibilitando o
calculo de uma média e erro padrao. Também sera considerado o momento de inércia
de area. A tabela 6 resume os resultados desta subsec¢ao onde foi feito calculado o

erro relativo percentual e o teste t de Student

Tabela 6 - Resultados do corpo

T 0,92520
o 0,0003
IexpERIMENTAL 0,0322
EMOMENTO DE INERCIA 0,0002
Irgorico 0,0323
€ (%) 0,3095975232
t 0,5
Leritico 2,02269

Fonte: Autoria prépria (2025)

Como apresentado na tabela 6, o teste t de Student foi conclusivo (t<tcritico) €
valida o método experimental do péndulo fisico e, crucialmente, o modelo analitico de

superposic¢ao de inércias para a caracterizagdo de corpos de formatos complexos.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho cumpriu plenamente seus objetivos ao validar o uso do péndulo
fisico para a determinagéo da aceleragao da gravidade e para a caracterizagéo inercial
de corpos rigidos. Os resultados obtidos demonstram que € possivel realizar
experimentos de alta precisdo em Dinamica Rotacional utilizando materiais de baixo
custo e reaproveitados, desde que acompanhados de uma metodologia cuidadosa e
de uma analise estatistica consistente. Essa constatagcdo reforca o potencial de
democratizacdo do ensino experimental de Fisica, especialmente em contextos
educacionais com recursos limitados.

A determinagao da gravidade local evidenciou diferengas importantes entre os
métodos empregados. O método da massa variavel forneceu um valor robusto, o
método de massa variavel obteve um gexp = 9,79 +0,04 m/s? e constituiu uma
alternativa robusta e validado estatisticamente e pouco sensivel as imperfeigcdes
geométricas do aparato. Em contraste, o péndulo tipo Kater apresentou limitagbes
significativas, com resultados inconclusivos dentro do nivel de confianca adotado.
Essa comparacado ndo apenas orienta escolhas experimentais futuras, mas também
ilustra para estudantes a relevancia de compreender as condi¢gdes de aplicabilidade
de cada método e o impacto dos erros sistematicos.

No campo da Dindmica Rotacional, o trabalho confirmou a validade da
superposicao de momentos de inércia e do Teorema dos Eixos Paralelos, inclusive
para geometrias compostas e nao triviais. A determinagao bem-sucedida do momento
de inércia da placa composta mostrou que técnicas matematicas mais sofisticadas
podem ser aplicadas com sucesso em experimentos acessiveis, ampliando o
repertorio de atividades praticas possiveis em cursos de Fisica.

Entretanto, o estudo também evidenciou desafios inerentes ao uso de materiais
simples. A falta de alinhamento perpendicular dos furos na barra cilindrica foi
identificada como a principal fonte de erro sistematico, comprometendo a precisao do
péndulo de Kater.

Esse resultado destaca a importancia do controle geométrico do aparato,
mesmo quando se busca baixo custo. Como perspectiva futura, recomenda-se a
construcdo de um novo péndulo cilindrico com alinhamento rigoroso dos furos,
mantendo a proposta de acessibilidade, mas com maior atencdo a qualidade

mecanica. A continuidade da exploracdo de materiais de baixo custo, aliada a um
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cuidado maior com a geometria e a calibragdo, pode ampliar ainda mais o potencial
didatico do experimento. Em sintese, este trabalho oferece uma contribuicao
significativa para o ensino de Fisica Experimental ao mostrar que a precisdo nao
depende exclusivamente de equipamentos sofisticados, mas de uma combinagao
entre metodologia, analise estatistica e criatividade na construgdo do aparato. Ao
evidenciar que conceitos avangados de Dinamica Rotacional podem ser explorados
com materiais simples, o estudo abre caminho para praticas pedagdgicas mais

inclusivas, investigativas e alinhadas ao espirito da experimentagao cientifica.
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