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RESUMO

Os problemas de fluxo de custo minimo representam uma importante classe de problemas de
programacao linear. Os algoritmos da familia simplex, principal algoritmo utilizado atualmente
para resolver problemas de programacdo linear, apresentam uma deficiéncia: a dificuldade de
se obter uma base inicial vidvel. Essa deficiéncia do simplex impulsionou o surgimento do al-
goritmo criss-cross, que pode caminhar por bases invidveis e ndo necessita de uma base inicial
vidvel. A versdo finita do criss-cross para problemas de programacdo linear cldssicos utiliza a
regra de pivoteamento do menor indice. Implementamos o criss-cross com a regra de menor
indice adaptada para problemas de rede, como o problema de fluxo de custo minimo. Sugeri-
mos algumas modificagdes na regra do menor indice e conseguimos uma grande melhoria de
desempenho no algoritmo. Realizamos testes e comparamos o desempenho das variantes do
criss-cross, de uma implementagdo prépria do simplex de rede e da implementacdo do simplex
disponibilizada pela ferramenta CPLEX. Apresentamos detalhes da implementacao e discuti-
mos os resultados obtidos.

Palavras-chave: programacdo linear. simplex. fluxo de custo minimo. criss-cross. regra de
pivoteamento.



ABSTRACT

The minimum cost flow problems represent an important class of linear programming prob-
lems. The simplex algorithms, the most used tool to solve linear programming problems,
present a deficiency: the cost of finding a feasible initial basis. This deficiency of the sim-
plex algorithm gave rise to the emergence of the criss-cross algorithm, which can move through
unfeasible bases and does not require a feasible initial basis. The finite criss-cross for classic
linear programming problems uses the minimum index rule. We implemented the criss-cross
with an adaptation of the minimum index rule for network problems, such as minimum cost
flow problems. We also suggest some modifications to the minimum index rule that substan-
tially improved the performance of the algorithm. We performed some tests and performance
comparison using variations of the criss-cross algorithm, as well as our own implementation
of the simplex algorithm and the simplex implementation available on the CPLEX tool. We
present implementation details and discuss the tests results.

Keywords: linear programming. simplex. minimum cost flow. criss-cross. pivoting rule.
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1 INTRODUCAO

“The reasonable man adapts himself to the world; the unreasonable one
persists in trying to adapt the world to himself. Therefore all progress
depends on the unreasonable man.”

George Bernard Shaw

A pesquisa operacional (PO) constitui uma das principais dreas da matemadtica aplicada.
Ao longo do ultimo século, a PO passou por um periodo de desenvolvimento. O principal
feito foi a descoberta de um método com bom desempenho pratico para resolver problemas de
programacao linear (PL), o método simplex.

Atualmente os softwares para resolver problemas de PL sdo amplamente utilizados em gran-
des empresas. Problemas de PL sdo de grande aplicabilidade prética e podem ser utilizados para
resolver os mais diversos problemas da vida real. Esse problemas vao desde a otimizagao da
utilizagdo de recursos de producgdo, de forma a reduzir custos, até a descoberta de rotas de dis-
tribui¢do de mercadorias que gerem menor custo. Este dltimo exemplo faz parte de uma classe

muito importante de problemas de PL, os problemas de fluxo de custo minimo (FCM).

Os problemas de FCM, apesar de representarem uma classe dos problemas de PL, sdo pro-
blemas de rede e apresentam caracteristicas bem distintas. Fazem parte dos problemas de rede
os problemas reais que envolvem otimizag@o, por exemplo, em redes de rodovias, redes elé-
tricas, redes de computadores, redes de relacionamento e os mais variados tipos de rede. A
maioria dos problemas de rede podem ser traduzidos no problema de FCM. Os algoritmos para
resolver problemas de PL. comuns geralmente sdo menos eficientes que os algoritmos especia-
lizados ao resolver problemas de rede. Devido a isso, surgiu o simplex de rede, uma adaptacdo

do simplex exclusivo para resolver problemas de FCM.
1.1 Motivacao

Desde sua descoberta o simplex vem sendo amplamente estudado e aprimorado. No entanto,
ainda apresenta pelo menos uma deficiéncia, do ponto de vista pratico: a necessidade de se obter
uma solucgdo inicial vidvel para s6 entdo iniciar a busca pela solucao 6tima. A busca pela solugao
inicial vidvel pode consumir muito tempo e chegar a ser tdo custosa quanto encontrar a solu¢ao
6tima. Essa deficiéncia motivou pesquisas com objetivo de tornar mais eficientes as técnicas de
busca pela solucdo inicial vidvel e também de encontrar métodos que pudessem iniciar sem tal
solucdo viavel.

No fim dos anos 60 foi mencionado pela primeira vez o algoritmo criss-cross. Esse al-
goritmo, assim como o simplex, utiliza a técnica de pivoteamento, mas € capaz de resolver
problemas de PL sem a necessidade de uma solucdo inicial vidvel. E possivel encontrar al-

guns estudos sobre o criss-cross que mostram regras de pivoteamento finitas (Fukuda e Terlaky



26

(1997)) e também comparagdes de desempenho do método (Bonates (2001), Bonates e Maculan
(2003)).

O método criss-cross ainda € pouco conhecido e estudado. Apesar do tempo de existéncia,
ndo existe na literatura uma versdo do criss-cross para resolver problemas de FCM. O objetivo
deste trabalho é desenvolver uma versdo do criss-cross com a adaptacio da regra de pivotea-
mento para resolver problemas de rede. E também realizar uma comparacao de desempenho

entre o criss-cross proposto neste trabalho e o simplex de rede.

1.2 Organizacao do texto

No Capitulo 2 fazemos uma introduc¢do ao problema de FCM e mostramos alguns exem-
plos de aplicacOes praticas. No Capitulo 3 descrevemos a implementacio do algoritmo simplex
de rede e no capitulo seguinte discutimos uma técnica para se obter a solugdo inicial vidvel
necessdria para a inicializa¢do do simplex. No Capitulo 4 mostramos uma possivel implemen-
tacdo do algoritmo criss-cross com a regra de pivoteamento adaptada para problemas de rede.
Mostramos ainda algumas alteracdes na regra de pivoteamento que levaram a um grande ganho
de desempenho. O Capitulo 5 apresenta os resultados dos testes realizados bem como uma
pequena andlise sobre o comportamento dos algoritmos. E por fim, no Capitulo 6 fazemos
algumas consideracdes finais com uma andlise geral sobre os resultados obtidos no trabalho e

algumas indicacOes de trabalhos futuros na area.
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2 FLUXO DE CUSTO MINIMO (FCM)

Segundo Papadimitriou e Steiglitz (1998), os problemas de fluxo de custo minimo represen-
tam uma classe geral e muito importante de problemas de rede, pois apresentam restricoes de
capacidade e custo ndo trivial. Isso significa que os problemas pertencentes a essa classe sao
mais préximo dos problemas reais, onde os recursos apresentam capacidade limitada e custo de
utilizacdo.

Viérios problemas reais podem ser traduzidos em problemas de FCM. Isso o torna um pro-
blema com grande aplicabilidade prética e de grande importancia comercial, e o estudo de
algoritmos cada vez mais eficientes para resolvé-lo tem sido objeto de estudo de varios pesqui-
sadores ao longo dos anos. Outra evidéncia de sua importancia € que o resolvedor de problemas
de programacdo linear lider do mercado oferece um médulo dedicado ao problema de FCM, ao

invés de tratd-lo como um caso particular do problema de PL.
2.1 Definicao do problema de FCM

Considere o grafo G = (V,;A) earede N = (s,V, A, [, u) definida sobre G, sendo s, [ e
u € R™. Considere, também, um custo ¢;; para cada arco (1,7) € A. Queremos enviar uma
quantidade de fluxo através da rede. A demanda de fluxo noné ¢ € V' € dada por s;. Se s; > 0
significa que o n6 ¢ “produz” s; unidades de fluxo que devem ser enviadas através da rede. Se
s; < 0 significa que o nd ¢ “consome” s; unidades de fluxo. O fluxo deve sair dos nds produtores
e chegar nos nés consumidores. Se s; = 0, ndo € produzido nem consumido fluxo no né 7, ou
seja, a quantidade de fluxo que entra deve ser a mesma que sai do nd.

Podemos entdo definir o problema do fluxo de custo minimo.

Definicdo 2.1 O problema do FCM é encontrar o fluxo x;; em cada arco (i, j) € A que mini-
mize uma dada fun¢do linear de custos, sujeito as restri¢oes de limites de fluxo e respeitando a

conservacdo da demanda s em cadano v € V.

Em termos de PL, o problema define-se por
mainimaizar Z CijTij 2.1)
(i.j)€A
sujeito as restrigoes

Z Tij — Z Tji = Si Vi € ‘/, (22)

J:(i.j)€A J:(i,5)€A

lij < xij < ug, V(i j) € A, (2.3)

onde:
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l;; € u;;: sdo os limites inferior e superior, respectivamente, do fluxo em (,7),

s;: € a demanda no no i.

A restri¢do (2.2) é chamada restri¢do de conservagdo de fluxo e a restri¢do (2.3) é chamada
restricdo de capacidade. Em algumas ocasides, o problema de FCM pode aparecer com algumas
variagdes, onde o limite superior € infinito e o limite inferior € zero para todos os arcos. Nesse

caso € dito que o problema é ndo capacitado.

Na préxima se¢ao mostraremos algumas aplica¢des para o problema de fluxo de custo mi-

nimo.
2.2 Aplicacoes

O problema de fluxo de custo minimo tem varias aplicacdes praticas. Muitos problemas
reais podem ser traduzidos em um problema de FCM e resolvidos por um algoritmo padrao. O
exemplo mais usual para problema de FCM € o problema de transporte. A seguir, mostraremos

esse e outros problemas de maneira sucinta.
2.2.1 Problema de transporte

Imagine uma situacdo em que exitem cidades fornecedoras, que produzem certa quantidade
de produto, e outras cidade consumidoras que consomem certa quantidade do mesmo produto.
Considere os caminhos que ligam cada um dos fornecedores a cada um dos consumidores. Con-
sidere também que existe um custo por unidade transportada associado a cada caminho entre
duas cidades, ou seja, por cada unidade transportada da cidade ¢ até a cidade 7, incorreremos no

custo de ¢;; unidades monetarias.

O problema, entdo, € transportar o produto dos locais de produgdo até os locais de consumo
com o menor custo total possivel, respeitando os limites de producdo e de consumo de cada
localidade. Se tomarmos as localidade como ndés e os caminhos entre as localidades como
arcos, podemos entdo modelar o problema de transporte como um problema de FCM como

mostrado a seguir.

Para m localidades de producido e n localidades de consumo, deve-se:

minimizar Z CijTij 2.4)
(i,j)€A
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sujeito as restricoes

> oy =, Vi=1,..,m, (2.5)
j:(i,5)EA
> oy =4 Vi=1,..,n, (2.6)
i:(4,7)EA
0< T4 < mm{ai, ﬂj}? v<Z,]) S A, (27)

onde «; € 3; sdo escalares positivos que precisam satisfazer

D= B
j=1

i=1

2.2.2 Problema do caminho minimo

Considere que cada arco (4, j) de um grafo direcionado estéd associado a um custo ¢;;. Con-
sidere que o custo de um caminho direcionado € dado pela soma dos custos dos arcos perten-
centes ao caminho. Para um dado par de nds s e ¢, o problema do caminho minimo € encontrar
o caminho direcionado que vai de s a ¢ que tenha custo minimo.

Se considerarmos os arcos como ruas e custo do arco como o comprimento da rua, podemos
utilizar o problema do caminho minimo para encontrar a menor rota, em termos de distancia,
entre dois pontos dentro de uma cidade ou em um sistema rodovidrio. Esse problema € ampla-
mente utilizado em aplicativos de mapa digital, disponiveis em smartfones ou em computadores
de bordo de carros, que possibilitam a busca pela menor rota entre dois pontos do mapa.

O problema do caminho minimo pode ser modelado como um problema de fluxo de custo

minimo da seguinte forma:

minimaizar Z CijTij (2.8)
(i,7)€A
sujeito as restricoes
1, sei =3,
Z Tij — Z T =4 —1, sei=t, (2.9)
(i.5)eA gi(i.j)eA 0 para outros casos,

Ogl'ij, V(’L,j) e A.

A restricdo (2.9) garante que apenas uma unidade de fluxo saird de s e chegard a . Nesse

caso, o valor da varidvel x;; ird sempre satisfazer a equagao

1, se (i,j) faz parte da solugéo ,
Tii =
N 0  caso contrdrio .
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Figura 1 — Representagdo grafica do problema de atribui¢io

PERSONS OBJECTS

R

Fonte: Bertsekas (1998)

Se a solucdo xp, associada ao caminho P, encontrada for minima para a equacdo (2.8),
significa que o caminho P € minimo para o problema de caminho minimo. Isso pode ser
provado por refutagdo, pois se existir um caminho P’ tal que o custo de P’ seja menor que
o custo de P significa que existe uma sequéncia de arcos direcionados que ligam s e ¢ que é
uma solucdo z ps para a equagao (2.8) cujo valor € menor que x p, 0 que refuta a premissa de xp

ser solucdo minima do problema.

2.2.3 Problema de atribuicdo

Suponha que existe n pessoas e n objetos que queremos associar as pessoas em uma base de
um-pra-um. Considere que ha um beneficio a;; em associar a pessoa ¢ ao objeto j, € queremos
associar as pessoas aos objetos de forma a maximizar o beneficio total. Considere, ainda, um
conjunto A de pares, de modo que a pessoa ¢ s6 pode ser associada ao objeto j se (i,7) € A. O
problema é encontrar o conjunto de pares (1, j1), ..., (n,j,) € A, em que os objetos ji, ..., Jn

sejam todos distintos, de forma a maximizar y ", a;;,.

Seja o conjunto de varidveis z;;, com (4, j) € A, em que x;; = 1 se a pessoa ¢ for associada
ao objeto j e x;; = 0 caso contrdrio. O problema de atribuicdo pode ser definido, em termo de

PL, da seguinte forma:

maximizar E @i T45
(i,j)€A
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sujeito as restricoes

Y ay=1,  Vi=1,...n, (2.10)
J(i.d)eA
Y owy=1, Vi=1...,n, (2.11)
i:(4,7)EA

ngij < 17 V(Z,]) e A

O problema de atribui¢do pode ser facilmente visto como um problema de fluxo de custo
minimo se considerarmos as pessoas € 0os objetos como nds e os pares de associagdes possiveis
(4, 7) como arcos que ligam os nés. As restri¢oes (2.10) e (2.11) representam a restricdo de con-
servacdo de fluxo no problema de FCM, em que cada n6 ¢ tem demanda s; = 1 (restri¢do (2.10))
e cadand j tem demanda s; = —1 (restrigdo (2.11)). Para transformar o problema de atribuicio
em um problema de minimizag@o, o beneficio a;; deve ser transformado no custo ¢;; = —ay;.

Um exemplo de aplicacdo para esse problema € para atribuir atividades aos funciondrios ou
tarefas as maquinas. Também pode ser usado para associar doadores a pacientes com a maior

probabilidade de aceitacdo do 6rgao, entre outras aplicagdes.
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3 SIMPLEX DE REDE

Para Ahuja, Magnanti e Orlin (1993), o método simplex para resolver problemas de progra-
magcao linear é provavelmente o mais poderoso algoritmo ja desenvolvido para resolver proble-
mas de otimizagao restritos.

Os problemas de FCM constituem uma classe especial de problemas de programagao linear.
E plausivel considerar o simplex uma boa estratégia de solucio para esses problemas. No en-
tanto, problemas de fluxo em rede, dos quais os problemas de FCM fazem parte, apresentam
uma estrutura especial. Essa estrutura especial torna o método simplex convencional nao com-
petitivo quando comparado com outros métodos combinatérios que exploram essa estrutura de
rede. O simplex de rede € um algoritmo que interpreta as iteracdes do simplex convencional
como operacdes em uma estrutura de rede. Com isso temos um algoritmo competitivo para

resolver problemas de fluxo de custo minimo.
3.1 Estrutura de base (T,L,U)

Para definirmos a estrutura de base (7', L, U) precisamos primeiro introduzir os conceitos de
solugdo livre de ciclo e solugdo arvore geradora. Vamos considerar que /;; = 0 para todo arco
(4,7). Todo problema de FCM pode se preprocessado e colocado neste formato sem perda de
generalidade. Essa consideracdo, portanto, ndo ird limitar o algoritmo e trard algumas facilida-
des de implementacdo.

Para uma solu¢do z qualquer, dizemos que um arco (z, j) € livre se 0 < z;; < u;;. Do
contrdrio, se z;; = 0 ou x;; = u,;; dizemos que o arco € restringido. Em um arco livre é
possivel aumentar ou diminuir o fluxo sem desrespeitar os limites. J4 em um arco restringido,
se ele estiver em seu limite inferior s6 € possivel aumentar o fluxo, se ele estiver em seu limite
superior s6 € possivel diminuir o fluxo. Uma solug@o x € uma solucao livre de ciclo se a rede
ndo contem ciclos compostos apenas de arcos livres. Denotamos por solu¢do arvore geradora
uma solucdo vidvel x e uma arvore geradora da rede associada a ela em que todo arco nao
pertencente a drvore € um arco restringido.

Problemas de fluxo de custo minimo sempre t€ém uma solucao 6tima que € arvore geradora
e € livre de ciclos (AHUJA; MAGNANTTI; ORLIN, 1993).0 simplex de rede se aproveita desse
resultado para explorar apenas solucdes drvore geradora. Essa estratégia € similar a estratégia
de busca apenas por solucdes nos vértices no simplex convencional.

Para uma solucdo arvore geradora qualquer, uma estrutura de drvore geradora (1, L, U)
relacionada a ela pode ser obtida pela particdo do conjunto de arcos A tal que: 7' é o conjunto
de arcos pertencentes a drvore geradora; L é o conjunto de arcos fora da drvore com valor do
fluxo igual a zero; U € o conjunto de arcos fora da arvore com valor do fluxo igual ao limite

superior de fluxo no arco.

Também € possivel obter uma solucao arvore geradora unica a partir de uma estrutura de
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arvore geradora. Para uma estrutura de arvore geradora (7', L, U), atribuimos x;; = 0 para todo
arco (i,j) € L, x;; = u;; para todo arco (i, j) € U, e resolvemos a equagio de balanceamento
de massa para determinar o valor do fluxo nos arcos pertencentes a 7". Uma estrutura de drvore
geradora (EAG) € vidvel se a solug@o arvore geradora associada satisfaz todos os limites de
fluxo dos arcos. Se todos os arcos pertencentes a arvore geradora forem arcos livres, a drvore
geradora é ndo-degenerada; caso contrério, a arvore geradora € degenerada. Dizemos que uma
EAG ¢ 6tima se a solucdo arvore geradora associada é uma solugdo 6tima para o problema de

fluxo de custo minimo.
3.2 Algoritmo simplex de rede primal

O algoritmo simplex de rede primal sempre mantém uma estrutura de drvore geradora via-
vel. A cada interagdo, € inserido um arco em 7’ e retirado um arco pertencente a 7' de forma a
se obter uma nova estrutura de arvore geradora também vidvel. Uma EAG corresponde a uma
solucdo basica vidvel em programacdo linear e cada iteracdo de transicdo de uma EAG para
outra corresponde a uma operacao de pivoteamento no simplex convencional. O primeiro passo
do algoritmo simplex de rede € encontrar uma EAG viavel qualquer (um método para encontrar
uma EAG inicial vidvel serd mostrado na Secao 3.10). A Figura 2 mostra os principais passos

do algoritmo simplex de rede primal.

Figura 2 — Algoritmo simplex de rede
algoritmo simplex de rede;
inicio
determinar uma estrutura (7, L, U) inicial vidvel,;
seja x o fluxo e 7 o potencial dos nos;
enquanto existir algum arco inviavel fora da arvore faca
escolher um arco (k, l) invidvel para entrar na base;
adicionar o arco (k, ) na drvore e determinar um arco (p, ¢) para sair da drvore;

atualizar a drvore e a solugdo = e 7;

fim
fim

O potencial 7 = (7(1),...,m(n)) relacionado a cada n6 estd associado a soluc¢do dual do
problema. Na proxima sec¢io veremos a justificativa para seu uso e uma maneira de calculd-lo.

Todos os passos do algoritmo simplex de rede serdo detalhados nas proximas secoes.
3.3 Potencial dos nés e custo reduzido

O potencial 7 (i) associado a um né i pode ser entendido como o custo potencial de trans-
portar uma unidade de fluxo através da arvore 7' a partir da raiz até o n6 7. Os potenciais dos
nos representam o vetor solugdo para o problema dual de FCM. A partir dos potenciais dos nds,

podemos definir o custo reduzido de um arco da seguinte forma:
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clo=cy; — (1) +7(j).

v

O custo reduzido de um arco representa a reducdo que serd obtida na fun¢do objetivo se o
arco entrar na base. Para os arcos pertencentes a base o custo reduzido € sempre zero. Ahuja,
Magnanti e Orlin (1993) mostra algumas propriedades relacionadas ao custo reduzido, bem
como alguns resultados obtidos com sua utiliza¢do. Utilizamos o custo reduzido para verificar
o estado de viabilidade do arco. Na Secao 3.5 mostraremos as condicdes de otimalidade de uma

solucdo que se baseia no valor do custo reduzido dos arcos.
3.4 Calculo do Fluxo e do Potencial dos Nés

E possivel calcular o fluxo e o potencial dos nés utilizando os indices predecessor, profun-
didade e thread da arvore geradora.

e Predecessor de um né 7 € o n6 imediatamente anterior a ele no caminho da raiz até o no .
Existe um tnico caminho ligando qualquer n6 de uma arvore até a raiz (NETTO, 2006),
portanto o predecessor de um né também € tnico. Por conveng¢do, considera-se que o

predecessor do né raiz € sempre zero.
e Profundidade de um no é o numero de nds no caminho deste n6 até a raiz.

e Thread € o passeio pela arvore iniciando na raiz, visitando os nés em pré-ordem e depois

retornando para a raiz.

Os trés indices da arvore citados acima podem ser obtidos realizando-se uma tnica busca
em profundidade. Antes de visitar os n6s filhos, computam-se os indices de predecessor e pro-
fundidade para cada um deles. Para cada n¢ filho, o predecessor serd o n6 pai e a profundidade
serd a do no6 pai acrescida de 1 (a profundidade do né raiz € 0). O indice thread serd a sequencia

em que os nds forem visitados.
3.4.1 Ciélculo do Fluxo

Para uma EAG (7, L, U), o vetor de fluxos x pode ser obtido seguindo os seguintes passos:
(1) para todo arco (i, j) € L, atribuir x;; = 0; (2) para todo arco (¢, j) € U, atribuir z;; = u,j,
aumentar b(¢) e diminuir b(j) em wu;; unidades; (3) escolher um né6 folha j pertencente a 7" e
obter 0 né i = predecessor(j); (4) se o arco (4, j) pertencer a 1" atribuir z;; = —b(j), se o arco
(7,1) pertencer a 1" atribuir x;; = b(j) (5) aumentar b(:) em b(j) unidades e excluir j e o arco
(i,7) de T'; (6) repetir (3), (4), (5) até ndo restar nenhum arco em 7.

A Figura 3 mostra um algoritmo eficiente para calcular o fluxo a partir da estrutura de arvore

geradora utilizando os indices da arvore.
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Figura 3 — Algoritmo para calcular o fluxo.
algoritmo calculo do fluxo;
inicio
b'(i) := b(i), para todo i € N;
para cada (7, j) € L faca
x5 = 0;
fim
T:=T;
enquanto T’ # {1} faca
escolher um né folha ;5 (que nao seja o n6 1) na subarvore T;
i:=pred(j);
se (i,7) € T’ entao
Tij = —b'(4);
senao
Tij = v'(j );
fim
b'(i) == (i) + ' (5);
remover o n6 j e o arco (4, j) da subarvore T?;

fim
fim

3.4.2 Calculo do Potencial dos N&s

O simplex sempre mantém a condic@o de que para todo arco (¢, j) € T o custo reduzido r
¢é zero (AHUJA; MAGNANTI; ORLIN, 1993), ou seja,

¢ = ¢ij — m(i) + 7(j) = 0 para todo arco(i, j) € T. 3.1

E possivel adicionar uma constante & ao potencial todos os nés sem alterar o custo reduzido
dos arcos, cf; = c;j — (i) +7(j) = cij — [7(i) + k] + [7(j) + k]. Com isso podemos atribuir ar-
bitrariamente o valor do potencial de um dos nés da arvore e entdo calcular o valor do potencial
dos noés restantes. A ideia basica para o cdlculo do potencial dos nds € atribuir zero ao potencial
doné 1, m(1) = 0, e calcular o potencial dos nds adjacentes de forma recursiva utilizando a
equacdo 3.1. Uma forma simples de calcular o potencial de todos os nds € percorrendo a drvore
na ondem dada pelo indice thread. Dessa forma, garantimos que ao tentar calcular o potencial
de um nd, o potencial de seu predecessor ja terd sido calculado. A Figura 4 mostra o algoritmo

para o calculo do potencial dos nos.
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Figura 4 — Algoritmo para calcular o potencial dos nés
algoritmo calculo do potencial;
inicio

(1) :=0;

j :=thread(1);

enquanto j # 1 faca
i:=pred(j);
e (i,7) € Aentdo 7(j) :=
se (7,i) € Aentido 7(j) :=

J = thread(y);
fim
fim

3.5 Condicoes de otimalidade

Seja (T, L, U) uma EAG vidvel do problema de fluxo de custo minimo, é dito que um arco

(1, 7) satisfaz as condi¢oes de otimalidade se
(i,j) €L e ¢ >0, 3.2)

ou
(i,5) €U e & <0. (3.3)

Uma estrutura de drvore geradora € 6tima se todos os arcos em L e em U satisfazem as
condi¢des de otimalidade. Quando tal estrutura € encontrada o algoritmo termina com solu¢do

6tima. Se algum arco ndo satisfaz as condi¢des de otimalidade ele € elegivel para entrar na base.
3.6 Regra de escolha dos arcos de E e S

Qualquer arco elegivel pode ser escolhido para entrar na base sem comprometer a finitude
do algoritmo simplex. No entanto, diferentes regras de escolha do arco provocam diferentes
comportamentos na maneira como o algoritmo encontra o 6timo e consequentemente no tempo

de execug¢do do algoritmo.

e Regra de Dantzig: A regra sugere que a cada iteracdo deve-se escolher o arco com a
maior violacdo da condi¢do de otimalidade. O arco com a maior violacdo também € o
arco que causa a maior reducdo no valor da fungdo objetivo. O resultado da regra de
Dantzig € uma quantidade menor de iteracdes se comparado a outras regras. O motivo é
que a cada iteracdo ela realiza a maior redug@o possivel no valor da fungdo objetivo. No

entanto, apesar de realizar menos iteracdes, a cada iteragdo o algoritmo avalia todos os
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arcos fora da arvore para identificar o arco com a maior violagcdo, o que representa um

grande consumo de tempo no resultado final.

Regra do primeiro arco elegivel: Nessa regra, o primeiro arco elegivel encontrado sera
o arco escolhido para entrar na base. Cada iteracdo geralmente realiza poucos passos, ja
que ao encontrar um arco elegivel ele ja € escolhido, sem a necessidade de avaliar todos
os arcos fora da arvore. Todavia, a regra tem uma deficiéncia: como a escolha do arco
ndo leva em consideracdo a capacidade do arco de reduzir o valor da funcdo objetivo, na
maioria dos casos o algoritmo ird realizar mais iteragdes que a regra de Dantzig até atingir

0 6timo.

Regra da lista de candidatos: A regra da lista de candidatos tenta unir as vantagens das
regras de Dantzig e do primeiro arco elegivel em uma tnica regra. O método utiliza uma
técnica de duas fases: uma de maior esforco e outra de menor esforco. Na fase de maior
esforco € criada uma lista de arcos elegiveis. Na fase de menor esfor¢o é escolhido o arco

da lista com maior violagdo da otimalidade.

A lista deve ter um tamanho maximo definido. Na fase de maior esfor¢o, o algoritmo
inicia avaliando os arcos que saem do né 1, depois os do nd 2 e assim sucessivamente,
adicionando os arcos elegiveis a lista até atingir o tamanho méaximo da lista ou até ter
avaliado todos os nés. A proxima fase de maior esfor¢co deve iniciar do né em que a

ultima parou.

Na fase de menor esforco, o algoritmo deve avaliar os arcos da lista para identificar o
arco com maior viola¢do da otimalidade. Na medida em que os arcos sdo avaliados, o
algoritmo deve remover da lista os arcos que ja ndo sdo mais elegiveis. Quando ndo
houver mais arcos na lista ou quando o nimero méximo de execugdes da fase de menor
esforco for atingido uma nova lista deve ser preenchida executando-se uma fase de maior

esforco.

A regra da lista de candidatos € a que apresenta os melhores resultados praticos dentre as

trés regras mostradas (AHUJA; MAGNANTTI; ORLIN, 1993). Essa regra € bastante flexivel e

alterando-se os valores de tamanho da lista € numero maximo de execuc¢des da fase de menor

esforco pode-se atingir diferentes resultados. De fato, se definirmos o tamanho da lista e o

nimero de execugdes da fase de menor esfor¢o para 1, podemos notar que a regra da lista de

candidatos terd o mesmo resultado da regra do primeiro arco elegivel. De forma similar pode-se

atingir o resultado da regra de Dantzig.

3.6.1

Escolha do arco de saida

Tendo-se escolhido o arco de entrada na drvore, deve-se entdo escolher um arco para sair

da arvore. Se o arco de entrada for inserido na arvore, sera criado um unico ciclo W com os
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arcos da drvore. Os arcos nesse ciclo serdo os candidatos a sair da arvore. O sentido do ciclo
¢ definido pelo arco de entrada. Se o arco de entrada pertencer a L o sentido do ciclo serd o
mesmo do arco. Se o arco pertence a U o ciclo terd sentido contrdrio ao do arco.

Os arcos pertencentes a W podem ser divididos em dois subconjuntos: (1) o conjunto W
de arcos com o mesmo sentido de W; (2) o conjunto W de arcos com sentido contrdrio ao de
W. O sentido o ciclo determina o sentido em que uma quantidade A de fluxo serd aumentada.
Aumentar o fluxo em W significa aumentar o fluxo dos arcos em W e diminuir o fluxo nos arcos
em W. Como uma operagdo de pivoteamento deve manter a viabilidade da solucdo, cada arco
(k,1) s6 pode aumentar ou diminuir uma certa quantidade J;; sem que seus limites inferior e

superior de fluxo sejam ultrapassados. O variagdo maxima do fluxo, d;, em cada arco sera de:
O = g — iy se (k, 1) € W; (3.4)

Okl = Ty SE (k?, l) e W. 3.5

O arco escolhido para sair da base serd aquele que limitar mais o aumento do fluxo, ou seja,
0 arco com o menor d;. O valor a ser aumentado no ciclo serd dado por A = min{dy, : (k,l) €
W}. O valor da fungdo objetivo sofrerd uma redugéo de A|cf;| unidades. Se mais de um arco
¢ elegivel para sair da base (mais de um arco com o valor de 4 minimo), a arvore geradora

resultante € sempre degenerada e a iteracio € degenerada.

Figura 5 — Algoritmo para identificar o ciclo com o arco de entrada.
algoritmo identificacao do ciclo;
inicio
1:=kej =1
se g € T, entao y := ¢ senao y := p;
se k € T entdo alteracao := —cj,; sendo alteracao := cjy;
enquanto ; # j faca
se prof (i) > prof(j) entdo i := pred(i);
sendo se prof(j) > prof(i) entdo j := pred(j);

sendo i := pred(i) e j := pred(j);
fim
fim

No Apéndice A mostramos uma iteracdo do algoritmo simplex de rede que exemplipifica

uma operagdo de pivoteamento.
3.7 Atualizacao da arvore

Ao realizar um pivoteamento, se o arco que sai for diferente do arco que entra, o potencial

em alguns nds sdo alterados e € necessario atualizar o seu valor. Os potenciais nos nds podem
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ser recalculados utilizando o algoritmo mostrado na Figura 4, no entanto, como apenas alguns
noés tem o potencial alterado, existem maneiras mais eficientes de se obter os indices atualizados.

Seja (p, q) o arco escolhido para sair da drvore e (k, [) o arco escolhido para entrar na arvore.
Se o arco (p, q) for diferente de (k,!), entdo o simplex deve retirar (p,q) da arvore e inserir
(k,1). A remogdo de (p, q) ird formar duas subérvores: T; contendo a raiz e T, néo contendo
a raiz. O potencial dos nés em 77 ndo serd alterado, ja o potencial dos nés em 75 serd alterado
em uma certa quantidade. E facil mostrar esse resultado utilizando as condi¢des 7(1) = 0 e
¢;; — (1) + m(j) = 0 para calcular o potencial em todos os nés. Se k € 17 e | € T, entdo os
nds em 75 sofrerdo uma alteracdo de —cj; unidades. Se k € T, e [ € T} entdo os nés em 15

sofrerdo uma alteracdo de cj; unidades.

Figura 6 — Algoritmo para atualizar o potencial dos nés

algoritmo atualizacdo do potencial;
inicio

(seja (p, ¢) o arco que sai da drvore e (k, ) o arco que entra na drvore);

se g € T, entao y := ¢ senao y := p;

se k € Ty entdo alteracao := —cj; sendo alteracao := cf;

m(y) := 7w(y) + alteracao;

z = thread(y);

enquanto prof(z) > prof(y) faca

7(z) := 7(z) + alteracao;
z = thread(z);

fim
fim

O Figura 6 mostra a rotina para atualizar rapidamente o potencial dos nds que sofreram
alteragdo.

Da mesma forma, a atualizacdo do fluxo nos arcos pode ser realizada mais rapidamente se
a necessidade de recalcula-lo. Como s6 ocorre alteracao de fluxo ao longo do circuito formado
pelo arco de entrada, € suficiente atualizar apenas o fluxo dos arcos pertencentes ao circuito. A
Figura 5 mostra uma rotina para a identificacdo do ciclo.

Ap6s a atualizagdo do potencial e do fluxo, é necessdrio atualizar os indices da arvore.
Ahuja, Magnanti e Orlin (1993) diz que € possivel calcular os indices em tempo inferior a O(n)
e dé referéncias de trabalhos que mostram como realizar a atualiza¢ao dos indices em suas notas

de referéncias.
3.8 Finitude do método simplex

Se realizarmos apenas iteragdes nao degeneradas € facil notar a finitude do simplex. O
algoritmo sempre passa de uma EAG vidvel para outra. Existe um nimero finito de EAG em
uma rede e cada EAG € associada a um custo. Se a cada iteragdo o algoritmo encontra uma

EAG com o custo ndo superior ao anterior, o algoritmo encontrard a EAG 6tima e terminard em
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um nimero finito de passos.

No entanto, iteracdes degeneradas pode ocorrer com frequéncia. O algoritmo pode ficar
preso em um ciclo de iteracdes degeneradas e nao chegar ao fim. Mas a ciclagem pode ser
evitada se tomarmos mais cuidado ao escolher um arco de saida em uma iteracdo degenerada.
Uma forma simples de evitar ciclagem por degeneragao e garantir a finitude do simplex € manter

uma EAG fortemente viavel.
3.9 EAG fortemente viavel

Seja (T, L,U) uma estrutura de arvore geradora. Sendo 7" uma arvore geradora, os arcos

em 7’ podem apontar para a raiz ou apontar para as folhas.

Definicao 3.1 (Arvore geradora fortemente viavel) 7' é drvore geradora fortemente vidvel se
todos os arcos com fluxo em zero apontam para a raiz e todos os arcos com fluxo igual a

capacidade do arco apontam para as folhas.

O resultado dessa defini¢ao é que € sempre possivel aumentar uma quantidade positiva de
fluxo no caminho que liga qualquer né a raiz sem ultrapassar os limites de fluxo dos arcos no
caminho. Se T é fortemente vidvel, dizemos que a EAG (7', L, U) também é fortemente vidvel.

Um arvore geradora nao degenerada (sem arcos com fluxo igual ao limite inferior ou supe-
rior) é sempre fortemente vidvel. Uma drvore degenerada pode ou ndo ser fortemente vidvel.
Portanto, em uma iteracdo degenerada, se o arco de saida for escolhido arbitrariamente, pode-se
ou ndo encontrar uma arvore geradora fortemente vidvel. A seguir veremos uma uma regra de
escolha do arco de saida que sempre mantém uma arvore geradora fortemente vidvel.

Seja (i,7) o arco escolhido para entrar na base 7. Se (i, ) for inserido em 7" um dnico
circuito w serd formado. Se (7, j) € L o circuito terd o mesmo sentido do arco, se (¢,7) € U o
circuito terd sentido oposto ao do arco. E seja um né k o dpice do circuito, ou seja, o nd mais

proximo a raiz dentre todos os nds do circuito.

Regra 3.1 (Escolha do arco de saida) Se a iteracdo é degenerada, escolha o tltimo arco limi-

tante do fluxo no sentido do circuito w e iniciando no no k.

O simplex deve sempre manter uma EAG fortemente vidvel ao realizar um pivoteamento.
Para tal, o algoritmo deve iniciar com uma EAG fortemente vidvel. Na Secdo 3.10 serd mostrado

um método de se encontrar uma base inicial vidvel que é sempre EAG fortemente vidvel.
3.10 Primeira fase do método simplex de rede
O método simplex requer uma base inicial vidvel para iniciar a busca pela solu¢cdo 6tima

do problema. No entanto, raramente se dispde de uma base inicial vidvel. Vdrias técnicas para

se chegar a uma base inicial vidvel para o simplex convencional foram desenvolvidas ao longo
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dos anos. A maioria delas utiliza varidveis artificiais. A etapa de busca pela base inicial vidvel
€ chamada “primeira fase” do método simplex. Devido a isso, o0 método € conhecido também
como “simplex de duas fases”.

No simplex de rede, a EAG corresponde a base no simplex convencional. Algumas das téc-
nicas do simplex convencional para encontrar uma base vidvel foram adaptadas para encontrar
uma EAG vidvel no simplex de rede. Bonates (2001) mostra duas técnicas conhecidas para se
obter uma base para o simplex primal. Ahuja, Magnanti e Orlin (1993) apresenta uma adapta-
¢do dessas técnicas para obter uma EAG inicial para o simplex de rede primal. Mostraremos a
ideia principal dessa técnica a seguir.

Para obtermos a EAG (7', L, U) inicial vidvel deve-se, primeiro, inserir alguns arcos artifi-
ciais ao problema original da seguinte forma: para todo né j, que ndo seja o né 1, se b(j) > 0,
serd criado o arco artificial (7, 1) e inserido em 7, se b(j) < 0, o arco artificial (1, 7) deve ser
criado e inserido em 7. Os arcos artificiais sdo arcos que nao pertencem ao problema original, e
devem ser eliminados da base durante a execuc@o da primeira fase para se obter a EAG inicial.
Para tal, devem ser criados com custo e capacidade suficientemente altos para serem eliminados
de 7" naturalmente.

Todos os arcos do problema original devem ir para L, e U permanece vazio. Desse modo
tem-se uma EAG artificial vidvel. Para se obter a EAG inicial vidvel para o problema original,
deve-se executar o simplex com a EAG artificial até que ndo reste nenhum arco artificial na
EAG. Se o algoritmo encontrar uma solu¢do 6tima antes de eliminar todos os arcos artificiais,
entdo o problema ndo tem solug@o.

A primeira fase do simplex através da inser¢ao de arcos artificiais pode se muito custosa.
Como para cada n6 € inserido um arco artificial que deve ser eliminado da base, para se obter
a EAG inicial sdo necessdrias pelo menos |N| iteracdes. Este fato foi a principal justificativa
pela busca por um método que nao necessite de uma base inicial vidvel, podendo caminhar por
bases invidveis, e ainda chegar ao 6timo. Os algoritmos da familia criss-cross fazem parte desse

tipo de algoritmo e sdo o objeto de estudo do préximo capitulo.
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4 ALGORITMO CRISS-CROSS DE REDE

O algoritmo criss-cross para problemas de PL surgiu como uma tentativa de se evitar a
primeira fase do método simplex. A primeira fase do método simplex pode ser muito custosa.
Sua execuc¢do leva no minimo n itera¢des para chegar a uma base inicial vidvel. A principal
vantagem do criss-cross sobre os algoritmos da familia simplex é sua capacidade de iniciar a
busca pela solucao 6tima sem a necessidade de uma base viavel.

O algoritmo criss-cross para resolver programas lineares apresenta desempenho similar aos
algoritmos da familia simplex (BONATES; MACULAN, 2003). Fukuda e Terlaky (1997) apre-
sentam uma versao finita do algoritmo criss-cross para problemas de PL e mostram algumas
regras de pivoteamento de natureza combinatdria, com destaque para a regra de menor indice.

Neste capitulo introduzimos uma versao do criss-cross para rede baseado no algoritmo finito
abordado por Fukuda e Terlaky (1997). A versdo aqui mostrada utiliza a regra do menor indice

adaptada para problemas de rede.
4.1 Criss-cross finito

Na inicializagdo do criss-cross é necessdrio definir uma estrutura (7', L, U) qualquer, vidvel
ou invidvel. Para tal, basta encontrar uma arvore geradora 7' qualquer da rede; os demais arcos
ficam em L e U permanece vazio. Note que, apesar de o criss-cross necessitar de uma EAG, essa
ndo precisa ser vidvel, e encontrar uma arvore geradora é muito menos custoso que encontrar
uma EAG vidvel. A Figura 7 mostra o algoritmo criss-cross com regra do menor indice.

O fluxo e o potencial dos nds para o algoritmo criss-cross podem ser obtidos utilizando
a mesma rotina apresentada na Secdo 3.4. Da mesma forma, é possivel atualizar o fluxo e o
potencial de maneira mais eficiente seguindo a rotina mostrada na Secdo 3.7.

A solugdo inicial do criss-cross pode ser primal e dual invidvel. Isso significa que existem
arcos invidveis (ndo satisfazem as condi¢des de otimalidade) dentro e fora da base. Enquanto
existirem arcos que ndo satisfazem as condi¢des de otimalidade, devem ser escolhidos dois
arcos, um pertencente a 7’ e outro fora de 7', para se realizar o pivoteamento.

A escolha dos arcos para entrar e sair de 7" segue a regra de pivoteamento de menor indice.
Se uma solugdo for encontrada em que todos os arcos satisfazem as condi¢des de otimalidade,
entdo essa solucdo € 6tima e o algoritmo encerra.

E possivel que, no decorrer da busca pela solugio 6tima, eventualmente se encontre uma so-
lucdo que € primal ou dual vidvel. Bonates (2001) propde a utilizagao do simplex para continuar
a busca no momento em que tal cendrio for alcancado e relata que obteve bons resultados. Nesse
caso o criss-cross funciona como a primeira fase do método simplex para encontrar uma base
vidvel, mas pode encontrar uma base mais proxima da solucao 6étima do problema. No futuro,
utilizaremos o termo CC fino para referenciarmos o criss-cross funcionando como primeira fase

do simplex.
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Figura 7 — Algoritmo criss-cross de rede
Criss-cross — regra do menor indice
inicio
seja (T, L, U) uma solugdo inicial qualquer;
seja x o fluxo e 7 o potencial dos nos;
enquanto verdadeiro faca
se nao existe arcos inviaveis entao
pare: solug@o 6tima encontrada;
senao
seja (i, 7) o arco invidvel de menor indice;
e (i,j) € T entdo
encontre o arco (p, q) ¢ T de menor indice que forma um ciclo que contem
oarco (i,7);
se A(p, q) entdao
pare: o problema € primal invidvel;

ﬁm
senao

encontre o arco (p, ¢) de menor indice pertencente ao ciclo C' formado pelo
arco (i,7);
se A(p, q) entdo

pare: o problema € dual invidvel,

fim
fim

realize o pivoteamento entre (7, j) e (p, q);

atualize a estrutura (7, L, U), a solucdo x e ;

fim
fim
fim

4.2 Condicoes de otimalidade

Seja (T, L, U) uma EAG vidvel do problema de fluxo de custo minimo, é dito que um arco

(1, 7) satisfaz as condigdes de otimalidade se

(i,7) € Tely; <z < uyy, 4.1)

ou
(1,7) € Lecj; >0, (4.2)

ou
(Z,j) cUe C;rj < 0. 4.3)

Se um arco ndo satisfaz as condi¢des de otimalidade, entdo o arco € invidvel e € elegivel para
realizar pivoteamento. Se todos os arcos basicos (arcos em 7T') forem vidveis, ou seja, satisfazem
a equacdo (4.1), significa que a solugdo € primal vidvel. Da mesma forma, se todos os arcos fora

da base forem vidveis, ou seja, os arcos em L satisfazem 4.2 e os arcos em U satisfazem 4.3,
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significa que a solugdo € dual vidvel. Uma solugdo para o problema de fluxo de custo minimo é
6tima quando ela é primal vidvel e dual vidvel (AHUJA; MAGNANTI; ORLIN, 1993).

4.3 Regra de pivoteamento do menor indice

O primeiro passo do criss-cross é escolher um arco inviavel (7, j). O método criss-cross
realiza dois tipos de iteracdo: primal e dual. Se o arco escolhido pertencer a 1" a iteracdo €
primal, caso contrdrio, o arco pertence a L ou U e a itera¢do € dual. Dizemos entdo que o arco
(1, j) escolhido no primeiro passo é o arco ativo, pois ele determina o tipo da iteragdo.

Em uma iteragdo primal, o arco (i, j) pertencente a 7' é escolhido para sair de 7". Dessa
forma, um arco (p,q) ndo pertencente a 1" deve ser escolhido para entrar em 7. Em uma
iteracdo dual, o arco (i, j) ndo pertencente a 7' é escolhido para entrar em 7. Um arco (p, q)
pertencente a 7" deve entdo ser escolhido para sair de 7. O arco (p, q) € o arco passivo pois sua
escolha é dependente do arco ativo e do tipo de iteracdo.

O arco escolhido para entrar na drvore 7°, passiva ou ativamente, forma um unico ciclo C
com os arcos de 7. Uma quantidade positiva de fluxo deve, entdo, ser aumentada no sentido de
C'. Se o arco entrar ativamente na drvore, e seja (i, j) esse arco, o sentido de C' serd mesmo do
arco (i,j) se (i,j) € L e serd oposto ao sentido de (4, j) se (¢,j) € U. Caso contrério, o arco
entra passivamente na drvore. Seja (7, j) o arco que sai ativamente de 7', se x;; < l;; o sentido
do ciclo C' serd o mesmo do arco (i, j), se xi; > U4, o sentido de C serd oposto ao do arco
(1, 7). Todos os arcos que tenham o mesmo sentido do C' sdo chamados arcos forward. Os arco
com sentido oposto ao do ciclo C' sdo chamados arcos backward.

Pela regra de menor indice, o arco ativo deve ser escolhido da seguinte forma:

Escolha do arco ativo. Escolha o arco (4, j) invidvel pertencente a 7', L ou U que tenha menor

indice.

Uma vez que o arco ativo e o tipo da iteracdao foram determinados, serd escolhido entdo um

arco passivo.

Arco que sai passivamente. O arco escolhido para sair passivamente de 7" serd o arco (p, q) €

C' que tenha menor indice.

Arco que entra passivamente. O arco escolhido para entrar passivamente em 7' serd o arco

(p,q) ¢ T com menor indice que forme um ciclo C, tal que (7, 7) € C, e (p, q) satisfaca:

1. (p,q) € L e é forward ou

2. (p,q) € U e é backward.

Uma maneira eficiente de se obter o arco ativo é percorrer os arcos em ordem crescente de

indice e realizar o teste de otimalidade, o primeiro arco invidvel encontrado deve ser escolhido
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para o pivoteamento. Esta regra € semelhante a regra do dltimo arco elegivel mostrada na Secao
3.6, no entanto, como O criss-cross nao tem base viavel, o teste de otimalidade é feito tanto
nos arcos pertencentes a 7' como nos arcos fora de 7. O arco de saida passiva também pode
ser facilmente obtido utilizando o algoritmo da Figura 5 para encontrar o ciclo C. Uma vez
identificados os arcos pertencentes a C', basta escolher o de menor indice. O algoritmo para
escolha do arco de entrada passiva € um pouco mais complexo e serd abordado na préxima

subsecao.

O ultimo passo apos a escolha dos arcos de entrada e saida € a operacdo de pivoteamento.
O arco de entrada deve ser inserido em 7" e o arco de saida deve ser retirado de I" e inserido em

L ou U da seguinte forma:

Se o arco de saida (4, j) for o arco ativo, entdo (i, 7) saird de 7" e serd inserido em L se
x;; < l;; e serd inserido em U se x;; > u;;. Caso contrdrio, o arco (4, Jj) saird de T passivamente

e serd inserido em U se for forward ou em L se for backward.

E possivel que o arco escolhido para entrar ativamente na base seja igual ao arco da saida.
Isso ocorre quando o arco de entrada ativa tem menor indice dentre todos os arcos no ciclo C'.
Nesse caso, o arco de entrada ativa ndo entrard na arvore e esta ndo sofrerd alteracoes. Se o arco

de entrada estiver em L passard para U e se estiver em U passard para L.

4.3.1 Escolha do arco que entra passivamente

A defini¢cdo da regra de escolha do arco de entrada passiva € simples, mas pode apresentar
desafios complexos de implementacdo. Para facilitar a identificagdo de todos os arcos fora de
T que formam um ciclo com o (i, j) podemos utilizar algumas propriedades de drvores. Seja
(1,7) o arco escolhido para sair da drvore, sua remog@o ird formar duas subérvores. Seja T a
subdrvore contendo a raiz e T, a subdrvore ndo contendo a raiz. Qualquer arco fora de 1" que

ligue 77 a T5 forma um ciclo contendo (i, j).

Se i € Ty e (i,7) for forward (o fluxo em (i, j) deve aumentar) ou se i € Ty e (i, ) for
backward (o fluxo em (i, j) deve diminuir) entdo os arcos elegiveis para entrar na base serdo os
arcos que saem de 75 e chegam em 7' que estejam em L ou os arcos em U que saem de 7} para
T5. Se i € Ty e (i, j) for backward ou i € Ty e (i, 7) for forward, entdo os arcos elegiveis a sair
da base serdo os arcos saem de 7, e chegam em 77 que estejam em U ou os arcos em L que
saem de 77 para T5. A Figura 9 mostra o algoritmo para encontrar o arco de entrada passiva. O
conjunto de n6s 75 pode ser encontrado utilizando o indice thread e o indice profundidade dos

nos. O algoritmo para encontrar 75 € mostrado na Figura 8.

No Apéndice A mostramos exemplos de uma iteracdo primal e de uma iteracdo dual do

algoritmo criss-cross com a regra do menor indice.



Figura 8 — Algoritmo para encontrar o conjunto 75
inicio

(seja (7, 7) o arco que sai da arvore);
T =}
se prof(i) > prof(j) entdo y := i sendo y := j;
adicione y a T5;
z = thread(y);
enquanto prof(z) > prof(y) faca

adicione z a T5;

z = thread(y);

fim
fim

Figura 9 — Algoritmo para encontrar o arco que entra passivamente
inicio

(seja (4, j) o arco que sai da drvore);

I={}

se i ¢ Tre(i,j) éforwardoui € Ts e (i, j) é backward entio

para todo arco (p,q) ¢ T faca
se pcTlheqé¢Tre(p,q) € LougeTrepe¢Tre(p,q) €U entiao

adicione (p,q) a [;

fim
fim
fim

se i ¢ T,e(i,j)ébackwardoui € Ty e (i, ) é forward entiao
para todo arco (p,q) ¢ T faca
se pcTyeq¢Tre(pggeUougeTrep¢Tre(p,q) € Lentio
adicione (p, q) a I;

fim
fim
fim

escolha o arco (p, q) € I com menor indice para entrar na base;
fim

4.4 Atualizacao do fluxo e do potencial
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Depois de realizado o pivoteamento, o fluxo nos arcos e o potencial nos nés devem ser

atualizar o fluxo apenas nos arcos pertencentes a C'.

Se o arco de saida (i, j) for o arco ativo, e seja J,; a quantidade médxima de fluxo que é

C, ou seja,

1. éij = lij — Tjj S€ Ty; < lij’

atualizados. Na Secao 3.7 foi mostrado um método eficiente para atualizar o potencial nos
nos. O fluxo também pode ser atualizado de maneira eficiente. Dado que cada operacdo de

pivoteamento aumenta uma certa quantidade de fluxo através do ciclo C, € suficiente, portanto,

possivel de se aumentar no arco (7, j) € C até atingir o primeiro limite de fluxo no sentido de
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2. éij = Tjj — Ujj S€ Ty > Uy,

entdo a quantidade de fluxo a ser aumentada através de C' serd A = 9.
Caso contrdrio o arco de saida (i, j) é passivo. Seja Sij a quantidade maxima de fluxo que é
possivel de se aumentar no arco (7, j) € C' até atingir o dltimo limite de fluxo no sentido de C,

ou seja,
1. Sij = U5 — T45 S€ (l,j) éfOl’WCli"d,
2. Sij = Tij — lij N (Z7j) € backward,

entdo a quantidade de fluxo a ser aumentada através de C' serd A = §;.
O fluxo € aumentado sempre no sentido de C'. Isso significa que os arcos forward sofrerdo
um aumento de A unidades de fluxo e os arcos backward sofrerdo um aumento de —A unidades

de fluxo.
4.5 Melhorando a regra de menor indice

A regra de pivoteamento de menor indice sempre vai escolher o arco com menor indice
dentre os arcos elegiveis, tanto para o arco ativo quanto para o arco passivo. Isso significa que
essa regra ndo se preocupa com as consequéncias da escolha, apenas com a finitude do método.

Por ser puramente combinatoéria, a regra do menor indice pode, em uma tnica operacdo de
pivoteamento, inviabilizar varios arcos em detrimento da viabilidade de apenas um.

Em uma operag¢do de pivoteamento em que o arco ativo (7, j) entra e o arco passivo (p, ¢) sai
da base, a quantidade de fluxo a ser aumentada através do ciclo C serd Spq. Se Spq for o maior
dentre todos os arcos de C, entdo, com exceg¢do do arco de saida (p, ¢), todos os arcos em C' se
tornardo primal invidveis.

Uma forma mais inteligente de escolher o arco de saida passiva seria escolher o arco perten-
cente a C' com menor 0. Dessa forma, a viabilidade da maioria dos arcos ao longo de C' seria
mantida e as iteragdes para leva-los de volta a viabilidade seriam evitadas. Essa ideia é a mesma
da regra de escolha do arco de saida do algoritmo simplex de rede mostrada na Se¢do 3.6, mas
com a diferenca de que &, no criss-cross, pode assumir valores negativos ja que alguns arcos ao
longo de C' poderao estar invidveis.

Da mesma forma, uma operagdo de pivoteamento em que o arco ativo sai € 0 arco passivo
entra na base também pode gerar alguns arcos invidveis. A alteragao de fluxo, nesse caso, sera
dada por ¢ do arco de saida. Se a capacidade de aumento de fluxo do arco de entrada for inferior
a ¢ ele entrard na base invidvel. Se alterarmos a regra de escolha do arco de entrada passiva para
escolher o arco com maior capacidade de alteracdo de fluxo em detrimento do arco com indice
minimo, as chances do arco entrar inviavel na base diminuem.

No Capitulo 5 mostraremos que essas alteragdes na regra de escolha do arco passivo causam

uma reducdo significativa no numero total de iteragdes necessarias para encontrar a solugdo
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6tima. Nos referenciaremos a essa regra como “regra do menor indice de menor impacto”, pois
o arco ativo continua sendo escolhido pelo menor indice, mas o arco passivo serd escolhido
de forma a reduzir o impacto no estado de viabilidade da solu¢cdo. Chamaremos o algoritmo
criss-cross de rede com a regra do menor indice de CCMI. O criss-cross de rede com a regra de
menor indice de menor impacto chamaremos de CCMIZ.

No Apéndice A mostramos exemplos de uma iteracdo primal e de uma iteracdo dual do

algoritmo criss-cross com a regra do menor indice de menor impacto.
4.6 Finitude do criss-cross

Fukuda e Terlaky (1997) demonstra a finitude da regra do menor indice do algoritmo criss-
cross para problemas de PL. Uma das premissas basicas citadas pelos autores € a de que ao
fim de um pivoteamento, se a itera¢ao for primal, o arco ativo e o arco passivo devem se tornar
primal vidveis; se a iteracdo for dual, ambos os arcos devem se tornar dual vidveis. Para o
problema de fluxo de custo minimo ndo-capacitado, isto €, quando o limite inferior é zero e o
superior € infinito, essa premissa se faz verdadeira. No entanto, para o problema de fluxo de
custo minimo capacitado, que € o caso de estudo desse trabalho, essa premissa ndo é sempre
satisfeita.

A prova apresentada por Fukuda e Terlaky (1997) pode, portanto, ndo ser condizente com
a regra de pivoteamento do menor indice para o criss-cross de rede apresentada neste capitulo
(algoritmo CCMI), e pode exigir um estudo mais detalhado do comportamento do algoritmo
em cada iteracdo de pivoteamento. A prova da finitude do CCMI bem como a do CCMI? é o
principal objetivo para trabalhos futuros.

Apesar de nio demostrarmos a finitude dos algoritmos CCMI e CCMI?, por nio ser o foco
deste trabalho, realizamos, em cada algoritmo 30.000 (trinta mil) testes com instancias alea-
térias e ambos foram bem sucedidos em todas as execug¢des, chegando ao resultado 6timo em
um numero finito de iteragdes. Isso nos permite conjecturar a finitude destes algoritmos. Se
a finitude do CCMI? se comprovar, teremos encontrado a primeira regra de pivoteamento ndo
combinatdria para criss-cross. Embora essa regra seja projetada para o cendrio particular dos

problemas de FCM, sua descoberta representa uma contribuicao interessante para a area.
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S TESTES COMPUTACIONAIS

Neste capitulo mostramos uma comparacio de desempenho entre o algoritmo simplex de
rede e as duas versdes do criss-cross mostradas no Capitulo 4: o CCMI com a regra de menor
indice adaptada para problemas de rede e o CCMI? com a regra do menor indice de menor
impacto, modificacido da regra do menor indice proposta neste trabalho. Mostraremos ainda os
resultados para o0 CCMI? Fino e para o CPLEX(netopt), que é a implementacdo do simplex do
software CPLEX. Iniciamos mostrando alguns detalhes relevantes da implementagao dos algo-
ritmos, em seguida relatamos a origem das instancias do problema de FCM para a realizacdo
dos testes. Por ultimo mostramos os resultados da comparacdo dos algoritmos e andlise sobre

os resultados obtidos.
5.1 Implementacido e ambiente de testes

Existem vérias ferramentas que disponibilizam implementagdes prontas do simplex de rede,
como € o caso da ferramenta CPLEX, que utilizam suas préprias estruturas de dados otimiza-
das. No entanto, com o objetivo de realizarmos uma compara¢do mais justa de desempenho,
optamos por implementar o simplex de rede compartilhando as mesmas estruturas utilizadas
para a implementacao das versdes do criss-cross.

O nucleo dos algoritmos foi implementado de maneira idéntica, alterando-se apenas as regas
de pivoteamento, e, no caso do simplex, a inicializacdo da base. As implementa¢des foram
escritas na linguagem C++ standard. Utilizamos o compilador gcc versdo 4.8.2 no sistema
operacional Ubuntu 14.04 LTS 64 bits. Os programas foram executados em uma maquina
dedicada com processador Intel Core i3 de 2.3 GHz e 4 nucleos, 4 GB de memédria RAM.

5.2 Instancias NETGEN

NETGEN ¢é um conhecido gerador de instancias aleatorias para o problema do FCM e outros
problemas de otimiza¢do em rede. O NETGEN foi desenvolvido por Klingman, Napier e Stutz
(1974) e tem c6digo aberto. Uma versao do cédigo fonte escrita em C, funcional e equivalente,
pode ser encontrada em DIMACS (1990-1991).

Para a realizacdo dos teste foram utilizadas duas classes de instancias:

e NETGEN-LN. Instancias esparsas; m ~ n In(n).

e NETGEN-SR. Instancias densas; m = ny/n.

Para ambas as classes as instancias sao geradas da seguinte forma. O custo e a capacidade
dos arcos sdo escolhidos aleatoriamente no intervalo [1,100]. O nimero de n6s de produgdo e de

consumo sdo ambos iguais a /n aredondado para baixo e a quantidade de total fluxo que deve
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Tabela 1 — Instincias NETGEN-LN.

Instancias Nos Arcos
NGLN_1 40 147
NGLN_2 60 245
NGLN_3 80 350
NGLN 4 100 460

NGLN_1 500 3107

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 2 — Instdncias NETGEN-SR.

Instancias No6s Arcos
NGSR_1 40 252
NGSR 2 60 464
NGSR _3 80 715

NGSR_4 100 1000
NGSR_5 500 11180

Fonte: Elaborada pelo autor.

ser enviada dos nds de producdo aos nés de consumo € definida em 100+/n também aredondado
para baixo.

Para a realizacdo dos testes definimos cinco tamanhos diferentes de instancias para cada
classe, como é mostrado na Tabela 1 e na Tabela 2.

5.3 Resultados e analise dos testes

A seguir mostraremos algumas tabelas com os resultados dos testes realizados. A Tabela 3
mostra o tempo de execugdo dos algoritmos. A coluna instdncias referencia as instancias
mostradas nas tabelas 1 e 2. As demais colunas relacionam, respectivamente, os algoritmos
CCMI, CCMI?, CCMI? Fino, Simplex e CPLEX(netopt). A coluna Simplex representa o al-
goritmo simplex aqui implementado partilhando as estruturas bésicas das implementacdes do

CriSs-Cross.

O tempo mostrado em cada célula foi medido em segundos e € o valor médio dentre trés

[T

execugdes do algoritmo para uma mesma instancia. A presenga do simbolo “~”, em todas as
tabelas, significa que o algoritmo correspondente aquela coluna nao foi capaz de resolver a
instancia correspondente em um tempo inferior a 20 minutos (1200 segundos) e a execucdo foi
interrompida.

A Tabela 4 mostra o numero total de iteracdes que cada algoritmo levou para resolver cada
uma das instancias. A Tabela 5 mostra o niimero de iteragdes na primeira e na segunda fase de
cada algoritmo na resolug@o de cada instancia. Sdo mostrados apenas os algoritmos com duas

fases: CCMI? Fino, Simplex e CPLEX(netopt).



Tabela 3 — Tempo de execugdo dos algoritmos.

InstAncias CCMI CCMI? CCMI? Fino Simplex CPLEX(netopt)

NGSR_1 15,2908  0,0149 0,0032  0,0024 0,0012
NGSR_2 407,0350 0,0359 0,0075  0,0052 0,0009
NGSR_3 - 0,1101 0,0176  0,0106 0,0011
NGSR_4 - 03316 0,0594  0,0227 0,0015
NGSR_5 — 83,4082 3,4041 1,3396 0,0227
NGLN_1 0,5788  0,0056 0,0031 0,0019 0,0012
NGLN_2 18,1281  0,0151 0,0060  0,0040 0,0009
NGLN_3 99,4038  0,0598 0,0137  0,0085 0,0009
NGLN_4 180,1450 0,0966 0,0239  0,0157 0,0011
NGLN_5 - 11,1839 2,4481  0,5006 0,0081

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma célula com o valor 30 / 40 significa que foram realizadas 30 itera¢des na primeira fase

e 40 na segunda fase do algoritmo. Pada o CCMI? Fino significa também que a viabilidade

primal foi atingida com 30 iteracdes, e outras 40 iteragdes do simplex primal foram necessarias

para se alcangar a solug¢do 6tima.

Tabela 4 — Nimero de iteracdes dos algoritmos.

Instancias CCMI CCMI?

CCMI? Fino Simplex CPLEX(netopt)

NGSR_1 469860 427 156 155 110
NGSR_2 7484807 620 254 209 209
NGSR_3 - 1351 451 313 345
NGSR_4 - 2983 1224 529 426
NGSR_5 - 68266 10340 3782 3880
NGLN_1 23075 194 148 123 108
NGLN_2 462449 357 229 182 165
NGLN_3 1810799 1044 378 288 202
NGLN_4 2561662 1316 544 427 282
NGLN_5 - 25044 9790 2298 1995

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.1 CCMI

Em uma andlise rdpida das tabelas é possivel notar que o algoritmo CCMI é extremamente

ineficiente. Ele consome tempo e nimero de iteragdes extremamente elevamos, mesmo para

instancias pequenas. Uma justificativa para este comportamento estd no fato de a regra ser

puramente combinatdria, € ndo hd preocupacdo com o valor da fungdo objetivo nem com a

manutengdo da viabilidade da solucdo atual. A Figura 10 mostra o comportamento usual do

algoritmo CCMI. Podemos notar que ndo hd um decréscimo continuo do estado de inviabilidade



54

Tabela 5 — Numero de iteragdes da primeira e segunda fase dos algoritmos.
Instincias CCMI? Fino Simplex CPLEX(netopt)

NGSR_1 87769 79176 61/49
NGSR_2 156 /98 94 /115 98 /111
NGSR_3 276 /175  115/198 136 /209
NGSR_4 955/269  190/339 166 /260
NGSR_5  7360/2980 907/2875 971 /2909
NGLN_1 114 /34 69 /54 87121
NGLN_2 146 /83 90/92 971768
NGLN_3 231/147 125/163 133/69
NGLN_4 368/176  210/217 1797103
NGLN_5 8528/1262 754/1544 817/1178

Fonte: Elaborada pelo autor.

total da solucdo. Uma iteracdo primal reduz ligeiramente a inviabilidade primal, mas aumenta

a inviabilidade dual consideravelmente. O mesmo ocorre em uma iteracao dual.
5.3.2 CCMI?

O algoritmo CCMI? representa uma considerdavel melhora de desempenho comparando-se
ao CCMI. Sua operacdo de pivoteamento se preocupa com o estado de viabilidade da base
na iteracdo atual. No entanto, parte da regra se baseia em uma escolha combinatéria, sem
se preocupar com o valor da fun¢do objetivo. Ocorre uma redugio relativamente constante da
inviabilidade, porém essa reducdo ocorre lentamente, o que gera um grande nimero de iteracoes

e consequentemente grande consumo de tempo.
5.3.3 CCMI? Fino

O CCMI? na grande maioria das vezes alcanga a viabilidade primal rapidamente. Esse
fato motivou a utilizacdo do CCMI? como primeira fase para o simplex (CCMI? Fino). As
caracteristicas proprias da regra fazem com que ela se comporte como o simplex primal de
indice minimo quando a viabilidade primal € alcancada. Nesse momento, o algoritmo deixa de
usar a regra de menor indice de menor impacto e passa e utilizar a regra de Dantzig para se
obter um melhor desempenho.

De fato o CCMI? Fino representa um grande ganho de desempenho sobre o CCMI2. Foi o
algoritmo criss-cross que mais se aproximou do desempenho dos algoritmos da familia simplex
em termos de nimero de itera¢des e de tempo, se comparado com o simplex aqui implementado.
Também chegou a nimeros préximos aos do CPLEX(netopt) em termos de niimero de iteragdes.

Na Tabela 5 podemos notar que 0 CCMI? Fino na maioria das vezes realiza um nimero

menor de iteracdes na segunda fase que o algoritmo Simplex. Isso significa que a base primal
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Figura 10 — Comportamento do algoritmo CCMI
8 T T T T T T T

. T . . s . T
primal inviaveis
dual inviaveis

100

Fonte: Autor

vidvel encontrada no CCMI? Fino é melhor que a encontrada na primeira fase do Simplex, que
utiliza a técnica de arcos artificiais. No entanto, o nimero de iteracdes na primeira fase do
CCMI? Fino ainda € superior ao niimero de iteracdes na primeira fase do Simplex. O Simplex
converge mais rapidamente para uma base vidvel pois visa o valor da fun¢do objetivo. O CCMI?
Fino ainda utiliza uma regra que se baseia no menor indice até encontrar a viabilidade primal,
0 que representa uma desvantagem por ser uma regra parcialmente combinatoria. Um possivel
trabalho futuro seria encontrar uma regra nao combinatdria finita para o criss-cross, que possa

convergir mais rapidamente para a viabilidade primal.
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6 CONCLUSAO

Os algoritmos criss-cross ainda sao pouco estudados e raramente mencionados na literatura.
A adaptagdo do algoritmo criss-cross para resolver problemas de rede, como o de FCM, ¢é
inédita na literatura. Isso nos trouxe o desafio de adaptar a regra do menor indice do criss-cross
convencional para ser aplicada em problemas de rede, o que resultou no algoritmo CCMI.

Os testes realizados no Capitulo 5 mostram que o algoritmo CCMI € muito ineficiente se
comparado com os algoritmos da familia simplex. A ineficiéncia do CCMI se justifica na na-
tureza combinatdria da regra de pivoteamento do menor indice. Com pequenas melhorias na
regra de menor indice obtivemos o algoritmo CCMI?, que apresentou uma grande melhoria de
desempenho em relacdo ao CCMI. Isso mostra que o estudo de uma regra de pivoteamento nao
combinatdria para algoritmos criss-cross € muito promissor e pode levar a bons resultados.

Alguns testes que mostravam que o CCMI? encontra uma base primal vidvel rapidamente
nos motivou a desenvolver o CCMI? Fino que utiliza a regra do menor indice de menor impacto
para encontrar uma base vidvel e a partir desse ponto utiliza a regra de pivoteamento de nossa
implementacdo do Simplex para alcangar a solu¢do 6tima. O CCMI? Fino apresentou uma
grande melhoria de desempenho sobre 0 CCMI e CCMI? e se aproximou do CPLEX (netopt) em
termos de numero de iteracdes, apesar de apresentar tempos de execugdo muito superiores. Uma
justificativa para a discrepancia de tempo é que CPLEX € uma ferramenta bem desenvolvida que
utiliza estruturas de dados otimizadas e bem definidas. Os testes mostraram que CCMI? Fino
obteve tempo préximo ao da nossa implementacdo do simplex, que compartilha as mesmas
estruturas de dados utilizadas na implementacao das versdes do criss-cross. Esse fato nos leva a
acreditar que uma compara¢do mais justa de tempo com o CPLEX(netopt) poderia ser realizada
se utilizdssemos as estruturas do CPLEX na implementa¢do do CCMI? Fino.

Obtivemos bons resultados com os algoritmos CCMI? e CCMI? Fino, apesar de os mesmos
nao terem superado os algoritmos simplex. Alcancamos o objetivo do trabalho e obtivemos
um método para resolver problemas de FCM que ndo necessita de duas fases e se aproxima ao
desempenho dos algoritmos da familia simplex tao amplamente estudados na literatura. O prin-
cipal objetivo em trabalhos futuros seria de encontrar uma regra de pivoteamento que acelere
a convergéncia para a solu¢do 6tima no caso do CCMI?, ou para uma base vidvel no caso do
CCMI? Fino.

Também se faz necessaria a prova da finitude dos algoritmos criss-cross propostos, que nao
foi realizada neste trabalho. Mas devemos resaltar que as evidéncias empiricas suportam a
conjectura da finitude dos algoritmos CCMI, CCMI? e CCMI? Fino baseadas nos resultados
dos 30 mil testes com instincias aleatdrias realizados nos mesmos. Resaltamos ainda que, se a
finitude do CCMI? se comprovar, teremos realizado uma contribui¢do interessante para a drea
ao encontrar a primeira regra de pivoteamento ndo combinatdria para criss-cross, apesar de ser

projetada apenas para o problema de FCM.
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APENDICE A - EXEMPLOS DE PIVOTEAMENTO

A seguir mostraremos exemplos das operacdes de pivoteamento dos algoritmos: simplex,
criss-cross com regra do menor indice e criss-cross com regra do menor indice de menor im-

pacto.

A.1 Simplex

A Figura 11 mostra uma EAG viavel que serd usada como solug@o inicial do simplex para
o nosso exemplo. Nesse momento temos o arco (3,5) invidvel. De acordo com a algoritmo
simplex com a regra de pivoteamento de Dantzig o arco (3, 5) é escolhido para entrar na base e

o arco (2, 3) é escolhido para sair.

Figura 11 — Simplex: Estado 0

n(l) = -8

A Figura 12 mostra o resultado da operacdo de pivoteamento entre os arcos escolhidos para

entrar e sair da base.

Figura 12 — Simplex: Estado 1
nQ) =-3 m(4) = -6
3
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A.2 Criss-cross Menor Indice

A seguir mostraremos uma iteracdo primal e uma iteragao dual do algoritmo criss-cross com

a regra do menor indice.

A.2.1 Iteracdo Primal

A Figura 13 mostra uma EAG invidvel que serd usada como solucao inicial para 0o nosso
exemplo de iterac@o primal do criss-cross com regra do menor indice. Os arcos (1, 3), (3,5) sdo
primal invidveis e o arco (4, 5) € dual invidvel. Pela regra do menor indice o arco (1, 3) € esco-

lhido para sair da base ativamente e o arco (2, 3) é escolhido para entrar na base passivamente.

Figura 13 — CCMI: Estado 0
nQ) = -3 n(4) = -6
3

A Figura 14 mostra o resultado da operacio de pivoteamento entre os arcos escolhidos para

entrar e sair da base.

Figura 14 — CCMI: Estado 1
n(2) = -3 n(4) = -6
3
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A.2.2 Tteragdo Dual

A Figura 15 mostra uma EAG invidvel obtida apds algumas iteracdes do criss-cross de
menor indice. Temos os arcos (1, 3), (2,3) e (3,4) dual invidveis e o arco (3, 5) primal invidvel.
Pela regra do menor indice o arco (1, 3) é escolhido para entrar na base ativamente e o arco

(1,2) é escolhido para sair da base passivamente.

Figura 15 — CCMI: Estado 2
nQ) =-3 m(4) = -6
3

A Figura 16 mostra o resultado da operagdo de pivoteamento entre os arcos escolhidos para

entrar e sair da base.

Figura 16 — CCMI: Estado 3
nQ) = -14 n4) =-17
3

A.3 Criss-cross Menor Indice de Menor Impacto

Mostraremos agora uma itera¢do primal e uma iteracao dual do algoritmo criss-cross com a

regra do menor indice de menor impacto.
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A.3.1 Iteracdo Primal

Vamos partir do mesmo estado inicial que utilizamos para exemplificar a itera¢do primal do
CCMLI. A Figura 17 mostra a EAG inicial. Temos os arcos (1,3), (3,5) primal invidveis e o
arco (4, 5) dual invidvel. Pela regra de menor indice de menor impacto o arco (1, 3) é escolhido

para sair ativamente da base e o arco (4,5) é escolhido para entrar na base passivamente.

Figura 17 — CCMI?: Estado 0
nQ) =-3 n(4) = -6
3

A Figura 18 mostra o resultado do pivoteamento entre os arcos escolhidos para entrar e sair
da base com a regra do menor indice de menor impacto. Na Figura 14 podemos ver que o arco
que entra se torna primal invidvel com a aplicacdo da regra de menor indice. Ja com a regra
de menor indice de menor impacto aplicada no mesmo exemplo o arco que entra ndo se torna

inviavel.

Figura 18 — CCMI?: Estado 1
n() =-3 n(4) = -6
3

A.3.2 Iteracdo Dual

Vamos partir, também, do mesmo estado que utilizamos para exemplificar a iteragdo dual do

CCMI, mas com uma pequena altera¢do no limite superior do arco (2,4). A Figura 19 mostra



65

a EAG para para o exemplo. Temos os arcos (1, 3), (2,3) e (3,4) dual invidveis e o arco (3, 5)
primal invidvel. Pela regra de menor indice de menor impacto o arco (1, 3) é escolhido para sair

ativamente da base e o arco (2, 4) é escolhido para entrar na base passivamente.

Figura 19 — CCMI?: Estado 2
nQ) = -3 n(4) = -6
3

A Figura 20 mostra o resultado do pivoteamento entre os arcos escolhidos para entrar e sair
da base com a regra do menor indice de menor impacto. A aplica¢do da regra de menor indice
nesse exemplo tornaria primal invidvel o arco (2,4). J4 com a regra de menor indice de menor
impacto aplicada no mesmo exemplo nenhum arco se torna invidvel no ciclo formado pelo arco

que entra e os arcos ja pertencentes a base.

Figura 20 — CCMI?: Estado 3
nQ) = -3 n4) =-17
3 (-11
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