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RESUMO

Esse trabalho visa apresentar as teorias matematicas e as dedugdes para chegar a
equacdo elaborada por Terzaghi para o adensamento de solos. Ao se elaborar um projeto de
engenharia civil é necessario verificar se 0 solo de fundacdo possui propriedades suficientes
para suportar a tensdo que a construcao causarad sobre ele. Como o solo possui vazios que,
eventualmente, podem estar preenchidos com agua, é de suma importancia a utilizacdo da
teoria do adensamento de solos feita por Terzaghi para estudar a dindmica do fluxo de agua e
reducdo do indice de vazios que configura esse fendmeno. O adensamento de solos é um
fendmeno que tem como consequéncia o recalque do solo e das estruturas que estdo sobre ele,
trazendo problemas como tensbGes ndo previstas, inclinagdo da estrutura, rachaduras, entre
outros. O trabalho foi realizado com a ajuda de materiais elaborados como, artigos, livros,
publicacdes, etc. Todas as teorias necessarias para 0 entendimento da teoria de adensamento
de solos feita por Terzaghi foram mostradas e detalhadas, como, séries de Fourier, lei de
Darcy, equacgdo diferencial de fluxos tridimensionais e conceitos béasicos de calculo e de
mecénica dos solos.

Palavras-chave: Grau de adensamento. Mecanica dos solos. Teoria de Terzaghi.



ABSTRACT

This work aims to present the mathematical theories and the deductions to arrive at the
equation elaborated by Terzaghi for the soil compacting. When elaborating a civil engineering
project it is necessary to verify if the foundation soil has sufficient properties to withstand the
tension that the construction will cause about it. As the soil has voids that may eventually be
filled with water, it is extremely important to use Terzaghi's theory of soil densification to
study the dynamics of water flow and reduce the void index that configures this phenomenon.
Soil densification is a phenomenon that has the consequence of repressing the soil and the
structures that are on it, bringing problems such as unplanned stresses, slope of the structure,
cracks, among others. The work was done with the help of elaborate materials such as articles,
books, publications, etc. All the theories necessary to understand Terzaghi's theory of soil
densification were shown and detailed, such as Fourier series, Darcy's law, differential
equation of three-dimensional flows, and basic concepts of soil mechanics and calculation.

Keywords: Degree of densification. Soil mechanics. Theory Terzaghi.
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1. INTRODUCAO

A palavra solo vem do latim solum, que significa “chdo”. O solo é um sistema trifasico
composto por particulas sélidas, agua e ar. Ele é um dos materiais mais utilizados nas obras
de engenharia civil. Sob o ponto de vista técnico é um material da crosta terrestre que serve de
suporte para estruturas e tem importadncia em vérias areas. Na agricultura seu uso €
basicamente como suporte e fonte de nutrientes das plantas. Na geologia ele é muito estudado
como, por exemplo, a sua formacdo que se da através do intemperismo e desintegracdo que a
rocha s& sofre, suas classificagdes que caracterizam a origem do solo, agentes externos e suas
propriedades fisicas, mecénicas, quimicas e biologicas.

Na engenharia civil, o solo é muito modelado para atender as necessidades das obras
de varias maneiras como por perfuracdo, escavacdo, compactacdo, entre outros. Essas
modificagdes que o solo sofre séo para que ndo ocorram problemas futuros que poderdo
danificar as estruturas sobre ele, problemas como, recalques, rupturas, deslizamento de
encostas, erosdo dos solos, entre outros.

Na construcao de estruturas € necessario um solo que suporte adequadamente 0 peso
da estrutura sobre ele. E necessario aplicar os conhecimentos da mecénica dos solos para
determinar a viabilidade ou ndo deste solo para a construcdo civil. Quando o solo esta
saturado, é necessario aplicar os conhecimentos da teoria de adensamento de solos de
Terzaghi. Esta se utiliza de um bom embasamento matematico.

O processo de adensamento é um fenémeno tipico de solos saturados de baixa
permeabilidade, no qual devido as tensbes geradas ocorre um fluxo de agua de dentro para
fora proporcionando uma reducdo no indice de vazios e consequentemente o recalque do solo
e das estruturas sobre ele construidas.

A teoria do adensamento de solos feita por Terzaghi mostra o grau de adensamento ao

longo de toda a profundidade, através da seguinte equacao:

- 2 M.z\ .
U= 1= ) gpsen () e,
M=0

onde z ¢é a profundidade do solo, H é a altura da face superior, ou inferior, ao seu centro de
massa (ver pagina 29) e T ¢ o fator tempo (ver pagina 32).

Mas que conceitos matematicos devem ser utilizados para chegar a tal equacao?

O solo é a primeira parte a ser analisada em um projeto de construcdo civil, pois ele

deverd apresentar resisténcia suficiente para receber o peso da estrutura. Dessa forma, €



necessario saber qual o tipo do solo e em seguida aplicar os conhecimentos da mecéanica dos
solos para torné-lo adequado para a estrutura que sera construida.

1.1 OBJETIVOS

Almeja-se que a pesquisa mostre como se da a formulacdo matematica da teoria do

adensamento de solo desenvolvida por Terzaghi.

1.1.1 Objetivos Gerais

o Estudar os fundamentos matematicos da teoria de adensamento dos solos.

1.1.2 Objetivos Especificos

o Demonstrar a formulacdo matemética da teoria de adensamento de solos desenvolvida
por Terzaghi;

e Apresentar as teorias utilizadas para essa formulacdo matematica.
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2. METODOLOGIA DA PESQUISA

A pesquisa € do tipo bibliografica, ou seja, desenvolvida com a ajuda de materiais ja

elaborados. Segundo o autor:

A pesquisa bibliogréfica é feita a partir do levantamento de referéncias teoricas ja
analisadas, e publicadas por meios escritos e eletrdnicos, como livros, artigos
cientificos, paginas de web sites. Qualquer trabalho cientifico inicia-se com uma
pesquisa bibliogréafica, que permite ao pesquisador conhecer o que ja se estudou
sobre o assunto. Existem, porém, pesquisas cientificas que se baseiam unicamente
na pesquisa bibliografica, procurando referéncias tedricas publicadas com o objetivo
de recolher informacBes ou conhecimentos prévios sobre o problema a respeito do
qual se procura a resposta. FONSECA (2002, p. 32).

Para Gil (2007, p. 44), os exemplos mais caracteristicos desse tipo de pesquisa sdo
sobre investigacdes, sobre ideologias ou aquelas que se propdem a andlise das diversas
posicOes acerca de um problema.

Dessa forma, foi realizada a busca dos principais assuntos sobre o tema apresentado,
em artigos, livros, revistas e publicacfes, para adquirir o maior conhecimento possivel para a

realizacdo do projeto. Apés o estudo sobre o assunto, foi feita a elaboracdo do trabalho.
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3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 CONCEITOS BASICOS DE CALCULO

Neste capitulo serdo abordados todos os conceitos de céalculo necessérios para o

entendimento da deducéo da teoria do adensamento de solo elaborada por Terzaghi.
3.1.1 Conceito de limite

Diz-se que o limite de f(x) quando x tende para a é igual a L, e denota-se lim f(x) =
x—-a

L, quando f(x) se torna tdo préximo de L quanto se queira, desde que se tome x
suficientemente proximo, porém diferente, de a.

Outras notacOes para limite sdo: f(x) — L quando x — a, a qual se & “f(x) tende a L
quando x tende a a”.

Além disso, tem-se a nocéo de limites laterais. Diz-se que o limite de f(x) quando x
tende para a pela esquerda € L quando f(x) se torna tdo proximo de L quanto se queira,
desde que se tome x suficientemente proximo de a, porém com x < a. De forma analoga, se
define limite lateral pela direita, trocando x < a por x > a.

Mostra-se que o limite de f(x) quando x tende para a existe se, e somente se, 0S
limites laterais de f(x) quando x tende para a existem e sdo iguais. Neste caso, tem-se

lim f(x) = L, onde L é o valor comum dos limites laterais de f(x) quando x tende para a.
x—a

3.1.2 Derivadas

A derivada de uma funcdo f(x) em um ponto x = a € a taxa de variagdo instantanea
da funcdo neste ponto ou a inclinacéo da reta tangente ao grafico da funcéo neste ponto. Se a
derivada de f(x) existe em todos os pontos do dominio de f, entdo dizemos que f € derivavel

e sua derivada é denotada por f'(x). Outras notagdes tradicionais para derivada sao:

, d
V' =% Dxf, fi tC.

A derivada de uma funcdo poténcia se resolve da seguinte maneira: se n € uma

constante em R (conjunto dos numeros reais) e f(x) = x™, entdo sua derivada é,

d
f'(x) =nx""1ou — (") = nx™ 1,
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A regra da soma para derivadas é da seguinte maneira: se f e g sdo funcdes derivaveis

entdo,

d _d d
U@ +9@] == f0) +——g(0)
A regra da diferenca é,
d d d
) —g()] =~ f(0) ———g ().
A regra do produto &,

L F@g@] = 9@ L [FCO] + F(0) = [g()].

A regra do quociente é,

a f(x)] G f @~ ()9 ()]

ax Lg@o)l [9()]?

3.1.2.1 Regra da cadeia

Considere duas fungdes f(x) e g(x) derivaveis, tais que a imagem da funcdo g(x)
estd contida no dominio da funcdo f(x), de forma que fica bem definida a funcéo (f o
9)(x):= f(g(x)). Entdo a fungdo f o g sera derivavel em x e, além disso, sua derivada serd,
(fo9) () = f'(9(x)).g' ().
Combinando a regra da poténcia com a regra da cadeia, para n nimero real e u =
f(x) derivavel, tem-se

1 du

a . ny _ n—
dx(u)—nu o

3.1.3 Primitivas

Uma fungéo F é primitiva ou anti-derivada de f no intervalo I, se a sua derivada for
igual a f(x) paratodo x em I, ou seja,
F'(x) = f(x).
De uma forma mais geral a primitiva de f(x) sera F(x) + C, no qual C é uma

constante qualquer no conjunto dos ndmeros reais.
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3.1.4 Teorema fundamental do célculo
PARTE 1: Se uma funcgéo f for continua em um intervalo [a, b], entdo a fungéo F
definida por
X
F(x) = f fdt,a<x<bh
a

é continua em [a, b] e derivavel em (a,b) e F'(x) = f(x)

PARTE 2: Se uma funcdo f for continua em um intervalo [a, b], entéo

b
f f()dx = F(b) — F(a),

onde F é qualquer primitiva de f, isto &, uma funcéo tal que F' = f.
3.1.5 Seéries de Fourier

Fourier teve a ideia de representar uma funcdo periddica através de uma soma de

varias sendides.
3.1.5.1 Funcbes periddicas

Quando os valores de f(x) se repetem para periodos determinados de x, é obtido

valores repetidos na funcéo f. Tem-se como exemplo as funcfes sen x, tg x, entre outros.
3.1.5.2 Coeficientes de Fourier

Se uma funcgéo f(x) € expressa como

1 = nmx nmx
f(x) = > o + Z(an cos—— + b, sen—),
n=1

L
0s seus coeficientes podem ser obtidos pelas expressoes a seguir,

1 (L nmwx
a":Zf f(x)cosde, n=0,
—L

1 (L nmx
bnz—f f(x)sen—dx, n=0,
L), L

onde n € Z (conjunto dos numeros inteiros).



14

3.2 CONCEITOS BASICOS SOBRE MECANICA DOS SOLOS

Nesse capitulo serdo abordados todos os conceitos basicos sobre mecanica dos solos
necessarios para o entendimento de todo o processo da deducdo da teoria do adensamento de

solo feita por Terzaghi.
3.2.1 indice de vazios

E a relagéo entre o volume de vazios e o volume dos solidos, indicando a variagio do
volume do solo ao longo do tempo, sua expressao € a seguinte:
W
Vs

onde e € o indice de vazios, V, é o volume dos vazios e Vs é o volume do solo.

e

O indice de vazios € uma grandeza adimensional, ndo pode ser calculado diretamente e

pode ser calculado através de outros indices.
3.2.2 Porosidade

E a relagdo entre o volume de vazios e o volume total da amostra, ele é calculado pela

expresséo:
W

U—VT

onde n € a porosidade e V; 0 volume total.
A porosidade é expressa geralmente em porcentagem, e o seu intervalo de variagao &,

geralmente, entre 30% e 70%. Nao pode ser determinado, apenas calculado.
3.2.3 Relagédo matematica do indice de vazios com a porosidade.

Utilizando a expressédo da porosidade e dividindo, ambos os lados da equagéo, pelo

volume dos sélidos teremos,

n_W
Vs VrVs

Vs
n=e—-
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n = e
Ve /Vg
sabendo que
Ve =Vy + Vs
entéo,
e
n=v,+vs
Vs
portanto,
e
= e+1

Essa é a correlacdo matemaética entre o indice de vazios e a porosidade.

3.2.4 Tensdes nos solos

Segundo Pinto (2006), as tens@es aplicadas em um solo sdo transmitidas de particulas
a particulas ou suportadas pela 4gua dos vazios. Como a forma de transmissao das tensées de
particula a particula € muito complexa, no qual a transmisséo ocorre apenas nos contatos entre
0S grdos, ou seja, areas muito pequenas em relacdo a area total que estad sendo aplicada a
tensdo, entdo, é considerado que foi colocado uma placa horizontal no interior do solo e os
diversos graos irdo transmitir forcas a placa, como mostra a Figura 1:

Figura 1: Esquema de comportamento das tensdes no solo.

BT LT T AT T T DA

area

A JaN

Fonte: Adaptado de PINTO (2006).
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Devido as inimeras forgas existentes, faz-se uso do conceito de tensGes. Tensdo € a
forca resultante sobre a &rea onde estd sendo aplicada. A forca resultante tem uma
componente perpendicular a superficie, a qual sera adotada para definir a tensdo normal, e
uma componente paralela a superficie, a qual sera utilizada para definir a tenséo cisalhante.

A tensdo normal é dada pela formula

>N
==
em que o é a tensdao normal, N é a forca normal e A a area.

o

A tensdo cisalhante é expressa por

>T
T A
onde 7 é a tensdo cisalhante e T a forca tangencial.

T

Essas tensdes raramente chegam a 1 MPa nos problemas de engenharia, ja as que

ocorrem entre 0s contatos reais das particulas podem chegar a 700 MPa.

3.2.5 Tensdes devido ao peso proprio

Segundo Pinto (2006), as tensdes devido ao peso tém valores que ndo podem ser
desconsiderados. Numa superficie horizontal ha atuacdo apenas da tensdao normal, ja que
estatisticamente as componentes das forcas tangenciais tendem a se contrapor, logo a
resultante ird se anular. Entdo, para se obter a tensdo devido ao proprio peso € utilizada a
seguinte equacéo:

Yn-V
o= = VY- Z

A
onde y, é 0 peso especifico natural do solo, V & o volume total da amostra, z é a

profundidade.

Essa equacdo vale apenas para solos secos.

Quando o solo é constituido de variados gréos, como por exemplo, areia e pedregulho,
a tensdo normal é calculada por camada, ou seja, calcula-se a tensdo na camada de areia e a

tensdo na camada de pedregulho, em seguida, é feito 0 somatdrio das tensdes.

3.2.6 Tensoes efetivas

De acordo com Pinto (2006), quando se tem um solo abaixo do nivel da agua, ou seja,

um solo submerso, no qual a agua no interior dos vazios estara sob uma pressdo que depende
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apenas da profundidade em relagdo ao nivel da agua, essa pressao pode ser encontrada pela
seguinte equacgéo:

U= Zy. Yw
onde u € a pressdo da agua, z,, é a profundidade com relacéo ao nivel da &gua e y,, € 0 peso
especifico da agua.

Dessa forma, Terzaghi constatou que a tensdo normal total em um plano qualquer deve
ser considerada como a soma de duas parcelas, a primeira parcela é a tensdo transmitida pelos
contatos entre as particulas, denominada como tenséao efetiva, a segunda parcela é a pressao
da &gua, denomina pressdo neutra ou poropressdo. Assim, Terzaghi estabeleceu o Principio
das Tensoes Efetivas, que é expresso em duas partes:

A primeira parte é para solos saturados,

o=0—1u
onde & é a tensdo efetiva para solos saturados, o é a tensdo total e u a pressao neutra.

A segunda parte, “todos os efeitos mensuraveis oriundos da variacdo do estado de

tensdes tais como compresséo, distor¢ao e variacdo de resisténcia ao cisalhamento séo devidas

exclusivamente a variacdo do estado de tensoes efetivas.” (Pinto, 2006, p. 98)

3.2.7 Permeabilidade

Segundo Caputo (1988), a permeabilidade é uma das propriedades do solo que permite
0 escoamento da agua através dele, quantitativamente expresso pelo coeficiente de
permeabilidade que € determinado através da lei de Darcy. O conhecimento a respeito dessa
propriedade € de suma importancia para a engenharia nas areas de drenagem, rebaixamento

do nivel d’4gua, recalques, entre outros.

3.2.7.1 Lei de Darcy

Segundo Miranda (2004), no ano de 1856, Henry Darcy trabalhava em meios
granulares nao consolidados e sugeriu que, para um fluxo horizontal de um fluido monofésico
gue esta em uma amostra com meio poroso, com comprimento L e secdo reta de area A, como

mostra a Figura 2:
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Figura 2: Agua percolando num permeametro.

N

PE—>
pe g

><

K J |

FONTE: adaptado de PINTO (2006).

Entdo sua vazdo é dada por:
kA AP

u L
onde AP ¢ a diferenca de pressao aplicada na amostra (h), u é a viscosidade do fluido e k é a

permeabilidade absoluta do meio poroso.
A mesma pode ser escrita em forma diferencial:
Q kopP

A U ox

onde u é a velocidade superficial do fluxo e o sinal negativo quer dizer que a pressdo diminui

na direcdo do fluxo.

Dessa forma, é possivel afirmar que para as duas equacdes a vazdo é proporcional a
permeabilidade, quando se tem geometria igual, diferenca de pressdo igual e condi¢bes do
fluido iguais.

Uma simplificacdo para a Lei de Darcy, segundo Pinto (2006) é da forma:

Q = kiA,
onde i é dado por
i = i
no qual i é o gradiente hidraulico e h a carga que se dissipa na percolacdo ou a variacdo de

pressao.
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3.2.8 Adensamento

O adensamento € um fendmeno que ocorre em solos saturados de baixa
permeabilidade, no qual a agua é expulsa ao longo do tempo devido as tensdes que estdo
atuando sobre ele, ocorrendo uma reducdo no indice de vazios, ocasionando um recalque. A
Figura 3 mostra uma analogia mecanica para o processo de adensamento.

Figura 3: Analogia mecanica do processo de adensamento feita por Terzaghi.

Sem carga 5N 10N 15N
% 1
Carga total 15N 15N

Sem carga

H

FONTE: Adaptado de PINTO (2006).

Segundo Pinto (2006), a analogia mecanica feita por Terzaghi explica muito bem
como funciona esse fendmeno. Consiste em utilizar um pistdo com uma mola acoplada e agua
no seu interior como mostra a Figura 3, no qual representaria o solo saturado, nesse mesmo
pistdo tem um orificio de dimensdo pequena que representa a permeabilidade do solo.
Inicialmente, é aplicada uma tensdo constante que serd suportada pela agua que apos alguns
segundos saira pelo orificio, num instante qualquer a mola estara deformada devido a saida da
agua, logo a carga total ndo estard mais sendo suportada apenas pela agua mas pela mola

também, o processo continua até que apenas a mola suporte a carga total.

3.2.9 Recalque

Recalque é o rebaixamento de uma estrutura em relacdo ao seu nivel original e pode
ser causado por varios fatores. E um fendmeno no qual ha variagdo dos indices de vazios, e
também pode ocorrer em apenas uma parte da edificacdo, ocasionando na inclinagdo do
mesmo. Tem-se, como exemplo, a Torre de Pisa. Outros problemas decorrentes do recalque é
0 surgimento de uma variedade de esforgos estruturais ndo previstos, rachaduras, trincas e até

mesmo levando a ruina.
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Na engenharia civil, usa-se este termo para estruturas que causam o adensamento do

solo.

3.3 EQUACAO DIFERENCIAL DE FLUXOS TRIDIMENSIONAIS

Segundo Pinto (2006), considerando um elemento de solo com dimensdes dx, dy e
dz, no qual ha um fluxo tridimensional passando por ele e seja h uma carga total no seu

centro, como mostra a Figura 4:
Figura 4: Elemento infinitesimal de solo.

|

dz
dy

dx

Fonte: Adaptado de PINTO (2006).
E possivel calcular o seu fluxo tridimensional, decompondo ele nas direcdes X, y e z,

em seguida considerando a somatéria dos trés. Também é necessario considerar que o
coeficiente de permeabilidade € diferente nas trés direcdes.

Lembrando que o gradiente hidraulico é definido pela relag&o:

h
L= Z
Tem-se que gradiente na direcdo x é,
. 0Oh
Ly = a

Como o gradiente varia na direcéo x, entdo
() 0 (ah) B 0%h
dx  0x\ox/) o0x%

Logo, o gradiente hidraulico na face de entrada é dado por

oh N 0%h (—dx)
Ox 0x2\ 2
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Aplicando a lei de Darcy, tem-se que a vaz&o nessa face de entrada é,

_ oh aZh(dx)dd
U= 5% " a2\ 2 yaz

Da mesma forma para a vazdo de saida tem-se:

_k 6h+62h(dx)dd
s = "x 55 T 9x2 \ 2 yaz

A diferenca das duas vazoes sera,

2
qs — qg = kxﬁdxdydz

Da mesma forma para as outras direcdes serao,

2

ds — qg = ky a—yzdxdydz
2
qs — qe = k, 57 dxdydz
Como o fluxo de agua que entra no elemento é o igual ao que sai no mesmo intervalo
de tempo, entdo a soma da diferenca de vazdes em todas as dire¢des sera nula. Dessa forma,
( 0%h 0%h 0%h
k

372 + k, 3y2 + k, 622> dxdydz = 0.

Se dxdydz ndo for nulo e desconsiderando o fluxo na direcdo y, tem-se um fluxo
bidimensional, logo,

0%h 0%h
“oxz e gz
Para um solo isotropico, tem-se k, = k,, entdo a equacdo fica da seguinte forma:

d%h N 0%h
0x?  0z2

Essa é a equacdo de Laplace, no qual quer dizer que as linhas equipotenciais séo

k =0

=0

interceptadas perpendicularmente pelas linhas de fluxo.

3.4 CALCULO DOS RECALQUES PELA COMPRESSIBILIDADE EDOMETRICA

Para o célculo dos recalques pela compressibilidade edométrica ou unidimensional,
Pinto (2006, p. 189) diz o seguinte,

A previsdo do recalque, neste caso, corresponde a aplicagdo de uma simples
proporcionalidade: se um certo carregamento (Agy, ) provoca um determinado
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recalque p no corpo de prova, este carregamento provocara na camada deformavel
do terreno um recalque tantas vezes maior quanto maior a espessura da camada. O
recalque especifico ou deformacéo, relacdo entre recalque e espessura da camada, é
constante.

Dessa forma, tem-se que para um certo carregamento, um corpo de prova de uma
determinada altura sofre um certo recalque, e logo em seguida, for pego uma camada maior
desse corpo de prova, ou seja, uma altura maior, o recalque aumentara de forma proporcional
a altura.

O célculo de recalque é expresso pela variacdo do indice de vazios, considerando um
solo de altura H; e depois de um carregamento ficou com altura final H,, logo seu indice de
vazios diminuiu de e; para e,, permanecendo constante a altura equivalente as particulas
solidas (H,), como mostra a Figura 5:

Figura 5:As fases do solo separadas em volumes antes e depois de uma reducdo no indice de

vazios.

P

vazios !
vazios

H, H,
HO sdlidos HO sdlidos

Fonte: Adaptado de PINTO (2006).
Entdo as alturas antes e depois do carregamento podem ser expressas como:
H; = Hy.(1+eq) )
Hy = Hy. (1 + e3) (2)
Isolando H, na equacéo (1),
Hy

H, =
0 1+el

e substituindo o resultado na equagéo (2),
Ho=H 1+e,
S

Tem-se que o recalque (p) é a diferenca entre as alturas H; e H,, logo
1 + el - 1 - 82
1+e

p:Hl'

€1 — €

=H.———
P 11-+-e1
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A deformacéo ¢ a relacdo do alongamento (recalque) com o comprimento inicial (H,),

portanto a deformacdo sera

P _a—e 3)
H 1+e

3.5 TEORIA DO ADENSAMENTO DE TERZAGHI

Terzaghi utilizou a seguintes hipdteses para a deducdo de sua teoria:

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7)

8)
9)

O solo é totalmente saturado.

A compressdo é unidimensional.

O fluxo d’4gua ¢ unidimensional.

O solo é homogéneo.

As particulas sélidas e a agua sdo praticamente incompressiveis perante a
compressibilidade do solo.

O solo pode ser estudado como elementos infinitesimais, apesar de ser constituido
de particulas e vazios.

O fluxo é governado pela Lei de Darcy.

As propriedades do solo ndo variam no processo de adensamento.

O indice de vazios varia linearmente com o aumento da tensdo efetiva durante o

processo de adensamento.

A hipétese (8) ndo é perfeitamente aceitavel, j& que as propriedades do solo variam

guando sofre adensamento, como exemplo a permeabilidade diminui de acordo com a reducdo

do indice de vazios.

A hipotese (9) também néo é perfeitamente aceitavel, pois o indice de vazios ndo varia

linearmente com o0 aumento da tensdo efetiva, essa hipotese foi proposta para permitir a

solugdo matematica do problema, ja que sem ela a solucdo é muito complexa.

3.5.1 Grau de adensamento

De acordo com Pinto (2006), o grau de adensamento é a relacdo entre a deformacao

(¢) que ocorre em um elemento, numa determinada posicao, caracterizada pela profundidade,

num determinado tempo com a deformagcéo desse elemento depois do adensamento (&f):

U &
Z_gf
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onde U, é o grau de adensamento.
Utilizando a equacdo (3), tem-se que a deformacgdo final devida ao acréscimo de

tensdo sera:
€1— 6
g = ——
R ey

e num instante t qualquer, o indice de vazios sera e, e a deformacdo ocorrida até esse instante

sera:
6’1 - e
g =
1+e

Dessa forma, tem-se o grau de adensamento,

81—8
U,=———
e — e

Logo o grau de adensamento € a relacdo entre a variacdo do indice de vazios até um

determinado tempo com a variacdo total do indice de vazios devido ao carregamento.
Considerando agora a hipétese que o indice de vazios varia linearmente com as

tensoes efetivas, como na Figura 6:
Figura 6: Variacdo linear do indice de vazios com a tensao efetiva.

€s

81 a 2

Fonte: Adaptado de PINTO (2006).

Por semelhanca dos tridngulos ABC e ADE é possivel obter a seguinte relacao
p,—&ize _AB_BC_ -5
? e —e, AD DE &,—0d,

Dessa forma, o grau de adensamento é equivalente ao grau de acréscimo de tensdo

efetiva.
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E possivel expressar o grau de adensamento em funcdo das pressdes neutras,

observando a Figura 6, tem-se,

No instante t,

Logo,

Dessa forma o grau de adensamento é igual ao grau de dissipacéo da pressao neutra.

3.5.2 Coeficiente de compressibilidade

De acordo com Pinto (2006), admitindo-se a variacdo linear entre as tensdes efetivas e
os indices de vazios, é possivel definir a inclinacdo da reta como um coeficiente indicador da
compressibilidade do solo (ay ), definido por:

61 - 82 ez - 81 de

Ay = — — = — = — = — 5=
Y5, -4y 0, — 01 do

Como a variacdo de tensdo efetiva corresponde a uma variagdo de pressdo neutra de

igual valor, mas sentido contrario, entdo,
de

W= du

3.5.3 Deducéo da teoria

Segundo Pinto (2006) essa teoria determina para qualquer instante e qualquer posi¢ao
da camada que estd sofrendo adensamento, o seu grau de adensamento, ou seja, as
deformac0es, os indice de vazios, as tensdes efetivas e as pressdes neutras.

Considerando um elemento de solo que estd sofrendo adensamento como mostra a

Figura 7:



26

Figura 7: Fluxo através de um elemento de solo.

dx
dy

s -
A
diregdo o
do fluxo I J_l

v

Fonte: Adaptado de PINTO (2006).
Lembrando que a equacdo do fluxo tridimensional para um solo saturado, sem a

variacdo do indice de vazios, é dada por:
v i 0%h ) 0%h "
at  \ *oxz  Yoy?

De acordo com a Figura 7, é possivel perceber que o fluxo s6 ocorre na direcdo

2
2 ﬁ) dxdydz = 0.

vertical e a quantidade de agua que sai € maior do que a que entra, ou seja, a variacdo do

volume ndo sera nula, entdo,
(4)

o_ o
ot | Cggz Xeyaz

A variacdo de volume do solo é a variacdo de seus indices de vazios, ja que foi
considerando que as particulas sélidas e a agua sdo praticamente incompressiveis perante a
estrutura solida.

A Figura 8 mostra a relagéo entre o volume dos solidos e o volume dos vazios.

Figura 8: Esquema de relacéo entre os volumes dos sélidos e vazios.

=== -

dx . dy . dz

¥ B 1 + g

"l_:F
|

d |, dy , d2

1+e

de . dy . dz

=

. .

Fonte: Adaptado de PINTO (2006).
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O indice de vazios é a relagdo do volume de vazios com o volume dos solidos:

W
V'
Adicionando a expressao

Vs — Vs

no segundo termo da equacao acima, tem-se,

Vy + Vg — Vg
—
Ve — Vs
= 7
Vr

=L_1
e VS

e =

e

Vr
1=—
e+ Ve

Vr
1+e
Substituindo V. por dxdydz, tem-se a relacdo volume dos so6lidos com o indice de

VS =

vazios,
1
Vs = T+e dxdydz
Lembrando-se da correlagdo matematica entre o indice de vazios e a porosidade,
e
= e+1

Sabendo que a porosidade é a relacdo entre o volume de vazios e o volume total, tem-

se,
e
= 1+e’ Vr
Substituindo V; por dxdydz, tem-se a relacdo volume de vazios com o indice de
vazios,

e
Vy, = 17e .dxdydz

Como o volume total é a soma do volume de vazios com o volume dos sélidos,

1
Vr = 17e .dxdydz + 1— dxdydz

Logo,
1+e

17 o dxdydz

VT =
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Como no adensamento é o volume de vazios que ira sofrer variagdo com o tempo,

entdo se tem a seguinte expresséo:
aVy 0
ot ot

(1 _T_ > dxdydz),

dxdyd ~ - -y . Ly
2 ndo varia, ja que ela é o volume do sélido. Portanto,

em que a expressao
1+e

dVy de dxdydz
ot ot 1+e
Igualando essa expressdo com a equacao (4) € obtido a seguinte formula:

kazhd dvdy = de dxdydz
022 Y T 9 1t e
Simplificando os fatores em comum,
d%h _de 1 (5)

9z2 At 1+e
Lembrando que o coeficiente de compressibilidade ¢,

_de
= du

E a pressdo da agua é dada por,
u==zy

No qual z é a profundidade, logo sera a carga h. Entéo,
u=~hy
Agora substituindo o coeficiente de compressibilidade e a pressao da agua na equagdo
(5), é obtido

ko*u  odu 1
yazz_avat'1+e

portanto,
k(1+e) 0°u _du
ay.y 0z% Ot

Essa é a equacdo diferencial do adensamento.

O coeficiente do primeiro membro é denominado coeficiente de adensamento (cy),
apresenta caracteristicas de permeabilidade, porosidade, e compressibilidade. O que leva ele a
ser uma constante do solo, segundo a hipétese (8), entéo,

k(1+e)
B ay.Y
Logo a equacdo diferencial do adensamento ser4,
0°u _ oJu (6)

oz ot

Cy
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Essa equacdo indica a variacdo da pressdo ao longo da profundidade, através do
tempo. Como j& foi visto, a variacdo da pressdo neutra € a indicacdo da variacdo das
deformacdes.

A equacdo (6), segundo CAPUTO (1988), se refere a analogia termodindmica do
adensamento, no estudo da transmissdo do calor atraves de uma placa de material isotropo, de
espessura 2H (pois a distancia das faces até o centro equivale a H, logo sua espessura é de
2H) e temperatura uniforme, com faces laterais isoladas e colocadas rapidamente num meio
de temperatura mais baixa. Dessa forma, fazem-se as seguintes relagdes, 0 excesso de pressdo
hidrostatica corresponde a temperatura, o coeficiente de permeabilidade ao coeficiente de
condutibilidade térmica, o coeficiente de adensamento ao coeficiente de propagacdo da
temperatura.

Para a resolucdo da equacéo (6) é necessario atender as condi¢des de contorno, que

sdo:
1%) Para z = 0 tem-se u = 0.
2%) Para z = 2H tem-se u = 0.
3% Para t, = 0 tem-se u = p,.
Como u depende da profundidade e do tempo, tem-se
u=f(2e) (7)
derivando u com relacdo a z duas vezes e com relacdo a t,
azu n
3,2 = @e®)
Ju ,
= =f@9'®

substituindo as derivadas na equacgéo (6),
cvf"(@e(t) = f(2)9'(t)
'@ _ ¢'®
f@)  ovel)
Elas deverao ter um valor constante de —A?, entdo
f"(@) = -A*f(2) (8)
@'(t) = —APcyo(t) 9)
Essas duas equacOes sdo diferenciais ordinérias, lineares, com coeficientes constantes

e homogéneos, respectivamente, de 22 e 12 ordem.

A equacdo caracteristica de (8),
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s = TAi

onde i é o simbolo da unidade imaginaria.

A integral geral ser4,

f(2) = Cie? + C e~

onde e é a exponencial.

Usando a relacdo matematica

e™ = cos(m) + isen(m)
é possivel escrever a integral geral da seguinte forma:
f(z) = C;(cosAz +isen AZ) + C,(cos Az — i sen Az)
f(z2) =(Cy +Cy)cosAz +i(C, — C,)sen Az
considerando C; + C, = C3 e i(C, — C,) = C4, tem-se
f(z) =C3cosAz + C,senAz

onde C; e C, sdo constantes arbitrarias.

A equacdo caracteristica de (9),

s = —A%cy
A integral geral serj,
() = Cse~ vt

onde Cs € uma constante arbitraria

Substituindo os valores de f(z) e ¢(t) na equagéo (7), tem-se:

u = (C3 cos Az + C, sen Az)Cze~A*cvt
considerando C;Cs = C, € C4Cs = C, € substituindo,
u = (C4 cos Az + C, sen Az)e~A*cvt

onde C4 e C, sdo constantes arbitrarias que devem ser determinadas de acordo com as
condigdes limites.

Pela primeira condicdo limite (z = 0, u = 0) tem-se,

Ce=0
entéo,
u = C,(sen Az)e A*cvt
Pela segunda condicéo limite (z = 2H, u = 0) tem-se,
sen24AH =0
logo,

24H = nm
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A T
=n—
2H
onde n é um ndmero inteiro.
Dessa forma,
nmgz _n’m’ . (10)

u=~0Csen——e 4H?
77" 2H

Como C, é uma constante arbitraria e n pode assumir qualquer valor inteiro, entdo

podemos escrever

C7 == an,
1

onde os termos b,,, com n € N, precisam ser determinados. Substituindo na expressao (10), a

funcdo u passa a ser descrita pela seguinte série:

> 2,2 (12)
u= ) b, seng e_T;H2 vt
2H

1
Pela terceira condigdo limite (t, = 0, u = p,) tem-se:

_ - b nmnz
Po = n Sen 2H

gue € um caso de série de Fourier, em senos, no qual os coeficientes podem ser facilmente

expressos pela equacéo:

1 (L nmx
bnz—f f(x) sen—dx, n=0;
L), L

logo,
1 (%H nnz
b, = Ej;) posenﬁdz
b _ZpO( nn-2H> ZpO( nn-O)
n T % 2h e Y
2pg
b, =—01 -
n=— (1 — cosnm)
substituindo em (11),
S 2D nmzy _n’m’ .
u= Z P (1 — cosnm) (senﬁ) e 4HZ

1
fazendo:
cyt

w T
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onde T é o fator tempo e é adimensional, no qual correlaciona os tempos de recalque as
caracteristicas do solo, através do cy,, e as condi¢cdes de drenagem do solo, através do H.

Entao,

[0e]

2p NMZ\ _l.2.27
u= Zn—(l — cosnm) (senﬁ) e s

Na expressdo 1 — cosnm, quando n é par, ela tende a zero e quando n é impar, ela
tende para 2, logo
n=2N+1
com N variando de 0 a co.

Substituindo, tem-se

apoe 1 (2N + Dmz\  _1oni1)2azr
T ZZN+1(Sen 2H )e '

Considerando,

_@N+Dr
==

2
Z Po (sen—)e‘MzT
0

O grau de adensamento U, na profundidade z e num tempo t, é definido pela relacéo:

—u u
v, =2 "% (1 — —).
Po Po

e substituindo,

Como

entdo,

Essa é a equagdo do grau de adensamento ao longo da profundidade, ja que a presséo
neutra ndo se dissipa uniformemente ao longo de toda a profundidade, o que leva ao
desenvolvimento de deformacGes. E quanto mais proximo um elemento fica das faces de

drenagem, mais rapido as pressdes neutras se dissipam.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

O solo é um material muito utilizado na area da engenharia civil e pelo motivo de ser o
local que a estrutura sera construida, é necessario observa-lo, analisa-lo e corrigir os possiveis
defeitos que o mesmo apresentard, logo existem diversas solu¢fes para 0os mais variados
problemas.

Um dos problemas € quando o solo possui muitos vazios preenchidos por dgua e ao ser
submetido forcas sobre ele, que no caso seria 0s pesos das construcdes e maquinas que irdo
passar por cima, esse solo passa a sofrer uma variagdo no volume total, ja que a agua
comecaréa a sair apos a aplicacdo das forc¢as, ocasionando o recalque que danifica as estruturas,
formando rachaduras, inclinacfes, tensdes ndo previstas nos elementos estruturais.

Como solucéao do problema ha a teoria do adensamento feita por Terzaghi, que mostra
0 grau de adensamento do solo, fazendo possivel tornar o solo resistente para suportar a
estrutura que vai ser construida.

Esse trabalho trouxe todas as teorias basicas para entender a deducdo matematica do
grau de adensamento feito por Terzaghi, mostrando todo o conhecimento necessario para um

bom entendimento dessa teoria.
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